Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки». Математика.
Отборочный тур 2016/17. 
1 вариант

7 класс

7.1. Припишите к числу 2016 справа и слева по одной цифре так, чтобы полученное шестизначное число делилось на 72 (приведите все решения).

Ответ: 920160 и 120168. Решение. Искомое число должно делиться на 72 = 8(9. Для делимости на 8 надо, чтобы трехзначное число из последних цифр делилось на 8. Поскольку 16 уже делится на 8, то справа надо приписать 0 или 8. Для делимости на 9 надо чтобы сумма цифр делилась на 9. В первом случае тогда надо приписать слева девятку (если приписать 0, то получится пятизначное число), а во втором – единицу.

7.2. Было у отца три сына, и оставил он им в наследство 9 соток земли – прямоугольник размером 25 м ( 36 м. Братья решили разделить землю на три прямоугольных участка –  по три сотки на брата. Сколько есть вариантов раздела (с точки зрения длины и ширины участков) и в каком из вариантов общая длина заборов между участками будет наименьшей?

Ответ: 4 варианта; наименьшая длина 49 м в варианте раздела на участок 25(12 и два участка 12.5(24. Решение. Пусть ABCD – исходный прямоугольник; АВ = 25, ВС = 36. Поскольку у него 4 вершины, а участков 3, две вершины должны принадлежать одному участку. Рассмотрим сначала случай, когда вершины меньшей стороны (скажем. АВ) принадлежат такому участку ABNM (см. рис.). В этом случае оставшуюся часть – прямоугольник MNCD нужно разделить на два равных прямоугольника, это можно сделать двумя способами (см. рис.). 
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Аналогично, во втором случае (когда В, С принадлежат одному участку) могут быть два варианта деления (см. рис.). Из условия равенства площадей получаем размеры участков: в первом случае – а) три участка 25(12 или б) один участок 25(12 и два участка 12.5(24; во втором случае – а) три участка 
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 Общая длина заборов в этих четырех вариантах будет соответственно 50 или 49 ( в первом случае) и 72 или 
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.(во втором случае) Значит, 49 - наименьшая длина.

7.3. Числа a, b, c удовлетворяют соотношению 
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Ответ: 0. Решение. Из равенства 
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7.4. Сколькими нулями оканчивается произведение 
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 обозначает сумму цифр натурального числа п?

Ответ: .19-ю нулями. Решение. Рассмотрим числа из первой сотни, для которых сумма цифр делится на 5. Такие числа имеют сумму цифр либо 5, либо 10, либо 15. Чисел с суммой 5 всего 6: это 5, 14, 23, 32, 41, 50.  Чисел с суммой цифр 10 всего 9: это 19, 28, …, 91.  Чисел с суммой цифр 15 всего 4: это 69, 78, 87, 96. Таким образом, в произведении P = s(1) ( s(2) (…( s(100) множитель 5 содержится в 19-й степени. А множитель 2 в P содержится в (гораздо) большей степени (достаточно рассмотреть, например, числа с суммой цифр 8; имеется 9 таких чисел, и каждое вносит в P множитель 23, поэтому двойка содержится в P в степени (  3(9 = 27). Итак, P оканчивается на 19 нулей  

8 класс

8.1. В треугольнике АВС проведена биссектриса ВМ. Докажите, что AM < AB и MC < BC. 

Решение. По свойству внешнего угла 
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. Поэтому в треугольнике АВМ против большего угла лежит бóльшая сторона: AB > AM. Аналогично, MC < BC.
8.2. Было у отца три сына, и оставил он им в наследство 9 соток земли – прямоугольник размером 25 м ( 36 м. Братья решили разделить землю на три прямоугольных участка – по три сотки на брата. Сколько есть вариантов раздела (с точки зрения длины и ширины участков) и в каком из вариантов общая длина заборов между участками будет наименьшей?

Ответ: 4 варианта; наименьшая длина 49м в варианте раздела на участок 25(12 и два участка 12.5(24. Решение. См. задачу 7.2.

8.3. Дан треугольник АВС. Известно, что для любой точки М внутри треугольника АВС из трех отрезков МА, МВ и МС можно составить треугольник. Верно ли, что треугольник АВС должен быть равносторонним?

Ответ: верно. Решение. Предположим, от противного, что 
[image: image16.wmf]D

ABC не равносторонний, и пусть, для определенности, АС – наибольшая сторона. Хотя бы одна из прилежащих сторон (АВ или ВС) меньше, чем АС. Пусть, для определенности, AB < AC.  Если М совпадает с точкой А, то МС = АС > MA + MB = AB. Тогда понятно, что для точек М, очень близких к А, внутри 
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ABC также будет нарушено неравенство треугольника. Строгое доказательство этого факта такое. Пусть d – положительное число, меньшее 
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[image: image19.wmf]D

ABC, чтобы она лежала внутри круга радиуса d с центром в точке А. Тогда 
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 = 0. Полученное противоречие с неравенством треугольника доказывает наше утверждение. 
8.4. Сколькими нулями оканчивается произведение 
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 обозначает сумму цифр натурального числа п?

Ответ: .19-ю нулями. Решение. См. задачу 7.4.

9 класс

9.1. В треугольнике АВС проведена биссектриса ВМ. Докажите, что AM < AB и MC < BC.  

Решение. См. задачу 8.1.

9.2. Каким числом – рациональным или иррациональным – является 
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Ответ: целым рациональным числом 2017. Решение. Пусть a=2017, b = 2016. Тогда 
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 (т.к. a – b = 1). Таким образом, получаем в результате 
[image: image31.wmf].
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9.3. Справедливы ли следующие утверждения: а) Если для любой точки М внутри треугольника ABC из отрезков МА, МВ и МС можно составить треугольник, то 
[image: image32.wmf].

D

ABC равносторонний? б) Для любой точки М внутри равностороннего треугольника ABC из отрезков МА, МВ и МС можно составить треугольник?

Ответ: а) справедливо; б) справедливо. Решение. а) См. задачу 8.3. б) Пусть АBC – равносторонний треугольник. Рассмотрим 
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ABМ и повернем его на 60( вокруг точки В так, чтобы сторона АВ совпала с АС. Точка М займет при этом положение М (. Тогда 
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МBМ ( равносторонний (т.к. МВ = ВМ ( и ( МВМ ( = 60(). Стороны треугольника ММ (С равны отрезкам МА, МВ и МС. Действительно, ММ ( = МВ, а М (С = МА (при повороте отрезок МА занимает положение М (С), что и требовалось доказать. Другой способ решения основан на двух неравенствах: МА+МС>AC=а  и  МВ<max(AB, BC)=a, где а – сторона треугольника.  
9.4. Найдите наименьшее натуральное число п, для которого а) п! делится на 2016; б) п! делится на 201610. (Напомним, что п! = 1(2(3(...( п.)

Ответ: а) п = 8; б) п = 63. Решение. а) Поскольку 2016 = 
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[image: image39.wmf]57

32

63

16

63

8

63

4

63

2

63

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

, где [ ] – целая часть числа).

10 класс

10.1. Решите уравнение 
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Ответ: 
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10.2. Каким числом – рациональным или иррациональным – является 
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Ответ: целым рациональным числом 2017. Решение. См. задачу 9.2.

 10.3. Дан параллелограмм ABCD. Можно ли утверждать, что ABCD – прямоугольник, если известно, что а) радиусы вписанных окружностей треугольников АВС и ABD совпадают? б) радиусы описанных окружностей треугольников АВС и ABD совпадают?
Ответ: а) можно; б) можно.  Решение. а) Пусть 
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 – радиусы вписанных окружностей треугольников ABC и ABD соответственно, 
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. Поскольку диагонали параллелограмма равны, ABCD – прямоугольник. б) Пусть 
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 – радиусы описанных окружностей треугольников ABC и ABD. Тогда 
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10.4. Найдите наименьшее натуральное число п, для которого а) п! делится на 2016; б) п! делится на 201610. (Напомним, что п! = 1(2(3(...( п.)

Ответ: а) п = 8; б) п = 63. Решение. См. задачу 9.4.

11 класс

11.1. Решите уравнение 
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Ответ: 
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11.2. Касательная к графику 
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Ответ: ОА = 2, ОВ = 16. Решение. Пусть 
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11.3. Дан параллелограмм ABCD. Можно ли утверждать, что ABCD – прямоугольник, если известно, что а) радиусы вписанных окружностей треугольников АВС и ABD совпадают? б) радиусы описанных окружностей треугольников АВС и ABD совпадают?
Ответ: а) можно; б) можно. Решение. См. задачу 10.3.

11.4. Докажите неравенство 
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Решение. Поскольку 
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Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки». Математика.
Отборочный тур 2016/17. 
2 вариант

7 класс

7.1. Сколько существует шестизначных натуральных чисел, которые делятся на 72 и имеют последние четыре цифры 2016?

Ответ: 10. Решение. Поскольку 72 = 8(9, а 2016 делится на 8, то для делимости искомых чисел на 72 нужно, чтобы их сумма цифр делилась на 9 (делимость на 8 будет иметь место, т.к. она определяется последними тремя цифрами). Сумма цифр числа 2016 равна 9, значит, нужно, чтобы первые две цифры давали двузначное число, кратное 9. Таких чисел всего десять: 18, 27, ..., 90, 99.

7.2. Дан прямоугольник размера a(b. Сторону а увеличили на 30%, а сторону b уменьшили на 25%. Получили новый прямоугольник. а) Как изменилась площадь прямоугольника: увеличилась или уменьшилась? б) Мог ли периметр при этом не измениться?

Ответ: а) площадь уменьшилась; б) да, периметр мог измениться. Решение. Новые стороны прямоугольника равны 
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 будет равен 
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 при условии 
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. Это условие выполняется, например, при а =5, b = 6.

7.3. Двоечник Вова складывает дроби так:
[image: image86.wmf]q
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. a) Существуют ли натуральные числа m, n, p, q, для которых Вовин «способ» даст правильный ответ? б) Докажите, что для любых натуральных чисел n, q найдутся ненулевые целые числа m, p такие, что Вовин «способ» даст правильный ответ.

Ответ: а) не существуют. Решение. Домножив равенство 
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 и приведя подобные члены, получим равенство 
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, невозможное для натуральных чисел. Целые числа m, p можно подобрать: например, так: 
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7.4. Имеется 60 палочек длины 11, 12, ...,70. Случайным образом их раздали двадцати ученикам – по три палочки каждому. Докажите, что хотя бы один ученик сможет сложить из своих палочек треугольник.

Решение. Предположим противное. Тогда у каждого ученика длина самой длинной палочки больше или равна сумме длин двух других палочек. Значит, сумма длин длинных палочек всех 20 учеников больше или равна сумме длин остальных палочек. Но из имеющихся 60 палочек сумма самых длинных двадцати палочек равна 51 + 52 + ... + 70 = 1210, а сумма длин остальных сорока палочек равна 11 + 12 + ... + 50 = 1220 > 1210. Получили противоречие.

8 класс

8.1. Сколько существует шестизначных натуральных чисел, которые делятся на 72 и имеют последние четыре цифры 2016?

Ответ: 10. Решение. См. задачу 7.1.

8.2. Двоечник Вова складывает дроби так 
[image: image91.wmf]q
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. a) Существуют ли натуральные числа m, n, p, q, для которых Вовин «способ» даст правильный ответ? б) Докажите, что для любых натуральных чисел n, q найдутся ненулевые целые числа m, p такие, что Вовин «способ» даст правильный ответ.

Ответ: а) не существуют. Решение. См. задачу 7.3.

8.3. Дан параллелограмм ABCD и точка М внутри него. Докажите, что из отрезков МА, МВ, МС и MD можно сложить четырехугольник вдвое меньшей площади, чем площадь ABCD.

Решение. Сдвинем 
[image: image92.wmf]D

ABM на вектор AD так, чтобы сторона АВ совпала со стороной DC. Точка М при этом займет положение M ( (вне параллелограмма). Четырехугольник DMCM ( будет искомым. Действительно, его площадь равна сумме площадей 
[image: image93.wmf]ABM
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 (т.к. треугольники DCM ( и ABM равны по построению), а сумма указанных площадей равна половине SABCD, т.к. они имеют равные основания (= АВ), а сумма высот треугольников ABM и MCD из точки М равна высоте параллелограмма из точки D.

8.4. Имеется 60 палочек длины 11, 12, ...,70. Случайным образом их раздали двадцати ученикам – по три палочки каждому. Докажите, что хотя бы один ученик сможет сложить из своих палочек треугольник.

Решение. См. задачу 7.4.
9 класс 

9.1. В единичный квадрат ADCD вписали ромб MNPQ. а) Верно ли, что MNPQ тоже квадрат? б) Докажите неравенство для площади: 
[image: image94.wmf]2
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Ответ: а) верно. Решение. а) Пусть 
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. Тогда из равенства пары треугольников MBN и PDQ, а также пары NСP и QAM (здесь использовано свойство параллелограмма MNPQ: его противоположные стороны равны и параллельны) получаем 
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. Теперь, используя равенство сторон ромба, получим 
[image: image100.wmf]Û

-

+

-

=

+

2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

b

a

b

a

 
[image: image101.wmf]1
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. Отсюда следует, что все указанные прямоугольные треугольники равны, и значит, сумма любых двух острых углов, содержащих вершину ромба (например, 
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) равна 90(. Значит, все углы ромба прямые, и ромб является квадратом. б) Результат следует из соотношений 
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9.2. Двоечник Вова складывает дроби так 
[image: image105.wmf]q
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. a) Существуют ли натуральные числа m, n, p, q, для которых Вовин «способ» даст правильный ответ? б) Может ли Вовин «способ» дать правильный ответ для каких-то двух несократимых дробей 
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 и 
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 (где n и q – натуральные, m и p – целые), не равных по абсолютной величине?

Ответ: а) не существуют; б) не может. Решение. а) См. задачу 7.3. б) Из равенства 
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, полученного при решении задачи 7.3, в силу несократимости дробей 
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. Таким образом, сумма дробей равна нулю.

9.3. Дан параллелограмм ABCD и точка М внутри него. Докажите, что из отрезков МА, МВ, МС и MD можно сложить четырехугольник вдвое меньшей площади, чем площадь ABCD.

Решение. См. задачу 8.3.

9.4. Есть пять монет, среди которых одна фальшивая, неотличимая по виду, но отличающаяся по весу от настоящих. Можно ли с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь гарантированно определить, легче или тяжелее фальшивая монета по сравнению с настоящей?

Ответ: можно. Решение. Первым взвешиванием сравним по две монеты и в случае равновесия вторым взвешиванием сравним пятую (фальшивую) с настоящей, а в случае неравенства вторым взвешиванием сравним между собой по одной монете из перевесившей пары: если будет равновесие, то фальшивая монета – более легкая из другой пары, а при неравенстве – фальшивая монета более тяжелая.  
10 класс

10.1. В единичный квадрат ADCD вписали ромб MNPQ. а) Верно ли, что MNPQ тоже квадрат? б) Докажите неравенство для площади: 
[image: image117.wmf]2
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Ответ: а) верно. Решение. См. задачу 9.1.

10.2. Дан квадратный трехчлен P(x), который принимает целые значения при всех целых х. Докажите, что ненулевые коэффициенты P(x) по модулю больше или равны 0.5.

Решение. Пусть P(x) = ax2 + bx + c. Тогда c = P(0) – целое число. Подставляя x = (1, получим, что P(-1) + P (1) = 2a + 2c. Значит, 2a – целое число, и поэтому 
[image: image118.wmf]2
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. Далее, P(1) - P (-1) =2b тоже целое число и поэтому при 
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[image: image120.wmf]2
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10.3. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами ВС = а и АС = b. Точка М – середина гипотенузы АВ. Найдите расстояние между центрами описанных окружностей треугольников АСМ и ВСМ.

Ответ: 
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. Решение. Пусть P и Q – центры описанных окружностей треугольников АСМ и ВСМ соответственно. Точки P и Q лежат на средних линиях (или их  продолжениях) треугольника АВС, проходящих через точку М, и кроме того, 
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. Поэтому треугольники PMQ и ABC подобны. Пусть N – середина медианы СМ, h – высота в АВС, проведенная из точки С, c = AB. Тогда 
[image: image125.wmf]h

MN

AB

PQ

=

. Подставляя в это соотношение 
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.  (Нетрудно прийти к этому результату координатным методом, рассмотрев вершины А(а,0) и В(0, b) на координатной плоскости. Тогда точка Р имеет координаты Р(а/2, y), где y находится  из равенства РМ=РС, т.е. из уравнения 
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. Вычислив аналогично координаты точки Q, находим расстояние PQ.)
10.4. Есть n монет, среди которых одна фальшивая, неотличимая по виду, но отличающаяся по весу от настоящих. Можно ли с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь гарантированно определить, легче или тяжелее фальшивая монета по сравнению с настоящей, если а) n=5; б) n>5?

Ответ: а) можно; б) можно. Решение. а) см. задачу 9.4. б) Пусть n = 3m+k, где k=0, 1 или 2, Разделим монеты на три группы: две группы по m монет и третья группа из оставшихся m+k монет. Первым взвешиванием сравним вес первых двух групп. Сначала рассмотрим случай, когда весы находятся в равновесии. Тогда в первых двух группах все 2m монет -  настоящие, а фальшивая монета - в третьей группе. Поскольку n
[image: image131.wmf]¹

5, то k
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m  и мы можем вторым взвешиванием сравнить m+k монет третьей группы с m+k  настоящими монетами среди 2m монет. Это сравнение, очевидно, покажет, легче или тяжелее фальшивая монета по сравнению с настоящей. Теперь рассмотрим случай, когда при первом взвешивании весы не были в равновесии. Тогда третья группа состоит из настоящих монет, и вторым взвешиванием мы сравним m настоящих монет с «тяжелой» группой (которая перевесила при первом взвешивании). В случае равенства на самом деле «тяжелая» группа состоит из настоящих монет, а фальшивая монета находится в «легкой» группе. А если при последнем взвешивании группа настоящих монет будет легче, то фальшивая монета – в «тяжелой» группе, т.е. она тяжелее настоящей.

11 класс

11.1. Докажите неравенство 
[image: image133.wmf]0
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Решение. Пусть 
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 и неравенство запишется в виде 
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. Последнее неравенство следует из монотонного возрастания функции sin x на отрезке 
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  (поэтому скобки одного знака и в случае 
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11.2. Дан квадратный трехчлен P(x), который принимает целые значения при всех целых х. Докажите, что ненулевые коэффициенты P(x) по модулю больше или равны 0.5.

Решение. См. задачу 10.2.

11.3. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами ВС = а и АС = b. Точка М – середина гипотенузы АВ. Найдите расстояние между центрами описанных окружностей треугольников АСМ и ВСМ.

Ответ: 
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.  Решение. См. задачу 10.3.

11.4. Существуют ли числа х, у, удовлетворяющие уравнению 
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Ответ: не существуют. Решение. Заметим, что 
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: иначе левая часть уравнения была бы положительной. Суммируя геометрическую прогрессию (со знаменателем 
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 (или можно воспользоваться формулой для разложения 
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. Но степенная функция с нечетным показателем монотонно возрастает, поэтому получаем противоречие.
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