Межрегиональная олимпиада школьников «Будущие исследователи – будущее науки». Математика. Финальный тур 2016/17 

7 класс

7.1. Ученикам 7а класса объявили, что для них будет организован драмкружок, если в него запишется не менее 14 человек. Оказалось, что среди записавшихся более 85% девочек и в списке есть друзья Петя и Дима. Докажите, что кружок будет организован.
Решение. Предположим противное. Тогда в списке не более 13 человек. Поскольку мальчиков в списке как минимум двое, то в процентном отношении мальчиков не менее 
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 (т.к. ). Значит, девочек в списке менее 85%. Полученное противоречие доказывает наше утверждение.
7.2. В вершинах куба расставили целые числа, а затем для каждой грани подсчитали произведение четырех чисел в вершинах этой грани. Могло ли оказаться так, что все шесть подсчитанных произведений отрицательны?
Ответ: можно. Решение. Расставим в двух противоположных вершинах куба два отрицательных числа, а в остальных вершинах – положительные. Если ABCD – нижняя грань куба, а над ней грань A1B1C1D1, тогда два отрицательные числа поставим в вершины А и С1. Тогда в трех гранях, в которых есть вершина А, произведение будет отрицательным, отрицательным оно будет и в остальных трех гранях с вершиной С1.   
7.3. На доске записано 100 натуральных чисел (не обязательно различных). а) Докажите, что если сумма любых трех чисел на доске меньше суммы любых четырех из оставшихся, то сумма любых двух чисел на доске меньше суммы любых трех из оставшихся. б) Верно ли, что если сумма любых двух чисел на доске меньше суммы любых трех из оставшихся, то сумма любых трех чисел на доске меньше суммы любых четырех из оставшихся?
Ответ: б) неверно. Решение. а) Рассуждаем от противного: пусть сумма каких-то двух чисел на доске не меньше суммы каких-то трех из оставшихся чисел; тогда возьмем из остальных 95 чисел произвольные два числа х, у, и пусть для определенности 
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. Добавив  x  к исходной тройке чисел, а  x –  к исходной паре, получим противоречие с условием: сумма трех чисел оказалась не меньше суммы четырех. б) Обратное утверждение неверно. Рассмотрим пример: 15, 15, 15, 11, …, 11 (три числа равны 15, остальные 97 чисел равны 11). Условие выполнено, т.к. 
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7.4. Есть 20 палочек длины 1, 2, …, 20. Можно ли из них сложить а) квадрат; б) равносторонний треугольник? (Нужно использовать, не ломая, все палочки.)
Ответ: а) нельзя; б) можно. Решение. а) Сумма длин всех 20 палочек равна 210. Это число не делится на 4, и поэтому сложить квадрат не удастся. б) Распределить 210 на три равные чисти по 70 в каждой можно по-разному, например, так: 
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7.5. Андрей и Сева собрались в гости к Боре. Андрей находится в пункте А, а Боря – в пункте В на расстоянии 30 км от пункта А по прямому шоссе. Сева находится в пункте С ровно посередине между А и В. Друзья решили отправиться одновременно: Андрей на велосипеде, а Сева пешком, но Андрей оставит велосипед в условленном месте, чтобы им воспользовался Сева (Андрей закончит путь пешком). На велосипеде мальчики двигаются со скоростью 20 км/час, а пешком – со скоростью 5 км/час. Где надо оставить велосипед, чтобы друзья смогли вместе как можно раньше попасть к Боре?
Ответ: за 5 км до пункта В. Решение. Обозначим: а = 15 (км), и = 5 (км/час), v = 20 (км/час). Пусть х (км) – расстояние от пункта В до места, где оставлен велосипед. Тогда время Андрея в пути равно 
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. Требуется найти такое значение х, для которого наибольшее из двух времен 
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, т.е. не зависит от х. Обозначим эту сумму за Т. Таким образом, оптимальное значение х такое, для которого 
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(км). Комментарий. Заметим, что из равенства 
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 автоматически следует, что в момент, когда Андрей оставит велосипед, Сева еще не придет в условленное место, так что этот последний факт проверять не обязательно (при наших данных этот момент наступит при t = 1 час 15 мин, а Сева придет в это место через 2 часа). С другой стороны, доказательство того факта, что в оптимальном случае 
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, обязательно (в приведенном выше рассуждении для этого сначала мы доказали, что )
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). Без такого доказательство решение оценивается меньше половины максимального балла за задачу. 
8 класс

8.1. Найдите значение выражения 
[image: image24.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

4

)

(

b

c

a

b

a

c

b

a

-

+

-

-

+

 при a = 2017, b = 2016, c = 2015. Результат обоснуйте.
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Ответ: 2018. Решение. Числитель равен 
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8.2. Можно ли разрезать квадрат на четыре выпуклых многоугольника с разным числом сторон?
Ответ: можно. Решение. См. рис.
8.3. Дан равнобедренный треугольник АВС (АВ = ВС). На стороне ВС отметили точки К и N (точка К лежит между В и N) так, что KN = AN. Докажите, что 
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Решение. Треугольник ANK равнобедренный, поэтому углы при основании равны. Обозначим 
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, откуда следует результат (против большего угла лежит бóльшая сторона).
8.4. На доске записано несколько (более двух) последовательных целых чисел. а) Докажите, что можно стереть одно число так, чтобы среднее арифметическое оставшихся чисел было целым. б) Какое число k (удовлетворяющее свойству п. а)) можно стереть, если записано сто чисел: 1, 2, …, 100? Укажите все возможные значения k.
Ответ: б) k = 1 или k = 100. Решение. а) Пусть записано п чисел: 
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. Значит, k – 1 должно делиться на 99. Для k из первой сотни натуральных чисел это возможно лишь при k = 1 или k = 100.
8.5. Андрей и Сева собрались в гости к Боре. Андрей находится в пункте А, а Боря – в пункте В на расстоянии 30 км от пункта А по прямому шоссе. Сева находится в пункте С ровно посередине между А и В. Друзья решили отправиться одновременно: Андрей на велосипеде, а Сева пешком, но Андрей оставит велосипед в условленном месте, чтобы им воспользовался Сева (Андрей закончит путь пешком). На велосипеде мальчики двигаются со скоростью 20 км/час, а пешком – со скоростью 5 км/час. Где надо оставить велосипед, чтобы друзья смогли вместе как можно раньше попасть к Боре?
Ответ: за 5 км до пункта В. Решение. См. задачу 7.5. 
9 класс

9.1. Найдите значение выражения 
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 при a = 2017, b = 2016, c = 2015. Результат обоснуйте.
Ответ: 2018. Решение. См. задачу 8.1.
9.2. Петя говорит Коле: «Если ты задумаешь квадратный трехчлен, имеющий корни, и назовешь мне только старший коэффициент и расстояние между корнями, то я угадаю ординату вершины на его графике». Коля считает, что Петя ошибается: ведь для задания квадратного трехчлена нужно знать три числа. Кто из мальчиков прав?
Ответ: Петя. Решение. Пусть а – старший коэффициент, 
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9.3. На доске записано несколько (более двух) последовательных целых чисел. а) Докажите, что можно стереть одно число так, чтобы среднее арифметическое оставшихся чисел было целым. б) Какое число k (удовлетворяющее свойству п. а)) можно стереть, если записано сто чисел: 1, 2, …, 100? Укажите все возможные значения k.
Ответ: б) k = 1 или k = 100. Решение. См. задачу 8.4.
9.4. Дан неравносторонний треугольник, у которого длины сторон образуют арифметическую прогрессию. Докажите, что в этом треугольнике есть два угла, меньшие 60°.
Решение. Пусть длины сторон равны 
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 лежит меньший угол в треугольнике, т.е. этот угол меньше 180º/3 = 60º. Покажем, что и против стороны а лежит угол  меньше 60º. Из теоремы косинусов имеем. 
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Если бы угол  был не меньше 60º, то 
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. Противоречие доказывает результат.
9.5. Имеется п гирек, каждая весит целое число граммов, а суммарный их вес равен 100 гр. Верно ли, что все гирьки всегда можно разложить на две чаши весов так, чтобы они уравновесились, если а) n =50; б) n =51?
Ответ: а) неверно; б) верно. Решение. а) Если взять одну гирьку весом 51 гр  и 49 гирек весом 1 гр, то их нельзя разложить на две части, равные по весу. б) Пусть 
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10 класс

10.1. Петя говорит Коле: «Если ты задумаешь квадратный трехчлен, имеющий корни, и назовешь мне только старший коэффициент и расстояние между корнями, то я угадаю ординату вершины на его графике». Коля считает, что Петя ошибается: ведь для задания квадратного трехчлена нужно знать три числа. Кто из мальчиков прав?
Ответ: Петя. Решение. См. задачу 9.2.
10.2. Даны три числа: x, y, z. Известно, что каждое из чисел 
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 отрицательно. Докажите, что каждое из чисел x, y, z тоже отрицательно?
Решение. Обозначим 
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 последовательно получим, что 
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10.3. Дана трапеция ABCD (BC || AD), в которую вписана окружность с центром О. Прямая ВО пересекает нижнее основание AD в точке M. Докажите соотношение для площадей 
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Решение. Рассмотрим два треугольника АВО и АМО. Треугольник АВО – прямоугольный, т.к. 
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. (Здесь использовано два факта: центр вписанной окружности лежит на пересечении биссектрис, и сумма углов трапеции, прилегающих к боковой стороне, равна 180º.) Поэтому треугольники АВО и АМО равны (по стороне АО и прилегающим углам). Значит, 
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, где r – радиус вписанной окружности. Но 
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 по свойству вписанной в четырехугольник окружности, откуда следует результат. (см. также способ решения в задаче 11.3)
10.4. Имеется п гирек, каждая весит целое число граммов, а суммарный их вес равен 2k (гр). Верно ли, что все гирьки всегда можно разложить на две чаши весов так, чтобы они уравновесились, если  а) 
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Ответ: а) неверно; б) верно. Решение. См. задачу 9.5 (с заменой п и k на 50.) Комментарий. При нечетном п кроме контрпримера 
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 (п двоек) и можно показать, что других примеров не существует
10.5. Сколько существует а) прямоугольников; б) прямоугольных треугольников с целочисленными сторонами, у которых площадь численно равна периметру? (Равные фигуры считаются за одну).
Ответ: а) два; б) два. Решение. a) Пусть стороны прямоугольника целые числа a и b (a≤b). Тогда ab=2(a+b), что эквивалентно равенству (a-2)(b-2)=4. Число 4 можно разложить четырьмя способами в произведение двух целых чисел: (1;4),(2,2),(-4;-1),(-2,-2), из которых первые два дают прямоугольники (3,6) и (4,4). б)  Пусть стороны прямоугольного треугольника целые числа a и b (a≤b). И[image: image99.png]meem ypaererue a+ b+ Va? + b’




. Обозначим u=a+b, v=ab// Тогда уравнение можно записать в виде 
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. После выделения квадратного корня в левой части, возведения обеих частей в квадрат и деления уравнения на v, получим: 
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, т.е. ab-4a-4b+8 или (a-4)(b-4)=8. Число 8 можно разложить четырьмя способами в произведение двух целых чисел: (1;8),(2,4),(-8;-1),(-4,-2), из которых первые два дают прямоугольный треугольники (5,12,13) и (6,8,10).
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11.1. Дана последовательность 
[image: image102.wmf]n

n

a

+

+

+

-

=

...

2

1

)

1

(

. Найдите 
[image: image103.wmf]2017

2

1

...

a

a

a

+

+

+

.
Ответ: –1. Решение. Имеем 
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11.2. Изобразите на координатной плоскости множество точек, удовлетворяющих задаваемое неравенству  
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Решение. Заметим, что данное множество находится в первой четверти, т.к. если 
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 вне единичного круга (см. рис.). 
11.3. Дана трапеция ABCD (BC || AD), в которую вписана окружность с центром О. Прямые ВО и СО пересекают нижнее основание AD в точках M и N соответственно. Докажите соотношение для площадей 
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Решение. Заметим, что треугольники BOC и MON равны (BO = OM, CO = ON, поскольку О лежит на средней линии, и 
[image: image124.wmf]MON

BOC

Ð

=

Ð

 – вертикальные углы). Поэтому 
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 (см. решение задачи 10.3). Другой способ следует из решения задачи 10.3, т.к. 
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11.4. Сколько существует а) прямоугольников; б) прямоугольных треугольников с целочисленными сторонами, у которых площадь численно равна периметру? (Равные фигуры считаются за одну).
Ответ: а) два; б) два. Решение. См. задачу 10.5.
11.5. О некотором квадратном трехчлене известна следующая информация: его старший коэффициент равен единице, у него целые корни, а его график (парабола) пересекается с прямой у = 2017 в двух точках с целыми координатами. Можно ли по этой информации однозначно определить ординату вершины параболы?
Ответ: можно. Решение. Пусть 
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[image: image129.wmf])

(

x

f

. Тогда 
[image: image130.wmf])

)(

(

)

(

2

1

n

x

n

x

x

f

-

-

=

. Из условия о целых корнях уравнения
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 получаем (в силу простоты числа 2017), что для корня этого уравнения х0 будем иметь либо 
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