Межрегиональная олимпиада школьников«Будущие исследователи – будущее науки»

Математика. Отборочный тур 2018/19. 

Время на выполнение заданий – 90 минут.
1 вариант.
7 класс

7.1 У прямоугольника длина на 25% больше ширины. Прямым разрезом, параллельным меньшей стороне, этот прямоугольник разрезали на квадрат и прямоугольную полоску. На сколько процентов периметр квадрата больше периметра полоски?
Ответ. На 60%. Решение. Пусть a – ширина прямоугольника, тогда его длина 1,25a. Периметр получившегося квадрата 4a, а периметр полоски 2a+0,5a = 2,5a. Отношение периметров 
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. Значит, периметр квадрата больше периметра полоски на 
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7.2 Можно ли из первых ста натуральных чисел выбрать 8 чисел так, чтобы их сумма делилась на каждое из них?

Ответ. Можно. Решение. Можно привести такой пример искомых чисел 1; 2; 3; 6; 12; 24; 48; 96. Здесь сумма 192 делится на каждое из чисел. Данный пример не единственный, можно привести и другие, например 1; 2; 3; 4; 5; 15; 30; 60 с суммой 120.
7.3 В шестизначном числе зачеркнули одну цифру и получили пятизначное. Из исходного числа вычли это пятизначное число и получили 654321. Найдите исходное число 
Ответ. 727 023. Решение. Заметим, что зачёркнута была последняя цифра, т.к. в противном случае после вычитания последняя цифра числа была бы нулевой. Пусть y – последняя цифра исходного числа, x – пятизначное число после зачёркивания. Тогда полученное число равно 10x+y–x=9x+y=654 321. Деля это число на 9 с остатком (и учитывая, что y не превосходит 9), получим остаток y=3 и частное x=72 702.
7.4 В коробке 25 цветных карандашей. Известно, что среди любых пяти карандашей найдутся хотя бы два карандаша одного цвета. Докажите, что в коробке найдется 7 карандашей одного цвета.

Решение. Из условия задачи следует, что карандаши имеют не более 4 цветов. Тогда, рассуждая от противного, получим, что найдутся 7 карандашей одного цвета: действительно, в противном случае всего карандашей было бы не более 6(4=24.

8 класс
8.1 Средний возраст учительского коллектива школы, состоящего из 20 учителей, равнялся 49 годам. Когда в школу пришел еще один учитель, средний возраст стал равен 48 годам. Сколько лет новому учителю?

Ответ. 28 лет. Решение. До прихода нового учителя суммарный возраст учителей был равен 49(20=980. Потом суммарный возраст стал равен 48(21=1008. Значит, новому учителю 1008–980=28 лет.

8.2 Дан треугольник, у которого все стороны меньше единицы. Докажите, что существует содержащий его равнобедренный треугольник, все стороны которого также меньше единицы.

Решение. Рассмотрим в треугольнике АВС тот из углов, который не превосходит 60 градусов (такой угол существует, т.к. сумма всех трёх углов равна 180 градусам). Пусть, для определенности, это будет угол. А и 
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[image: image5.wmf]AC

AB

=

1

. Тогда равнобедренный треугольник 
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 будет искомым, поскольку он содержит треугольник АВС и сторона 
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 меньше единицы: это следует из того факта, что угол А при вершине треугольника 
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 не превосходит углов при основании, а значит против угла А не может лежать большей стороны, чем АС.

8.3 В коробке 25 цветных карандашей. Известно, что среди любых пяти карандашей найдутся хотя бы два карандаша одного цвета. Докажите, что в коробке найдется семь карандашей одного цвета.

Решение. См. задачу 7.4.

8.4 На клетчатом листе бумаги размером 60(70 клеток (по горизонтали и вертикали соответственно) Лена начертила систему координат (начало – в центре листа, ось x – горизонтальная, ось y – вертикальная, оси проведены до границ листа) и построила график y=0,83x. Затем Лена закрасила все клетки, через которые проходит график, т.е. клетки, внутри которых есть точки графика. Сколько всего закрашенных клеток?

Ответ. 108. Решение. График проходит в первом и третьем квадрантах. Подсчитаем число закрашенных клеток в первом квадранте (в третьем их будет столько же, т.к. график это прямая, проходящая через начало координат, и значит, центрально симметричная). График пересекает 29 вертикальных прямых сетки: x=1, x=2, …, x=29 (внутри квадранта) и 24 горизонтальных прямых: y=1, y=2, …, y=24 (т.к. при x=30 значение y=24,9). Заметим также, что точки пересечения с этими прямыми не являются узлами сетки, т.к. 0,83x не является целым числом при x=1, 2, …,29, поскольку 83 – простое число. Таким образом, внутри квадранта всего 29+24=53 точки пересечения с линиями сетки, а отрезков в первом квадранте, на которые разбивается график этими точками, получится 54. Каждый такой отрезок соответствует закрашиваемой клетке (которой он принадлежит). Итого, в обоих квадрантах будет 108 закрашенных клеток.

9 класс

9.1 Средний возраст учительского коллектива школы, состоящего из 20 учителей, равнялся 49 годам. Когда в школу пришел еще один учитель, средний возраст стал равен 48 годам. Сколько лет новому учителю?
Ответ. 28 лет. Решение. См. задачу 8.1.
9.2 Дан треугольник, у которого все стороны меньше единицы. Докажите, что существует содержащий его равнобедренный треугольник, все стороны которого также меньше единицы.

 Решение. См. задачу 8.2.
9.3 Можно ли переставить цифры в 30-значном числе 11…122…233…3 (в котором 10 единиц, 10 двоек и 10 троек) так, чтобы получился квадрат натурального числа?

Ответ. Нельзя. Решение. Сумма цифр этого числа равна 60 и она не изменится при любых перестановках цифр. Поскольку 60 делится на 3, но не делится на 9, то предположив противное, а именно, что существует натуральное n, квадрат которого имеет сумму цифр 60, и используя  признаки делимости на 3 и на 9, придём к противоречию: n должно делиться на 3, а 
[image: image9.wmf]2
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 не делится на 9.
9.4 Докажите, что если площадь выпуклого четырехугольника равна произведению его средних линий, то его диагонали равны между собой (средняя линия – это отрезок, соединяющий середины противоположных сторон).

Решение. Пусть ABCD – данный четырехугольник и точки A1, B1, C1, D1 – середины сторон AB, BC, CD и DA соответственно. Тогда A1B1C1D1 – параллелограмм, стороны которого параллельны диагоналям AC и BD: этот известный факт следует из равенств отрезков A1B1=C1D1 и B1C1=D1A1, которые равны половине диагоналей АС и ВD соответственно, по свойству средних линий. Площадь A1B1C1D1 равна половине площади ABCD поскольку [image: image11.png]


 и, аналогично, [image: image13.png]


, а поэтому [image: image15.png]


. Таким образом, по условию задачи площадь параллелограмма A1B1C1D1 равна половине произведения его диагоналей A1C1 и B1D1. Поэтому эти диагонали перпендикулярны. (Это следует из формулы для площади треугольников A1B1C1 и A1D1C1 с общим основанием A1C1). Значит A1B1C1D1 –  ромб, а диагонали AC и BD четырехугольника вдвое больше стороны этого ромба.
10 класс
10.1 Докажите неравенство [image: image17.png]


.

Решение. При [image: image19.png]


 имеем неравенство [image: image21.png]a+l=a*+a+1



, которое очевидно:[image: image23.png]


. При [image: image25.png]a<-—1



 имеем [image: image27.png]—1=a*+a+1




, т.е.[image: image29.png](a+1)*+1>0



. Таким образом, при всех а исходное неравенство верно.
10.2 Можно ли переставить цифры в 30-значном числе 11…122…233…3 (в котором 10 единиц, 10 двоек и 10 троек) так, чтобы получился квадрат натурального числа?

Ответ. Нельзя. Решение. См. задачу 9.3.
10.3 Докажите, что если площадь выпуклого четырехугольника равна произведению его средних линий, то его диагонали равны между собой (средняя линия – это отрезок, соединяющий середины противоположных сторон).

Решение. См. задачу 9.4.
10.4 а) Прямоугольник площади 2018 расположен на координатной плоскости так, что его стороны параллельны координатным осям, а все четыре вершины лежат внутри разных квадрантов и имеют целочисленные координаты. Найдите длину его диагонали. б) Существует ли прямоугольник площади 2018 с целочисленными вершинами внутри разных квадрантов, у которого стороны не параллельны координатным осям?
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 б) существует. Решение. а) Так как вершины прямоугольника имеют целые координаты, а стороны параллельны осям, то длины сторон прямоугольника принимают целые значения. Из разложения на простые множители 2018=
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 следует, что существует только два прямоугольника с такой площадью: а именно, прямоугольники со сторонами (1; 2018) и (2; 1009). Первый случай невозможен, так как вершины должны лежать в разных квадрантах, поэтому имеем единственный возможный прямоугольник (2;1009), его диагональ равна [image: image34.png]V22 + 10097 = /1018 085.



 б) См. рис. Построить пример квадрата можно, если найти точку с целочисленными координатами, расстояние от которой до начала координат равно [image: image36.png]1009



. Тогда, сделав последовательно повороты на 90° вокруг начала координат, получим вершины квадрата со стороной [image: image38.png]V2018



. Искомая точка существует в силу общего свойства: простое число, дающее остаток 1 при делении на 4 (например, 1009), можно представить в виде суммы двух квадратов целых чисел. В данном случае в этом можно убедиться непосредственно, подобрав пару чисел:  282+152=1009 (перебор вариантов небольшой: для одного слагаемого надо рассмотреть целые числа, близкие к 
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).
11 класс 

11.1 Докажите неравенство 
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Решение. Запишем левую часть неравенства как сумму кубов и воспользуемся основным тригонометрическим тождеством и формулой синуса двойного угла: 
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. (Другой способ доказательства основан на исследовании левой части неравенства как функции от 
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, при этом достаточно, в силу симметрии и периодичности, рассмотреть лишь промежуток от 0 до 
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11.2 Какого наибольшего значения может достигать отношение радиуса вписанной окружности к радиусу описанной окружности прямоугольного треугольника?

Ответ 
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. Решение. Пусть c – гипотенуза и α – острый угол. Тогда 
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 Таким образом, наибольшее значение отношения 
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, т.е. для равнобедренного прямоугольного треугольника.
11.3 Из 25 натуральных чисел 1, 2, …, 25 требуется выбрать несколько различных чисел и расположить их по кругу так, чтобы сумма квадратов любых трех подряд идущих чисел делилась на 10. Можно ли выбрать а) 8 чисел?; б) 9 чисел?

Ответ. а) Нельзя, б) можно. Решение. а) Предположим, от противного, что такое расположение возможно. Возьмём соседние тройки чисел и вычтем из суммы квадратов первой тройки сумму квадратов второй. Получим, что квадрат каждого числа на круге даёт тот же остаток при делении на 10, что и квадрат числа, расположенного по кругу через два. (Другими словами, 
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 оканчиваются одной и той же цифрой при всех i.) «Прыгая» от любого числа на круге через два (на третье), мы обойдём весь круг (так как 8 взаимно просто с тройкой). Значит, квадраты всех восьми чисел оканчиваются одной и той же цифрой. Но в каждой десятке подряд идущих натуральных чисел есть не более двух чисел, квадраты которых оканчиваются одинаковой цифрой (а именно, такими парами являются числа, оканчивающиеся на 1 и 9, на 2 и 8, на 3 и 7, на 4 и 6). Поэтому от 1 до 25 будет не более 6 чисел с одинаковыми последними цифрами квадрата (точнее, их не более пяти, т.к. от 21 до 25 таких пар не будет.) Противоречие. б) Учитывая предыдущие рассуждения, нетрудно привести пример  расположения 9 чисел: 1, 2, 5, 11, 12, 15, 21, 22, 25, для этого достаточно подобрать всего одну тройку с нужным свойством, а затем использовать периодичность с периодом 3.
11.4 а) Прямоугольник площади 2018 расположен на координатной плоскости так, что его стороны параллельны координатным осям, а все четыре вершины лежат внутри разных квадрантов и имеют целочисленные координаты. Найдите длину его диагонали. б) Существует ли прямоугольник площади 2018 с целочисленными вершинами внутри разных квадрантов, у которого стороны не параллельны координатным осям?

Ответ. а) 
[image: image56.wmf]1018085

; б) существует. Решение. См. задачу 10.4.
2 вариант
7 класс
7.1 В книжном магазине Васю и Толю заинтересовала одна книга. Для ее покупки у Васи не хватало 150 рублей, а у Толи 200 рублей. Когда Вася попросил взаймы у Толи половину его наличности, Вася смог купить книгу и у него еще осталось 100 рублей на проезд. Сколько стоила книга?

Ответ.  700 рублей.  Решение. Если x – цена книги, то у Васи было (x – 150) рублей, а у Пети (x – 200) рублей. Составив уравнение 
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 и решив его, находим x = 700.

7.2 В стакане находился раствор, в котором вода составляла 99%. Стакан с раствором взвесили, и вес оказался равен 500 гр. После этого часть воды испарилась, так что в результате доля воды составила 98%. Сколько будет весить стакан с получившимся раствором, если вес пустого стакана 300 гр.?

Ответ: 400 гр. Указание. Вначале вес раствора был равен 500 – 300 = 200 (гр)., а воды было 
[image: image58.wmf]198
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 (гр.), и значит, вещества было 200 – 198 = 2 (гр.). После выпаривания  воды 2 гр. вещества составляют 100% – 98% = 2% от веса раствора, поэтому весь раствор весит 100 гр., а вместе со стаканом 400 гр.

7.3 Петя выписал на доске подряд все натуральные числа от 1 до n и подсчитал количество всех написанных цифр. Потом он позвонил Коле и спросил: "Чему равно n, если всего выписано 2018 цифр?" Коля сказал: "Пересчитай еще раз, ты ошибся". Кто из мальчиков прав?

Ответ. Коля прав.  Указание. Если выписано 2018 цифр, то число n должно быть трехзначным: действительно, в случае двузначного п было бы выписано не более  9 + 2(90 = 189 цифр, а в случае четырехзначного (или более) – было бы выписано более 9 + 2(90 + 3(900 = 2889 цифр. Пусть k – количество выписанных трехзначных чисел (k = п – 99). Тогда общее количество выписанных цифр равно 9 + 2(90 + 3(k , поэтому оно не может равняться 2018 (т.к. 2018 не делится на 3).

7.4  Имеется n палочек длины 1, 2,…, n. Можно ли сложить из этих палочек квадрат, и если нельзя, то какое наименьшее количество палочек можно сломать пополам, чтобы сложить квадрат: а) при n=12; б) при n=15? (Требуется использовать все палочки).

Ответ. а) 2 палочки; б) Можно. Решение.  а) Так как сумма 1 + 2 + … + 12 = 78 не делится на 4, то сложить квадрат нельзя. Сторона квадрата должна быть 
[image: image59.wmf]5
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4
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=

. Если сломать только одну палочку, то ее части могут оказаться на двух разных сторонах квадрата, а другие две стороны не смогут иметь нецелую длину. Значит, надо сломать как минимум две палочки. С двумя сломанными палочками можно сложить квадрат. Например, сломаем пополам палочки длины 1 и 3. Тогда квадрат можно сложить так: (
[image: image60.wmf]2
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 + 12 + 7), (
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 + 11 + 8), (
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3

 + 10 + 2 + 6), (
[image: image63.wmf]2

3

+ 9 + 5 + 4). б) Квадрат можно сложить, например, так: (15 + 14 + 1), (13 + 12 + 5), (11 + 10 + 9), (8 + 7 + 6 + 4 + 3 + 2). 

8 класс

8.1  В книжном магазине Васю и Толю заинтересовала одна книга. Для ее покупки у Васи не хватало 150 рублей, а у Толи 200 рублей. Когда Вася попросил взаймы у Толи половину его наличности, Вася смог купить книгу и у него еще осталось 100 рублей на проезд. Сколько стоила книга?

Ответ. 700 рублей.  Решение. См. задачу 7.1

8.2 Пусть s(n) обозначает сумму цифр натурального числа n. Решите уравнение n+s(n)=2018.

Ответ: n=2008. Решение. Поскольку n<2018, то s(n)<2+9+9+9=29. Значит, n>2018– 29 = 1989, т.е. n записывается в виде 
[image: image64.wmf]x
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 или 
[image: image65.wmf]x
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 или 
[image: image66.wmf]x
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 где x – некоторая цифра. В первом случае имеем уравнение 1990+ x+19+x = 2018, которое даёт нецелое значение х. Аналогично, в третьем случае уравнение 2010+2х+3=2018 даёт нецелое х. Во втором случае уравнение 2000+2х+2=2018 даёт х=8, т.е. n=2008.

8.3 На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС отмечены соответственно точки С
[image: image67.wmf]1

, А
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 и В
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 такие, что С1 – середина АВ  и 
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.  Обязательно ли точки А1 и В1 тоже являются серединами  соответствующих сторон?

Ответ: не обязательно. Решение. Рассмотрим такой пример: пусть ABC – прямоугольный равнобедренный треугольник с прямым углом С. Из середины гипотенузы С1  проведём две взаимно перпендикулярные прямые (под углом к гипотенузе, отличным от 45(). Тогда точки пересечения с катетами (точки А
[image: image73.wmf]1

 и В
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) не будут серединами катетов, в то время, как треугольник
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 прямоугольный и равнобедренный. Действительно, рассмотрим треугольники 
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 и 
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; они равны, т.к.
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 EMBED Equation.3 [image: image79.wmf]1
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 EMBED Equation.3 [image: image87.wmf]B
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как углы со взаимно перпендикулярными сторонами. Поэтому 
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 EMBED Equation.3 [image: image89.wmf]1
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8.4 а) Даны натуральные числа a и b, такие, что 
[image: image90.wmf]b
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 и 
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дают одинаковые остатки при делении на 10. Верно ли, что сами числа a и b дают одинаковые остатки при делении на 10?  б) Верно ли, что натуральные числа a, b и с дают одинаковые остатки при делении на 10, если известно, что числа 2a + b, 2b + c и 2c + a дают одинаковые остатки при делении на 10?

Ответ: а) не верно; б) верно. Решение. а) Можно рассмотреть, например, a=1 и b=6, тогда оба числа 
[image: image92.wmf]b
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 и 
[image: image93.wmf]a
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оканчиваются на 9. б) Пусть s=a+b+c. Уменьшая каждое из чисел 2a + b, 2b + c и 2c + a  на s, получим числа  a–с, b–a, c–b (некоторые из них могут быть отрицательными), причём у этих чисел одинаковый остаток, скажем x, при делении на 10. Заметим, что сумма чисел  a–-b, b–c, c–a равна нулю, а с другой стороны, сумма их остатков при делении на 10 равна 3x. Значит, x=0.  

9 класс 
9.1 Докажите, что при всех натуральных n число 
[image: image94.wmf]7
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 является составным.

Решение. Представим выражение в виде 
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, где, очевидно, каждый сомножитель больше 1.

9.2 Докажите неравенство 
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Решение. При 
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 неравенство приводится к виду 
[image: image98.wmf]0

)

1

(

2

³

-

a

, а при 
[image: image99.wmf]1

-

<

a

 – к виду 
[image: image100.wmf]0

3

2

³

+

a

.
9.3 На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС отмечены соответственно точки С1, А1 и В1 такие, что С1 – середина АВ и 
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 Обязательно ли точки А1 и В1 тоже являются серединами соответствующих сторон?

Ответ: не обязательно. Решение. См. задачу 8.3.
9.4 а) Даны натуральные числа a и b, такие, что 
[image: image104.wmf]b
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 и 
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дают одинаковые остатки при делении на 10. Верно ли, что сами числа a и b дают одинаковые остатки при делении на 10?  б) Верно ли, что натуральные числа a, b и с дают одинаковые остатки при делении на 10, если три числа 2a + b, 2b + c и 2c + a дают одинаковые остатки при делении на 10? 
Ответ: а) не верно; б) верно. Решение. См. задачу 8.4. 

10 класс 

10.1 Докажите неравенство 
[image: image106.wmf]2
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Решение. См. задачу 9.2.
10.2 В компании из n человек надо распределить поровну 100 000 рублевых монет. Сколько существует различных значений n, для которых такое распределение возможно?

Ответ. 36. Решение. Подсчитаем количество натуральных делителей числа 100 000 =
[image: image107.wmf]5

2

(
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. Любой такой делитель имеет вид 2i(5j, где целые i, j могут принимать шесть значений: от 0 до 5. Тогда различных упорядоченных пар (i; j) будет 6(6 = 36.

10.3 Дан выпуклый четырехугольник ABCD и точка M внутри него. Оказалось, что все треугольники ABM, BCM, CDM и DAM равнобедренные. Докажите, что среди отрезков AM, BM, CM и DM найдутся хотя бы два одинаковых по длине.

Решение. Поскольку (AMB + (BMC + (CMD + (DMA = 360(, то хотя бы один из этих четырёх углов неострый. Пусть, для определенности, (AMB ( 90(. Тогда AB > AM  и AB > BM. Значит, равными сторонами в  AMB являются AM и BM.

10.4 а) Докажите, что существует возрастающая геометрическая прогрессия, из которой можно выбрать три члена (не обязательно соседние), образующие арифметическую прогрессию. б) Может ли знаменатель такой геометрической прогрессии быть больше 1.9? 

Ответ. б) Может.  Решение. а) В качестве примера можно привести геометрическую прогрессию  1; q; q
[image: image109.wmf]2

; q
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, где  q=(1+
[image: image111.wmf]5

)/2; для этой прогрессии выполняется равенство 1+ q3 =2q2 , которое с учетом q
[image: image112.wmf]¹

1 равносильно квадратному уравнению q2 –  q – 1=0. б) Пусть 
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–геометрическая прогрессия. Мы найдем такие q>1.9 и n, для которых три числа 
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образуют арифметическую прогрессию, т.е. удовлетворяют соотношению 
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. Возьмём n=4 и рассмотрим левую часть последнего равенства как многочлен пятой степени: P(q)=
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. При q=1.9 значение Р(1.9) < 0, т.к. 
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, а при q=2 значение Р(2)=1>0. Значит, уравнение P(q)=0 имеет корень в интервале (1.9; 2). 
11 класс
11.1 При каких значениях параметра a уравнение 
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 имеет хотя бы один отрицательный корень? 

Ответ. 
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. Решение. Условие задачи равносильно неравенству 
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. При a < 0 последнее неравенство, очевидно, выполняется, т.к. левая часть имеет смысл и неотрицательна при 
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 правая часть неотрицательна и поэтому можно возвести обе части неравенства в квадрат, тогда будем иметь равносильное (для таких a) неравенство 
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. Решая его, получим 
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. Объединяя с решением для a<0, получаем ответ. Другой способ решения (более наглядный) основан на рассмотрении двух случаев в зависимости от знака абсциссы x=3a вершины параболы 
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. Поскольку ветви параболы направлены вверх, то в первом случае (при a < 0) условие задачи равносильно тому, что ордината вершины отрицательна, т.е. 
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11.2 Решите уравнение 
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Ответ: Нет корней.  Решение. Левая часть уравнения при помощи введения вспомогательного угла приводится к виду 
[image: image131.wmf])
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. Значит, она не превосходит 5. Для правой части в. силу неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим (для положительных чисел) будем иметь: 
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11.3 Дан выпуклый четырехугольник ABCD и точка M внутри него. Оказалось, что все треугольники ABM, BCM, CDM и DAM равнобедренные. Докажите, что среди отрезков AM, BM, CM и DM найдутся хотя бы два одинаковых по длине.

Решение. См. задачу 10.3.
11.4 а) Докажите, что существует возрастающая геометрическая прогрессия, из которой можно выбрать три члена (не обязательно соседние), образующие арифметическую прогрессию. б) Может ли знаменатель такой геометрической прогрессии быть рациональным числом?

Ответ. б) Не может.  Решение. а) См. задачу 10.4а. б) Предположим, от противного, что такая геометрическая прогрессия существует, и пусть её первый член равен b, а знаменатель равен q, где q>1 – рациональное число. Пусть три числа 
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образуют арифметическую прогрессию, где  m>n>k
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 Тогда q является рациональным корнем многочлена 
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, но рациональными корнями такого многочлена могут быть только 
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(числитель – делитель свободного члена, знаменатель – делитель старшего коэффициента). Итак, приходим к противоречию с условием q>1.
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