Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки» по математике – 2020/21
Отборочный тур. Время выполнения – 90 минут

I вариант
7 класс

7.1. 
Велосипедист ехал сначала со скоростью 20(км/час). но проехав треть пути, он взглянул на часы и решил увеличить скорость на 20%. С новой скоростью он ехал всю оставшуюся часть пути. Какова средняя скорость велосипедиста?

Ответ: 22,5 км/час. Решение. Пусть а – длина пути, v= 20(км/час) – начальная скорость. Тогда новая скорость равна 1,2 v. Весь путь велосипедист проедет за 
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 (час). Таким образом, средняя скорость равна 
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22,5 (км/час).

7.2.
Две соседних стороны прямоугольника относятся как 3:7. Чему равна площадь прямоугольника, если его периметр равен 40 см?

Ответ: 84
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. Решение. Пусть х – меньшая сторона прямоугольника, тогда 
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 – большая сторона. Из условий задачи получаем уравнение 2(x+
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) = 40. Отсюда x = 6(см), и площадь равна  x
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7.3.
К числу 2020 припишите справа две цифры так, чтобы полученное шестизначное число делилось на 36. Найдите все возможные решения.

Ответ. 32 или 68.  Решение. Заметим, что 36 = 9(4. Поскольку сумма первых четырех цифр равна 4, то по признаку делимости на 9 сумма двух последних цифр полученного числа может быть либо 5, либо 14. В первом случае искомые две цифры должны давать число 32 (другие варианты с суммой 5 –  это 05, 14, 23, 41 и 50, и все они не подходят из-за признака делимости на 4). Во втором случае получаем только вариант 68, т.к. варианты 59, 77, 86 и 95 не подходят также в силу признака делимости на 4. Другой способ решения такой: поделим с остатком 202000 на 36, неполное частное будет равно 5611, а остаток равен 4; далее прибавим к числу 201996 (равному 202000– 4) числа, кратные 36, и получим 201996+36=202032  и  201996+72=202068 (а прибавление следующего числа, кратного 36, т.е.108, даст число с первыми цифрами 2021).

7.4.
Сумма десяти различных натуральных чисел больше 144. Докажите, что среди этих десяти чисел найдутся три числа, сумма которых не меньше 54.

Решение. Пусть 
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 – три наибольших числа среди данных. Если а ( 17, то 
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 17+18+19 = 54, и утверждение доказано. Рассмотрим теперь случай а ( 16 и предположим противное к утверждению задачи. Тогда 
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, а остальные (меньшие) семь чисел из данных десяти в сумме дают число не более 15+14+13+12+11+10+9 = 84. Значит, сумма всех десяти чисел не более 54+84 = 138 < 144, т.е. получили противоречие.

8 класс

8.1. 
Велосипедист ехал сначала со скоростью 20(км/час). но проехав треть пути, он взглянул на часы и решил увеличить скорость на 20%. С новой скоростью он ехал всю оставшуюся часть пути. Какова средняя скорость велосипедиста?

Ответ: 22,5 км/час. Решение. См. задачу 7.1.

8.2.
Замените две звездочки двумя разными числами так, чтобы получилось тождественное равенство:    
[image: image12.wmf])
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Ответ. 2 и 5. Решение. Обозначим через А и В числа, соответствующие первой и второй звездочкам. Тогда перемножая скобки по алгебраическим правилам и приравнивая коэффициенты при х и свободные члены, получим: 
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A

A

2

5

,

10

2

14

-

=

-

=

-

. Отсюда А = 2, В = 5.

8.3.
Дан выпуклый четырехугольник ABCD и точка М внутри него, не лежащая на диагоналях. Докажите, что хотя бы один из углов ( AMC или ( BMD тупой.

Решение. Пусть О – точка пересечения диагоналей и пусть, для определенности, точка М лежит внутри треугольника ВОС. Тогда
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Если бы оба угла ( AMC и ( BMD не были тупыми, то их сумма была бы не больше 
[image: image15.wmf].
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 Значит, хотя бы один из этих углов тупой.
8.4.
Сумма десяти различных натуральных чисел больше 144. Докажите, что среди этих десяти чисел найдутся три числа, сумма которых не меньше 54.

Решение. См. задачу 7.4.
9 класс

9.1. 
Решите уравнение 
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[image: image18.wmf]0

100

2

³

-

x

, т.е. при условии 
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 удовлетворяет условию 
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[image: image24.wmf]102

1

-

 – нет.  Если 
[image: image25.wmf]10

|

|

<

x

, то имеем уравнение 
[image: image26.wmf]0

99

2

2

=

-

+

x

x

, его корни 
[image: image27.wmf]10

1

±

-

=

x

, и условию 
[image: image28.wmf]10

|

|

<

x

 удовлетворяет только корень х = 9.

9.2.
Замените две звездочки двумя разными числами так, чтобы получилось тождественное равенство:    
[image: image29.wmf])
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Ответ. 2 и 5. Решение. См. задачу 8.2.

9.3.
Даны два положительных числа. Известно, что их сумма, а также сумма их кубов – числа рациональные. Можно ли утверждать, что а) сами числа рациональные? б) сумма их квадратов – число рациональное?

Ответ.  а)  Нет. б) Да, можно. Решение. а) В качестве примера можно взять числа 
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и легко подсчитать (по формуле куба суммы): 
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9.4.
Внутри треугольника АВС взяли произвольную точку М. Через вершины треугольника и эту точку провели три отрезка до пересечения с противоположными сторонами. Докажите, что среди этих отрезков можно выбрать два таких, что точка М делит один из них (считая от вершины) в отношении ( 2, а другой – в отношении ( 2 .

Решение. Пусть для определенности площади треугольников AMB, BMC и AOC упорядочены так:
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, где S – площадь треугольника АВС. Предположим, от противного, что в точке M все указанные отрезки делятся в отношении, меньшем двух. Тогда в треугольниках АВС и АВМ отношение высот на сторону АВ из точек С и М (соответственно) меньше трёх, что противоречит неравенству 
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. Аналогичное противоречие получается для треугольника АМС (при рассмотрении высот из вершин В и М на сторону АС), если предположить, что все отношения для отрезков больше двух. Таким образом, мы указали два искомых отрезка из вершин С и В. Комментарий. 1) Другое доказательство состоит в том, чтобы разбить треугольник прямыми, проходящими через точку пересечения медиан параллельно сторонам на 6 областей и далее проверить в каждой из областей, какая пара отрезков удовлетворяет требуемым неравенствам. 2)Из доказательства следует, что если в двойном нестрогом неравенстве  (*)  на самом деле имеют место равенства, то М – точка пересечения медиан, и отношения для всех трёх отрезков равны 2. 

10 класс

10.1.
Решите уравнение  
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Ответ.  
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Решение. Если 
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10.2.
Дана треугольная пирамида SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC. Докажите, что  ABC остроугольный.

Решение. Обозначим длины боковых ребер через a, b, c. Тогда квадраты сторон ABC по теореме Пифагора равны 
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. Поэтому сумма квадратов любых двух сторон основания больше квадрата третьей стороны, а это означает, что ABC – остроугольный

10.3.
Даны два положительных числа. Известно, что их сумма, а также сумма их кубов – числа рациональные. Можно ли утверждать, что а) сами числа рациональные? б) сумма их квадратов – число рациональное?

Ответ.  а)  Нет. б) Да, можно. Решение. См. задачу 9.3.

10.4.
Внутри треугольника АВС взяли произвольную точку М. Через вершины треугольника и эту точку провели три отрезка до пересечения с противоположными сторонами. Докажите, что среди этих отрезков можно выбрать два таких, что точка М делит один из них (считая от вершины) в отношении ( 2, а другой – в отношении ( 2 .

Решение. См. задачу 9.4.

11 класс

11.1.
Решите уравнение  
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Ответ.  
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. Решение. См. задачу 10.1.

11.2.
 Дана треугольная пирамида SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC. Докажите, что  ABC остроугольный. 

Решение. См. задачу 10.2.

11.3.
Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
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 имеет четыре различных корня.
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Ответ. 
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 Решение. Рассмотрим сначала случай a > 0. Построим график 
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 на координатной плоскости и проведем касательную из точки М1(0;6) к ветви графика, расположенной между точками М1 и М2(-2;0). Найдем точку касания М3(x0;y0). Эта точка удовлетворяет уравнению 
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 пересекает график 
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 в четырех точках, когда угловой коэффициент этой прямой находится между угловыми коэффициентами прямых М1М2 и М1М3, значит,. 
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[image: image77.wmf]2

2

3

-

<

<

-

a

.

11.4.
Существует ли функция  f, определённая для всех действительных чисел и удовлетворяющая тождествам: 
[image: image78.wmf]x

x

f

4

cos

1

)

cos

2

(

2

+

=

 и 
[image: image79.wmf]3

3

1

1

x

x

x

x

f

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

 ?

Ответ: существует. Решение. Значение 
[image: image80.wmf]2

1

³

+

x

x

 при всех положительных х (что следует из неравенства между средними арифметическим и геометрическим). Поэтому 
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  В общей точке t = 2 областей определения верхней и нижней формулы значения совпадают (и равны 2), поэтому данная функция корректно определена и удовлетворяет условиям задачи. 

II вариант
7 класс
7.1. Коля и Петя обменялись марками. До обмена у Коли было на 5 марок больше, чем у Пети. После того, как Коля обменял 24% своих марок на 20% марок Пети, у Коли стало на одну марку меньше, чем у Пети. Сколько марок было у мальчиков до обмена?

Ответ. У Пети было 45 марок, у Коли – 50 марок. Решение. Пусть до обмена у Пети было x марок, тогда у Коли было (x + 5) марок. После обмена у Пети стало 
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находим x = 45.
7.2. У 92-значного натурального числа n известны первые 90 цифр: с 1-й по 10-ю – единицы, с 11-й по 20-ю – двойки, и так далее, с 81-й по 90-ю – девятки. Найдите последние две цифры числа n, если известно, что n делится на 72.

Ответ. 36. Решение. Обозначим последние цифры x и y. Число n должно делиться на 9 и 8. Число, состоящее из первых 90 цифр, делится на 9, так как его сумма цифр делится на 9. Значит, и число 
[image: image91.wmf]xy

 делится на 9. Кроме того, по признаку делимости на 4, число 
[image: image92.wmf]xy

 делится на 4. Поэтому 
[image: image93.wmf]xy

 равно либо 00, либо 36, либо 72. Поскольку n делится на 8, то число 
[image: image94.wmf]xy
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 (состоящее из последних трех цифр) делится на 8. Из чисел 900, 936 и 972 только 936 обладает этим свойством.

7.3. а) Можно ли числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 переставить так, чтобы соседние числа отличались либо на 2, либо на 3? б) Аналогичная задача для ста чисел 1, 2, 3,…, 100.

Ответ. а) Можно: например так: 1,3,6,8,5,2,4,7;  б) Можно: например так: 1,3,5,2,4, 6,8,10,7,9,…. 

Решение. а) Построить пример помогает граф возможных соседей. б) Очередная пятерка чисел 5k + 1, 5k + 3, 5k + 5, 5k + 2, 5k + 4 предшествует следующей пятерке 5(k + 1) + 1, 5(k + 1) + 3, 5(k + 1) + 5, 5(k + 1) + 2, 5(k + 1) + 4 и так далее.

7.4. Дан прямоугольник, отличный от квадрата, у которого численное значение площади равно утроенному периметру. Докажите, что одна из сторон прямоугольника больше 12. 

Решение. Пусть 
[image: image95.wmf]b
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 – стороны прямоугольника. По условию,  
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 не равны 
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 (т.к.  
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), значит, одно из них меньше 
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, а другое больше. Пусть 
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8 класс

8.1. У 92-значного натурального числа n известны первые 90 цифр: с 1-й по 10-ю – единицы, с 11-й по 20-ю – двойки, и так далее, с 81-й по 90-ю – девятки. Найдите последние две цифры числа n, если известно, что n делится на 72.
Ответ. 36. Решение См. задачу 7.2.

8.2. Можно ли  куб разбить на 2020 кубиков?
 Ответ: можно.  Решение. Пусть у нас есть единичный куб.  Построить его разбиение можно, например, следующим образом на основе равенства  2020=999+999+6+8+8, а именно. разобьем сначала куб на 1000 одинаковых кубиков с ребром 
[image: image106.wmf]10
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, затем один из этих кубиков разобьем на 1000 кубиков с ребром 
[image: image107.wmf]100
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, затем один из получившихся кубиков разобьем на 8 кубиков с ребром 
[image: image108.wmf]200
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, и, наконец, два из этих восьми разобьем еще на 8 кубиков (каждый) с ребром 
[image: image109.wmf]400
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. Итого получим 999 кубиков с ребром 
[image: image110.wmf]10
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 плюс 999 с ребром 
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1

 плюс 6 с ребром 
[image: image112.wmf]200
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плюс 16 с ребром 
[image: image113.wmf]400
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. Комментарий. Можно привести различные примеры разбиений. Например, на основе равенства 2020=7(281+26+27 получается следующее разбиение. Разобьем сначала куб на 8 кубиков с ребром 
[image: image114.wmf]1
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, затем один из этих кубиков разобьём еще на 8 кубиков с ребром 
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, и так далее, доходим до 8 кубиков с ребром 
[image: image116.wmf]281
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, затем один из таких кубиков разобьем на 27 кубиков с ребром 
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 и, наконец, разбиваем один из этих кубиков на 27 кубиков с ребром 
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8.3. Существуют ли такие нецелые числа x, y, что числа 6x + 5y и 13x + 11y – целые?
Ответ. Не существуют. Решение. Пусть 6x + 5y = m, 13x + 11y = n, где m и n – целые. Решим эту систему уравнений, домножив первое уравнение на 11, а второе – на 5. Вычитая полученные уравнения, будем иметь x = 11m – 5n, т.е. x –  целое число.
8.4. На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки M и N соответственно. Оказалось, что периметр AMC равен периметру CNA, а периметр ANB  равен периметру CMB. Докажите, что ABC равнобедренный.
Решение. Будем обозначать периметр буквой P. Из условия задачи имеем P(AMC) + P(CMB) = P(CNA) + P(ANB). Отсюда P(ABC) + 2 ( CM = P(ABC) + 2 ( AN. Значит CM = AN. Из этого соотношения, учитывая равенство периметров треугольников AMC и CAN, получим, что AM = NC. Поэтому треугольники AMC и CAN равны по трем сторонам. Тогда (A = (C,  значит, ABC равнобедренный.

9 класс

9.1. Существуют ли такие нецелые числа x, y, что числа 6x + 5y и 13x + 11y – целые?
Ответ: не существуют. Решение  См. задачу 8.3.

9.2. Можно ли  куб разбить на 2020 кубиков?

Ответ: да, можно. Решение См. задачу 8.2.

9.3. Сколько решений в целых числах x, y имеет неравенство 
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  а) при а=2;  б) при а=20 ?
Ответ: а) 13; б) 841. Решение.  Обозначим 
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, тогда (выражая из этих уравнений x, y) получим 
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 и значит, целым  m.n  соответствуют целые  x, y (и наоборот), т.е. имеется взаимно однозначное соответствие между упорядоченными парами (m.n) и (x, y). Таким образом, требуется определить, сколько пар (m.n) целых чисел удовлетворяют неравенству 
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. а) При а=2  такие пары легко перечислить: это четыре пары 
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 плюс четыре пары 
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) и еще одна нулевая пара (0,0). Итого 13 пар (m.n), соответствующих 13 решениям исходного неравенства. б) Найдем сначала количество пар натуральных чисел (m.n), для которых  m+n=
[image: image133.wmf]c

  при данном натуральном 
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. Легко видеть, что количество таких пар равно 
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 (решения – это пары (1, 
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)). Поэтому количество пар натуральных чисел, удовлетворяющих неравенству 
[image: image139.wmf]20

£

+

n

m

, равно  
[image: image140.wmf]190

19

....

2

1

=

+

+

+

. Тогда всего пар целых ненулевых чисел, удовлетворяющих неравенству
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, будет в 4 раза больше, т.е. 760. Количество решений вида 
[image: image142.wmf]m
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,0) равно 41 (это пары (-20,0), (-19,0)…, (20,0))  и, аналогично, есть 41 решение вида 
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, но при этом нулевую пару мы засчитали дважды. Итак, всего решений 760+41+40=841. 

9.4. На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки M и N соответственно. Оказалось, что периметр  AMC равен периметру  CNA, а периметр  ANB  равен периметру  CMB. Докажите, что  ABC равнобедренный.
Решение. См. задачу 8.4.

10 класс

10.1. Изобразите на координатной плоскости множество решений системы уравнений
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Ответ. Множество решений системы это прямая 
[image: image145.wmf]2

1

-

=

x

y

. Решение. Второе уравнение есть следствие первого, так как 


[image: image146.wmf](

)

(

)

(

)

.

1

2

6

4

2

6

4

2

2

6

8

2

2

2

2

2

3

3

=

-

=

-

+

+

=

=

-

+

+

-

=

-

-

y

x

xy

y

xy

x

xy

y

xy

x

y

x

xy

y

x


Поэтому система двух уравнений равносильна одному первому уравнению.

10.2.  Сколько решений в целых числах x, y имеет неравенство 
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  а) при а=2;  б) при а=20 ?
Ответ: а) 13; б) 841. Решение. См. задачу 9.3.
10.3. Существует ли иррациональное число x
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Ответ. Существует. Решение. Обозначим 
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 – 1  и рассмотрим уравнение P(x) = 0. Поскольку P(0.3) = –0.103 , а  P(0.4) = 0.344 – значения разных знаков, то на интервале 
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 это уравнение имеет корень. Обозначим его через x0  и покажем, что x0 – иррациональное число. В противном случае 
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, где p, q – взаимно простые натуральные числа, и тогда 
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 Если q ( 1, то из взаимной простоты p и q следует, что в левой части все множители взаимно просты с q и значит, их произведение не может делиться на q (и тем более на q3). Если q = 1, то очевидно, что уравнение 
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  не имеет натуральных решений (левая часть больше правой).

10.4. Докажите, что для любого остроугольного треугольника АВС можно построить треугольную пирамиду SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC.
Решение. Пусть a = BC, b = AС, c = AB. Покажем, что в пространстве с прямоугольной системой координат можно отметить на координатных осях точки 
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. Действительно, имеем систему трех уравнений 
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. Ее решение 
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 существует, т.к.  АВС – остроугольный и значит, 
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. Тем самым, мы построили пирамиду О
[image: image170.wmf]'
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 EMBED Equation.3  [image: image171.wmf]'
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 EMBED Equation.3  [image: image172.wmf]'
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 (где О – начало координат ), равную искомой. Осталось переместить в пространстве эту пирамиду так, чтобы треугольник 
[image: image173.wmf]'
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 EMBED Equation.3  [image: image174.wmf]'
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 EMBED Equation.3  [image: image175.wmf]'
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 совпал  с треугольником АВС , при этом вершина О попадёт в искомую вершину S.
11 класс

11.1. Найдите наибольший член последовательности a) 
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Ответ. а) 
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. Решение.  а) Исследуем неравенство  
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. Преобразуя его, получим  n
[image: image188.wmf]2

 + n < 2020. Это неравенство выполняется, как легко проверить, при n=44  и не выполняется при n=45. В силу монотонного возрастания функции  f(n)=n
[image: image189.wmf]2

 + n  (при положительных n), 
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 – это наибольший член последовательности. Замечание. Другой способ решения состоит в исследовании формулы общего члена с помощью производной. Для найденной точки максимума  x  надо сравнить значение функции в двух целых точках, ближайших к x слева и справа. б) Аналогично сравнивая выражения для  
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11.2. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение  
[image: image200.wmf]x
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Ответ.  a ( 0.5 . Решение.  Введя новую переменную  t = sin x  ( где | t | (  1)  и применяя формулу для косинуса двойного угла, получим уравнение  t
[image: image201.wmf]2

 + 2at +2a – 3 =0 . Требуется найти параметры a, для которых это уравнение имеет хотя бы один корень на отрезке  [– 1; 1]. Обозначим квадратный трехчлен в левой части данного уравнения через f(t). Значение f(– 1) = 1 – 2a + 2a – 3 = – 2 < 0  при всех a.  Поэтому то условие, что на отрезке [– 1; 1]  находится корень квадратного трехчлена f(t), равносильно неравенству  f(1) ( 0  (поскольку ветви f(t) направлены вверх). Таким образом,  f(1) = 1 + 2a + 2a – 3 = 4a – 2  ( 0, т.е.  a ( 0.5 . 
11.3. Существует ли иррациональное число x
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Ответ. Существует. См. задачу 10.3.

11.4. Докажите, что для любого остроугольного треугольника АВС можно построить треугольную пирамиду SABC со взаимно перпендикулярными боковыми ребрами SA, SB, SC.
Решение  См. задачу 10.4.

III вариант
7 класс

7.1. В 7а классе по списку 60% девочек. Когда из-за болезни в класс не пришли два мальчика и одна девочка, то девочек присутствовало 62,5%. Сколько в классе по списку девочек и мальчиков?

Ответ: 21 девочка и 14 мальчиков. Решение. Пусть по списку в классе d девочек и m мальчиков. Из условий задачи имеем два уравнения: 
[image: image204.wmf]6
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 и 
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. Из первого уравнения 
[image: image206.wmf]m
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. Подставив 
[image: image207.wmf]d
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 во второе уравнение и решив его, получим d = 21, и тогда m = 14.

7.2. Имеется 11кг крупы. Как с помощью двух взвешиваний на чашечных весах  отмерить 1 кг крупы, если есть одна трехкилограммовая гиря?

Решение. Первое взвешивание: положим на одну чашу весов гирю (3кг), а на другую сначала 11кг крупы, и будем отсыпать крупу на первую чашу до наступления равновесия Получим 3кг (гиря) + 4кг (крупы) = 7кг (крупы) (т.к. 3 + x = 11 –  x => x=4). Второе взвешивание: из полученных 4кг крупы отсыпем 3кг крупы, чтобы уравновесить гирю в 3 кг. Вес оставшейся крупы – 1кг.

7.3. Найдите шестизначное число, которое после умножения на 9 записывается теми же цифрами, что  исходное число, но в обратном порядке?  Сколько таких шестизначных чисел?

Ответ: 109989 – единственное число. Решение. Пусть 
[image: image208.wmf]abcdef

– искомое число, т.е. 
[image: image209.wmf]fedcba
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 EMBED Equation.3  [image: image210.wmf]. Тогда очевидно a = 1, b = 0 (иначе при умножении на 9 получили бы семизначное число). Поэтому f = 9, а предпоследняя цифра e = 8 (что следует из умножения столбиком). Тогда третья цифра с может быть 8 или 9. Но если с = 8, то d = 1, т.к. сумма цифр делится на 9, однако число 108189 при проверке не подходит. Если же с = 9, то d = 9 и число 109989 – единственное, удовлетворяющее условию, и при проверке оно подходит.

7.4. На ребрах куба в некотором порядке расставили числа 1, 2, ..., 12 и для каждой грани подсчитали сумму четырех чисел на ее ребрах. Докажите, что есть две грани, на одной из которых соответствующая  сумма больше 25, а на другой – меньше 27.

Решение. Подсчитаем на каждой грани соответствующую сумму и затем сложим эти суммы для всех шести граней. Получим в результате (1 + 2 + … + 12)(2, так как при таком подсчете любое ребро будет засчитано дважды. Итак, общая сумма 156, и тогда хотя бы для одной грани ее сумма не меньше 
[image: image211.wmf]26
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. (Действительно, в противном случае мы получили бы общую сумму не больше 
[image: image212.wmf]156
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). Аналогично, хотя бы для одной грани ее сумма не больше 26 (иначе мы так же получили бы противоречие). Если для всех граней соответствующие суммы совпадают, т.е. равны 26, то искомой парой граней будут любые две. Если же не все суммы одинаковы, то выберем две грани с наименьшей и наибольшей суммой (соответственно).
.
8 класс

8.1. В 8а классе по списку 60% девочек. Когда из-за болезни в класс не пришли два мальчика и одна девочка, то девочек присутствовало 62,5%. Сколько в классе по списку девочек и мальчиков?

Ответ. 21 девочка и 14 мальчиков. Решение См. задачу 7.1.

8.2. Докажите , что для всех натуральных n > 1 число 
[image: image213.wmf]4

2020

+

n

  составное.

Решение следует из равенств 
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 EMBED Equation.3  [image: image215.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image217.wmf])
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.   Очевидно, при n >1 обе скобки >1.
8.3. Найдите шестизначное число, которое после умножения на 9 записывается теми же цифрами, что   исходное число, но в обратном порядке? Сколько таких шестизначных чисел?

Ответ. 109989 – единственное число. Решение См. задачу 7.3.

8.4. a) Докажите, что в любом выпуклом четырехугольнике найдутся две стороны, которые меньше по длине, чем наибольшая диагональ. б) Может ли быть ровно две таких стороны?

Ответ: б) да, может. Решение а) Из четырех углов четырехугольника ABCD хотя бы один – неострый (т.к. в сумме углы составляют 3600 ). Пусть это будет угол A. Тогда в 
[image: image218.wmf]ABD

D

имеем BD >AB и BD >AD (т.е. AB и AD меньше диагонали BD, а значит, меньше наибольшей диагонали) стороны . б) Рассмотрим пример. Пусть ABC – равнобедренный треугольник, у которого боковые стороны AB = BC больше основания AС (это означает, что угол при вершине меньше 60 градусов)  Пусть M – середина AC. Продолжим высоту ВM и возьмем на продолжении точку D такую, что MD <. АВ – ВМ (это возможно, т.к. а треугольнике АВМ гипотенуза АВ больше катета ВМ). Тогда ABCD – искомый четырехугольник.

9 класс

9.1. В трехзначном числе зачеркнули первую цифру и получили двузначное. Если на это двузначное число поделить исходное, то частное будет равно 9, а остаток 8. Найдите исходное число. (Приведите все возможные решения.)

Ответ: 4 возможных числа: 224; 449; 674; 899. Решение. Пусть х – первая цифра исходного числа, у – двузначное число после зачеркивания х. Тогда имеем уравнение 
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 EMBED Equation.3  [image: image220.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image221.wmf]x
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. Значит, х – четное число: 
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, и для числа у + 1 возможные значения: 25; 50; 75; 100, а соответствующие числа х равны 2; 4; 6; 8.
9.2. В трапеции ABCD точка  N – середина боковой стороны  CD. Оказалось, что 
[image: image225.wmf].

90

0

=

Ð

ANB

  Докажите, что AN  и  BN  – биссектрисы  углов A и B  соответственно.

Решение Пусть M -- середина AB . Рассмотрим 
[image: image226.wmf]BMN
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 Имеем  MB=MN (по свойству медианы прямоугольного треугольника 
[image: image227.wmf]ANB

), поэтому 
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, т.к. средняя линия трапеции параллельна основаниям. Итак, 
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. Аналогично получим, что . 
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9.3. Найдите все такие квадратные трехчлены P(x)=x2+bx+c  , что P(x) имеет целые корни, а сумма его коэффициентов (т.е. 1+b+c)  равна 10.

Ответ: (x – 2)(x – 11),  (x – 3)(x – 6),  x(x + 9),  (x + 4)(x +1).Решение. Пусть x1<x2 – корни. Тогда P(x) = (x1 - x)(x2 - x)  и  P(1) = 10 = (x1 - 1)(x2 - 1). Из разложений числа 10 на два сомножителя получим возможные значения множителей  (x1 -1) и  (x2 -1), а именно: 1) 1 и 10;  2) 2 и 5;  3) –10 и –1,  4) –5 и –2. Отсюда следует результат.

9.4. a) Докажите, что в любом выпуклом четырехугольнике найдутся две стороны, которые меньше по длине, чем наибольшая диагональ. б) Может ли быть ровно две таких стороны?

Ответ. См. задачу 8.4.
10 класс

10.1. В трапеции ABCD точка  N – середина боковой стороны  CD. Оказалось, что 
[image: image232.wmf].
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  Докажите, что AN  и  BN  – биссектрисы  углов A и B  соответственно.

Ответ. См. задачу 9.2.
10.2. На шахматную доску поставили 8 ладей, которые не бьют друг друга. Докажите, что в любом клетчатом прямоугольнике размера 
[image: image233.wmf]5
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 (клеток) есть хотя бы одна ладья.

Решение. Предположим противное, и пусть, для определенности, прямоугольник расположен в пяти горизонталях и четырех вертикалях. Тогда любая ладья находится среди остальных трех горизонталей или среди остальных четырех вертикалей (или одновременно, т.е. на их пересечении). Но в трех горизонталях стоит не более трех ладей, а в четырех вертикалях – не более четырех. Значит, всего в этих горизонталях и вертикалях стоит не более семи ладей (точнее, количество ладей равно 7 минус количество ладей на пересечениях данных горизонталей и вертикалей). Получили противоречие, т.к. ладей всего 8.

10.3. Найдите все такие квадратные трехчлены P(x)=x2+bx+c  , что P(x) имеет целые корни, а сумма его коэффициентов (т.е. 1+b+c)  равна 10.
Ответ. (x – 2)(x – 11),  (x – 3)(x – 6),  x(x + 9),  (x + 4)(x +1). Решение. См. задачу 9.3.
10.4. У прямоугольного треугольника 
[image: image234.wmf]ABC

 длина гипотенузы AB и катета AC удовлетворяют неравенствам  100<AB<101  и  99<AC<100. Докажите, что 
[image: image235.wmf]ABC
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можно разбить на несколько треугольников, в каждом из которых есть сторона длины 1, причем существует разбиение, в котором таких треугольников не больше 21.

Решение. По теореме Пифагора 
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. Отложим от точки B вдоль катета CB последовательно единичные отрезки 1=BK1 = K1K2 =… = Kn-1 Kn так, что CKn <1 (где n равно целой части длины CB, т.е. n < 20). Если длина CB – целое число, то Kn совпадает с C и тогда соединив A с точками K1, K2 …Kn получим всего n искомых треугольников. Если же 0<CKn<1, то проведем единичную окружность с центром в C . Поскольку Kn лежит внутри, а A – вне этой окружности, то она пересекает отрезок AKn в некоторой точке M. Тогда к указанным n треугольникам добавляем еще два: 
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 и 
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 со стороной CM=1.

11 класс

11.1. Найдите множество значений функции 
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Ответ: [
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].  Решение. Преобразовав 
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 с помощью дополнительного угла 
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[image: image244.wmf]4

)

sin(

13

4

cos

3

sin

2

+

+

=

+

+

a

x

x

x

. Наибольшее значение этого выражения 
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11.2. На шахматную доску поставили 8 ладей, которые не бьют друг друга. Докажите, что в любом клетчатом прямоугольнике размера 
[image: image247.wmf]5
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 (клеток) есть хотя бы одна ладья.

Решение. См. задачу 10.2

11.3. У прямоугольного треугольника 
[image: image248.wmf]ABC

 длина гипотенузы AB и катета AC удовлетворяют неравенствам  100<AB<101  и  99<AC<100. Докажите, что 
[image: image249.wmf]ABC

D

можно разбить на несколько треугольников, в каждом из которых есть сторона длины 1, причем существует разбиение, в котором таких треугольников не больше 21.

Решение. См. задачу 10.4.

11.4. У многочлена P(x) (отличного от константы) все коэффициенты неотрицательны. Может ли P(x) делиться на многочлен, у которого старший коэффициент положительный, а свободный член отрицательный? 

Ответ: нет, не может. Решение. Пусть P(x) делится на Q(x)=axk+ … +b, где a>0, b<0 . Тогда Q(x) имеет положительный корень. Действительно, Q(0)=b<0  и  
[image: image250.wmf]+¥
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, поэтому график непрерывной функции y=Q(x) должен пересекать положительную полуось Оx. Значит, P(x) имеет тот же самый положительный корень, но это невозможно, т.к. коэффициенты P(x) неотрицательны, а старший коэффициент положителен.
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