Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки». 2024-25. Математика. 

Финальный тур, вариант 2. 
ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЯ  
10 класс
10.1. Каким числом – рациональным или иррациональным – является 
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Ответ: целым рациональным числом 2025. Решение. Пусть a = 2025, b = 2024. Тогда, учитывая, что  a – b = 1, получим 
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.Таким образом, в результате 
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10.2. Изобразите на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
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Решение. Разложим вторую скобку на множители как разность кубов  
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. Очевидно, что здесь второй множитель положителен при всех  x, y и на него уравнение можно сократить. Раскладывая скобку (
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1) как разность квадратов, получаем, что искомое множество точек состоит из прямой у = –2х – 1 и двух гипербол: 
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10.3. Сколько существует натуральных чисел п, удовлетворяющих двойному неравенству 
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Ответ: 389. Решение. Возведя неравенство 
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 в четвертую степень, получим 
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 в шестую степень, получим 
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10.4. Найдите количество прямоугольников, у которых длины сторон – числа целые, а площадь численно равна периметру (Равные прямоугольники засчитываются по одному разу). 
Ответ: два. Решение. Пусть стороны прямоугольника – целые числа a и b (a ≤ b). Тогда ab = 2(a + b), что эквивалентно равенству  (a – 2)(b – 2) = 4. Число 4 можно разложить четырьмя способами в произведение двух целых чисел: (1; 4), (2; 2), (–4; –1), (–2, –2), из которых первые два способа дают прямоугольники (3, 6) и (4, 4), а третий и четвертый способы не дают положительных решений.
10.5. 30 палочек длины 6, 7, ..., 35 (см) произвольным образом раздали десяти ученикам – по три палочки каждому. Обязательно ли хотя бы один ученик сможет сложить из своих палочек треугольник?
Ответ: обязательно. Решение. Предположим противное. Тогда у каждого ученика длина самой длинной палочки больше или равна сумме длин двух других палочек. Значит, сумма длин длинных палочек у всех 10 учеников больше или равна сумме длин остальных палочек. Но у имеющихся 30 палочек сумма самых длинных десяти палочек равна 26 + 27 + ... + 35 = 305, а сумма длин остальных двадцати палочек равна 6 + 7 + ... + 25 = 310 > 305. Получили противоречие.
11 класс
11.1. Каким числом – рациональным или иррациональным – является 
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Ответ: целым рациональным числом 2025. Решение. См. задачу 10.1.
11.2. Дана функции y = cos10x + sin10x. Найдите а) её наименьший период, б) множество её значений.
Ответ: а) 
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 Решение. а) Из правила приведения следует, что 
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, т.е. 
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– период функции (возможно, не наименьший). Чтобы доказать, что это наименьший период, сделаем замену 
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– функция возрастающая на 
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 и имеющая единственный корень u = 1/2. Отсюда следует, что функция 
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. б) Из решения пункта а) получаем, что достаточно рассмотреть y(x) на отрезке 
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, а также определяем наибольшее значение y(0) = y
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11.3. Сколько существует натуральных чисел п, удовлетворяющих двойному неравенству 
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Ответ: 389. Решение. См. задачу 10.3.
11.4. Найдите количество прямоугольных треугольников, у которых длины сторон – числа целые, а площадь численно равна периметру. (Равные прямоугольные треугольники засчитываются по одному разу).
Ответ: два. Решение. Пусть катеты прямоугольного треугольника равны a и b (a ≤ b). Тогда 
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. Обозначив u = a + b, v = ab, уравнение запишем в виде . После выделения квадратного корня в левой части, возведения обеих частей в квадрат и деления уравнения на v, получим: 
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, т.е. ab – 4a – 4b + 8 = 0. Последнее уравнение перепишем в виде (a – 4)(b – 4) = 8. Число 8 можно разложить четырьмя способами в произведение двух целых чисел: (1; 8), (2; 4), (–8; –1),(–4; –2), из которых первые два дают прямоугольные треугольники (5, 12, 13) и (6, 8, 10), а третий и четвертый способы не дают положительных решений.
11.5. 30 палочек длины 6, 7, ..., 35 (см) произвольным образом раздали десяти ученикам – по три палочки каждому. Обязательно ли хотя бы один ученик сможет сложить из своих палочек треугольник?
Ответ: обязательно. Решение. См. задачу 10.5.
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