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Введение 
Нестандартные неравенства - одна из самых интересных тем в математике. 

Здесь и далее под словом “нестандартные” подразумеваются те 

неравенства, которые встречаются чаще всего в классических олимпиадах 

(но и в перечневых тоже нередки). Если для решения так 

называемых“школьных” неравенств используют метод интервалов и т.п., 

то для решения нестандартных (олимпиадных) неравенств используют 

неравенство Коши-Буняковского-Шварца, неравенствао средних 

гармоническом, геометрическом, арифметическом и квадратическом, 

транснеравенство и др. Эти способы и методы рассмотрены в данной 

исследовательской работе. 

Цель: 
Исследовать некоторые способы решения нестандартных неравенств (а 

именно: с помощью неравенства Коши-Буняковского-Шварца, неравенств 

о средних гармоническом, геометрическом, арифметическом и 

квадратическом, неравенства Бернулли, преобразования Абеля, 

транснеравенства, неравенства Чебышёва для сумм), выделяя их основные 

принципы и области применения, а также продемонстрировать их 

эффективность на примерах. 

Задачи: 
1. Изучить основные неравенства-инструменты, используемые при 

решении нестандартных неравенств. 

2. Собрать и классифицировать примеры задач, в решении которых 

используются указанные выше неравенства. 

3. Подвести итог. 
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Актуальность работы 
Неравенства, такие как неравенство Коши-Буняковского-Шварца, 

неравенства о средних, транснеравенство, неравенство Чебышёва для 

сумм и др., являются мощными инструментами, позволяющими находить 

оптимальные решения. Их изучение не только углубляет понимание 

математически, но и развивает критическое мышление и творческий 

подход к решению задач. Однако, несмотря на важность этих способов, 

многие учащиеся сталкиваются с трудностями при их применении, что 

подчеркивает необходимость систематизации знаний и практических 

умений в этой области. 

Актуальность данной исследовательской работы заключается в том, что 

она направлена на изучение и анализ методов решения олимпиадных 

неравенств, что позволит учащимся не только лучше подготовиться к 

олимпиадам, но и развить уверенность в своих силах при решении 

сложных задач. Кроме того, систематизация и классификация методов 

решения неравенств помогут создать удобный справочный материал, 

который будет полезен как для учащихся, так и для преподавателей. 

Таким образом, данное исследование не только обогатит теоретическую 

базу по теме неравенств, но и послужит практическим руководством для 

школьников, стремящихся к успеху в олимпиадной математике. В 

условиях растущей конкуренции и повышенных требований к знаниям и 

навыкам учащихся, подобные исследования становятся особенно 

актуальными и необходимыми. 
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Неравенство Коши-Буняковского-Шварца (КБШ) 
Формулировка 

Для двух наборов произвольных действительных чисел {𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛} и 
{𝑏𝑏1,  𝑏𝑏2,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛} выполняется следующее неравенство: 

(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 ≤  (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2). 
Доказательство 

Способ 1 
Пусть у нас в n-мерном пространстве есть 2 вектора с координатами 
{𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛} и {𝑏𝑏1,  𝑏𝑏2,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛}. Тогда их скалярное произведение будет 
равно 𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛 с одной стороны и �(𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2) ⋅
�(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 - с другой. Возведя оба выражения в квадрат и 
приравняв, получим: 

(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 = (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) cos2 𝛼𝛼. 
cos2 𝛼𝛼 ≤ 1, значит,(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 ≤ (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+
𝑏𝑏𝑛𝑛2)Ч.т.д. 

Способ 2 
Рассмотрим выражение (𝑎𝑎1𝑥𝑥 − 𝑏𝑏1)2 + (𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 𝑏𝑏2)2 + ⋯+ (𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑛𝑛)2. Это сумма 
квадратов неотрицательна, а, значит, дискриминант квадратного трёхчлена 
(𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)𝑥𝑥2 − 2(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑥𝑥 + (𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) 
𝐷𝐷 = 4(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 − 4(𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) 
неположителен. 
Отсюда, (𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 ≤  (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) 
(перенесли в разные части и поделили на 4). 

Примеры использования в решении нестандартных 
неравенств 

№1 
Для положительных чисел 𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛 и 𝑏𝑏1,  𝑏𝑏2,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛 докажите 
неравенство 𝑎𝑎1

2

𝑏𝑏1
+ 𝑎𝑎22

𝑏𝑏2
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑏𝑏𝑛𝑛
≥ (𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑏𝑏1+𝑏𝑏2+⋯+𝑏𝑏𝑛𝑛
(лемма Титу). 

Док-во: 
Пусть 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖

�𝑏𝑏𝑖𝑖
и 𝑦𝑦𝑖𝑖 = �𝑏𝑏𝑖𝑖 . Тогда по неравенству Коши-Буняковского-Шварца: 

(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛2)(𝑦𝑦12 + 𝑦𝑦22 + ⋯+ 𝑦𝑦𝑛𝑛2) ≥ (𝑥𝑥1𝑦𝑦1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛)2. 
Подставим:�𝑎𝑎1

2

𝑏𝑏1
+ 𝑎𝑎22

𝑏𝑏2
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑏𝑏𝑛𝑛
� (𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛) ≥ (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛)2. 

Поделим обе стороны на 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛 и получим желаемое неравенство: 
𝑎𝑎12

𝑏𝑏1
+ 𝑎𝑎22

𝑏𝑏2
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑏𝑏𝑛𝑛
≥ (𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑏𝑏1+𝑏𝑏2+⋯+𝑏𝑏𝑛𝑛
.Ч.т.д. 

№2 [9] 
Для положительных чисел 𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛 докажите неравенство 
𝑎𝑎12

𝑎𝑎2
+ 𝑎𝑎22

𝑎𝑎3
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑎𝑎1
≥ 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛. 

Док-во: 
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По доказанной в примере №1 лемме Титу для 𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛 и 𝑏𝑏1 = 𝑎𝑎2,  𝑏𝑏2 =
𝑎𝑎3,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑎𝑎1: 
𝑎𝑎12

𝑏𝑏1
+ 𝑎𝑎22

𝑏𝑏2
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑏𝑏𝑛𝑛
≥ (𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑏𝑏1+𝑏𝑏2+⋯+𝑏𝑏𝑛𝑛
. 

Подставим:𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎2
+ 𝑎𝑎22

𝑎𝑎3
+ ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑎𝑎1
≥ (𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛+𝑎𝑎1
= (𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛
= 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+

𝑎𝑎𝑛𝑛Ч.т.д. 
№3 [9] 

Доказать, что для 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1 верно неравенство 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 ≥ 1
3
. 

Док-во: 
1 = 12 = (1 ⋅ 𝑎𝑎 + 1 ⋅ 𝑏𝑏 + 1 ⋅ 𝑐𝑐)2 ≤ (12 + 12 + 12) ⋅ (𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2) = 3 ⋅ (𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2). 
Разделив обе части неравенства на 3, получим𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 ≥ 1

3
. Ч.т.д. 

№4 [9] 
Доказать, что верно неравенство   sin 𝛼𝛼 ⋅ sin 𝛽𝛽 + cos 𝛼𝛼 + cos 𝛽𝛽 ≤ 2 . 

Док-во: 
Применим неравенство Коши-Буняковского-Шварца для наборов чисел 
{𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐;  1} и {𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠;  1;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐}: 

(sin 𝛼𝛼 ⋅ sin 𝛽𝛽 + cos𝛼𝛼 + cos𝛽𝛽)2 ≤ (sin2 𝛼𝛼 + cos2 𝛼𝛼 + 1)(sin2 𝛽𝛽 + 1 + cos2 𝛽𝛽) 
(sin𝛼𝛼 ⋅ sin 𝛽𝛽 + cos 𝛼𝛼 + cos 𝛽𝛽)2 ≤ (1 + 1) ⋅ (1 + 1) 

(sin 𝛼𝛼 ⋅ sin 𝛽𝛽 + cos𝛼𝛼 + cos𝛽𝛽)2 ≤ 4 
sin 𝛼𝛼 ⋅ sin 𝛽𝛽 + cos 𝛼𝛼 + cos 𝛽𝛽 ≤ 2 

Ч.т.д. 
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Неравенства о средних гармоническом, геометрическом, 
арифметическом и квадратическом 

Формулировка 
Для любых неотрицательных чисел 𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛 верны следующие 
неравенства: 

𝑛𝑛
1
𝑎𝑎1
+ 1
𝑎𝑎2
+⋯+ 1

𝑎𝑎𝑛𝑛

≤ �𝑎𝑎1𝑎𝑎2 …𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

≤ �𝑎𝑎12+𝑎𝑎22+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑛𝑛
, где 

𝑛𝑛
1
𝑎𝑎1
+ 1
𝑎𝑎2
+⋯+ 1

𝑎𝑎𝑛𝑛

 - среднее гармоническое, 

�𝑎𝑎1𝑎𝑎2 …𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  - среднее геометрическое, 
𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑛𝑛
 - среднее арифметическое, 

�𝑎𝑎12+𝑎𝑎22+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑛𝑛
 - среднее квадратическое. 

Доказательство 
1. Неравенство между средним арифметическим и средним 

квадратическим 
ПонеравенствуКБШ для наборов неотрицательных чисел{𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛} и 
{𝑏𝑏1 = 1,  𝑏𝑏2 = 1,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 1}: 

(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)2 ≤ (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(𝑏𝑏12 + 𝑏𝑏22 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛2) 
(𝑎𝑎1 ⋅ 1 + 𝑎𝑎2 ⋅ 1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛 ⋅ 1)2 ≤ (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)(12 + 12 + ⋯+ 12) 

(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛)2 ≤ (𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2) ⋅ 𝑛𝑛 
(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛)2

𝑛𝑛2 ≤
(𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2)

𝑛𝑛
 

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛 ≤ �𝑎𝑎1

2 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑛𝑛  

2. Неравенство между средним арифметическим и средним 
геометрическим 

Докажем для {𝑎𝑎,  𝑏𝑏} (n=2): 
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2 ≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≥ 2 ⋅ √𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎 − 2 ⋅ √𝑎𝑎 ⋅ √𝑏𝑏 + 𝑏𝑏 ≥ 0 

�√𝑎𝑎 − √𝑏𝑏�
2
≥ 0 - верно, значит, и 𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎 верно. 

Докажем для {𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑} (n=4): 
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𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
4 =

𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

+ 𝑐𝑐+𝑑𝑑
2

2 ≥
√𝑎𝑎𝑎𝑎 + √𝑐𝑐𝑐𝑐

2 ≥ �√𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ √𝑐𝑐𝑐𝑐 = √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎4  
𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐+𝑑𝑑

4
≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎4  - верно 

Таким способом можно доказать и для n=8, 16, 32, ... (для всех 𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘). 
Докажу для {𝑎𝑎1,   … ,  𝑎𝑎8} (n=8): 

𝑎𝑎1 +  … +  𝑎𝑎8
8 =

𝑎𝑎1+⋯+𝑎𝑎4
4

+ 𝑎𝑎5+⋯+𝑎𝑎8
4

2 ≥ √𝑎𝑎1 …𝑎𝑎44 + �𝑎𝑎5 …𝑎𝑎84

2 ≥ 

≥ ��𝑎𝑎1 …𝑎𝑎44 ⋅ �𝑎𝑎5 …𝑎𝑎84 = �𝑎𝑎1 …𝑎𝑎88  

Теперь рассмотрим частный случай для {𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑} (n=4), где 𝑑𝑑 = 𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
3

: 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
4 =

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
3

4 =
4(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐)

3
4 =

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
3 ≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎4

= �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

3
4

 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
3 ≥ �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)
3

4

 

�
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

3 �
4

≥ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

3  

�
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

3 �
3

≥ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐

3
≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎3  - доказали для n=3 

Таким образом можно доказать для любого n: доказываем до минимальной 
степени двойки, большей n, а дальше подставляем𝑎𝑎1+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛−1

𝑛𝑛−1
 вместо 𝑎𝑎𝑛𝑛и 

немного преобразуем до тех пор, пока не докажем до интересующего n. 
Значит, мы доказали для всех n.Это своеобразная “двойная индукция”. 
Пример для n=200: мы знаем для n=2, значит, мы знаем для n=4, 8, 16, 32, 
64, 128, 256. Если мы знаем для n, то мы знаем для n-1, поэтому далее мы 
по единичке “спускаемся” с 256 вниз до 200. 

3. Неравенство между средним гармоническим и средним 
геометрическим 

По неравенству между средними арифметическим и геометрическим для  

� 1
𝑎𝑎1

,   1
𝑎𝑎2

,   … ,   1
𝑎𝑎𝑛𝑛
�: 
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1
𝑎𝑎1

+  … +   1
𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑛𝑛 ≥ �
1
𝑎𝑎1

…
1
𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑛𝑛
= �

1
𝑎𝑎1 …𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑛𝑛
=

1
�𝑎𝑎1 …𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  

𝑛𝑛
1
𝑎𝑎1

+  … +   1
𝑎𝑎𝑛𝑛

≤ �𝑎𝑎1 …𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  

Объединим доказанные нами неравенства: 
𝑛𝑛

1
𝑎𝑎1
+ 1
𝑎𝑎2
+⋯+ 1

𝑎𝑎𝑛𝑛

≤ �𝑎𝑎1𝑎𝑎2 …𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎1+𝑎𝑎2+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

≤ �𝑎𝑎12+𝑎𝑎22+⋯+𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑛𝑛
. 

Примеры использования в решении нестандартных 
неравенств 

№1 [16] 
Докажите, что для 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐 > 0 верно неравенство 
1

𝑏𝑏+𝑐𝑐
+ 1

𝑎𝑎+𝑐𝑐
+ 1

𝑎𝑎+𝑏𝑏
≥ 9

2(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐)
. 

Док-во: 
Пусть 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑥𝑥 ,𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 = 𝑦𝑦 ,𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 . 
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) + (𝑎𝑎 + 𝑐𝑐) = 2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧. 
Допустим, что неравенство верно: 

1
𝑥𝑥 +

1
𝑦𝑦 +

1
𝑧𝑧 ≥

9
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 

1
1
𝑥𝑥

+ 1
𝑦𝑦

+ 1
𝑧𝑧

≤
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧

9  

3
1
𝑥𝑥+

1
𝑦𝑦+

1
𝑧𝑧
≤ 𝑥𝑥+𝑦𝑦+𝑧𝑧

3
 - верно, т.к. это неравенство между средним гармоническим 

и средним арифметическим для {𝑥𝑥,  𝑦𝑦,  𝑧𝑧}. 
Значит, и исходное неравенство верно. Ч.т.д. 

№2 
Даны положительные 𝑥𝑥,  𝑦𝑦,  𝑧𝑧  такие, что 𝑥𝑥 ⋅ 𝑦𝑦 ⋅ 𝑧𝑧 = 1 . 

Докажите, что 𝑥𝑥
𝑦𝑦+𝑧𝑧

+ 𝑦𝑦
𝑥𝑥+𝑧𝑧

+ 𝑧𝑧
𝑥𝑥+𝑦𝑦

≤ 𝑥𝑥√𝑥𝑥
2

+ 𝑦𝑦√𝑦𝑦
2

+ 𝑧𝑧√𝑧𝑧
2

. 

Док-во: 
𝑥𝑥

𝑦𝑦+𝑧𝑧
+ 𝑦𝑦

𝑥𝑥+𝑧𝑧
+ 𝑧𝑧

𝑥𝑥+𝑦𝑦
= 1

2
� 2𝑥𝑥
𝑦𝑦+𝑧𝑧

+ 2𝑦𝑦
𝑥𝑥+𝑧𝑧

+ 2𝑧𝑧
𝑥𝑥+𝑦𝑦

�== 1
2
� 2
𝑦𝑦
𝑥𝑥+

𝑧𝑧
𝑥𝑥

+ 2
𝑥𝑥
𝑦𝑦+

𝑧𝑧
𝑦𝑦

+ 2
𝑥𝑥
𝑧𝑧+

𝑦𝑦
𝑧𝑧
� 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2 ≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎 

2
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≤

1
√𝑎𝑎𝑎𝑎
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2
𝑦𝑦
𝑥𝑥

+ 𝑧𝑧
𝑥𝑥

=
2

1
𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥

+ 𝑧𝑧
𝑥𝑥

=
2

1
𝑥𝑥2𝑧𝑧

+ 𝑧𝑧
𝑥𝑥

≤
1

� 1
𝑥𝑥2𝑧𝑧

⋅ 𝑧𝑧
𝑥𝑥

=
1

� 1
𝑥𝑥3

=
1
1

𝑥𝑥√𝑥𝑥

= 𝑥𝑥√𝑥𝑥 

2
𝑥𝑥
𝑦𝑦

+ 𝑧𝑧
𝑦𝑦

=
2

1
𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑦𝑦
+ 𝑧𝑧

𝑦𝑦

=
2

1
𝑦𝑦2𝑧𝑧

+ 𝑧𝑧
𝑦𝑦

≤
1

� 1
𝑦𝑦2𝑧𝑧

⋅ 𝑧𝑧
𝑦𝑦

=
1

� 1
𝑦𝑦3

=
1
1

𝑦𝑦√𝑦𝑦

= 𝑦𝑦�𝑦𝑦 

2
𝑥𝑥
𝑧𝑧

+ 𝑦𝑦
𝑧𝑧

=
2

1
𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑧𝑧
+ 𝑦𝑦

𝑧𝑧

=
2

1
𝑦𝑦𝑧𝑧2

+ 𝑦𝑦
𝑧𝑧

≤
1

� 1
𝑦𝑦𝑧𝑧2

⋅ 𝑦𝑦
𝑧𝑧

=
1

� 1
𝑧𝑧3

=
1
1
𝑧𝑧√𝑧𝑧

= 𝑧𝑧√𝑧𝑧 

2
𝑦𝑦
𝑥𝑥

+ 𝑧𝑧
𝑥𝑥

+
2

𝑥𝑥
𝑦𝑦

+ 𝑧𝑧
𝑦𝑦

+
2

𝑥𝑥
𝑧𝑧

+ 𝑦𝑦
𝑧𝑧

≤ 𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝑦𝑦�𝑦𝑦 + 𝑧𝑧√𝑧𝑧 

𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 +

𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 +

𝑧𝑧
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤

1
2 �𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝑦𝑦�𝑦𝑦 + 𝑧𝑧√𝑧𝑧� 

𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 +

𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 +

𝑧𝑧
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤

𝑥𝑥√𝑥𝑥
2 +

𝑦𝑦�𝑦𝑦
2 +

𝑧𝑧√𝑧𝑧
2  

Ч.т.д. 
№3 

Докажите, что для положительных 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐  таких, что 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1 , верно 
1

1−𝑎𝑎
+ 1

1−𝑏𝑏
+ 1

1−𝑐𝑐
≥ 2

1+𝑎𝑎
+ 2

1+𝑏𝑏
+ 2

1+𝑐𝑐
. 
Док-во: 

Заметим, что по неравенству о среднем арифметическом и среднем 

гармоническом для � 1
1−𝑎𝑎

,   1
1−𝑏𝑏

�: 

1
2 �

1
1 − 𝑎𝑎 +

1
1 − 𝑏𝑏� =

1
1−𝑎𝑎

+ 1
1−𝑏𝑏

2 ≥
2

1
1

1−𝑎𝑎
+ 1

1
1−𝑏𝑏

=
2

(1 − 𝑎𝑎) + (1 − 𝑏𝑏) =
2

2 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 

Аналогично1
2
� 1
1−𝑏𝑏

+ 1
1−𝑐𝑐

� ≥ 2
2−𝑏𝑏−𝑐𝑐

 и 1
2
� 1
1−𝑐𝑐

+ 1
1−𝑎𝑎

� ≥ 2
2−𝑐𝑐−𝑎𝑎

. 
Сложив эти неравенства, получим:  

1
1 − 𝑎𝑎 +

1
1 − 𝑏𝑏 +

1
1 − 𝑐𝑐 ≥

2
2 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 +

2
2 − 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 +

2
2 − 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎

=
2

1 + 𝑎𝑎 +
2

1 + 𝑏𝑏 +
2

1 + 𝑐𝑐 

1
1 − 𝑎𝑎 +

1
1 − 𝑏𝑏 +

1
1 − 𝑐𝑐 ≥

2
1 + 𝑎𝑎 +

2
1 + 𝑏𝑏 +

2
1 + 𝑐𝑐 

Ч.т.д. 
№4 
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Докажите, что для 0 ≤ 𝑥𝑥,  𝑦𝑦 ≤ 1 верно неравенство 1
√1+𝑥𝑥2

+ 1
�1+𝑦𝑦2

≤ 2
�1+𝑥𝑥𝑥𝑥

. 

Док-во: 
1

√1 + 𝑥𝑥2
+

1
�1 + 𝑦𝑦2

≤
2

�1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥
 

1
1 + 𝑥𝑥2 +

1
√1 + 𝑥𝑥2 ⋅ �1 + 𝑦𝑦2

+
1

1 + 𝑦𝑦2 ≤
4

1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 

Предположим, что 1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

≤ 2
1+𝑥𝑥𝑥𝑥

. 
2

1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 −
1

1 + 𝑥𝑥2 −
1

1 + 𝑦𝑦2 ≥ 0 

2(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑦𝑦2) − (1 + 𝑦𝑦2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) − (1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)
(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑦𝑦2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 0 

(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑦𝑦2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) > 0 при 0 ≤ 𝑥𝑥,  𝑦𝑦 ≤ 1   
2(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑦𝑦2) − (1 + 𝑦𝑦2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) − (1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 0 

2(1 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2) − (1 + 𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑦𝑦3) − (1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥3𝑦𝑦) ≥ 0 
2 + 2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2 − 1 − 𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑦𝑦3 − 1 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3𝑦𝑦 ≥ 0 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦3 − 𝑥𝑥3𝑦𝑦 ≥ 0 
(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥(−𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦2) ≥ 0 
(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦2) ≥ 0 

(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0 
(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 0 - верно, значит, и 1

1+𝑥𝑥2
+ 1

1+𝑦𝑦2
≤ 2

1+𝑥𝑥𝑥𝑥
 верно. 

Применим неравенство между средним арифметическим и средним 

геометрическим для � 1
1+𝑥𝑥2

,   1
1+𝑦𝑦2

�: 

�
1

1 + 𝑥𝑥2 ⋅
1

1 + 𝑦𝑦2 ≤

1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

2  

1
�(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑦𝑦2)

≤

1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

2  

1
√1 + 𝑥𝑥2 ⋅ �1 + 𝑦𝑦2

≤

1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

2  

2
√1 + 𝑥𝑥2 ⋅ �1 + 𝑦𝑦2

≤
1

1 + 𝑥𝑥2 +
1

1 + 𝑦𝑦2 

Сложим 1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

≤ 2
1+𝑥𝑥𝑥𝑥

 и 2
√1+𝑥𝑥2⋅�1+𝑦𝑦2

≤ 1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

: 
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2
√1 + 𝑥𝑥2 ⋅ �1 + 𝑦𝑦2

+
1

1 + 𝑥𝑥2 +
1

1 + 𝑦𝑦2 ≤
2

1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1

1 + 𝑥𝑥2 +
1

1 + 𝑦𝑦2 ≤
4

1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 

2
√1+𝑥𝑥2⋅�1+𝑦𝑦2

+ 1
1+𝑥𝑥2

+ 1
1+𝑦𝑦2

≤ 4
1+𝑥𝑥𝑥𝑥

 - верно, значит, верно и  
1

√1+𝑥𝑥2
+ 1

�1+𝑦𝑦2
≤ 2

�1+𝑥𝑥𝑥𝑥
. Ч.т.д. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   
 

  13 
 

Неравенство Бернулли 
Формулировка 

Для любого натурального 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 и 𝑥𝑥 ≥ −1 верно неравенство (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥
1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛. 

Доказательство 
Докажем методом математической индукции. 
При 𝑛𝑛 = 1 :1 + 𝑥𝑥 ≥ 1 + 𝑥𝑥 - верно 
Предположим, что неравенство верно для n. 
Докажем, что тогда оно верно и для 𝑛𝑛 + 1 . 
(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛+1 = (1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥ (1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑥𝑥2 ≥
1 + 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 + (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛+1 ≥ 1 + (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 - верно, значит, мы 
доказали для всех n. 

Примеры использования 
Чаще всего неравенство Бернулли используют для оценки рациональных 
чисел при сравнении с каким-либо числом (промежуточная стадия в 
решении более сложных неравенств; расстановка критических точек на 
числовой прямой в методе интервалов). 

№1 

Сравнить числа �13
7
�
5
и 5. 

Решение: �13
7
�
5

= �1 + 6
7
�
5

> 1 + 5 ⋅ 6
7

= 1 + 30
7

= 5 + 2
7

> 5. 

Ответ: �13
7
�
5

> 5. 
№2 

Сравнить числа �17
3
�
6
и 29. 

Решение: �17
3
�
6

= �1 + 14
3
�
6

> 1 + 14
3
⋅ 6 = 1 + 28 = 29. 

Ответ: �17
3
�
6

> 29. 
№3 

Сравнить числа �13
14
�
7
и 417
835

. 

Решение: �13
14
�
7

= �1 − 1
14
�
7

> 1 − 7 ⋅ 1
14

= 1
2

> 417
835

. 

Ответ: �13
14
�
7

> 417
835

. 
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Преобразование Абеля 
Формулировка 

Преобразование Абеля позволяет переписать попарное произведение 
чисел a и b немного по-другому: ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 𝑏𝑏𝑘𝑘 = ∑ 𝑆𝑆𝑘𝑘(𝑏𝑏𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘+1)𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=1 + 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛, 

где 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝑎𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘. 
Доказательство 
𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑘𝑘 − 𝑆𝑆𝑘𝑘−1 

�(𝑆𝑆𝑘𝑘 − 𝑆𝑆𝑘𝑘−1)𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= �𝑆𝑆𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏𝑘𝑘 −�𝑆𝑆𝑘𝑘−1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏𝑘𝑘 = �𝑆𝑆𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏𝑘𝑘 −�𝑆𝑆𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘+1 = 

= �𝑆𝑆𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏𝑘𝑘 + 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛 −�𝑆𝑆𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏𝑘𝑘+1 − 𝑆𝑆0𝑏𝑏1

= �𝑆𝑆𝑘𝑘(𝑏𝑏𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘+1)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1

+ 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛(т. к.  𝑆𝑆0 = 0) 

Ч.т.д. 
Пример 

𝑏𝑏1 ≥ 𝑏𝑏2 ≥ ⋯ ≥ 𝑏𝑏𝑛𝑛и 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 …𝑎𝑎𝑘𝑘 ≥ 𝑏𝑏1𝑏𝑏2 …𝑏𝑏𝑘𝑘,  ∀𝑘𝑘 = 1,  𝑛𝑛. Докажите, что 
𝑎𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛. 

Док-во: 

�(𝑎𝑎𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= ��
𝑎𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑏𝑖𝑖
− 1�𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≥ 0 

Применим преобразование Абеля: 

��
𝑎𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑏𝑖𝑖
− 1� 𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= �𝑆𝑆𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑖𝑖+1)
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1

+ 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛,   𝑆𝑆𝑖𝑖 = ��
𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑘𝑘
− 1�

𝑖𝑖

𝑘𝑘=1

= �
𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑖𝑖

𝑘𝑘=1

− 𝑖𝑖 

Применим неравенство Коши для суммы в выражении для 𝑆𝑆𝑖𝑖: ∑
𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑖𝑖
𝑘𝑘=1 ≥

𝑖𝑖�
𝑎𝑎1…𝑎𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑏1…𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑖𝑖 ≥ 𝑖𝑖 (Так как по условию выражение под корнем ≥ 1 , то эта сумма 

≥ 𝑖𝑖 , а, значит, 𝑆𝑆𝑖𝑖 ≥ 0, откуда и следует нужное нам неравенство: 
∑ 𝑆𝑆𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑖𝑖+1)𝑛𝑛−1
𝑖𝑖=1 + 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛 ≥ 0(т. к.  𝑏𝑏𝑖𝑖 ≥ 𝑏𝑏𝑖𝑖+1). 
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Транснеравенство 
Перестановки 

Прежде чем переходить к транснеравенству, нужно определить, что такое 
перестановка. Перестановкой n-элементного множества мы будем 
называть функцию 𝜎𝜎 , которая определена на натуральных числах от 1 до n 
и возвращает натуральное значение от 1 до n. Кроме того, она должна 
быть биективной, то есть для любого натурального числа b от 1 до n 
существует единственное натуральное a от 1 до n такое, что 𝜎𝜎(𝑎𝑎) = 𝑏𝑏. 

𝜎𝜎:  {1,  2,   … ,  𝑛𝑛}  →  {1,  2,   … ,  𝑛𝑛} 
∀𝑏𝑏  ∈  {1,  2,   … ,  𝑛𝑛}   ∃!  𝑎𝑎  ∈  {1,  2,   … ,  𝑛𝑛}:    𝜎𝜎(𝑎𝑎) = 𝑏𝑏 

Множество всех таких перестановок будем обозначать 𝑆𝑆𝑛𝑛. Таким образом, 
если у нас есть набор чисел {𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛}, то все его перестановки 
можно записать в следующем виде: 

{𝑎𝑎1,  𝑎𝑎2,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛}  →  �𝑎𝑎𝜎𝜎(1),  𝑎𝑎𝜎𝜎(2),   … ,  𝑎𝑎𝜎𝜎(𝑛𝑛)�,  𝜎𝜎  ∈  𝑆𝑆𝑛𝑛. 
Теперь мы можем переходить к транснеравенству. 

Формулировка 
Транснеравенство утверждает, что если у нас есть два возрастающих 
набора чисел, то выполнены следующие неравенства для любой 
перестановки 𝜎𝜎 : 
𝑎𝑎1,   … ,  𝑎𝑎𝑛𝑛,  𝑏𝑏1,   … ,  𝑏𝑏𝑛𝑛  ∈  ℜ,    𝑎𝑎1  ≤   …   ≤  𝑎𝑎𝑛𝑛,    𝑏𝑏1  ≤  …   ≤  𝑏𝑏𝑛𝑛,    𝜎𝜎  ∈  𝑆𝑆𝑛𝑛 
𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛  ≥  𝑎𝑎1𝑏𝑏𝜎𝜎(1)  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝜎𝜎(𝑛𝑛)  ≥  𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1. 

Доказательство 
Докажем первое неравенство. Для этого перенесём всё в левую часть, 
после чего применим преобразование Абеля: 

��𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝜎𝜎(𝑖𝑖)�𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  ≥  0 

∑ �𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝜎𝜎(𝑖𝑖)�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1   =   ∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖+1)𝑆𝑆𝑖𝑖𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1 ,  𝑆𝑆𝑖𝑖  =  �𝑏𝑏1  −  𝑏𝑏𝜎𝜎(1)� +  …   +
 �𝑏𝑏𝑖𝑖  −  𝑏𝑏𝜎𝜎(𝑖𝑖)�. 

𝑆𝑆𝑛𝑛  =  0, потому что ∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1   =   ∑ 𝑏𝑏𝜎𝜎(𝑖𝑖)

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 . 

𝑎𝑎1  ≤   …   ≤  𝑎𝑎𝑛𝑛  ⇒  𝑎𝑎𝑖𝑖  −  𝑎𝑎𝑖𝑖+1  ≤  0 
𝑏𝑏1  ≤   …   ≤  𝑏𝑏𝑛𝑛  ⇒  𝑆𝑆𝑖𝑖  ≤  0 

⇒  (𝑎𝑎𝑖𝑖  −  𝑎𝑎𝑖𝑖+1)𝑆𝑆𝑖𝑖  ≥  0  ⇒  �(𝑎𝑎𝑖𝑖  −  𝑎𝑎𝑖𝑖+1)𝑆𝑆𝑖𝑖

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1

  ≥  0 

ч.т.д. 
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Второе неравенство доказывается абсолютно аналогично. 
Примеры использования в решении нестандартных 

неравенств 
№1 [5] 

Докажите, что 𝑎𝑎2  +  𝑏𝑏2  +  𝑐𝑐2  ≥  𝑎𝑎𝑎𝑎  +  𝑏𝑏𝑏𝑏  +  𝑐𝑐𝑐𝑐 (неравенство трёх 
квадратов). 

Док-во: 
Так как в этом неравенстве все буквы взаимозаменяемы, то, не умаляя 
общности, можно считать, что 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐 . Запишем транснеравенство 
для наборов чисел 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐  и 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐 : 

𝑎𝑎  ⋅  𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  ⋅  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  ⋅  𝑐𝑐  ≥  𝑎𝑎  ⋅  𝑏𝑏  +  𝑏𝑏  ⋅  𝑐𝑐  +  𝑐𝑐  ⋅  𝑎𝑎 . 
Ч.т.д. 

№2 [17] 
Докажите, что для положительных чисел 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑  верно неравенство: 
𝑎𝑎3  +  𝑏𝑏3  +  𝑐𝑐3  +  𝑑𝑑3  ≥  𝑎𝑎2  ⋅  𝑏𝑏  +  𝑏𝑏2  ⋅  𝑐𝑐  +  𝑐𝑐2  ⋅  𝑑𝑑  +  𝑑𝑑2  ⋅  𝑎𝑎. 

Док-во: 
Так как мы не можем точно расположить переменные по неубыванию, 
предположим, что 𝑎𝑎  ≤  𝑏𝑏  ≤  𝑐𝑐  ≤  𝑑𝑑 . Так как в левой части переменные 
взаимозаменяемы, то можно доказать неравенство отдельно для 
каждогопорядка переменных. Докажем для первого случая. Рассмотрим 
транснеравенство для наборов {𝑎𝑎2,  𝑏𝑏2,  𝑐𝑐2,  𝑑𝑑2} и {𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑} 
(0  <  𝑎𝑎  ≤  𝑏𝑏  ≤  𝑐𝑐  ≤  𝑑𝑑  ⇒  0  <  𝑎𝑎2  ≤  𝑏𝑏2  ≤  𝑐𝑐2  ≤  𝑑𝑑2): 
𝑎𝑎2  ⋅  𝑎𝑎  +  𝑏𝑏2  ⋅  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐2  ⋅  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑2  ⋅  𝑑𝑑  ≥  𝑎𝑎2  ⋅  𝑏𝑏  +  𝑏𝑏2  ⋅  𝑐𝑐  +  𝑐𝑐2  ⋅  𝑑𝑑  +  𝑑𝑑2  ⋅

 𝑎𝑎. 
Остальные случаи порядка 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑  доказываются аналогично. 

Ч.т.д. 
№3 [18] 

Докажите, что 1
𝑎𝑎
  +   1

𝑏𝑏
  +   1

𝑐𝑐
  ≥   𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
. 

Док-во: 
Так неравенство симметрично, то н.у.о. 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐 . Запишем 
транснеравенство для наборов чисел 1

𝑎𝑎
  ≤   1

𝑏𝑏
  ≤   1

𝑐𝑐
 и 1

𝑎𝑎
  ≤   1

𝑏𝑏
  ≤   1

𝑐𝑐
: 

1
𝑎𝑎   ⋅  

1
𝑎𝑎   +  

1
𝑏𝑏   ⋅  

1
𝑏𝑏   +  

1
𝑐𝑐   ⋅  

1
𝑐𝑐   ≥  

1
𝑎𝑎   ⋅  

1
𝑏𝑏   +  

1
𝑏𝑏   ⋅  

1
𝑐𝑐   +  

1
𝑐𝑐   ⋅  

1
𝑎𝑎 

1
𝑎𝑎2   +  

1
𝑏𝑏2   +  

1
𝑐𝑐2   ≥  

1
𝑎𝑎𝑎𝑎   +  

1
𝑏𝑏𝑏𝑏   +  

1
𝑐𝑐𝑐𝑐 
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1
𝑎𝑎   +  

1
𝑏𝑏   +  

1
𝑐𝑐   ≥  

𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  

Ч.т.д. 
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Неравенство Чебышёва для сумм 
Формулировка 

Пусть есть наборы чисел 𝑎𝑎1  ≥  𝑎𝑎2  ≥   …   ≥  𝑎𝑎𝑛𝑛 и 𝑏𝑏1  ≥  𝑏𝑏2  ≥  …   ≥  𝑏𝑏𝑛𝑛, 
тогда выполняется следующее неравенство: 

1
𝑛𝑛
∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑏𝑏𝑘𝑘  ≥   �1

𝑛𝑛
∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 � �1

𝑛𝑛
∑ 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 �, то есть 

(𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + … + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)
𝑛𝑛

  ≥   (𝑎𝑎1 + … + 𝑎𝑎𝑛𝑛)
𝑛𝑛

  ⋅   (𝑏𝑏1 + … + 𝑏𝑏𝑛𝑛)
𝑛𝑛

. 

Доказательство 
Пусть 𝑎𝑎1  ≥  𝑎𝑎2  ≥   …   ≥  𝑎𝑎𝑛𝑛 и 𝑏𝑏1  ≥  𝑏𝑏2  ≥   …   ≥  𝑏𝑏𝑛𝑛. Запишем n 
транснеравенств, где каждая следующая перестановка будет “сдвинута” на 
1 число: 

𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛  =  𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  𝑎𝑎2𝑏𝑏2  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛 
𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛  ≥  𝑎𝑎1𝑏𝑏2  +  𝑎𝑎2𝑏𝑏3  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 
𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛  ≥  𝑎𝑎1𝑏𝑏3  +  𝑎𝑎2𝑏𝑏4  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏2 

⋮   
𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛  ≥  𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛  +  𝑎𝑎2𝑏𝑏1  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛−1 

Теперь сложим эти неравенства: 
𝑛𝑛  ⋅  (𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)  ≥  (𝑎𝑎1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛)  ⋅  (𝑏𝑏1  +  …   +  𝑏𝑏𝑛𝑛) 

Делим на 𝑛𝑛2: 
(𝑎𝑎1𝑏𝑏1  +  …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛)

𝑛𝑛
  ≥  

(𝑎𝑎1  +   …   +  𝑎𝑎𝑛𝑛)
𝑛𝑛

  ⋅  
(𝑏𝑏1  +  …   +  𝑏𝑏𝑛𝑛)

𝑛𝑛
 

Ч.т.д. 
Примеры использования в решении нестандартных 

неравенств 
№1 

Докажите, что если: 
а) 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐  >  0 , то 𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
  +   𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
  +   𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
  ≥   3

2
 (неравенство Несбитта); 

б) 𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑  >  0 , то 𝑎𝑎
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

  +   𝑏𝑏
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

  +   𝑐𝑐
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑

  +   𝑑𝑑
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

  ≥   4
3
. 

Док-во: 
а) Не умаляя общности, 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐 . Тогда 1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
  ≥   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
  ≥   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
. 

По неравенству Чебышёва для сумм для (𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐) и � 1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

,   1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

,   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

�: 

1
3 �

𝑎𝑎
𝑏𝑏  +  𝑐𝑐   +  

𝑏𝑏
𝑎𝑎  +  𝑐𝑐   +  

𝑐𝑐
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏�   ≥  

(𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐)
3 ⋅

� 1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

�
3  
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Используя неравенство между средним гармоническим и арифметическим 
для 𝑏𝑏  +  𝑐𝑐 , 𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  и 𝑎𝑎  +  𝑏𝑏 : 

3
1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

  ≤  
(𝑏𝑏  +  𝑐𝑐)  +  (𝑎𝑎  +  𝑐𝑐)  +  (𝑎𝑎  +  𝑏𝑏)

3  

3
1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

  ≤  
2 ⋅ (𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐)

3  

1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

 
3   ≥  

3
2 ⋅ (𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐) 

Подставим: 
1
3
� 𝑎𝑎
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

  +   𝑏𝑏
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

  +   𝑐𝑐
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

�   ≥   𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
3

⋅ 3
2⋅(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

  =   1
2
|⋅ 3  

𝑎𝑎
𝑏𝑏  +  𝑐𝑐   +  

𝑏𝑏
𝑎𝑎  +  𝑐𝑐   +  

𝑐𝑐
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏   ≥  

3
2 

Ч.т.д. 
б) Не умаляя общности, 𝑎𝑎  ≥  𝑏𝑏  ≥  𝑐𝑐  ≥  𝑑𝑑 . Тогда 1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  ≥   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  ≥

  1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑

  ≥   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

. 
По неравенству Чебышёва для сумм для (𝑎𝑎,  𝑏𝑏,  𝑐𝑐,  𝑑𝑑) и 

� 1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

,   1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

,   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑

,   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

�: 
1
4 �

𝑎𝑎
𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑏𝑏
𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑐𝑐
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑑𝑑   +  

𝑑𝑑
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐�   ≥ 

≥   (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)
4

⋅
� 1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 + 

1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 + 

1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑 + 

𝑑𝑑
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐�

4
. 

Используя неравенство между средним гармоническим и арифметическим 
для 𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑 ,  𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑 , 𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑑𝑑  и 𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐 : 

4
1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑
+ 1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

≤  

≤  
(𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑)  +  (𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑)  + (𝑎𝑎 +  𝑏𝑏 +  𝑑𝑑)  +  (𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐)

4
 

4
1

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑
  +   1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

  ≤  3 ⋅
(𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑)

4  

� 1
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑑𝑑

  +   1
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

�
4   ≥  

4
3 ⋅ (𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑) 

Подставим: 
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1
4 �

𝑎𝑎
𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑏𝑏
𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑐𝑐
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑑𝑑   +  

𝑑𝑑
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐�   ≥ 

≥   (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)
4

⋅ 4
3⋅(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)

  =   1
3
 |⋅ 4  

𝑎𝑎
𝑏𝑏  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑏𝑏
𝑎𝑎  +  𝑐𝑐  +  𝑑𝑑   +  

𝑐𝑐
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑑𝑑   +  

𝑑𝑑
𝑎𝑎  +  𝑏𝑏  +  𝑐𝑐   ≥  

4
3 

Ч.т.д. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Заключение 
В ходе проведенного исследования способов решения нестандартных 
неравенств была достигнута поставленная цель — систематизация знаний 
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и практических умений, необходимых для успешного решения задач, 
встречающихся на математических олимпиадах. Анализ различных типов 
неравенств позволил выявить их ключевые свойства и области 
применения, что, в свою очередь, обогатило наше понимание 
математических концепций.  
Собранные примеры задач и предложенные методы решения 
продемонстрировали разнообразие подходов, которые могут быть 
использованы в зависимости от условия задачи.  
Таким образом, данное исследование подчеркивает важность глубокого 
понимания методов решения неравенств в контексте олимпиадной 
математики. Оно служит не только теоретическим вкладом в изучение 
данной темы, но и практическим руководством для студентов и 
преподавателей. В условиях постоянно растущей конкуренции на 
олимпиадах и повышенных требований к математическим знаниям, 
подобные исследования становятся неотъемлемой частью подготовки 
будущих математиков.  
Надеемся, что данная исследовательская работа вдохновит учащихся на 
дальнейшее изучение математики и поможет им достигнуть новых высот в 
олимпиадных соревнованиях. В конечном итоге, изучение и применение 
методов решения неравенств не только обогащает математическую 
культуру, но и формирует у учащихся уверенность в своих силах, что 
является важным аспектом их личностного и профессионального развития. 
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