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Глава 1. ФУНКЦИИ  АЛГЕБРЫ  ЛОГИКИ 
 

 

1.1.  Основные понятия и определения 

 

Пусть  1,0E . Набор ),...,,( 21 n , где Ei  , называется булевым или 

двоичным набором и обозначается через n~ . Число n  называется длиной на-

бора n~ , а число единиц в наборе n~  – весом набора n~ . Каждому двоичному 

набору n~  можно сопоставить число 



n

i

in
i

n

1

2)~(   − номер набора n~ . 

Набор n~  является двоичным разложением своего номера )~( n . 

nE  – множество всех двоичных наборов длины n . 

Функция ),...,,( 21 nxxxf , определенная на множестве nE  и принимающая 

значения из множества E , называется функцией алгебры логики или булевой 

функцией от n  переменных, т.е. EEf n : . Набор символов переменных 

),...,,( 21 nxxx  будем обозна-

чать через nx~ . 

Булеву функцию )~( nxf  

при 1n  можно задать таб-

лицей (табл. 1.1), в которой 

наборы ),...,,(~
21 n

n    

располагаются в порядке 

возрастания их номеров. 

Имея в виду такое  стан-             Табл. 1.1. Табличное задание булевой функции 

дартное расположение на- 

боров, булеву функцию )~( nxf  удобно задавать вектором ее значений: 

),...,,()~(
1210 

 nfffxf n , где координата if  равна значению функции )~( nxf  

на наборе, имеющем номер )12,...,1,0(  nii .  

Пусть )(2 nP  – множество всех булевых функций от n  переменных, т.е.  

 nP2 =   EEfxf nn :~ . 

1x  2x  … 1nx  nx  ),,...,,( 121 nn xxxxf    

0 0 … 0 0 )0,0,...,0,0(f   

0 0 … 0 1 )1,0,...,0,0(f   

0 0 … 1 0 )0,1,...,0,0(f   

… … … … … …  

1 1 … 1 1 )1,1,...,1,1(f   
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Теорема 1.1.1.  Мощность  nP2  множества всех булевых функций от n  

переменных равна 
n22 . 

Доказательство. Так как функцию алгебры логики от n  переменных мож-

но задать упорядоченным двоичным набором длины n2 , то число различных 

функций алгебры логики от n  переменных равно числу всех двоичных наборов 

длины n2 , т.е. 
n22 . Теорема доказана. 

С ростом числа переменных таблица, задающая булеву функцию, сильно 

усложняется, становится громоздкой. Число функций от n  переменных быстро 

растет:   412 P ,   1622 P ,   25632 P ,   6553642 P . 

Рассмотрим теперь элементарные функции алгебры логики.  

Имеются четыре булевы функции от одной переменной (см. табл. 1.2). Эти 

функции носят соответственно следующие  

названия: 

0 – константа нуль. 

x  – тождественная функция. 

x  – отрицание x , читается как «не x ». 

1 – константа единица.                                        Табл.1.2. Функции одной переменной 

 

x  y  yx &  yx   yx   yx   yx   yx  yx   

0 0 0 0 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 0 1 0 

1 0 0 1 1 0 0 1 0 

1 1 1 1 0 1 1 0 0 

 

Табл. 1.3. Элементарные функции от двух переменных 

 

Приведенные в табл. 1.3 булевы функции от двух переменных носят сле-

дующие названия: 

yx &  – конъюнкция x и y, обозначается также yx   или xy , читается «x и y». 

yx   – дизъюнкция  x и y, читается «x или y».  

yx   – сложение по модулю 2  x и y, читается «x плюс y». 

yx  – импликация  x и y, читается  «из x следует y». 

x  0 x  x  1  

0 0 0 1 1  

1 0 1 0 1  
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yx   – эквивалентность x и y, часто обозначается как x ~ y, читается «x эк-

вивалентно y». 

yx  — штрих Шеффера x и y, часто эта функция называется антиконъ-

юнкцией, читается «не x или не y». 

yx   — стрелка Пирса x и y, часто эта функция называется антидизъюнк-

цией, читается «не x и не y». 

Символы  ,,,,,,&, , участвующие в обозначениях элемен-

тарных функций, называются логическими связками. 
 

Суперпозицией булевых функций mff ,...,1  называется функция f , полу-

ченная с помощью подстановок этих функций друг в друга и переименования 

переменных. 
 

Формулой в алгебре логики называется всякое (и только такое) выражение 

вида: 

1) x − любая переменная из множества переменных X ; 

2) ( F ), ( 21 FF  ), где 21,, FFF  − произвольные формулы алгебры логики, а 

  ,,,,,,&  − логическая связка. 

Обычно внешние скобки у формул не записываются. Обратим внимание, 

что связка отрицания сильнее, чем любая двухместная связка, а связка & − са-

мая сильная из связок  ,,,,, . Эти соглашения позволяют упрощать 

запись формул и не писать ряд скобок. Например, формула 

)))&()&(()&)((( zyzxzyx   записывается как )()( yzxzzyx  . 

Всякая формула, выражающая функцию f  как суперпозицию других функ-

ций, каждому набору значений аргументов ставит в соответствие значение 

функции. Таким образом, формула является одним из способов задания и вы-

числения функции. 

В отличие от табличного задания представление данной функции формулой 

не единственно. 

Формулы, представляющие одну и ту же функцию, называются эквива-

лентными или равносильными. 
 

Рассмотрим далее некоторые эквивалентности, характеризующие свойства 

элементарных булевых функций. 
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Основные эквивалентности алгебры логики 

1. Функция yx  , где   ,,,,,& , обладает свойством комму-

тативности: xyyx   . 

2. Функция yx  , где   ,,,& , обладает свойством ассоциатив-

ности: )()( zyxzyx  . 

3. Дистрибутивные законы: 

)&()&(&)( zyzxzyx  ; 

)(&)()&( zyzxzyx  ; 

)&()&(&)( zyzxzyx  . 

4. Законы де Моргана: 

а) yxyx & ; б) yxyx & . 

5. Законы поглощения: 

 а) xyxx  )&( ; б) xyxx  )(& . 

6. а) yxyxx  )&( ; б) yxyxx &)(&  . 

7. a) 00&&  xxxxx ; б) 11  xxxxx . 

8.    а) xxxxxxxx  001&& ; 

         б) xxxxxxxx  001 ; 

9.     а) )(&)()&()&( yxyxyxyxyx  ; 

б) yxyx  ; 

в) )(&)()&()&( yxyxyxyxyxyx  ; 

г) yxyxyx  & ; 

д) yxyxyx & . 

В справедливости этих эквивалентностей можно убедиться путем построе-

ния таблиц соответствующих им функций. 

Пример 1.1.1. По функциям ),( 21 xxf  и ),( 21 xxg , заданным векторно 

   ,1110~,1001~  gf   построить векторное задание функции 

)).,(,()),(,()~( 312321
3 xxfxgxxgxfxh   
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Решение. Для каждой из функций  

),( 21 xxf  и ),( 21 xxg  перейдём от век-

торного задания к табличному (см. табл. 

1.4). 

В таблице 1.5 функция )~( 3xh , реали-

зуемая заданной формулой, построена 

«постепенно».                                                        Табл. 1.4. Табличное задание функций 

 

Здесь используются следующие обозначения: ),( 321 xxgg  , ),( 111 gxff  , 

),( 312 xxff  , ),( 222 fxgg  .                            

 

1x  2x  3x  1g  1f  2f  2g  )~( 3xh  

0 0 0 1 0 1 1 1 

0 0 1 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 1 0 1 

0 1 1 0 1 0 1 1 

1 0 0 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 1 0 1 1 

1 1 1 0 0 1 0 1 
 

Табл. 1.5. Процесс построения искомой функции 

 

Принимая во внимание тот факт, что функция yx   равна нулю только на 

наборе (1,0), а функция ),( 21 xxg  равна нулю лишь на наборе (1,1), процедуру 

построения таблицы функции )~( 3xh  можно упростить. В самом деле, функция 

0)~( 3 xh  тогда и только тогда, когда 1)),(,( 321 xxgxf  и 0)),(,( 312 xxfxg . 

В свою очередь, 0)),(,( 312 xxfxg  тогда и только тогда, когда 

1),( 312  xxfx . В силу того, что 1),( 31 xxf  при 31 xx  , заключаем, что 

0)),(,( 312 xxfxg  либо при 1321  xxx , либо при 12 x , 031  xx . Те-

перь 1)),(,( 321 xxgxf  тогда и только тогда, когда ),( 321 xxgx  . Замечаем, 

что если 01 x , то 1)0,( 2 xg  при любом значении 2x . Если 11 x , тогда 

1x  2x  ),( 21 xxf  ),( 21 xxg   

0 0 1 1  

0 1 0 1  

1 0 0 1  

1 1 1 0  
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1)1,( 2 xg  при  единственном значении переменной 02 x . Получаем, что  

 11111111~ h . 

 

Соседними наборами по k-ой компоненте называются наборы 

),...,,0,,...,(~
111 nkk    и ),...,,1,,...,(

~
111 nkk   , различающиеся 

только в k-ой компоненте.  

Переменная kx  для функции ),...,,( 21 nxxxf  называется существенной, ес-

ли найдется пара наборов ~  и 
~

, соседних по k-ой компоненте, таких, что 

   
~~ ff  . В противном случае переменная kx  называется несущественной 

или фиктивной. 

Пусть для функции ),...,,( 21 nxxxf  переменная kx  является фиктивной. 

Возьмем таблицу, задающую функцию ),...,,( 21 nxxxf . Вычеркнем из нее все 

строки вида nkk  ,...,,1,,..., 111  , ),...,,1,,...,( 111 nkkf   , а также стол-

бец, соответствующий переменной kx . Полученная таблица будет определять 

некоторую булеву функцию ),...,,,...,,( 1121 nkk xxxxxg   от 1n  переменной. 

Будем говорить, что функция ),...,,,...,,( 1121 nkk xxxxxg   получена из функ-

ции ),...,,( 21 nxxxf  путем удаления фиктивной переменной kx , а также что 

функция ),...,,( 21 nxxxf  получается из ),...,,,...,,( 1121 nkk xxxxxg   путем вве-

дения фиктивной переменной kx . 

Две функции )~( nxf  и )~( mxg  называются равными, если функцию )~( nxf  

можно получить из функции )~( mxg  путем введения и удаления фиктивных пе-

ременных. Заметим, что для любой функции, отличной от константы 0 или 1, 

существует равная ей, у которой все переменные существенные.  
 

Пример 1.1.2. Перечислить все существенные и фиктивные переменные у 

функции   11110011)~( 3 xf . 

Решение.  Рассмотрим таблицу значений функции )~( 3xf  (табл.1.6). 
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Сравнивая значения функции на всех парах наборов, соседних по перемен-

ной 3x , отметим, что     11,0,00,0,0  ff , 

    11,1,00,1,0  ff ,     01,0,10,0,1  ff  

и   0,1,1f   11,1,1 f . Получаем, что 

)1,,()0,,( 2121 xxfxxf  . Следовательно, пе-

ременная 3x  фиктивная.  

Строим функцию )~( 2xg  посредством опе-

рации удаления из функции )~( 3xf  фиктивной 

переменной 3x : вычеркнем из табл. 1.6 все 

строки, соответствующие наборам вида 

)1,,( 21   и столбец, соответствующий пере-

менной 3x .                                                                           Табл. 1.6. Функция )~( 3xf  

В таблице 1.7 представлена полученная функция ),( 21 xxg . 

Далее, так как   00,1 g , а   11,1 g , заключа-

ем, что переменная 2x  существенная. Аналогично, 

так как   10,0 g , а   00,1 g , то переменная 1x  

существенная. Итак, у функции )~( 3xf  переменные 

1x  и 2x  существенные, а переменная 3x  фиктивная. 

(Нетрудно убедиться в том, что 21
3 )~( xxxf  .)             Табл. 1.7. Функция )~( 2xg  

 

 

Задачи 
 

1.1.1. По функциям ),( 21 xxf  и ),( 21 xxg , заданным векторно, построить 

функцию h : 

1)    0111~,1011~  gf  , 

а) ));,(,()~( 211
2 xxgxfxh   

б) ));,(,()~( 122
2 xxfxgxh   

в) ));,()),,(,(()~( 21211
2 xxgxxgxffxh   

г) ));,(,(),()~( 21321
3 xxgxfxxgxh   

1x  2x  3x  )~( 3xf   

0 0 0 1  

0 0 1 1  

0 1 0 1  

0 1 1 1  

1 0 0 0  

1 0 1 0  

1 1 0 1  

1 1 1 1  

1x  2x  ),( 21 xxg   

0 0 1  

0 1 1  

1 0 0  

1 1 1  
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д) )).,(,()),(,()~( 321132
3 xxgxgxxgxfxh   

2)    0110~,1010~  gf  , 

а) ));,(,()~( 213
3 xxgxfxh    

б) ));,(),,(()~( 3123
3 xxfxxggxh    

в) ));,()),,(,(()~( 21213
3 xxgxxgxffxh   

г) )),(,()),(),,(()~( 2111321
3 xxgxgxxgxxffxh  . 

 

1.1.2. Доказать тождества: 

1)   yyxyx  ; 

2)    xyyxyx   & ; 

3)          yyxxyyxxyx  ; 

4)      zxyxzyx  ; 

5)        xzxyxzyx  &&& ; 

6)      zxyxzyx   ; 

7)      zxyxzyx  ; 

8)      zxyxzyx &&  ; 

9)      zxyxzyx   ; 

10)      zxyxzyx  && ; 

11)      zxyxzyx  .  

 

1.1.3. Построив таблицы соответствующих функций, выяснить, эквивалент-

ны ли формулы A и  B: 

1)   yxzxyzyxA  ,    zzxzyyxB  ; 

2)      zyxzyxA  ,   xzyxB  ; 

3)      zyxzyxA  ,       zxyyxzyxB  ; 

4)          yxzyxzxyxA  ,    xzyxB  ; 

5)       zyyzyxA  ,        zyxzyyxB  ; 

6)         xzyyxzyxA  ,    xyyxB  ; 

7)        zxzyyxA  ,  zxzyxB  ; 
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8)      yxzyzxyxA  ,   zyzyxB  ; 

9)        zxxzyyxA  ,  zyxxyxB  ; 

10)      zyyzxyxxA  ,  zyxB  ; 

11)          zyxyzxzyxA  ,   yxzyxB  ; 

12)        zyxzxyxA  ,  yzxB  ; 

13)       zyxzxyxA  , zxzyxB  ; 

14)        zyxzyxzyxA  , 

      )( zyxzxyyxB  ; 

15)    zyzyxA  ,     zyxzyxxB  ; 

16)         zyxzxyzyyxA  ,   zyxB  . 

 

1.1.4. Используя основные эквивалентности булевой алгебры, упростить  

формулы  A  и  B  из  задачи 1.1.3. 
 

1.1.5. Перечислить все существенные и фиктивные переменные у следую-

щих функций: 

1)  10101010)~( 3 xf ; 

2)  10011001)~( 3 xf ; 

3)  00111100)~( 3 xf ; 

4)  0111110101111101)~( 4 xf ; 

5)  1100111100110000)~( 4 xf ; 

6)  1101011011010110)~( 4 xf ; 

7)       12212121
2 )~( xxxxxxxxxf  ; 

8)     2112121
2 )~( xxxxxxxxf  ; 

9)       323221
3 )~( xxxxxxxf  ; 

10)       31312321
3)~( xxxxxxxxxf  ; 

11)      )()()()~( 21312321
3 xxxxxxxxxf  . 
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1.1.6. Показать, что 1x  – фиктивная переменная у функции f, реализовав для 

этой цели функцию f формулой, не содержащей явно переменную 1x : 

1)    2212
2 )~( xxxxxf  ; 

2)    2121
2 )~( xxxxxf  ; 

3)     23321
3 )~( xxxxxxf  ; 

4)       32321321
3 )~( xxxxxxxxxf  ; 

5)        312321321
3)~( xxxxxxxxxxf  . 

 

1.1.7. Найти число всех функций от n переменных, которые на противопо-

ложных наборах принимают одинаковые значения. При n = 2,3 найти все такие 

функции, существенно зависящие от всех переменных. 
 

1.1.8. Найти число всех функций от n переменных, которые на противопо-

ложных наборах принимают противоположные значения. При n = 2,3 найти все 

такие функции, существенно зависящие от всех переменных. 
 

1.1.9. Найти число всех функций от n переменных, которые на любой паре 

соседних наборов принимают противоположные значения. Найти вид этих 

функций.  
 

1.1.10. Доказать, что если у функции  nxf ~   1n  имеются фиктивные пе-

ременные, то она принимает значение 1 на четном числе наборов. Верно ли об-

ратное утверждение? 
 

1.1.11. Выяснить при каких  2nn  функция  nxf ~  зависит существенно от 

всех своих переменных: 

1)  nxf ~ =         11211 ...... xxxxxxxx nnnn   ; 

2)  nxf ~ =    1121 ... xxxxxx nnn  1121 ... xxxxxx nnn   ; 

3)  nxf ~ =     1......... 111  nnn xxxxxx ; 

4)  nxf ~ =        113221 ... xxxxxxxx nnn   ; 

5)  nxf ~ =        nnnnn xxxxxxxx   11121 ......... . 
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1.2. Специальные представления булевых функций 

 

Разложения булевой функции по переменным 

Пусть E . Введём обозначение 









.0  если

 ,1  если

   ,

   ,





x

x
x  

Нетрудно проверить, что .1   xx  Тогда 

kk
k

k xxxxxx 
 ,...,,1... 2211

2
2

1
1 . 

 

Теорема 1.2.1 (о разложении функции по переменным). Каждую булеву 

функцию ),...,,( 21 nxxxf  при любом )1( nkk   можно представить в виде: 

 
),...,,,...,(...),...,,,...,( 11

1
1

,...,
11

1

nkk
k

knkk xxfxxxxxxf

k

  



,      (1) 

где дизъюнкция берётся по всем наборам  ),...,( 1 k   из  kE . 

Доказательство. Возьмем произвольный набор значений переменных 

)...,,( 1 n  и покажем, что левая и правая часть соотношения (1) принимают на 

нем одно и то же значение. Левая часть дает )...,,( 1 nf  . Правая − 

 

).,...,(),...,,,...,(...

),...,,,...,(...

111
1

1

11
1

1
,...,1

nnkk
k

k

nkk
k

k

ff

f

k


















 

Теорема доказана. 

Представление (1) называется разложением функции по переменным 

kxx ,...,1 . 

 

Следствие 1.2.2 (разложение  по  i-ой  переменной). 

),...,( 1 nxxf  ),...,,0,,...,( 111 niii xxxxfx  niii x,...,x,,x,...,xfx 111 1  .   (2) 

 

Следствие 1.2.3 (разложение  по  всем  n  переменным). 

 
),...,(...)~( 11

,...,

1

1

n
n

n
n fxxxf

n




 ,                                           (3) 

где дизъюнкция берётся по всем наборам  ),...,( 1 n   из  nE . 

Если функция )~( nxf  не равна тождественно нулю, то выражение (3) 

можно записать в виде: 



 14 

 

n
nn xxxxf

nf
n






...),...,( 1
1

,...,
1

1),...,1(
1




 ,                                           (4) 

где дизъюнкция берётся по всем наборам ),...,( 1 n  из nE , на которых функ-

ция )~( nxf  обращается в единицу. 

 

Представление функции в виде (4) называется совершенной дизъюнктив-

ной нормальной формой (сокращённо совершенной д.н.ф. или СДНФ) функ-

ции )~( nxf . 

Из представления функции в виде совершенной д.н.ф. и тождества xx 0  

получаем следующее утверждение. 
 

Теорема 1.2.4.  Всякую функцию алгебры логики можно представить в виде 

формулы через отрицание, конъюнкцию и дизъюнкцию. 
 

Кроме приведенных выше разложений булевых функций, широко исполь-

зуются также следующие разложения. 

Теорема 1.2.5. Каждую булеву функцию ),...,( 1 nxxf  при любом 

)1( nkk   можно представить в виде: 

 






   ),...,,,...,(...)~( 11

1
1

,...,
&

1

nkk
k

k
n xxfxxxf

k





, 

где конъюнкция берётся по всем наборам  ),...,( 1 k   из  kE . 

 

Следствие 1.2.6 (разложение  по  i-ой  переменной). 

  niii
n x,...,x,,x,...,xfxxf 111 1)~(  &   niii x,...,x,,x,...,xfx 111 0  .      (5) 

 

Следствие 1.2.7 (разложение  по  всем  n  переменным). 

 






  ),...,(...)~( 1

1
1

,...,
&

1

n
n

n
n fxxxf

n





,                                   (6) 

где конъюнкция берётся по всем наборам ),...,( 1 n  из nE . 

Если )~( nxf  не равна тождественно 1, тогда выражение (6) можно запи-

сать в виде: 



 15 






 



n
n

n

nf

n xxxf






...

)(

)~( 1
1

,...,1
0),...,1(

& ,                                         (7) 

где конъюнкция берётся по всем наборам  ),...,( 1 n   из  nE , на  которых 

функция )~( nxf  обращается в нуль. 

 

Представление функции в виде (7) называется совершенной конъюнктив-

ной нормальной формой (сокращённо совершенной к.н.ф. или СКНФ) функ-

ции )~( nxf . 

 

Пример 1.2.1. Разложить по переменной 1x , применяя формулы (2) и (5), и 

представить в совершенных д.н.ф. и к.н.ф. функцию   2121, xxxxf  . 

Решение.    10,0 22  xxf ,   222 1,1 xxxf  . Поэтому согласно (2) 

имеем   21121 1, xxxxxf  , а используя разложение (5), получаем 

     1&, 12121  xxxxxf .  

Так как   00,1 f  и       11,11,00,0  fff , совершенная д.н.ф. функ-

ции имеет вид   1
2

1
1

1
2

0
1

0
2

0
121, xxxxxxxxf  212121 xxxxxx  , а со-

вершенная к.н.ф.:   21
1

2
0

1
0

2
1

121, xxxxxxxxf  . 

 

Пример 1.2.2. Представить в совершенной д.н.ф. и совершенной  к.н.ф. 

функцию    11010110~3 xf . 

Решение. Функция принимает значение 1 на наборах  1,0,0 , 

     0,1,1,0,0,1,0,1,0  и  1,1,1 . Элементарные конъюнкции, соответствующие этим 

наборам, таковы: ,321
1

3
0

2
0

1 xxxxxx   ,321
0

3
1

2
0

1 xxxxxx   ,321
0

3
0

2
1

1 xxxxxx   

321
0

3
1

2
1

1 xxxxxx   и 321
1

3
1

2
1

1 xxxxxx  . Значит, совершенная д.н.ф. функции 

 3~xf  имеет вид: 321 xxx 321 xxx 321 xxx 321 xxx 321 xxx . Для построения 

совершенной к.н.ф. рассматриваем все те наборы, на которых функция  f  обра-

щается в нуль. Это наборы  0,0,0 ,  1,1,0   и   1,0,1 . Элементарные дизъюнкции, 

соответствующие этим наборам, таковы: 

321
1

3
1

2
1

1
0

3
0

2
0

1 xxxxxxxxx  , 
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321
0

3
0

2
1

1
1

3
1

2
0

1 xxxxxxxxx  , 

321
0

3
1

2
0

1
1

3
0

2
1

1 xxxxxxxxx  . 

Перемножая эти дизъюнкции, получаем совершенную к.н.ф. функции: 

 3~xf =   321 xxx   321 xxx  321 xxx  . 

 

Представление булевой функции полиномом Жегалкина 
 

Теорема 1.2.8. Каждая булева функция )~( nxf  представима в виде: 

 

n
n

nf

n xxxxf

n







...),...,( 1
1

1),...,1(

,...,

1

1




 ,                                           (8) 

где сумма по модулю 2 берётся по всем наборам ),...,( 1 n  из nE , на которых 

функция )~( nxf  обращается в единицу. 

Нетрудно видеть, что ,0,1 10  xxxxxx  тогда   xx . 

Подставив в (8) вместо i
ix


 выражение iix  , получим  

 

   nn

nf

n xxxxf

n







 


...),...,( 11

1),...,1(

,...,

1

1

.  

Раскрыв скобки по закону дистрибутивности и приведя подобные члены по 

правилу 0 AA , представим функцию в виде полинома по модулю 2: 

   
ss

s

iiii

nii

n xxxxf ...),...,(
11

1

,...,

,...,1,...,

1 


 ,                         (9) 

где коэффициенты 
sii ,...,1

  равны 0 или 1. Пустая конъюнкция считается равной 

1, так что коэффициент, соответствующий пустому множеству индексов, пред-

ставляет собой свободный член полинома. Представление функции )~( nxf  в 

виде (9) носит название полинома  Жегалкина. Для функции, тождественно 

равной нулю, в качестве полинома берется 0. 

Теорема 1.2.9  Всякая булева функция может быть представлена в виде 

полинома Жегалкина единственным образом. 

Доказательство. Существование полинома вытекает из описанного выше 

способа его построения. Для доказательства единственности покажем, что ме-
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жду множеством всех функций от n  переменных и множеством всех полино-

мов Жегалкина от n  переменных существует биекция (взаимно однозначное 

соответствие). Число различных слагаемых (т. е. конъюнкций переменных) по-

линомов от n  переменных равно числу всех подмножеств из n  элементов, т. е. 

n2  (пустому подмножеству соответствует слагаемое 1). Число различных поли-

номов, которые можно образовать из этих конъюнкций, равно числу всех под-

множеств множества конъюнкций, т. е. 
n22  (пустому подмножеству конъюнк-

ций соответствует полином 0). Таким образом, число всех полиномов Жегалки-

на от n  переменных равно числу всех функций от n  переменных. Так как раз-

ным функциям соответствуют разные полиномы (одна и та же формула не мо-

жет представлять две разные функции), то тем самым установлена биекция ме-

жду множеством всех функций и полиномов от n  переменных, что и доказыва-

ет единственность полинома Жегалкина для каждой булевой функции. 
 

Пример 1.2.3. Построить полином Жегалкина для функции 

   11010110~3 xf . 

Решение. Совершенная д.н.ф. функции  3~xf  имеет вид (см. пример 1.2.2): 

  3~xf 321 xxx 321 xxx 321 xxx 321 xxx 321 xxx , тогда получаем 

 3~xf    321 11 xxx      11 321 xxx    11 321 xxx

  1321 xxx 321 xxx . 

Для преобразования этого выражения могут быть использованы обычные 

приемы элементарной алгебры и соотношение 0 AA . В частности, приме-

няя группировку конъюнкций и вынесение за скобки одинаковых сомножите-

лей, получаем: 

  3~xf    2323321 1 xxxxxxx    211213 1 xxxxxx 321 xxx =

=   321 1 xxx     13 1 xx 321 xxx . 

Далее, раскрывая скобки и учитывая, что 0 AA , получаем полином Же-

галкина: 

 3~xf 321131323121 xxxxxxxxxxxx  =  21321 xxxxx 321 xxx . 

 

Кроме рассмотренного способа построения полинома Жегалкина, сущест-

вуют и другие методы построения. Рассмотрим некоторые из них. 
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Метод неопределенных коэффициентов 

Пусть  nxP ~  – искомый полином Жегалкина, реализующий заданную функ-

цию  nxf ~ . Запишем его в виде 

 nxP ~ ......1 212,1110  xxxx nn   

nnnnnn xxxx   ......... 1,...,11,1  .                            (10) 

Найдем неизвестные коэффициенты nnnn ,...,1,12,110 ,...,,...,,,...,,    в 

этом разложении. Для каждого двоичного набора nE~  составляем уравнение 

    ~~ fP  , где  ~P  – выражение, получающееся из формулы (10) при 

подстановке ~~ x . В итоге получаем систему из n2  уравнений с n2  неизвест-

ными, которая имеет единственное решение. Решив систему, находим коэффи-

циенты полинома  nxP ~ . 

Пример 1.2.4. Методом неопределенных коэффициентов найти полином 

Жегалкина для функции    11010110~3 xf . 

Решение.  Для функции от трех переменных полином Жегалкина с неопре-

деленными коэффициентами имеет вид: 

   3322110
3~ xxxxP   

3213,2,1323,2313,1212,1 xxxxxxxxx   . 

Выпишем систему уравнений для неизвестных коэффициентов: 

  000,0,0 f , 

  33011,0,0  f , 

  22010,1,0  f , 

  3,23,232001,1,0  f , 

  11010,0,1  f , 

  3,13,131001,0,1  f , 

  2,12,121010,1,1  f , 

  3,2,13,2,13,23,12,1321011,1,1  f . 

Решая эту систему, находим решение: 13,2,12,1321   , 

03,23,10   . 

Следовательно,    11010110~3 xf = 32121321 xxxxxxxx  . 
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Алгебраический метод построения полинома 

Сначала формулу, реализующую функцию f, преобразуем в формулу над 

множеством связок  , . 

Затем все подформулы вида A  следует заменить на 1A , раскрыть скобки, 

пользуясь дистрибутивным законом   CABACBA  , и применить эк-

вивалентности 0,1,  AAAAAAA   и  AA  0 . 

 

Пример 1.2.5. Построить полином Жегалкина для функции 

  32211
3~ xxxxxxf  . 

Решение. Выразим функцию  f  в виде формулы через отрицание и конъ-

юнкцию:   32132211
3~ xxxxxxxxxf  321321

xxxxxx  . 

Заменяя теперь все подформулы вида A  на 1A  и раскрывая скобки, полу-

чаем полином Жегалкина:          111~
321

3 xxxxf  

  111 3323132132121  xxxxxxxxxxxxx . 

 

 

Задачи 

 

1.2.1. Представить в совершенной д.н.ф. и совершенной к.н.ф. функции: 

1)    3213221
3~ xxxxxxxxf  ; 

2)       323121
3~ xxxxxxxf  ; 

3)      231321
3~ xxxxxxxf  ; 

4)      321321
3~ xxxxxxxf  ; 

5)      32121
3~ xxxxxxf  ; 

6)      231321
3~ xxxxxxxf  . 

 

1.2.2. Построить из заданной д.н.ф. функции ее совершенную д.н.ф.: 

1)   321
3~ xxxxf  ; 

2)   313221
3~ xxxxxxxf  ; 

3)   32321
3~ xxxxxxf  . 
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1.2.3. Построить из заданной к.н.ф. функции ее совершенную к.н.ф.: 

1)    321
3~ xxxxf  ; 

2)       33221
3~ xxxxxxf  ; 

3)        323121
3~ xxxxxxxf  . 

 

1.2.4. Подсчитать число функций  nxf ~ , у которых совершенная д.н.ф. 

удовлетворяет следующему условию: 

1) отсутствуют элементарные конъюнкции, у которых число букв с от-

рицаниями равно числу букв без отрицаний; 

2) каждая элементарная конъюнкция содержит хотя бы две буквы с от-

рицаниями; 

3) отсутствуют элементарные конъюнкции, содержащие нечетное число 

букв с отрицаниями; 

4) в каждой элементарной конъюнкции число букв с отрицаниями не 

больше числа букв без отрицаний. 
 

1.2.5. Выразить через полином Жегалкина все элементарные функции ал-

гебры логики от двух переменных. 
 

1.2.6. Методом неопределенных коэффициентов найти полиномы Жегалки-

на для следующих функций: 

1)    0100~2 xf ; 

2)    10010110~3 xf ; 

3)    01110001~3 xf ; 

4)    11100000~3 xf ; 

5)    01100110~3 xf . 

 

1.2.7. Построить полином Жегалкина функции  nxf ~ : 

1)  2~xf =  2121 xxxx  ; 

2)  2~xf =  2121 xxxx  ; 

3)  3~xf =    3221 xxxx  ; 
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4)  3~xf =     23121 xxxxx  ; 

5)  3~xf =   3211 xxxx  ; 

6)  3~xf =      321321 xxxxxx  . 

 

1.2.8. Найти функцию  nxf ~ , у которой длина полинома Жегалкина в n2  раз 

превосходит длину ее совершенной д.н.ф.  1n . 

 

1.2.9. Пользуясь свойством единственности совершенных форм и полинома 

Жегалкина, выяснить, равносильны ли выражения A  и B , представив их в со-

вершенной д.н.ф. или к.н.ф., либо построив для них полиномы Жегалкина: 

1)  321 xxxA  ,    3121 xxxxB  ; 

2)    31321 xxxxxA  , 321 xxxB  ; 

3) 321 xxxA  ,   3231 xxxxB  ; 

4)  1321 xxxxA  , 31 xxB  ; 

5)   3231 xxxxA  ,   321 xxxB  ; 

6) 21 xxA  ,       32313231 xxxxxxxxB  . 

 

 

1.3. Двойственные функции. Принцип двойственности 

 

Функция ),...,( 1 nxxf   называется двойственной к функции ),...,( 1 nxxf , 

если ),...,(),...,(
11 nn xxfxxf 

. 

Константа 0 двойственна 1, а константа 1 двойственна 0. Для нахождения 

функции, двойственной функции 21 & xx , навесим отрицания над каждой пе-

ременной и над всей функцией, тогда   212121 && xxxxxx 


. Для функ-

ции 21 xx   двойственной является функция 21 & xx , а для функции  x  двойст-

венной функцией является сама функция  x. 
 

Теорема 1.3.1 (принцип двойственности). Если 

)),...,(),...,,...,((),...,( 1111 nmnn xxfxxfgxxF  , 

то )),...,(),...,,...,((),...,( 1
*

1
*

1
*

1
*

nmnn xxfxxfgxxF  . 
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Доказательство. Воспользовавшись определением двойственной функции 

и соотношением xx  , получаем 





)),...,(),...,,...,(()),...,(),...,,...,((

)),...,(),...,,...,((),...,(),...,(

1
*

1

*
1111

11111
*

nmnnmn

nmnnn

xxfxxfgxxfxxfg

xxfxxfgxxFxxF
 

)),...,(),...,,...,(( 1
*

1
*

1
*

nmn xxfxxfg , что и требовалось показать. 

 

Если функция f  задана формулой через отрицание, конъюнкцию и дизъ-

юнкцию, то справедлив следующий принцип двойственности: для того, чтобы 

получить формулу, реализующую функцию 
f , достаточно заменить все опе-

рации & на , все операции  на &, а все константы – противоположными кон-

стантами. 

Из принципа двойственности вытекает, что если имеет место некоторое то-

ждество, то справедливо и двойственное к нему. Обратим внимание, что пары 

а) и  б)  основных эквивалентностей алгебры логики  4–7, приведенные в разде-

ле 1.1, являются двойственными. 

 

Пример 1.3.1. Используя принцип двойственности, построить формулу, 

реализующую функцию, двойственную к функции   zyxzyxf  01 , 

и убедиться в том, что полученная формула эквивалентна формуле 

 zyxA  . 

Решение. Согласно принципу двойственности имеем: 

           zyxzyxzyxzyxf 10  

       zyxzyzyxzyzyx  . Значит, функция, двойственная 

к  f, может быть реализована формулой  A. 

Можно поступить иначе, а именно, сначала упростить формулу, задающую 

функцию f: 

  )(01 zyxzyzyxzyxzyxzyxzyxf  . 

Несложно показать, что функцией, двойственной к )( yx  , является функ-

ция )( yx  . Теперь воспользовавшись принципом двойственности, получаем: 

)(* zyxf  , что подтверждает эквивалентность формул. 
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Задачи 

 

1.3.1. Используя непосредственно определение двойственности булевых 

функций, а также основные тождества, выяснить, является ли функция  g  двой-

ственной к функции  f: 

1) yxgyxf  , ; 

2) yxgyxf  , ; 

3) yxgyxf  , ; 

4) zyxgzyxf  , ; 

5)        xyyxgxyyxf  , ; 

6)  zyxgzyxf  , . 

 

1.3.2. Используя принцип двойственности, построить и упростить формулу, 

реализующую функцию, двойственную к функции  f.  

1)     zyxzyzyxf  ; 

2)     zyxzyyxf  1 ; 

3)       zyxyxyxf  ; 

4)    zzyyxf  1 ; 

5)      zyyxzzyxf  10 ; 

6)        zyxyxzxf  . 
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Глава 2. ЗАМКНУТЫЕ  КЛАССЫ  И  ПОЛНОТА  СИСТЕМ 

ФУНКЦИЙ  АЛГЕБРЫ  ЛОГИКИ 
 

 

2.1. Понятие функциональной полноты и замкнутости 

 

Булевы функции удобно задавать формулами. Формула представляет собой 

более компактный способ задания булевой функции, чем табличный, однако 

она задает функцию через другие функции. В связи с этим, для любой системы 

булевых функций ...},,{ 21 ffF   возникает естественный вопрос: всякая ли 

булева функция представима формулой над F ? 

Система булевых функций ...},,{ 21 ffF   называется полной системой, 

если любую булеву функцию можно представить формулой над F , т. е. реали-

зовать в виде суперпозиции функций из F . 

Система   , &,   (конъюнкция, дизъюнкция, отрицание) полна, т. к. лю-

бую булеву функцию можно представить в виде совершенной д.н.ф. или  со-

вершенной к.н.ф. 

Из представления функции в виде полинома Жегалкина следует, что систе-

ма функций   1 , ,0 , &   также полна. 

 

Теорема 2.1.1 (теорема сведения). Пусть даны две системы булевых функ-

ций ...},,{ 21 ffF   и ...},,{ 21 ggG   такие, что система F  полна и каждая 

функция Ffi   представима формулой над G . Тогда система G  также пол-

на. 
 

Так как дизъюнкцию можно выразить через конъюнкцию и отрицание по 

закону де Моргана: yxyx & , получаем, что система   &,   полна. Анало-

гично доказывается полнота системы    ,  . 

 

Замыканием множества F  называется множество всех функций из 2P , яв-

ляющихся суперпозициями функций из F . Замыкание множества F  обознача-

ется через  F . 

Система булевых функций F  называется замкнутой, если   FF  . 

Система булевых функций F  называется полной, если   2PF  . 
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Отметим некоторые свойства замыкания: 

1)  FF  ; 

2)     FF  ; 

3) если GF  , то    GF  ; 

4)      GFGF  ; 

5)      GFGF  . 

 

 

Задачи 

 

2.1.1. Построить множество всех функций, зависящих от переменных 21, xx  

и принадлежащих замыканию множества F : 

1)  xF  ; 2)  21 xxF  ; 

3)  xF ,0 ; 4)  21 xxF  ; 

5)  313221 xxxxxxF  ; 6)  21 xxF  ; 

7)  2121 , xxxxF  ; 8)  313221 xxxxxxF  . 

 

2.1.2. Показать, что  Ff  , выразив f  формулой над множеством F : 

1)  yxFxf  ,0, ; 

2)  yxFyxf  , ; 

3)  yxFxf  , ; 

4)  yxFzyxf  , ; 

5)  zxyFf  ,0 ; 

6)  yxFxf  , ; 

7)  yxFyxf  , . 

 

2.1.3. Воспользовавшись теоремой сведения, доказать полноту системы F : 

1)  21 xxF  ; 2)  21 xxF  ; 

3)  32121 , xxxxxF  ; 4)  321321 )(, xxxxxxF  ; 

5)  21, xxxF  ; 6)  3121321 ,, xxxxxxxF  . 
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2.2. Классы функций, сохраняющих константы 
 

Будем говорить, что функция ),,,( 21 nxxxf   сохраняет константу 0, если 

)0
~

( nf =   00,...,0,0 f . Множество всех булевых функций, сохраняющих кон-

станту 0, обозначается через 0T . 

Теорема 2.2.1. Класс 0T  − замкнутый. 

Доказательство.  Покажем, что суперпозиция )...,,( 1 mfff  функций 

mfff ...,,, 1 , принадлежащих классу 0T , принадлежит классу 0T . Действитель-

но, 0)0...,,0())0...,,0(...,),0...,,0(()0...,,0( 1  ffff m . 

Множество всех функций из 0T , зависящих от переменных nxxx ,,, 21  , бу-

дем обозначать через )(0 nT . 

Теорема 2.2.2. 
12

0 2)( 
n

nT . 

Доказательство.  Если )~( nxf 0T , тогда значения функции )~( nxf  можно 

произвольно выбирать на всех двоичных наборах, кроме нулевого, т. е. на 

 12 n
  наборах. Такой выбор осуществляется 122 n

 способами. Таким обра-

зом, 
12

0 2)( 
n

nT . 

Функция алгебры логики ),,,( 21 nxxxf   сохраняет константу 1, если 

)1
~

( nf =   11,...,1,1 f . Множество всех булевых функций, сохраняющих кон-

станту 1, обозначается через 1T .  

Теорема 2.2.3. Класс 1T  − замкнутый.  

Доказательство.  Покажем, что суперпозиция )...,,( 1 mfff  функций 

mfff ...,,, 1 , принадлежащих классу 1T , принадлежит классу 1T . Действительно, 

1)1...,,1())1...,,1(...,),1...,,1(()1...,,1( 1  ffff m . 

Множество всех функций из 1T , зависящих от переменных nxxx ,,, 21  , бу-

дем обозначать через )(1 nT . 

Теорема 2.2.4. 
12

1 2)( 
n

nT . 

Доказательство.  Если )~( nxf 1T , тогда значения функции )~( nxf  можно 

произвольно выбирать на всех двоичных наборах, кроме единичного, т. е. на 
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 12 n   наборах. Такой выбор осуществляется 122 n
 способами. Таким обра-

зом, 
12

1 2)( 
n

nT . 

Пример 2.2.1.  Найти число функций )~( nxf , принадлежащих множеству  

10 TTA  . 

Решение.  Если )~( nxf 10 TT  , тогда значения функции )~( nxf  можно про-

извольно выбирать на всех двоичных наборах, кроме нулевого и единичного, 

т.е. на  22 n
  наборах. Такой выбор осуществляется 222 n

 способами. Таким 

образом, 
222 

n
A . 

 

 

Задачи 

 

2.2.1. Перечислить все булевы функции: 

1) от одной переменной, сохраняющие 0; 

2) от одной переменной, сохраняющие 1; 

3) от одной переменной, сохраняющие обе константы; 

4) от двух переменных, сохраняющие 0; 

5) от двух переменных, сохраняющие 1; 

6) от двух переменных, сохраняющие обе константы; 

7) от двух переменных, сохраняющие 0, но не сохраняющие 1; 

8) от двух переменных, сохраняющие 1, но не сохраняющие 0. 
 

2.2.2. Выяснить, при каких  n  функция )~( nxf  сохраняет константы: 

1) )~( nxf = nxxx  ...21 ; 

2) )~( nxf = 11

1

1

xxxx nii

n

i




















 ; 

3) )~( nxf = ji
nji

xx 
1

; 

4) )~( nxf =  ji
nji

xx 
1

; 
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5) )~( nxf =     13221 ...1 xxxxxx n  ; 

6) )~( nxf =   21

2

1






 iii

n

i

xxx ; 

7) )~( nxf =   21

2

1






 iii

n

i

xxx . 

 

2.2.3. Доказать, что если булева функция сохраняет 0, то двойственная для 

нее функция сохраняет 1. 
 

2.2.4. Доказать, что из всякой булевой функции, не сохраняющей 0, отожде-

ствлением всех ее переменных, можно получить функцию от одной перемен-

ной, также не сохраняющую 0, т. е. функцию x  или константу 1. 
 

2.2.5. Доказать, что из всякой булевой функции, не сохраняющей 1, отожде-

ствлением всех ее переменных, можно получить функцию от одной перемен-

ной, также не сохраняющую 1, т. е. функцию x  или константу 0. 

 

 

2.3. Класс самодвойственных функций 

 

Функция ),...,( 1 nxxf  называется самодвойственной, если она совпадает со 

своей двойственной, т.е. ),...,(),...,( 11 nn xxfxxf  . 

Из этого определения вытекает, что функция является самодвойственной то-

гда и только тогда, когда на любой паре противоположных наборов она прини-

мает противоположные значения. 

Обозначим через S  множество всех самодвойственных функций. 

Теорема 2.3.1. Класс S  − замкнутый. 

Доказательство.  Покажем, что суперпозиция )...,,( 1 mfff  самодвой-

ственных функций mfff ...,,, 1  является самодвойственной. Действительно, 

 )...,,()...,,( 1
**

1
**

mm ffffff , т. е. S  − замкнутый класс. 

Множество всех самодвойственных функций от n переменных будем обо-

значать через )(nS . Так как самодвойственная функция полностью определяет-

ся своими значениями на первой половине строк, имеет место:  
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Теорема 2.3.2. 
122)(



n

nS . 

 

Лемма 2.3.3 (о несамодвойственной функции).  Из всякой несамодвойст-

венной функции ),...,( 1 nxxf  с помощью подстановки вместо ее переменных 

функций  x  и  x  можно получить константу. 

Доказательство. Пусть функция ),...,( 1 nxxf  не является самодвойствен-

ной, тогда найдется пара противоположных наборов ),,(~
21 n   и 

),,(
~

21 n  , на которых значения функции совпадают, т. е. 

сff  )
~

()~(  , где  1,0с . Построим функцию одной переменной 

   nxxxfx
 ,...,, 21 . Нетрудно проверить, что с )1()0(  , что и требо-

валось доказать. 

Проиллюстрируем эту лемму на примере. 
 

Пример 2.3.1. Определить, можно ли получить константу из функции 

213
3 )~( xxxxf    путем подстановки  x  и x  вместо переменных. 

Решение.  Перейдем к табличному заданию функции )~( 3xf . В табл. 2.1 

стрелками указаны пары противоположных наборов.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Табл. 2.1. Табличное задание функции )~( 3xf  

 

Замечаем, что Sf  , т. к. нарушается условие самодвойственности на пер-

вом и восьмом наборах: 1)111()000(  ff . Таким образом, константу 1 можно 

получить двумя способами. 

1x  2x  3x  21 xx  
213 xxx   

0 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 

0 1 0 0 1 

0 1 1 0 0 

1 0 0 0 1 

1 0 1 0 0 

1 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 
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Заменим все переменные на x , тогда 1),,(  xxxxxxf . Заменив все 

переменные на x , получим 1),,(  xxxxxxf . Константу 0 из заданной 

функции получить нельзя, т.к. не существует двух противоположных наборов, 

на которых функция принимает нулевое значение. 
 

При помощи леммы о несамодвойственной функции можно получать неко-

торые тождества для констант. 

В примере 1 мы получили следующие тождества: 1 xxx , 1 xxx . 

Эти тождества нетрудно доказать, используя основные тождества алгебры ло-

гики: xxx  ,  yxyx  ,  1 xx . 

 

 

Задачи 

 

2.3.1. Найти все самодвойственные функции существенно зависящие от 

двух переменных. 
 

2.3.2. Заменить прочерки в векторе  f~   символами 0 или 1 так, чтобы полу-

чился вектор самодвойственной функции: 

1)   10110001~
f ; 

2)  01101110~ f ; 

3)   01100011~
f . 

 

2.3.3. Выяснить, является ли самодвойственной функция  f, заданная вектор-

но. Для несамодвойственной функции определить какие переменные следует 

заменить на x , а какие на x , чтобы получить константу: 

1)  10010110~ f ; 2)  10011110~ f ; 

3)  01101101~ f ; 4)  00010101~ f . 

 

2.3.4. Выяснить, является ли функция  f  самодвойственной. Для несамо-

двойственной функции определить какие переменные следует заменить на x , а 

какие на x , чтобы получить константу. 

1) yxf  ; 2)   yyxf  ; 
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3) zyzxyxf  ; 4) 1 zyxf ; 

5) zyxf  ; 6)  yxzyxf  ; 

7) zyzxzyyxf  ; 8) zxzzyyxf  )()()( ; 

9) zyzxyxzyxf  ; 10)    zyxzyxf  . 

 

2.3.5. Подсчитать число самодвойственных булевых функций от n  перемен-

ных: 

1) сохраняющих 0, но не сохраняющих 1; 

2) сохраняющих 1, но не сохраняющих 0. 
 

2.3.6. Доказать, что среди всех самодвойственных булевых функций от n  

переменных число функций, сохраняющих 0, равно числу функций, сохраняю-

щих 1. Найти это число. 

 

 

2.4. Монотонность и класс монотонных функций 

 

Пусть наборы ),,(~
21 n  , ),,,(

~
21 n  , таковы, что ii    

для всех ni ,,2,1  , тогда будем говорить, что ),,(~
21 n   больше или 

равен ),,,(
~

21 n  , и обозначать через 
~~  . Если для наборов 

~
и~  

выполнено одно из двух неравенств: 
~~   или  ~~

 , то будем говорить, что 

наборы 
~

и~  сравнимы. В противном случае, наборы 
~

и~  несравнимы. 

Очевидно, что любые два соседних набора сравнимы.  

Функция ),...,( 1 nxxf  называется монотонной, если для любых 
~

и~ , та-

ких, что 
~~   выполнено неравенство: )

~
()~(  ff  . В противном случае, 

функция называется немонотонной. 

Множество всех монотонных функций обозначим через M , а множество 

всех монотонных функций от n переменных – через  nM . 

Теорема 2.4.1. Класс  M − замкнут. 

Доказательство.  Покажем, что суперпозиция )...,,( 1 mfff  монотон-

ных функций mfff ...,,, 1  является монотонной функцией.  
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Пусть )...,,(~...,),...,,(~),...,,(~
1111

1
1 1 mkmm

m
kn xxxxxxxxx    − набо-

ры переменных функций mff ...,,, 1 , причем множество переменных функции 

  состоит из тех и только тех переменных, которые встречаются у функций 

mff ...,,1 . Пусть ~  и 
~

 − два набора длины n  значений переменных x~ , при-

чем 
~~  . Эти наборы определяют наборы 

mm 
~

,~...,,
~

,~ 11
 значений пере-

менных mxx ~...,,~1  такие, что mm 
~~...,,

~~ 11  . В силу монотонности функ-

ций mff ...,,1  имеем: ).
~

()~(...,),
~

()~( 1
1

1
1

m
m

m
m ffff    Поэтому 

)),
~

(...,),
~

(())~(...,),~(( 1
1

1
1

m
m

m
m ffff    

и в силу монотонности f  имеем 

)).
~

(...,),
~

(())~(...,),~(( 1
1

1
1

m
m

m
m ffffff    

Значит, )
~

()~(   . Тем самым показали, что класс всех монотонных 

функций замкнут относительно операции суперпозиции, т. е. любая суперпози-

ция монотонных функций является монотонной функцией. 
 

Лемма 2.4.2 (о немонотонной функции). Из всякой немонотонной функ-

ции ),...,( 1 nxxf  с помощью подстановки вместо ее переменных функций 0, 1 и 

x  можно получить x . 

Доказательство.  Пусть функция ),...,( 1 nxxf  немонотонна, тогда найдется 

такая пара сравнимых наборов ),,(~
21 n   и ),,,(

~
21 n  , что 


~~  , а )

~
()~(  ff  , т.е. 0)~( f , 1)

~
( f . Так как ii   , то для каж-

дого  nii ,...,1  выполнено либо ii   ( в этом случае переменную ix  за-

меняем на i ), либо ii    (в этом случае переменную ix  заменяем на x ). В 

результате замены получим функцию одной переменной, обозначим ее через 

)(x . Нетрудно проверить, что   1)
~

(0   f ,   0)~(1   f , т.е.   xx  . 

Лемма доказана. 

Замечание.  Если функция не является монотонной, найдется пара соседних 

наборов, на которых нарушается условие монотонности. 

Следствие 2.4.3.  Если функция ),...,( 1 nxxf  немонотонна, то из нее с по-

мощью подстановки констант вместо ( 1n )-ой переменной и одной перемен-

ной x  можно получить x .  
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Доказательство.  В силу замечания, найдется пара наборов 
~

и~ , сосед-

них по i –ой компоненте, таких что 
~~  , на которых условие монотонности 

нарушается, т. е. )
~

()~(  ff  .  

Очевидно, ),...,,1,,,(~
111 nii    , ),...,,0,,,(

~
111 nii    . Рас-

смотрим функцию    nii xfx  ,...,,,,..., 111  . Легко видеть, что 

  1)
~

(0   f ,    0)~(1   f , т. е.   xx  , что и требовалось доказать. 

 

Пример 2.4.1. Выяснить, можно ли получить функцию x  из функции 

321
3)~( xxxxf   путем соответствующей замены переменных. 

Решение.  Функция f немонотонна, т. к.     0111,1100  ff , тогда по 

лемме о немонотонной функции из этой функции можно получить функцию x . 

Подставим вместо переменной 1x  константу 1, а вместо переменных 32 , xx  – x , 

тогда xxxxxf 1),,1( . Чтобы воспользоваться следствием леммы, выбе-

рем пару соседних наборов, на которых нарушено условие монотонности. Име-

ем, 1)110( f , 0)111( f . Выбирая соответствующую замену переменных, по-

лучаем, что xxxf  11),1,1( . 

 

Проверку на монотонность булевой функции )~( nxf , заданной своим векто-

ром значений ),...,,(~
1210 

 nf  , можно осуществить следующим образом. 

Разделим вектор f~  на две равные части ),...,,(~
1210 11

0
 nf

  и 

),...,,(~
12122 111

1
 nnnf

 . Если отношение 1
1

1
0

~~
ff

   не выполнено, то 

)~( nxf  не является монотонной. В противном случае каждый из векторов 

  1,0~
1 
f

 вновь разделим на две равные части и проверим для них отно-

шение предшествования. Если хотя бы одно из отношений не выполнено, то за-

ключаем, что Mxf n )~( . В противном случае вновь делим векторы пополам и 

т. д. Если отношение предшествования выполняется для всех пар векторов, то 

Mxf n )~( . 
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Пример 2.4.2. По вектору значений  11111001~ f  выяснить, является ли 

функция  f  монотонной. 

Решение. Поделим вектор пополам, тогда 11111001  . На следующем шаге 

отношение предшествования нарушается для пары 10 и 01, а 1111  . Таким об-

разом, заданная функция не является монотонной. 
 

В силу замкнутости класса монотонных функций, можно утверждать, что 

всякая функция  f, которая задана формулой, содержащей лишь связки  и 

(или другие монотонные связки), монотонна. 
 

Пример 2.4.3.  Доказать, что функция zyxyxxf    является монотон-

ной. 

Решение. Преобразуем f, применив эквивалентность вида yxyxx  . 

zyyxzyxyxxf  zyx  . Действительно, функция f  моно-

тонна, так как представляет собой суперпозицию монотонных функций. 

 

 

Задачи 

 

2.4.1. Какие из элементарных функций алгебры логики являются монотон-

ными? 
 

2.4.2. Выяснить, является ли монотонной функция f , заданная векторно. 

Для немонотонной функции подобрать соответствующую замену переменных, 

чтобы получить x . 

1)  10010110~ f ; 2)  11101010~ f ; 

3)  01101100~ f ; 4)  11001000~ f . 

 

2.4.3. Выяснить, является ли функция  f монотонной. Если не является, то 

подобрать соответствующую замену переменных, чтобы построить из  f  функ-

цию x . 

1) zyxf  ; 2) yxzf  ; 

3) zyxf  ; 4)   zxyxf  ; 
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5) xzxzyyxf  ; 6)  yxzyxf  ; 

7)    zyzxf  .  

 

2.4.4. Доказать, что функция  f  является монотонной: 

1)    yxyxf  ; 

2)  xyxf  ; 

3) zyxzyxzyxzyxzyxf  ; 

4)   yxyxf  ; 

5) xzzyyxf  . 

 

2.4.5. Найти все монотонные функции, которые можно получить из вектора 

f~  заменой символа «–» на 0 или 1: 

1)   0~
f ; 2)  f~ ; 

3)   00~
f ; 4)   01~

f ; 

5)   00~
f ; 6)   01~

f ; 

7)  10~ f .  

 

2.4.6. Найти все функции SMf  , которые можно получить из вектора 

f~  заменой символа «–» на 0 или 1: 

1)  f~ ; 2)   0~
f ; 

3)  1~ f ; 4)   000~
f ; 

5)   010~
f .  

 

2.4.7. Выяснить при каких 1n  функция  nxf ~  монотонна: 

1)   n
n xxxxf  ...~

21 ; 

2)   ji
nji

n xxxf 
1

~ ; 

3)    nn
n xxxxxxxf  ......~

2121 . 

 

2.4.8. Доказать, что функция, двойственная монотонной функции, монотон-

на. 
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2.4.9. Доказать, что монотонная функция, не сохраняющая нуль (единицу), 

равна тождественно единице (нулю). 
 

2.4.10. Доказать, что если  f  тождественно не равна константе, а )(  ff  – 

константа, то SMf  . 

 

2.4.11. Найти все самодвойственные монотонные функции )~( nxf , сущест-

венно зависящие от всех переменных (n = 1, 2, 3, 4). 

 

 

2.5. Линейность и класс линейных функций 

 

Функция ),,,( 21 nxxxf   называется линейной, если она представима по-

линомом Жегалкина не выше первой степени, т. е. если существуют такие кон-

станты  ),,1,0(1,0 nii  , что 

),,,( 21 nxxxf  = nnxxx   22110 . 

Множество всех линейных функций обозначим через L . 
 

Теорема 2.5.1. Класс L  − замкнут. 

Доказательство.  Действительно, суперпозиция )...,,( 1 mfff  линейных 

функций mfff ...,,, 1  является линейной функцией, так как при подстановке в 

линейное выражение других линейных выражений полученное выражение так-

же будет линейным, т. е. L − замкнутый класс. 
 

Множество всех линейных функций от n переменных будем обозначать че-

рез  nL .  

 

Теорема 2.5.2.   12  nnL . 

Доказательство.  Так как линейная функция от n переменных определяется 

двоичным набором  n ,...,, 10  длины  1n , получаем, что   12  nnL . 

 

Линейная функция ),,,( 21 nxxxf  , существенно зависящая от всех n пере-

менных, имеет вид: ),,,( 21 nxxxf  = nxx  ...10 , где  1,00 , поэтому 

получаем, что таких функций только две. 
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Лемма 2.5.3 (о нелинейной функции). Из всякой нелинейной функции 

)~( nxf  с помощью подстановки вместо ее переменных констант 0, 1 и функций 

2211 ,,, xxxx  и, быть может, путем навешивания отрицания над всей функцией, 

можно получить конъюнкцию 21xx . 

Доказательство.  Пусть функция )~( nxf  нелинейна относительно перемен-

ных 1x  и 2x , тогда ее можно представить в виде: 

)~( nxf = ),,( 3121 nxxfxx  ),,( 321 nxxfx  ),,( 332 nxxfx   nxxf ,...,34 , 

где функция 0),,( 31 nxxf   (не равна тождественно нулю), т. е. существуют 

такие n ,,3  , что 1),,( 31 nf   . Подставив вместо переменных ix  кон-

станты i  для любого ni ,,3 , получим функцию от двух переменных: 

),( 21 xx = ),,,,( 321 nxxf   21xx   21 xx , 

где  ),...,( 32 nf  , ),,( 33 nf   , ),,( 34 nf   . Нетрудно показать, 

что 2121 ),( xxxx   . Таким образом, получаем, что 

21321 ),,,,( xxxxf n    , что и требовалось доказать. 

 

Проиллюстрируем лемму о нелинейной функции на примере. 

Пример 2.5.1.  Выяснить, можно ли получить функцию 21xx  из функции 

21321
3)~( xxxxxxf   соответствующей заменой переменных. 

Решение.  Построим полином Жегалкина для заданной функции. 

 21321321 ),,( xxxxxxxxf       1111 21321 xxxxx  

11121321321321  xxxxxxxxxxxx 121321 xxxxxx  . 

Получили, что функция ),,( 321 xxxf  нелинейна относительно переменных 

1x  и 2x , и по лемме о нелинейной функции из нее можно получить конъюнк-

цию 21xx . Представим функцию в виде ),,( 321 xxxf   1321 1 xxxx  . 

Подставив вместо переменной 3x  константу 0, получим функцию от двух 

переменных: ),( 21 xx )0,,( 21 xxf 121 xxx  . Таким образом, имеем 1 , 

0  и 0 , а это означает, что  )1,(),( 2121 xxxx   

  211121121 1 xxxxxxxxx  . 

Заключаем, что конъюнкцию 21xx  можно получить из функции ),,( 321 xxxf  

заменой  переменных 2x  на 2x , 3x  на 0. Действительно, 2121 )0,,( xxxxf  . 
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Задачи 

 

2.5.1. Какие из элементарных булевых функций являются  линейными? 
 

2.5.2. Выяснить, является ли линейной функция  f, заданная векторно: 

1)  1001~ f ; 2)  1011~ f ; 

3)  01101001~ f ; 4)  11000011~ f ; 

5)  10010110~ f ; 6)  01100101~ f ; 

7)  1001011010010110~ f ; 8)  0011111111011110~ f ; 

9)  0011100110100101~ f . 10)  1110100110010111~ f . 

 

2.5.3. Выяснить, можно ли путем соответствующей замены переменных по-

лучить из функции  f  конъюнкцию yx  :  

1) yxf  ; 

2) xzzyyxf  ; 

3)   zyxzyxyxf  ; 

4)  zyxf  ; 

5) xzzyyxf  . 

6)  00010111~ f ; 

7)  11011011~ f ; 

8)   4321421 xxxxxxxf  ; 

9) 214321432143214321 xxxxxxxxxxxxxxxxxxf  . 

 

2.5.4. Заменить в векторе f~  прочерки символами 0 или 1 так, чтобы полу-

чился вектор значений некоторой линейной функции  f.  Выразить f  полиномом 

Жегалкина. 

1)  101~ f ; 2)  110~ f ; 

3)   1100~
f ; 4)   1011~

f ; 

5)  0010~ f ; 6)  1011~ f ; 

7)  0111001~ f ;  

8)  01101~ f .  
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2.5.5. Найти число функций )~( nxf , принадлежащих множеству А: 

1) 10 TTA  ; 2) 1TLA  ; 

3) LTTA  )( 10 ; 4) 1TSA  ; 

5) LTSA  1 ; 6)   SLTA  1 ; 

7) 0)( TLSA  ; 8) SLTA  0 . 

 

2.5.6. Доказать, что: 

101010 TTSLTSLTSLTTL   . 

 

2.5.7. Доказать, что STTL  01 . 

 

2.5.8. Доказать, что множество A не пусто: 

1) )( 01 STLTA  ; 

2) )( 10 STLTA  ; 

3) )( 01 TTLSA  . 

 

2.5.9. Какие функции можно получить из функции )~( nxf  путем отождеств-

ления переменных, если: 

1) STLf 1 ; 2) 1TSf  ; 

3) 01 TTf  ; 4) 01 TTf  ; 

5) 10 TTf  ; 6) 01 TTf  ; 

7) 0TSf  ; 8) 01 TTf  . 

 

2.5.10. Показать, что всякая монотонная функция содержится не менее чем в 

двух классах из .,, 10 LTT  

 

2.6. Критерий полноты Поста и его применения 

 

Теорема 2.6.1 (критерий Поста о полноте).  Система функций F  полна 

тогда и только тогда, когда она целиком не содержится ни в одном из пяти 

замкнутых классов: LMSTT ,,,, 10 . 

Доказательство.  Необходимость докажем от противного. Пусть система 

функций F  полна и включена в один из пяти классов LMSTT ,,,, 10 , т. е. 
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 S , M , L, ,TTAF 10 , где A один из пяти замкнутых классов. Тогда, 

  2PF  , т. е.  AP 2 , а так как класс A замкнут, то один из пяти классов сов-

падает с множеством всех булевых функций, что ведет к противоречию. 

Достаточность. Пусть выполнено условие теоремы, т. е. существуют 

функции, которые не принадлежат соответствующим классам. Пусть 00 Tf  , 

11 Tf  , Sfs   , Mfm   , Lfl   , возможно, что некоторые из этих функций рав-

ны между собой. Покажем, что через суперпозицию этих функций можно выра-

зить отрицание и конъюнкцию, тогда любая функция может быть выражена че-

рез суперпозицию функций из множества F. 

1 этап. Получение констант 0 и 1. 

Рассмотрим функцию 00 Tf  . Возможны два случая: 

А) Если 1)1
~

(0 nf , тогда 1),...,(0 xxf . Вторая константа получается из 

11 Tf  : 0)),...,(,,),...,(,),...,(( 0001 xxfxxfxxff  . 

Б) Если 0)1
~

(0 nf , тогда xxxf ),...,(0 . По лемме о несамодвойственной 

функции из функции Sfs    и отрицания можно получить константу, обозна-

чим ее через c. Вторая константа получается из отрицания: сссf ),...,(0 . 

2 этап. Получение отрицания. 

По лемме о немонотонной функции из функции Mfm    с помощью подста-

новки констант, которые были получены через суперпозицию на первом этапе, 

и переменной  x  получаем  x .  

3 этап. Получение конъюнкции. 

По лемме о нелинейной функции из Lfl    с помощью подстановки кон-

стант, функций yyxx ,,,  и отрицания можно получить конъюнкцию  yx  . 

Теорема доказана. 
 

Следствие 2.6.2.  Всякий замкнутый класс содержится в одном из пяти 

классов LMSTT ,,,, 10 . 

Утверждение доказывается от противного. 
 

При исследовании полноты систем функций удобно пользоваться таблицей, 

которую будем называть критериальной таблицей Поста. Эта таблица имеет 

пять столбцов, каждый из которых соответствует одному из пяти предполных 

классов в 2P , а строки таблицы соответствуют функциям исследуемой системы. 
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На пересечении строки таблицы, соответствующей функции f , и столбца, со-

ответствующего классу K , ставится знак плюс, если Kf  , и минус, если 

Kf  . Система функций полна тогда и только тогда, когда в каждом столбце 

содержится хотя бы один знак минус. 
 

Пример 2.6.1. Исследовать полноту системы     ,  , 1  , 0  zyxxyF  . 

Решение. Критериальная таблица Поста для исходной системы функций 

представлена в таблице 2.2. 
 

 0T  1T  S  M  L  

xy + + – + – 

0 + – – + + 

1 – + – + + 

zyx   + + + – + 
 

Табл. 2.2. Критериальная таблица Поста к примеру 2.6.1 
 

Система F полна, т. к. она не содержится целиком ни в одном из пяти замк-

нутых классов (каждый столбец таблицы 2.2 содержит не менее одного мину-

са). 
 

Полная система F называется базисом в 2P , если никакая ее подсистема не 

является полной, т. е. 1)   2PF  ; 2) для    2\ PfFFf  . 

 

Пример 2.6.2. Выяснить, образует ли система  zyxxyF    ,  , 1  , 0  ба-

зис? 

Решение. В примере 2.6.1 показано, что система F полна. Покажем, что она 

образует базис, для этого достаточно показать, что после исключения любой 

функции из системы F будет получена неполная подсистема. Действительно, 

LxyF }{\ , ,}{\,}1{\,}0{\ 01 MzyxFTFTF   что позволяет 

сделать вывод о том, что система F − базис. 
 

Теорема 2.6.3.  Базис в 2P  состоит не более чем из четырех функций. 
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Доказательство. Покажем, что из любой полной системы можно выделить 

полную подсистему, содержащую не более четырех функций. Действительно, 

если система F полна, то согласно теореме Поста о полноте в ней существует 

пять функций 00 Tf  , 11 Tf  , Sfs   , Mfm   , Lfl   , причем система функций 

 lms fffff ,,,, 10  полна. 

Рассмотрим функцию 00 Tf  . Возможны два случая: 

А) 1)1
~

(0 nf , тогда Sf  0   и система  lm ffff ,,, 10  полна. 

Б) 0)1
~

(0 nf , тогда 10 Tf  , Mf 0  и система  ls fff ,,0  полна. 

Таким образом, система функций, содержащая пять и более функций не мо-

жет быть базисом в 2P . 

Существование базиса из четырех функций вытекает из примера 2.6.2. Тео-

рема доказана. 
 

Критериальная таблица Поста может быть полезной для нахождения всех 

базисов, содержащихся в системе F.  

Пример 2.6.3. Из полной в 2P  системы  xy , yz , xx F  ,1  выделить 

всевозможные базисы. 

Решение. Критериальная таблица Поста системы F представлена в табл. 2.3. 

 0T  1T  S  M  L  

11 f  − + – + + 

yzxf 2  + − – − − 

yxf 3  − + – − − 

xf 4  − − + – + 
 

Табл. 2.3. Критериальная таблица Поста к примеру 2.6.3 
 

По таблице составим выражение, представляющее собой к.н.ф. K , в кото-

рой элементарные дизъюнкции соответствуют столбцам таблицы и включают в 

качестве слагаемых символы тех функций, которые не входят в класс, соответ-

ствующий столбцу. Для исходной системы функций имеем 

).)()()()(( 3243232142431 fffffffffffffK   
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Раскрывая скобки и используя для упрощения эквивалентности вида 

AABAABAAAAA  ,)(, , приведем к.н.ф. K  к д.н.ф. D , в ко-

торой закон поглощения уже неприменим. Таким образом, получаем 

 ))(())()(( 4324313242431 fffffffffffffK  

.434232214342433243121 fffffffffffffffffffff   

По полученной д.н.ф. D  выпишем подмножества функций, соответствую-

щие слагаемым д.н.ф. D . Это и будут искомые базисы. В нашей системе имеет-

ся четыре базиса: }.,{},,{},,{},,{ 434423322211 ffBffBffBffB   

 

Класс F функций из 2P  называется предполным, если: 

1) F − неполный, т. е.   2PF  ; 

2) при добавлении к F произвольной функции из 2P , не принадлежащей F, 

вновь полученная система будет полной, т. е. для Ff      2PfF  . 

 

Теорема 2.6.4. В алгебре логики существует пять предполных классов 

LMSTT ,,,, 10 . 

Доказательство. 1) Покажем сначала, что ни один из пяти классов 

LMSTT ,,,, 10  не содержится в другом.  

 0T  1T  S  M  L  

0T   0 0 yx  xy  

1T  1  1 yx   xy  

S  x  x   x  yzxzxy   

M  1 0 0  xy  

L  1 0 0 yx   

 

Табл. 2.4. Критериальная таблица Поста к теореме 2.6.4 
 

Для этого достаточно для каждого из пяти классов указать четыре функции, 

принадлежащие данному классу, но не принадлежащие остальным четырем (см. 

табл. 2.4). 

2) Докажем, что все классы − LMSTT ,,,, 10  являются предполными. Дейст-

вительно, пусть  LMSTTA ,,,, 10  и Af  . Тогда система }{ fA  не содер-
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жится ни в одном из пяти классов, так как A  не содержится в четырех из них, а 

f  не содержится в A . Следовательно, система }{ fA  − полная и A  − пред-

полный класс. 

3) Покажем теперь, что в 2P  других предполных классов нет. Пусть B  − 

предполный класс. Тогда   2PB   и  LMSTTA ,,,, 10 , что AB  . Если 

AB  , то f  такая, что BfAf  , , тогда AfB  }{  и   2}{ PfB  . По-

лученное противоречие завершает доказательство теоремы. 
 

Функция  nxf ~  называется шефферовой (или функцией Шеффера от n пе-

ременных), если она полна, т. е. образует базис в 2P . Нетрудно проверить, что 

21 xx  и 21 xx   являются функциями Шеффера от двух переменных. 

 

Пример 2.6.3. Показать полноту системы функций 

 yxyxgzxyzyxfG  ),(,),,( . Проиллюстрировать поэтапное доказа-

тельство теоремы Поста, т. е. выразить константы, отрицание и конъюнкцию 

через функции системы  G. 

Решение. Рассмотрим функ-

цию zxyzyxf ),,( , постро-

им для нее таблицу значений (см. 

табл. 2.5). Очевидно, что f не са-

модвойственна и не монотонна, 

т. к. условие монотонности на-

рушается на третьем и седьмом 

наборах: 1)0,1,0( f , 0)0,1,1( f . 

Нетрудно проверить, что у этой 

функции все переменные суще-

ственные, т. к. она принимает 

значение 0 только на одном набо-        Табл. 2.5. Табличное задание функции ),,( zyxf  

ре, для которого найдутся соседние наборы по первой, по второй и по третьей  

переменным, значения функций на которых равны 1. Если бы эта функция была 

линейна, то она совпала бы с одной из функций zyx   или  1 zyx (см. 

табл. 2.5). Заключаем, что функция  f  не линейна.  

x y z zxy   zyx   1 zyx  

0 0 0 1 0 1 

0 0 1 1 1 0 

0 1 0 1 1 0 

0 1 1 1 0 1 

1 0 0 1 1 0 

1 0 1 1 0 1 

1 1 0 0 0 1 

1 1 1 1 1 0 
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Вторая функция   yxyxg ,  на нулевом и на единичном наборах прини-

мает значение 0. Найдем для нее двойственную функцию: 

11)1()1(),(  yxyxyxyxg . Из единственности представле-

ния функции в виде полинома Жегалкина, получаем, что функция g  не само-

двойственна. Эта функция не монотонна, так как условие монотонности нару-

шается на наборах (0,1) и (1,1).  

Построим критериальную таблицу Поста (табл. 2.6) для исходной системы 

функций G. 

 

 0T  1T  S  M  L  

xy z – + – – – 

yx  + – – – + 

 

Табл. 2.6. Критериальная таблица Поста к примеру 2.6.3 

 

По теореме Поста делаем вывод, что система функций 

 yxyxgzxyzyxfG  ),(,),,(  полна. 

Проиллюстрируем теперь на примере этой полной системы функций по-

этапное доказательство теоремы Поста. 

1) Получение констант. Имеем, 1)1,1,1()0,0,0(  ff , следовательно, 

1),,( xxxf , т. о. константу 1 можно выразить в виде формулы 1 xxx . 

Константу 0 получим из функции 1),( Tyxg  : 0)),,(),,,(( xxxfxxxfg  или в 

виде формулы  0)()(  xxxxxx . 

2) Получение отрицания. По лемме о немонотонной функции имеем 

xxf )0,1,(  или в виде формулы: xx  01 . Аналогично, применяя эту лемму 

для второй функции, получим, что xxg ),1(  или в виде формулы xx 1 . 

Подставим вместо 1 ее выражение в виде 1),,( xxxf , тогда получим, что 

xxxxxfg )),,,((  или в виде формулы: xxxxx  )( . 

3) Получение &. Найдем полином Жегалкина для функции 

zxyzyxf ),,( . СКНФ для нее имеет следующий вид: zyx  . Удобно 

воспользоваться алгебраическим методом для нахождения полинома этой 

функции:  zyxzyx 11  yxzyxzyx . По лемме о нелинейной 
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функции имеем )0,,( yxfxy  . Подставляя выражение константы 0 в виде су-

перпозиции, получим, что ))),,(),,,((,,( xxxfxxxfgyxfxy   (обозначим правую 

часть этого выражения через A) или в виде формулы 

xy ))()(( xxxxxxxy  . Наконец, применив выражение отрицания че-

рез суперпозицию функций исходной системы, имеем xyAxxxfg )),,,(( . В 

формульном виде получим, что yxxxxxxxyxxxx  )))()((()( . 

Таким образом, константы, отрицание и конъюнкцию выразили через функции 

системы G. 

 

Пример 2.6.4.  Bыразить функцию yxh   через функции системы 

 yxyxgzxyzyxfG  ),(,),,( .  

Решение.  Выразим функцию h через конъюнкцию и отрицание: yxh  . 

Используя выражения для отрицания и конъюнкции через функции системы G, 

которые были получены в примере 2.6.3, получаем 

)))),,(),,,((,),),,,(((),,,(( xxxfxxxfgyxxxxfgfxxxfgh  , или в виде форму-

лы: h yxyxxxxxxxyxxxxxxx  )))()(())((()( . 

 

 

Задачи 

 

2.6.1. Выяснить, полна ли система функций. Если полна, то проиллюстриро-

вать поэтапное доказательство теоремы Поста, т. е. получить через суперпози-

цию функций из этой системы константы, отрицание и конъюнкцию. 

1)  zyx , )( zyx  , yzxy  ; 

2)  yzxzxy  )( , yx , xyx  , yx  ; 

3)  yzxzxy  , zxy  ,  zyxzxy  )( ; 

4)  xzxy  , zxy  , yx  ; 

5)  zyyxzx  , zyzxyx  )( , zxzyx  ; 

6)  xzx  , yxzx  , yx , yx ; 

7)  yx , yx , yx , 0 . 
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2.6.2. Выяснить, полна ли система  A  функций, заданных векторами своих 

значений: 

1)       01101001,11000011,0110 321  fffA ; 

2)       11111110,01011010,1110 321  fffA ; 

3)     01101001,1110 21  ffA ; 

4)       10010110,00010111,1010 321  fffA ; 

5)     00010111,1001 21  ffA ; 

6)       11101100,1110,11 321  fffA ; 

7)     11101100,01 21  ffA . 

 

2.6.3. Из полной системы функций  A выделить всевозможные базисы: 

1)   zxzyyxyxyxyxxA  ,,,1 ; 

2)  zxyxyxyxA  ,,,0 ; 

3)  yxzyxzyzxyxzyxA  ,,,,1,0 ; 

4)  yxyxzyxyxyxA  ,,,, ; 

5)  zyxyxxzxyxA  ,0,,, . 

2.6.4. Полна ли система  )~(),~( nn xgxfF  , если: 

1) MSf  , SLg  , 1 gf ; 

2) LTf 0 , Sg , 1 gf ; 

3) 10 TTf   , 1TMg  , 1 gf  ; 

4) 0TSLf  , 0TMg  , 1 gf ? 

 

2.6.5. Выяснить, полна ли система функций   ,, hgfA , если выполнены 

следующие условия: 10 TTLf  , LMg  , 1 gf , 1 hf ? 

 

2.6.6. Привести примеры базисов, содержащих одну, две, три и четыре 

функции. 
 

2.6.7. Перечислить все различные базисы, содержащие только функции, су-

щественно зависящие от двух переменных. 
 

2.6.8. Найти все функции Шеффера от двух переменных. 
 

2.6.9. Доказать, что если STTf  10 , то f  – функция Шеффера. 
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2.6.10. Сколько существует функций Шеффера от n переменных? 
 

2.6.11. Верно ли, что если MSLf  , то f  полна? 

 

2.6.12. Опровергнуть, что 

1) если STTf  )( 10  , то MLf  ; 

2) если MTTf 10 , то f – функция Шеффера; 

3) если MSTf 0 , то MSTLf 1 ; 

4) если MSLf  , то f – функция Шеффера. 

 

2.6.13. Выяснить, полна ли система функций A? В случае положительного 

ответа, привести пример полной системы функций из множества A. 

1) )( 102 MSLTTPA  ; 

2) )()( 0 SLTMA   ; 

3)    MLMSA  ; 

4)     1010 TTSTTLA  ; 

5)    MSTLA  1 ; 

6)    01 TSTLA  ; 

7) )()( 0 LSTMA   . 

 

2.6.14. Пусть hgf ,,  – попарно различные функции, существенно зависящие 

от двух переменных. Будет ли полной система функций  hgfx ,,, ? 

 

2.6.15. Верно ли, что  gf   или  fg ? 

1) yxf  , xyg  ; 

2) yxf  , yxg  ; 

3) yxf  , xyg  ; 

4) yxf  , yxg  ; 

5) yxf  , yxg  ; 

6) yxf  , xyg  ; 

7) yxf  , yzxzxyg  ; 

8) yxf  , yzxzxyg  ; 
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9) yxf  , zxyg  ; 

10) yxf  , zxyg  ; 

11) yxf  , zxyg  ; 

12) yxf  , xg  . 

 

2.6.16. Доказать, что имеют место следующие включения: 

1) 10 TST  ; 2) SLTT 10 ; 

3) 10 TTM  ; 4) LTM  0 ; 

5) 0TSM  ; 6) STTL  10 . 

 

2.6.17. Проверить, что если 2PU   (множество всех функций алгебры логи-

ки), то на диаграмме Венна для системы замкнутых классов 0T , 1T , S, M, L пус-

тыми будут в точности те клетки, которые в таблице 2.7 помечены символом 

 . Привести примеры функций каждого из остальных типов. 

 

 0T  
0T   

 1T  
1T  1T  

1T   

L  

      


      M  

      

 

    M  

L
 

      


       M  

     


    M  

 S  S  S  S  S  S  S  S   

 

Табл. 2.7. Критериальная таблица Поста к примеру 2.6.17 

 

2.6.18. Подсчитать число функций  nxf ~ , принадлежащих классу A : 

1) SLA  ; 2) MSLA  ; 

3) 0TSLA ; 4) 10TTSLA ; 

5) 0TSLMA ; 6) 10TTSLMA ; 
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7) 10TTSLA  ; 8) 10TTSLA  ; 

9) 10TTSLA  ; 10) 10TTLA . 
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Глава 3. МИНИМИЗАЦИЯ  БУЛЕВЫХ  ФУНКЦИЙ  

 

 

3.1. Сокращенная д.н.ф. и основные методы ее построения 

 

Импликантом функции )~( nxf  называется такая элементарная конъюнкция 

K  над множеством переменных },...,,{ 21 nxxx , что )~()~( nn xfxfK  . Импли-

кант K  функции )~( nxf  называется простым импликантом, если после от-

брасывания любой переменной получается конъюнкция, не являющаяся им-

пликантом функции )~( nxf . Дизъюнкция всех простых импликантов функции 

)~( nxf  называется сокращенной д.н.ф. функции )x~(f n
. 

 

Пример 3.1.1. Из множества },,,,{ xxzxyzxyxyzA   элементарных конъ-

юнкций выделить простые импликанты функции )(),,( zyxzyxf  . 

Решение. Конъюнкция xyz  является импликантом функции )( zyxf  , 

так как )()( zyxzyxxyz  . Если из нее вычеркнуть переменную y , полу-

ченная конъюнкция xz  снова будет импликантом, т. к. )()( zyxzyxxz  . 

Отсюда следует, что конъюнкция xyz  не является простым импликантом. Ана-

логично можно показать, что конъюнкция zxy  является импликантом и не яв-

ляется простым импликантом. Конъюнкции xy  и xz  являются простыми им-

пликантами, т. к. после отбрасывания любой переменной получаются конъ-

юнкции, не являющиеся импликантами. Конъюнкция x  не является импликан-

том функции )( zyxf  , так как ffx  . 

 

Рассмотрим теперь метод построения сокращенной д.н.ф. функции по ее 

к.н.ф. (метод Нельсона). На первом этапе в заданной к.н.ф. раскрываются скоб-

ки с использованием закона дистрибутивности. После этого на втором этапе 

удаляются переменные и конъюнкции с использованием правил 

12110 KKKK,xKxxK,Kxx  . 

 

Пример 3.1.2. Построить сокращенную д.н.ф. по заданной к.н.ф.: 

  .xxxxxf 31321   
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Решение. После раскрытия скобок получаем  

.xxxxxxxxxxxxf 333231312111   

На следующем этапе получаем сокращенную д.н.ф. 321 xxxf  . 

 

Пусть nB  − единичный n -мерный куб, вершинами которого являются все-

возможные наборы ),...,,(~
21 n

n   , состоящие из нулей и единиц. Рас-

смотрим множество  1)~(~  nnn
f fBN  , т. е. множество таких вер-

шин n -мерного куба nB , на которых функция )~( nxf  обращается в 1.  

Пусть k ,...,, 21  − заданные константы 0 или 1. ( kn  )-мерной гранью 

n -мерного куба nB  называется множество всех вершин ),...,,(~
21 n

n    

куба таких, что kiii k
  ...,,, 21 21

.  

Легко понять, что множество KN , соответствующее элементарной конъ-

юнкции k

kiii
n xxxxK


 ...)~( 2

2

1

1
, представляет собой ( kn  )-мерную грань 

куба nB , состоящую из всех вершин ),...,,(~
21 n

n   , для которых 

kiii k
  ...,,, 21 21

, а значения остальных kn   компонент могут 

быть выбраны произвольно.  

Число k  называется рангом этой грани. Грань ранга k  содержит kn2  вер-

шин. В частности, грань ранга n  вырождается в вершину, а грань ранга 1n  

называется ребром куба. 
 

Грань KN , содержащаяся в fN , называется максимальной (относительно 

fN ), если не существует грани KN   такой, что: 

1) fKK NNN   ; 

2) Размерность грани KN   больше размерности грани KN . 

 

Пример 3.1.3. Пусть функция )~( 3xf  задана вектором (10001011). Опреде-

лить все максимальные грани множества fN . 

Решение. На рис. 3.1 отмечены вершины множества fN ={000, 100, 110, 

111}.  
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Вершины {000, 100} образуют мак-

симальную одномерную грань, которой 

соответствует конъюнкция 32 xx .  

Вершины {100, 110} образуют мак-

симальную одномерную грань, которой 

соответствует конъюнкция 31xx .  

Вершины {110, 111} образуют мак-

симальную одномерную грань, которой 

соответствует конъюнкция 21xx . 

 

Теперь заметим, что конъюнкция K , соответствующая максимальной грани 

KN  множества fN , определяет простой импликант функции )~( nxf .  

Для небольших значений n  сокращенную д.н.ф. функции )~( nxf  можно 

найти , исходя из геометрического изображения множества fN  в единичном n -

мерном кубе nB . С этой целью в кубе nB  отыскиваются грани максимальной 

размерности, целиком содержащиеся в множестве fN , а затем составляется 

д.н.ф. из конъюнкций, соответствующих этим граням. 
 

Пример 3.1.4. Пусть функция )~( 3xf  задана вектором (00101111). Требуется 

найти ее сокращенную д.н.ф. 

Решение. Отметим вершины множества fN ={010, 100, 101, 110, 111)} в ку-

бе 3B  (см. рис. 3.2). Замечаем, что множе-

ство вершин {000, 100} образует одномер-

ную грань (ребро) куба 3B , которой соот-

ветствует конъюнкция 32 xx . Множество 

вершин {100, 101, 110, 111} образует дву-

мерную грань ранга 1, которой соответст-

вует конъюнкция 1x . Указанные грани яв-

ляются максимальными, следовательно, 

получаем сокращенную д.н.ф. заданной 

функции в виде 321
3 )~( xxxxf  . 

 

2x  

1x  

3x  

 Рис. 3.2. Функция )~( 3xf =(00101111) 

                 001            011 

 

101                      111     
 

                 000             010 

 

      100              110 

2x  

1x  

3x  

  Рис. 3.1. Функция )~( 3xf =(10001011) 

                 001            011 

 

101                      111     
 

                 000             010 

 

      100              110 
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Задачи 

 

3.1.1. Из заданного множества A  элементарных конъюнкций выделить про-

стые импликанты функции f : 

1) },,,{ 322131 xxxxxxA , )11110010()~( 3 xf ; 

2) },,{ 3213221 xxxxxxxA , )11100111()~( 3 xf ; 

3) },,{ 23131 xxxxxA , )10110011()~( 3 xf ; 

4) },,,{ 32123221 xxxxxxxxA , )11111110()~( 3 xf . 

 

3.1.2. Построить сокращенную д.н.ф. по заданной к.н.ф.: 

1)    32321321 xxxxxxxx  ; 

2)   32121 xxxxx  ; 

3)    32121321 xxxxxxxx  ; 

4)   321321 xxxxxx  ; 

5)    323121 xxxxxx  . 

 

3.1.3. Изобразив множество fN  функции )~( nxf  в nB , выделить макси-

мальные грани и построить сокращенную д.н.ф.: 

1) )~( 3xf =(11110100); 2) )~( 3xf =(01010011); 

3) )~( 3xf =(11010011); 4) )~( 3xf =(11100111); 

5) );1011110001011111()~( 4 xf  6) )~( 4xf =(1111100001001100); 

7) )~( 4xf =(1110011000000111); 8) )~( 4xf =(1111111111111000). 

 

3.1.4. Построить сокращенную д.н.ф. функции )~( nxf : 

1) )~( 3xf =(01010111); 2) )~( 3xf =(11011011); 

3) )~( 3xf =(10110000); 4) )~( 3xf =(11101111); 

5) );0111110001101111()~( 4 xf  6) )~( 4xf =(0011110111111101); 

7) )~( 4xf =(0011110111011110); 8) )~( 4xf =(0010101111011111). 
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3.1.5. Найти длину сокращенной д.н.ф. функции )~( nxf : 

1) )~( nxf = nxxx  ...21 ; 

2) )~( nxf = nxxxxxxxx  ...))(( 4321321 ; 

3) )~( nxf = )...)()(( 4321321 nxxxxxxxx  ; 

4) )~( nxf = )...)(...( 11 nkk xxxx   ; 

5) )~( nxf = )...)(...( 11 nkk xxxx   ; 

6) )~( nxf = )......)(...( 111 nkkn xxxxxx   ; 

7) )~( nxf = ))()...()(( 113221 xxxxxxxx nnn   . 
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