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����� 1 
1�����#� � -���� +����#��� # -����$ �#��,��, ��&���$ 

 
1. ���������� 	
�
�� 


���������� ��������� 

 ��������� 

 ������� �������� !"#$ %�&����'#$ &���%�"�� "� � ��&���� (�%�)��� 
����* �����"%�&� ��"#$ ����#$ � �&�(�""#�� "� "�$ �� �+��� !"#�� "����' �"����. ,�� ����#� "�(#'�-��� &���%�"��"#�� �����, � ��.&� �$ 
������.�"�� O  "�(#'����� "�.� �� &���%�"��. /�+%�* ��.&� A "� � ��&���� ���'�� ' ����'����'�� ���� .���  x � y , ����%� ���#$ &�& % �"# ����(&�' 

xOA  � yOA , �%� ��.&� xA  � yA  ���! ������.�"�� �����"%�&� ���', 
���0�""#$ �( ��.&� A "� &���%�"��"#� ���. 1� � "����' �"�� �� ��.&� O  & 
��.&�� yxA ,  ��'��%��� � �� �+��� !"#� "����' �"��� %�""�* ���, �� 
&���%�"��� ����� �� �+��� !"#* ("�&, �� � +� 2�� "����' �"�� 
�����'��� �+"� �� �+��� !"��� "����' �"�- ���, &���%�"��� ����� 
����3��� !"#* ("�&. 4������"�� 21AA ��+%� ��.&��� ),( 111 yxA  � 

),( 222 yxA  '#.�� ����� �� 5���� �, �' �-0�*�� � �%��'��� ������# 

6�5����� � ���-0�* '�% 
2

12
2

1221 )()( yyxxAA −+−= .  
7� �"��� ����(&� 21AA  ' (�%�""�� ��"�8�"�� λ  "�(#'����� ����& 

��&�* ��.&� ),( yxA  "�  �"��, ���%�"�-0�* ��.&� 1A  � 2A , &������ 
�%�' ��'����� ����"�8�"�- λ=21 AAAA , ��� 2��� &���%�"��# ��&���* 
��.&� %�-��� '#��+�"���� )1()( 21 λλ ++= xxx  � 

)1()( 21 λλ ++= yyy . 9�"�8�"�� λ  ��+�� :#�! � ����3��� !"#� 
.�� ��, ' 2��� � �.�� ��.&� A  �+�� (� ���%� ��� ����(&� 21AA  "�  �"��, 
���%�"�-0�* ��.&� 1A  � 2A . 

4�'�"��'� 0),( =yxF , �%� F  �' ����� "�&�����* 5�"&3��* &���%�"�� 
),( yx  ��.�& � ��&����, ����%� ��� "��'"�� ���'"�"�� &��'�* F  "� 

� ��&����. 1� � %'� &��'#� 1F  � 2F  (�%�"# ���'"�"���� 0),(1 =yxF  � 

0),(2 =yxF , �$ ��.&� ������.�"�� ����%� �-��� &�& ��8�"�� ������#, 
������0�* �( %'�$ %�""#$ ���'"�"�*. 1� � &�+%�� �( &���%�"�� �' ����� 
5�"&3��* "�&�����* ������""�* t , "�(#'����* ����������, �� ��'���� � 
(�%�"�� ���'"�"�� &��'�* )(txx = , )(tyy =  ' ���������.��&�* 5����. 6� �+�"�� ��.&� ),( yxA  "� � ��&���� ��+�� :#�! ��&+� �����"� 

����* .���  ),( ϕρ , �'�(�""#$ � %�&����'#�� &���%�"����� ����"�8�"���� 

ϕρ cos=x  � ϕρ sin=y ,  "�(#'���#$ �� ��"#�� &���%�"����� ��.&� A 
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(���.1). ������3��� !"�� '� �.�"� ρ  ���%���' ��� ��:�* �������"�� �� ��.&� 

A %� "�.� � &���%�"��, � �������� ϕ  (�%�)� ���  ��+%� "����' �"��� OA  � 
��!- Ox , &������ ' �� ��"�* ������� "�(#'����� �� ��"�* ��!-. ���  ϕ  
�:#."� (�%�)��� ' �"���'� � ]2,0[ π  � � ],[ ππ− . /��'�� ' �� ��"#$ 
&���%�"���$ ��+�� :#�! (�%�"� &�& ' �'"�� '�%� )(ϕρρ = , ��& � ' "��'"�* 

5���� 0),( =ϕρF , � ' ���������.��&�* 5���� )(tρρ = , )(tϕϕ = . 

 
   ���.1. 
 
���'"�"�� �%"�$ � ��$ +� ��������.��&�$ �:��&��' '#� �%�� ��-��("��� ' ��("#$ %�&����'#$ �������$ &���%�"��, � ��( �."#� "�.� ��� ���.)�� � "����' �"���� ���*. 

7 � ����0�"�� ���'"�"�* �����"�-��� ��( �."#� 
����:��(�'�"�� &���%�"��. ���:� �� �����#�� � .���� �����"���#�� 
����:��(�'�"���� %�&����'#$ &���%�"�� "� � ��&���� �� ����#$ &���%�"�� 

),( yx  & "�'#� )','( yx  �' ����� ����  � !"#* ����"�� "�.� � &���%�"�� 

�
�
�

+=
+=

0

0

'

'

yyy

xxx
 

' ��.&� ),( 00 yx , � ��&+� ��'���� &���%�"��"#$ ���*, �%� �� �+��� !"#* 
���  ϕ  ��'�.��� "����' �"�- '��0�"�� �����' .���'�* ���� &� (���.2): 

	


�

+=
−=

ϕϕ
ϕϕ

cos'sin'

sin'cos'

yxy

yxx
. 

9:���"#* ����$�% & ����#� &���%�"���� ��+"� ����('����, ��(��8�' 
(�����""#� '#8� ��'�"��'� ��"����� !"� )','( yx  &�& 5�"&3�* ),( yx . 
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���.2.  
 ������ 1. 

7�&�(��!, .�� ������ !"�& � '��8�"��� )1,2( −−P , )1,6(Q , 

)4,3(R  �' ����� �������� !"#�. �������. �#.�� �� % �"# �����" %�""��� ������ !"�&�: 
68))1(1())2(6( 22 =−−+−−=PQ , 

50))1(4())2(3( 22 =−−+−−=PR , 

18)14()63( 22 =−+−=QR . 

��*%�""#� % �"# �%�' ��'���-� �� �'�- 
222 QRPRPQ += , �.�. 

������ !"�& PQR   �' ����� �������� !"#� � &������� PR , QR  � 
������"�(�* PQ . 
 ������ 2. 

7�"# ��.&� )1,3( −A  � )1,2(B . 9���%� ��! &���%�"��# ��.&� M , 
��������."�* ��.&� A ��"����� !"� ��.&� B , � &���%�"��# ��.&� N , ��������."�* ��.&� B  ��"����� !"� ��.&� A (���.3). 

 	
�
.3. 

 �������. ��.&� B  %� �� ����(�& AM ' ��"�8�"�� 1== BMABλ , 

��2���� ����� ���'"�"�� )1()( λλ ++= MAB xxx  "� &���%�"��� Mx . 

4�8�� ���, "�$�%�� 1=Mx . 
"� ���."�� ���'"�"�� % � &���%�"��# My  %�)� 
("�.�"�� 3=My , �.�. ��&���� ���'�� ��.&� ���! )3,1(M . 4����+%�� �$�+�� 
�:��(��, % � ��.&� N  �� �.��� ����"�8�"�� 1== ABNAλ  � ���'"�"�� 

)1()( λλ ++= BNA xxx , ��&�%� 4=Nx . 
"� ���."�� ���'"�"�� 
���'�%�� & ("�.�"�- 3−=Ny , ��2���� '����� ��.&� ���! )3,4( −N . 

 ������ 3. ��������� ��������� ��� ����!��"���  ���� ��!�", ������#�$%��&' 
�� #��' #���&' ��!�" )4,2(1 −M  � )8,6(2M . 



 6 

�������. ����� ��"������ ��!"� M , �#��$���������� #���� � ��$����, 
� ��� "���#����& ),( yx . � ���  �$�!�� #$� $�	�
 ��"�
 ��!"� �&��$������ 
����������� MMMM 21 = , � ����� ��# 

2222 )8()6()4()2( −+−=−++ yxyx . ��
��#� � "��#��� � 
�����#� ��#�	�&� �$���� &�, ��$�!��  ��������� ��� �
 $���� 

0102 =++ yx , ���'�#���
 !���
 ����#��� ����
"� 21MM . 
������#�"�$���� � �. 
 ������ 4. ��!"� M  �� �"������� v  ����� ���� #������� �� ��� �
 ON , 
"������ ����� ���� ��������� ��"��� ��!"� O  (��!�$� "���#����) � ���������
 ��$���
 �"������� ω  (���.4). ����"����� ��!"� M  �� �$��"���� 

),( ϕρ  ��
&������ �����$�� ��'� �#�. ��������� �% ��������� � ��$���&' 
"���#�����'. 

 ���
.4. 

 �������. ����� t  ���� ���� ���, �	�
��!����
 ��� �, �����#��� �  � ���� 
��!�$� �&'�#� ��!"� M  �
 ��!�$� "���#����. ���#� #$� ���������� #� ��!�$� 
"���#���� � ��  �&������� vtt =)(ρ , � #$� ����� ���� ��
���������� 
��$������ ��$� ������#$��� ��������� tt ωϕ =)( . ��"$�!�� �
 ���' �������� 
���� ��� t , ��$�!��  � ��$���&' "���#�����' ��������� �����$� ��'� �#� � 
��#� ϕϕρ a=)( , �#� ���������� ωva = . 

 
 
 ������ ��� ���������������� ������� 
 
1.1.  ��& "���#����& ������ ������$���"� ABC :  )3,1( −A , )5,3( −B , 

)7,5(−C . !���#�$��� "���#����& ����#�� ��� ������. 
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1.2. �
�����& "���#����& ������ )2,1( −A  � )2,3(B  ����$$�$����  � 
ABCD , � ��"�� ��!"� )1,5( −N  ������!���� ��� #������$�
. ��
�� 
"���#����& #��' #����' ������ C  � D . 

1.3. ��
�� "���#����& ������ � ��#��� �"��������, ���'�#���
 !���
 ��!"� 
)0,0(O , )1,3( −M  � )4,8(N . 

1.4. ��
�� ��!"� ������!���� $���
, 
�#���&' ���� � ��������� � 1L : 

2522 =+ yx   � 2L : 0257 =−+ yx . 

1.5. !'���"����
����� ��� ����!��"� �����$������ ��!�" �� ��� Ox , "���#����& "����&' �#��$�������� ����������� : 
1) 2>x ; 2) 03≤−x ; 3) 012 <− x ; 4) 31 << x ; 

5) 0
1

2 >
−
−

x

x
; 6) 1

2
12 >

−
−

x

x
; 7) 01582 ≤+− xx . 

1.6. ��
�� "���#����& ��!�", ��  ����!�&' ��������$��� 	����"����& ������� "���#�������� ��$� xy −=  �$�#����  ��!"� : 

 1) )5,3(A ; 2) )3,4(−B ; 3) )2,7( −C . 

1.7.     ��& ��!"� )1,1( −A , )3,3(B  � )5,4(C , $������ �� �#��
 ��� �
. 
!���#�$��� ��������� λ , � "�����  "��#�� �
 ��!�" #�$�� ����
�", 
������!���&
 #�� � #���� � ��!"� �. 

1.8.    !���
�", ����#�$�� &
 ��!"� � )7,6(1 −M  � )3,2(2 −M , ��
#�$�� �� 
!��&�� ����&� !����. ��
�� "���#����& ��!�" #�$���� L , M  � N .            
 � "�"�
 ��!"� P  ����� ���#�$���� ����
�" 21MM , !��	& ��� #$��� 
���$�!�$��� � ��� ��
�? 

1.9.    ��
�� #�"�����& "���#����& ��!�", ������#�$%��&' �� ���
 "���#���� � 
�� ��!"� )8,1(M . 

1.10.   ��& #�� � ���&� ������& "��#���� ( )1;2 −A  � ( )3;1−B . !���#�$��� 
#�� ��� #����� ������&. 

1.11. ���� ����"��� ����
"� �� "���#�����&� ��� 1=X , 3−=Y , ��
�� ��� 
����"��� �� ���, "������ ������$��� � ���� Ox ���$ 

3

2π=Θ . 

1.12.  !���#�$��� "���#����& "����� A � B ����
"�, "����&
 ��!"� � ( )2;2P  
� ( )5;1Q  ��
#�$%� �� ��� ����&� !����. 

1.13. !���#�$��� ��$���&� "���#����& ��!�", ��  ����!�&' ��������$��� 
��$����
 ��� ��!"�  )4,3(1 πM , )2,2(2 π−M , )3,3(3 π−M , 

)2,1(4M  � )1,5(5 −M , 
�#���&  � ��$����
 ����� � "���#����. 
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1.14. � ��$����
 ����� � "���#���� #��& #�� ������& )94,3( π−A  � 

)143,5( πB  ����$$�$����  � ABCD , ��!"� ������!���� #������$�
 
"������� �����#��� � ��$��� . !���#�$��� ��$���&� "���#����& #��' 
#����' ������ ����� ����$$�$����  �. 

1.15.  � ��$����
 ����� � "���#���� #��& ��!"� )32,8( π−A  � )3,6( πB . 

�&!��$��� ��$���&� "���#����& ����#��& ����
"�, ���#�������� ��!"� 
A  � B . 

1.16. �&!��$��� �$���#� ������$���"�, ������& "������� 
��
���

�

8
;3
π

A , 

��
�	


�
24

7
;8

π
B  � �


���
�

8

5
;6

π
C  
�#��& � ��$���&' "���#�����'. 

1.17.  � ��$���&' "���#�����' 
������� ��������� �"��������, ���'�#���
 !���
 ��!�$� "���#���� � ������  �� ��$����
 ��� � ��#����  a . 
1.18.  � ��$����
 ����� � "���#���� �� $����, ����#�$%���
 ���������  

ϕϕρ sin1)( = , ��
�� "���#����& ��!�", ���������� "����&' �� ��!�$� 
"���#���� ����&: 1) 1;  2) 2;   3) 2 . ��"�� $���� ����#�$��� #���&  
��������� ? ��������� �% �� !������.  

1.19. ��� �� ������#�"�$���� ��$����
 ��� � ����"��� �� ��
 ����
�" 
3=OM . ��������� ��������� ���
 ��� �
 � ��$���&' "���#�����'.  

1.20. ��������� ��������� ��� ����!��"���  ���� ��!�", ����
��#���� 
���������� �� "����&' #� #��' #���&' ��!�" 1F  � 2F  ���� ��$�!��� 
���������� � ������ 2a , �#� 221FFa = . ����
����� ���!%� "�" � 
#�"�����&', ��" � � ��$���&' "���#�����' (#����� "����� ����� ��
����� 
«$� ���"��� �����$$�»). 

1.21.  !"�������� ��#���� R  ����� ���� "������ 	�
 ����"�$�
&����� �� ��� 
Ox . �������� ���� ����!��"�� ��������� $���� )(txx = , )(tyy = , 

�#� t  ���� ��� �, � ),( yx  ���#����$��� ��	�
 "���#����& ��!"� 

�"��������, ��'�#����
�� ��� 0=t  � ��!�$� "���#���� (#����� "����� ����� ��
����� «��"$��#�»). 
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2. ������������ � �����	
 ������

 ���������  
2-�� � 3-�� ������� 

 
 ��� ����$���� ��	$��� A �
 ����������&' �$� "� �$�"��&' !���$, 
��#������� m ����" � n  ���$	���, ��
&������  ������
 ����#"� nm ×  � 
�$� ���� � ija , �#� mi �,1=  � nj �,1= . ���� nm = , �� ������� 
 �!"#�$��% &#�'��� �( ������$( )��%'&� n . *+,-+ ������- ijaA =  ��. � 
-� �.��/  � #$0$��#$  �$ ��� &��)�$&� �$ 1���� α , )�� 2��� #�$ 2�$�$ �" 
������" -� �.�+��%  � 2�� 1����: ( ) ijij aA αα = . 3�����" �'� �&�#"4 

)��%'&�# ��. � �&��'"#��/, )�� 2��� ( ) ijijij baBA +=+ . 

 5�% &#�'��� �( ������" A ��. � ##$��� )� %��$ �)�$'$���$�%, ��� '$�$��� � ��, )�$'���#�%+0$6� ��,�( 1����#-+ 7- &��+ �� $8 2�$�$ ��# � 

�,�! �1�$��6� Adet . 5�% ������" )$�#�6� )��%'&�  11aA =  �)�$'$���$�/, 
�,�! �1�$�"( # ����1�$ �� ����( ������" �'� �� �( )�%��( 1$���(, ��#$  

$'� ��#$  ��- ��$+0$�-�% 2�$�$ �-, �.$. 11det aAA =≡ . 5�% ������" 
#����6� )��%'&� 

2221

1211

aa

aa
A =  

�)�$'$���$�/ #"1���%$��% )� ��$'-+0$�- )��#��-:  
 

21122211det aaaaA −= , 

 
��&-'� ���!- ��$'-$�, 1�� �)�$'$���$�/ �$ %$� ! �& )�� )$�$��� �#&$ ����& 
��� ����,��#, � ��&.$ ��#$   -�+, $��� '#$ ����&� ��� '#� ����,�� 
)��)����� ��/ " '�-6 '�-6-, � ��&.$ '�% ��-1�%  -�$#�( ����&� ��� ����,��. 9��$���, 1�� '�  "$ �#�(��#� ��$+� �$��� '�% �)�$'$���$�$( ������ �+,�6� 
)��%'&�. 5�% ������" ��$�/$6� )��%'&� 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =  

 
�)�$'$���$�/ #"��.�$��% 1$�$! �)�$'$���$�� #����6� )��%'&� &�& 
 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11det

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aA +−= , 
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6'$ '$�$��� � �" #����6� )��%'&� ���&�"#�+��% )� �)���  ��- #"�$ 
)��#��-. 
 

���������� �� �# "$ �#�(��#� ����$� �� $( "4 -��# $ �(  � )���$�$ 
����$�" '#-4 -��# $ �( � '#-�%  $�!#$�� "�� ( )21,xx . 

9��$���, 1�� 
�,�-.'�$�"$ !'$�/ �$!-�/���" � �$��'" �$�$ �% !�'�1 ���� -��% )�$. ��� � '�% ����$� ��$�/$6�, � ,��$$ #"��&�4 )��%'&�#. ����$��( �� $( "4 -��# $ �( #����6� )��%'&� � '#-�%  $�!#$�� "��  �!"#�$��% ����$�� ��#$ ��# 
��$'-+0$6� #�'�: 

�
�
�

=+
=+

2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
, 

 
6'$ &�277���$ �" ija  �,��!-+� &#�'��� -+ ������- A '�  �( ����$�", � 
����,$� ),( 21 bb   �!"#�$��% ����,��� �#�,�' "4 1�$ �#. � ��-1�$, &�6'� 2��� 
����,$� ������� �!  -�$(, 6�#��%� �, �' ���' �( ����$�$, $��� .$ '�  "( 
����,$� ��'$�.�� 4��% ," �'�   $ -�$#�( 2�$�$ �, ����$��  �!"#�$��%  $�' ���' �(. 

9' ���' �% ����$�� #�$6'� ��#�$�� �, )��&��/&- � � ��$$� &�& 
�� ��-� �' � �$�$ �$ ( ) )0,0(, 21 =xx . ����$ ��6�, )�� 0det =A  - 

�' ���' �( ����$�" -��# $ �% )��)����� ��/ " '�-6 '�-6-, �.$. ��$$��% �' �  $!�#�����$ -��# $ �$ '�% '#-4  $�!#$�� "4. ��� �! �1�$�, 1�� �' � 
 $�!#$�� �$ �� $( � #"��.�$��% 1$�$! #����$,  �)���$�, 121112 axax −= , 

1�� 6�#���� � ,$�&� $1 �� 1���$ �$�$ �(. 	$�' ���' �% ����$�� � &#�'��� �( 
������$( A )�� 0det ≠A  ��$$� $'� ��#$  �$ �$�$ �$, #"��.�$��$ 
7���-���� ����$�� 

∆
∆= 1

1x ,   
∆
∆= 2

2x , 

6'$ Adet≡∆ , � �)�$'$���$�� 2,1∆  )��-1�+��% �! ∆ !��$ �( ����#$���#$  � 
)$�#�6� � #����6� ����,��  � ����,$� �#�,�' "4 1�$ �#: 

222

121
1 ab

ab
=∆ ,   

221

111
2 ba

ba
=∆ . 

���� 0det =A , � 4��% ," �'�  �! 2,1∆  ����1$  ��  -�%, �� �$�$ �(  $� � 

����$��  $ ��#�$�� �. ���� .$ #�$ ��� �)�$'$���$�% ��# "  -�+, �� -��# $ �% 
����$�" )��)����� ��/ " '�-6 '�-6- � �$��/ �  $!�#����"� %#�%$��% ���/ 
�' � �!  �4. ��& � # ��-1�$ �' ���' �( ����$�", !'$�/ ��$$��% ,$�&� $1 �$ 
� �.$��#� �$�$ �(. 
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������ 1. �"1�����/ �)�$'$���$�/ ��$�/$6� )��%'&� 
221

12210

424 −
. 

�������. ��)��/!-% )��#$'$  -+ #"�$ 7���-�- '�% ���&�"��% '$�$��� � �� 
��$�/$6� )��%'&�, � )���0/+  $)���$'��#$  �6� #"1���$ �% )��-1�$� 

.872168018482)20(4

21

210
4

21

1210
)2(

22

122
4

221

12210

424

=++−=⋅+⋅+−⋅=

=⋅+⋅−−⋅=
−

 

 

������ 2. 	)������/ #"��.$ �$ 
1cossin

1sincos

100

βα
βα . 

�������. ���&�"#�% '�  "( �)�$'$���$�/, )��-1�$� �' �  $ ��# �$  -�+ 
���6�$��$  

( )βααββα
βα
βα

+=⋅−⋅=⋅=∆ cossinsincoscos
cossin

sincos
1 . 

 

������ 3. 
�$���/ ����$�- -��# $ �( 


�
�

=−
=+

1223

54

21

21

xx

xx
. 

�������. 9)�$'$���$�/ ������" ����$�" 01138
23

14
≠−=−−=

−
=∆ ,  

)�2���- �-0$��#-$� $'� ��#$  �$ �$�$ �$ ∆∆= 2,12,1x , 6'$ �)�$'$���$�� 

221210
212

15
1 −=−−=

−
=∆  � 331548

123

54
2 =−==∆ , ��&-'� 

 �4�'�� 2)11(221 =−−=x  � 3)11(332 −=−=x . 
9,%!��$�/ �( 

)��#$�&�( -,$.'�$��%, 1��  �('$  "$ ! �1$ �%  $�!#$�� "4 �,��0�+� -��# $ �% ����$�" # ��.'$��#�. 
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������ 4. 
�$���/ ����$�- -��# $ �( �

�

�
�
�

=−−
=++
=++

134

4263

442

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

�������. 9)�$'$���$�/ ������" ����$�" 

09)27(1)17(4)16(2)46)1(3(1

)42)3(3(4))1(2)3(6(2

314

263

142

≠=−⋅+−⋅−−⋅=⋅−−⋅⋅+

+⋅−−⋅⋅−−⋅−−⋅⋅=
−−

, 

�.$. - ����$�" ��$$��% $'� ��#$  �$ �$�$ �$. 9)�$'$�%% $6� )� 7���-��� 
����$�� ∆∆= 3,2,13,2,1x ,   �4�'��  

18

311

264

144

1 −=
−−

=∆ ,  27

314

243

142

2 =
−

=∆ ,  36

114

463

442

3 −=
−

=∆ , 

��&-'� 21 −=x , 32 =x , 43 −=x . ���#$�&�( -,$.'�$��%, 1��  �('$  "$ 
! �1$ �%  $�!#$�� "4 �,��0�+� -��# $ �% ����$�" # ��.'$��#�. 
 

������ 5. 
�$���/ ����$�- -��# $ �( �

�

�
�
�

=−+
=+−
=+−

032

0

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

�������. �"1���%$� �)�$'$���$�/ '�  �( ����$�": 

07

312

111

231

≠−=
−

−
−

=∆ , )�2���- �! 7���-� ����$�� ��$'-$� �-0$��#�#� �$ 

$'� ��#$  �6�  -�$#�6� (���#���/ �6�) �$�$ �% 0321 === xxx . 

 
 

������ 6. 
�$���/ ����$�- -��# $ �( 	



�

=−+
=+−
023

0432

321

321

xxx

xxx
. 

�
�
��
. ������ ������� �������� ��� !�� "���� ���#$����%&, "�� '��$����(. )���% *��$���� �+ , �#$������' ��� $��' � ,$�������( �����-�(, 
*������+� ���.���%�, ��*�����, � 3x  $ *��$'/ "��� : 
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�
�
�

=+
−=−

321

321

23

432

xxx

xxx
. 

���'"����  ������� �#$�����.� $���, .�� ���  �����-� �$�����%& "����$ 
�.���� ������- ( )3,3 24 xx− . �*���������  ������% 

011)9(2
13

32
≠=−−=

−
=∆ , *�����' *�� ,����� #��"���� 3x  

�'����$'�� ������$����� ��!����.  
�������� , ���( ������� ����'�% �������, ��&���� 

 

( ) 333
3

3
1 11

2
2)3(14

11
1

12

341
xxx

x

x
x =⋅−−⋅−⋅=

−−
∆

= , 

( ) 333
3

3
2 11

16
3)4(22

11
1

23

421
xxx

x

x
x =⋅−−⋅⋅=

−
∆

= , 

"�� � �����$���� ����� ��!���� ������%. ���#���� ��( *��$��,�( 
'�����$��$���, "�� ����� ���#$����%& ( )333 ,1116,112 xxx   *�� 
�/��� #��"���� 3x  �������� '��$����� ������% $ �������$�. 
 

	
��

 7. ��!��  ������' '��$����( 

�



�
�

=−
=+−

=++

03

023

0

21

321

321

xx

xxx

xxx

. 

�
�
��
. �*���������  �����( ������% 0=∆ , "�� �$������ ��$'�� � #�$��������  ��+& '��$����( ��'. �� ��'.�. ���������� *��$%� �$� '��$�����: �&, �"�$����, ��� #� �$���� ��'. , ��'.' '��������� �� "����, � ��� ��#�$����%. �% *��'"��� ��$'/ ������', �������'/ �# ���& �$'& '��$����(: 

�
�
�

=+−
=++

023

0

321

321

xxx

xxx
. 

��� ����� $�� ������%, ������������( $ *���%�'��� *������. �������� 
���#$����'/ 3x  $ *��$'/ "��� , *��'"��� *� ����'��� 

������� 
)4(3 31 −= xx  � )4(32 −= xx , .�� *��������� 3x  *�������� �/�%� 

#��"����. 
���$��,�( '���������, "�� ��(����%� #��"���� ���#$����%& 

������/� $�� ��� '��$����� ��&����( ������% $ �������$�. 
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������ ��� ���������
�	��
� 


�
���. 

 
2.1. �%"�����  �*���������  ���� �.� *����,�: 

  1) 

341

235

312

; 2) 

243

352

123

; 3) 

312

111

231

−
−
−

; 4) 

726

141

532

−−
−

−
; 

   5)

3492

2355

4383

−
−
−

; 6) 

1)cos(cos

)cos(1cos

coscos1

βαβ
βαα

βα

+
+ . 

 
2.2. �*�������  ���#$������ x  �# '��$�����: 

1) 0

124

111

12

=−
xx

;  2) 0

11

11

11

=
x

x

x

. 

 
2.3. ��!��  ������' ����(�%& '��$����( $����.� *����,�: 

1) �


�

=+
=+
17

102

21

21

xx

xx
;  2) �

�
�

=+
=+

495

253

21

21

xx

xx
. 

2.4.    ������ ������� �������� � !"����� � ����#$ %$ &'(!: 

 1) )
*

)
+

,

=+
=−+

=−+

3

323

22

31

321

321

xx

xxx

xxx

; 2) -
.

-
/

0

=++
=++

−=+

6753

3532

13

321

321

32

xxx

xxx

xx

. 

2.5.    ������ ������� �1 '"�� �������� � !"����� � � ��& ���1"�������: 

 1) 2
3
4

=++
=++

0342

023

321

321

xxx

xxx
; 2) 5

6
7

=+−
=+−

032

0385

321

321

xxx

xxx
.    
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�����
 2 �����	
�� 
����
	� 

 
 

3. �������� �������� ��� ������� �. !��"#���� ����$������� 
 

 %&'()*)+ ,-./0-&(12 ,-3*-04&,,/5 )(*&.)', 1)&67,28975 60& ():'7 0 
3*)1(*-,1(0&, ,- 34)1')1(7, 747 ,- 3*2+)5. %&'()* 1 ,-:-4)+  0 ():'& A 7 

'),;)+ 0 ():'& B  )<).,-:-&(12 '-' AB  47<) '-' )6,- <='0- 3)4=>7*,)?) 
@*7A(-, ,-3*7+&*, a . B)6=4&+ 0&'()*- a≡||a  ,-./0-&(12 647,- )(*&.'- 
AB . %&'()*, ,-:-4) 7 '),&; ')()*)?) 1)03-6-8(, ,-./0-&(12 ,=4&0/+ 7 
)<).,-:-&(12 '-' 0 . %&'()*/ a  7 b  ,-./0-8(12 ')447,&-*,/+7, &147 
1=9&1(0=&( 3*2+-2, ')()*)5 ),7 3-*-44&4C,/, :() )<).,-:-&(12 '-' ba || , 3*7 
D()+ 0&'()*/ +)?=( </(C )67,-')0) 47<) 3*)(70)3)4)>,) ,-3*-04&,,/+7. E0- 0&'()*- *-0,/, &147 ),7 )67,-')0) ,-3*-04&,/ 7 7+&8( )67,-')0/& 647,/. F-+&(7+, :() 3*7 (-')+ )3*&6&4&,77 *-0&,1(0- 0&'()*)0 7G ,-:-4C,-2 ():'- ,& 7+&&( .,-:&,72, 7  0 ,-@&+ '=*1&, &147 ,& )?)0)*&,) 13&;7-4C,), 01& 0&'()*/ 1:7(-8(12 )(4)>&,,/+7 )( ,-:-4- '))*67,-(. %&'()*,  76=975 7. 
,-:-4- '))*67,-( 0 ,&')()*=8 ():'= M , ,-./0-&(12 *-67=1-0&'()*)+ ():'7 
M . H*7 0&'()*-, 3-*-44&4C,/& ,&')()*)5 34)1')1(7, ,-./0-8(12 ')+34-,-*,/+7. 
 I=1(C 6-,/ 60- 0&'()*- AB=a  7 BC=b . JG 1=++)5 bac +=  

,-./0-&(12 0&'()* AC , 3)4=:&,,/5 3) 3*-074= (*&=?)4C,7'- (*71.5). 
 

 KLM
.5. 

 
I*)7.0&6&,7&+ 0&'()*- a  ,- 0&9&1(0&,,)& :714) α  ,-./0-&(12 0&'()* 

ab α= , 647,- ')()*)?) *-0,- |||| a⋅α , - ,-3*-04&,7& 1)03-6-&( 1 
,-3*-04&,7&+ a  3*7 0>α  7 3*)(70)3)4)>,) &+= 3*7 0<α . 
I)14&6)0-(&4C,)& 3*7+&,&,7& )3&*-;75 14)>&,72 7 =+,)>&,72 ,- :714) 
3).0)42&( 1)1(-042(C 47,&5,/& ')+<7,-;77 0&'()*)0. %&'()*/ 1a , 2a , …, na  

,-./0-8(12 47,&5,) ,&.-0717+/+7, &147 7G 47,&5,-2 ')+<7,-;72 
0aaa =+++ nnααα N2211  47@C ()?6-, ')?6- 01& :714- iα  *-0,/ ,=48. O- 3*2+)5 47,&5,) ,&.-0717+/+ 2042&(12 ()4C') )67, ,&,=4&0)5 0&'()*, ,- 34)1')1(7 – 48</& 60- ,&')447,&-*,/G 0&'()*-, 0 3*)1(*-,1(0& – 48</& (*7 

,&')+34-,-*,/G 0&'()*-. B-'17+-4C,)& :714) 47,&5,) ,&.-0717+/G 0&'()*)0 
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0 6-,,)+ 3*)1(*-,1(0& ,-./0-&(12 *-.+&*,)1(C8 D()?) 3*)1(*-,1(0-. �4&6)0-(&4C,), 3*2+-2 2042&(12 )6,)+&*,/+ 3*)1(*-,1(0)+, 34)1')1(C – 
60=+&*,/+, - 3*)1(*-,1(0) 1 6&'-*()0/+7 '))*67,-(-+7 ),,( zyx  (*&G+&*,). �8</& :&(/*& 7 <)4&& 0&'()*- 0 (*�G+&*,)+ 3*)1(*-,1(0&, *-11+-(*70-&+)+ 0 '=*1& -,-47(7:&1')5 ?&)+&(*77, 20428(12 47,&5,) .-0717+/+7. �-11+)(*&,,/& 3*7+&*/ 3*&61(-0428( 1)<)5 :-1(,/& 14=:-7 47,&5,)?) 0&'()*,)?) 3*)1(*-,1(0-, 3)6*)<,) 7.=:-&+)?) 0 '=*1& 47,&5,)5 -4?&<*/. 
  �147 0&'()* x  3*&61(-04&, '-' 47,&5,-2 ')+<7,-;72 

nnxxx aaax +++= �2211 , () ?)0)*2(, :() x  *-.4)>&, 3) 171(&+& 
0&'()*)0 { }naa �,1 . 

�7,&5,) ,&.-0717+-2 171(&+- 0&'()*)0 { }nee �,1  
6-,,)?) 3*)1(*-,1(0-, 3) ')()*)5 48<)5 0&'()* 7. D()?) 3*)1(*-,1(0- +)>,) *-.4)>7(C, ,-./0-&(12 <-.71)+ 6-,,)?) 47,&5,)?) 3*)1(*-,1(0-, - ,-<)* :71&4 
( )nxx �,1  ,-./0-&(12 '))*67,-(-+7 0&'()*- x  0 6-,,)+ <-.71&. I*7+&*)+  
<-.71- 2042&(12 (*)5'- 0.-7+,) 3&*3&,67'=42*,/G &67,7:,/G 0&'()*)0 
{ }kji ,,  6&'-*()0)?) <-.71-. �-.71 +)>&( </(C 0/<*-, 3)-*-.,)+=, 3)D()+= 
)67, 7 ()( >& 0&'()* x  7+&&( *-.,/& 1()4<;/ '))*67,-( 0 *-.,/G <-.71-G. 
I*7 3)+)97 1()4<;)0 '))*67,-( 01& 47,&5,/& )3&*-;77 1 0&'()*-+7 +)?=( </(C 0/3)4,&,/ 1 7G '))*67,-(,/+7 1()4<;-+7 0 6-,,)+ <-.71&, ,-3*7+&*, 
47,&5,)5 ')+<7,-;77 ba βα +  0&'()*)0 1 '))*67,-(-+7 ( )nxx �,1  7 

( )nyy 	,1
)(0&:-&( 0&'()* 1 '))*67,-(-+7 ( )nn yxyx βαβα ++ 
,11 . 

��
 ������������ �������� a  � b  ����������� ��������� ��������� 
������������ �� ��������� λ=== nn baba !11 , "�� λ  ���# $������������ %����. &�� �������� ������������ ���� ���������� �����'� 

��������� �� ��������� �� �"�� ϕ  ������� ����"� (�)��� { }'
2

'
1,ee  ��
)��� � 

�������'� �����"� (�)��� { }21,ee  ����������
'�, �����"�%��'� $��'���' 
��
 ��
)� '�*�� �����'� � ����'� ����������'�, ����'�������'� � �.1 
(���.2): 

+
,
-

+−=
+=

ϕϕ
ϕϕ

cossin

sincos

21
'
2

21
'
1

eee

eee
. 

 
 &�� �������� � ����'� (�)��� '��
���
 ���*� ��'������� ��������. .����'��, ��
 ����"�  � ��"� *� ������� a  ��� )�'��� (�)��� ����������  
�)'������ �"� ��'������: ),(),( '

2
'
121 aaaa → , ���%�'  )�'��� ���������� � 

��' *� ���
���, %�� � ��
 ��������� ��%��, )�'��� ������� ����'������ � �.1: 

/
0
1

+=
−=

ϕϕ
ϕϕ

cossin

sincos
'
2

'
12

'
2

'
11

aaa

aaa
. 
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������� �(�����# ���'���� �� ��, %�� ����������� ����(��)�����
 (�)����� 
�������� { } { }'

2
'
121 ,, eeee →  � ����� � ��� *� '������� �������� 

�����������*�� ����������� ����(��)�����
 ���������, ��� ��'������ 

�������� ),(),( '
2

'
121 aaaa → . ��� �������� ����� �( �� �������� � 

����������� ��
 ��(�� �������� ����(��)������ (�)���; (���� �����(��� �"� ����'������� ����)������
 � ����� ��������"� � ���)����"� �����)�.   ����
���' ����)�������' ( )ba,  �������� a  � b  ��)������
 %����, 
������ ϕcos|||| ⋅⋅ ba , "�� ϕ  ���# �"�� '�*�� a  � b . 

�����, ��� '����# 

������� '�*�� (��# ����*��� %���) ����
���� ����)������� ��� ),(|| 2 aaa = . 
�������, ��
 ������� ( ) 0, =ba , ��)������
 ����"����#��'�, � (�)�� 
{ }nee �,1 , ��
 ������"� ������
���
 ����������
 ( ) 0, =ji ee  ��� ji ≠  � 
��� ���' 1|| =ie , ��)������
 �������'��������' (�)���'. &��'���' 

�������'��������"� (�)��� '�*�� ���*��# ����������� (�)�� { }kji ,,  � 
���������� �����'� ���������. � �������'��������' (�)��� ����
���� ����)������� �������� ����*����
 %���) �� ���������� �� $��'��� 

( ) ∑
=

=
n

i
iiba

1

,ba , � � ���%�� ��(�"� (�)��� ( ) ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jijiba

1 1

),(, eeba . �) 

���� ����������� �������, %�� � �������'��������' (�)��� ���������� 
������� '�*�� ����� ��� ��'� � ����
���"� ����)������
 ��� ( )iia ea,= . 

 
 ��	
�� 1. �
 ��������� �
�� ������� ( )3,21 −=e  � ( )2,12 =e . �
��� 
�
�������� ������
 ( )4,9=a  �� ������
� { }21,ee . 
�� �!	�. "����� ���#�, $%���
���&, '�� ������� 1e  � 2e  &��&(��& 
���������
����� �, ������
���)��, ��#$� %��) ��%�
�� � �
'����� %
���
 �
 
���������. *��%$���& �
��� '���
 2,1α  � �
�������� 2211 eea αα += . 
+������
�� ������
 � ����� '
��� ,��#� �
������
 � ��-����� %
���� ���)  

( )4,9=a , 
 �������
�� ������
 � ��
��� '
��� ���) 
( )2)3(,12 2121 ⋅+−⋅⋅+⋅ αααα . "���
����
& ����������$(.�� 
�������
��, ���$'
�� ������$ ��$- $�
������ � ��$�& ������������: 

/
0
1

=+−
=+

423

92

21

21

αα
αα

. 

2�3
& ,�$ ������$, �
-���� 21 =α  � 52 =α , '�� � ����
��&�� ������� 
�
��������. 
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 ������ 2. �
�� ��� �������
�
���- ������
 cba ,, , � ���  ������
 
cbal −−= 2 ,  acbm −−= 2  � bacn −−= 2 . ���&(��& �� ������� 

nml ,,  �����
�
�����? ���� �
, �� $�
�
�), �
�
& ������
& ��&�) ����$ 
���� �$.����$��. ��	�
��. +����
�
�����) ���- �������� ���
'
��, '�� ��� ���
� � ����� 
��������� �, ������
���)��, &��&(��& ������� �
��������. ������
& �
��������) �������� ���
'
�� �
��� ������$( �
��������) ����%
�� �- �������
�. �
���

 ����)�#� ���&��
, ���������
��
& �� ,��- ������� �
������- ����%
��, %$��� ����) �$����� �����������), �
� ,�� %��� 
$���&�$�� � ������$.�� #�
��. ��'���&& �����������), ����
������� �� ����%
�� �������
� �
���
����
���- ��������, �
-����, '�� 

0

211

121

112

=
−−

−−
−−

, 

�.�. �
���� ������
 &��&(��& ������� �
�������� �, ������
���)��, �����
�
�����. 2
���
����
& �
���
$ �- ����%
�� �- �������
�, ����� �
�����), '�� ������ ����%�
 ���) �$��
 �����#� � ����)�#�, ��&�
& �� ��
��� 
���$�, ��,���$ �����
& ������
& ��&�) ����� ��� )( nml +−= .  
 ������ 3. "��
�
�), '�� ��� �(%�- ������
- cba ,,    �������  a  � 

cbabcad ),(),( −=  &��&(��& ���������$�&�����. ��	�
��. "��������$�&�����) �������� ���
'
�� �
������� �$�( �- 
��
�&���#� �����������&. �
�����
& ),( da , �
-����, '�� 

( ) 0),(),(),(),()),(),((,),( =⋅−⋅=−= cababacacbabcaada  ��� 
�(%�- ������
- cba ,, , '�� � ���%��
���) ���
�
�). 
  
������ 4. �
 ��������� �
�� ��
 ������
 1e  � 2e , ���'�� 2|| 1 =e , 

1|| 2 =e , 
 $#�� ����$ �
����� ������
�� 4πϕ = . �
 ��������� �
��� 
�������� �
�
�����#�
��, ������� ������#� �
�
�� ������
�� a  � b  (���.6), 
���(.��� � %
���� { }21,ee  �������
�� ( )2,2=a  � ( )4,1−=b . 

�
��� ����� ��
#��
��� � $#�� ,��#� �
�
�����#�
��
. 

 ���
.6. 
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 �������. "���
& ��
#��
�) � ��������� ���� ������
��&�� ��%�� �$��$ 
�������� - ������ �
�
�����#�
��
, 
 ����
& ��
#��
�) – �������$( �
�����) 
,��- ������, �.�. bad +=1  �  bad −=2 . ������
���)��, � %
���� { }21,ee  

��
#��
�� ���(� �������
�� )6,1(1 =d  � )2,3(2 −=d . ����
 �
���� �� 
������� ����� %��) ���
���
 � ����.)( ��
�&���#� �����������&: 

),(|| 2,12,12,1 ddd = . "����
��� �(�
 ���
����& ��& ��
#��
���, ���$'
�� 

),(12||36||)6,6(|| 21
2

2
2

12121
2

1 eeeeeeeed ++=++=  � 
),(12||4||9)23,23(|| 21

2
2

2
12121

2
2 eeeeeeeed −+=−−= .  

��� �-��&.�� � �
���� ���
����& ��
#
���� �������� �� $�����& �
�
'�, 
 
��������� ��
�&���� ������������ ��'���&�� �� ����������( �
� 

ϕcos||||),( 2121 eeee = . � ���$�)�
�� ���$'
�� 25|| 1 =d  � 10|| 2 =d . �#�� α  ����$ ������
�� �
�
�����#�
��
 ����� ���������) � ����.)( 
��
�&���#� �����������& �
� |)||(|),(cos baba=α , #�� ����) 
�����������& �
�������� �������� a  � b  �� %
���$ { }21,ee  � ��'������� 
��
�&���#� �����������&, 
�
��#�'��� �
�'��$ ��& 1d  � 2d . � ���$�)�
�� 
���$'
��, '��  4πα = , 
 ������� $#�� �
��� �������������� 

434 πππ =− . 

  
 ��	�
� 	�
 �������
�������� ������
 

 
3.1. ���������) �������
�� ��'�� M , ���� �� �
��$�-������ ����
��&�� � �������
����� ��&�� �
���� $#��, 
 ���$�) �
��$�-������
 �
��� ����. 

3.2. ���������), ��� �
��- ��
'���&- α  � β  ������� ( )β,3,2−a  � 
( )2,6, −αb  %$�$� �������
�����. 

3.3.  �
�� �
�������� ������
 c  �� %
���$ { }kji ,, :  kjic 121516 +−= . 

���������) �
�������� �� ,���$ �� %
���$ ������
 cd || , ���� ,�� 
������� �������������� �
��
����� � 75|| =d . 

3.4. ������
 �
�
�����#�
��
 ABCD  �%�
���
�� ������
�� AB=a  �  
AD=b . �
��� � ,��� %
���� �
�������& �������� BD , CO  � KD , 

#�� K  ���) �������
 ������� BC , 
 O  - ��'�
 ������'���& ��
#��
���. 
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3.5. � ��
���)��� 3����$#��)���� ABCDEF  �
��
�����& AB  � 

AF �
�
(� %
���. �
��� � ,��� %
���� �������
�� �������� BC , 

CD , DE , EF , BD , CF  � CE . 
3.6.  �
��� �
�������� ������
 c  �� ������
� a  � b : 

 1) ( )2,4 −=a ,  ( )5,3=b ,  ( )7,1 −=c ; 

2) ( )4,5=a ,   ( )0,3−=b ,  ( )8,19=c ; 

 3) ( )2,6−=a ,  ( )7,4=b ,  ( )3,9 −=c . 

3.7.  �
�� ������� OA � OB . "��
�
�), '�� ��'�
 C  ����
������ ������$ 
AB  ��#�
 � ���)�� ��#�
, ���� OBOAOC βα += , #�� 0≥α , 

0≥β  � 1=+ bα . 

3.8.  �
�� �������
�� �������� ( )1,1,1 −=a ,  ( )1,1,5=b   � 
( )2,3,0 −=c .  ��'�����) ��
'���� ����$(.�- ���
�����: 

 1) ( ) ( )baccab ,, − ; 

 2) ( )( )cbbaca ,,|||| 22 −+ . 
3.9.  

+
���$ $�����( ������ $���������&�) ������� p  � q , '��%� ������ 
qp +  %�� ����#��
��� ������$ qp − ? 

3.10. �
�� �����'��� ������� a , b  � c , $���������&(.�� $�����( 
0=++ cba . ��'�����) ����'��$ ),(),(),( accbba ++ . 

3.11. ������� a , b  � c  ���
��� �%�
�$(� ��$# � ��$#�� $#��, �
���� �� 
������- �
��� 600. ��
&, '�� 4|| =a , 2|| =b  � 6|| =c , ���������) 
���$�) ������
 cbap ++= . 

3.12. ���������) #�������'����� ����� ���
�� ���������#� ������
 x , ���� 
�#� �
'
�� �
-�����& � �
���� ��'�� A  � ������ x  $���������&�� 
$�����( α=)( ax, , #�� a  - �
����  ��������
���� ������ � α  - 
�
���� ��������
���� '����. 

3.13. �
��� ������ x , ��
&, '�� �� ���������$�&��� � ������
� 

)1,3,2(=a  � )3,2,1( −=b , � $���������&�� $�����(  

6))2(,( −=+− kjix . 

3.14. �
��� �����
�( ������
 )5,3,2( −−=S  �
 ��), ����
��&(.$( � 
�������
����� ��&�� Ox , Oz  $#�� °= 45α , °= 60γ , 
 � ��)( Oy  - 
������ $#�� β . 

3.15. ���
, �������&��
& �������� )7,8,1( −−=R , �
������
 �� ���� 

��
���� ���������$�&���� �
��
�����&�, ���� �� ������- �
�
�� 
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�������� kjia ++= 22 . �
��� ����
��&(.$( ���� R             
� �
��
������ ������
 a . 

3.16. �
��� ������ x , ��
&, '�� �� ���������$�&��� � ������
� 

)1,3,2( −=a  � ( )3,2,1 −=b  � $���������&�� $�����( 

( ) 10)72(, =−+ kjix . 

3.17. �
 ��������� �
�� ��
 ������
 1e  � 2e , ���'�� 4|| 1 =e , 2|| 2 =e , 
 
$#�� ����$ �
����� ������
�� 32πϕ = . �
 ��������� �
��� 
�������� ���$#��)��� ABC , �
��$�-������� ���3��� ������#� �
�
�� 

������
�� OA, OB  � OC . � %
���� { }21,ee  ,�� ������� ���(� 
����������  ( )2,2−=OA , ( )1,2 −−=OB  � ( )0,1−=OC . 

�
��� ����� ��
#��
��� � $#�� ���$#��)���
 ABC . 
  
 
 
 

4. ��������� � �	�
����� ����
�������  
 

 ������ �������������� ��������  cba ,, , ���������� �� � !�"� 

��#���  � ���$����$���,  ��%�����$& ������, �$�' ��' ��$�������'' 
��#�' 

�� �()��'& � ���*� ������� c  ���!��'� �� ���*� ������� a  
�
 
���*+ ������� 

b  ���'$��)'� ����'� #�$���� $�����' (�'$.7�), ' ����� � ����'���� $�+#�� 
(�'$.7 ).  

 ,-.
.7. 

 /� +���#��'( �$�  �%'$��� �����' �������� � ��0�� 
�+�$� '��(� ����+( ��'����*'(, )�& ����)����'& �������, �#��')��, ����� ���&)�� $��)����'& 

 �%'$��� ��������. 1 ����!2( 
��3� �������������� ��������  cba ,,  

����� ��$���'�2 ����������'��), �3 �� ������"� � ��%+(� ��' )����� 
�������. 4'$��, ������ � 53�+ )����"� ����������'��)� $� %����� «��($» � 
$�+#�� $����)�(!�� ��'����*'' 

�����' cba ,,  ' 
�����'  �%'$��� 

��������, ��%�����$& $��0����� ���'%��)��'��  ��������  cba ,,   ' 
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� �%��#���$& ��� ( )cba ,, . � $�+#��, ��")� ��'����*'&  
�����'  cba ,,  

����'��������� ��'����*''  �%'$��� 
�����', $��0����� ���'%��)��'� ����� 

+��%�����+ � 53�+ $� %����� «�'�+$». 
/�' ����$������� )�+� $�$�)�'� $�����'����� $��0����� ���'%��)��'� ���&�� %���, � ��' 

���
 ��%������� 

*'��'#�$��� ����$������� ��� �� '%���&��$&: ( ) ( ) ( )acbbaccba ,,,,,, == . 
1��0����� ���'%��)��'� ����� �+�(, �$�' )����� ��' ������� &��&(�$& ������������'.  �$�' '%��$��� 

����)'����  ��������  cba ,,   � ������ 
��������'��������  �%'$� { }321 ,, eee , 

�� $��0����� ���'%��)��'� ����� 

����' $ ����!2( ����)��'���& ����2�"� ���&)��: 

( )
321

321

321

,,

ccc

bbb

aaa

=cba . 

 
1��0����� ���'%��)��'� ( )cba ,,  ����� ���)$���'�2 ���

 $���&���� 
���'%��)��'� )�+� �������� ( )cd, , ")� ������ d  ��%�����$& ��������� 
���'%��)��'�� �������� a  ' b , 

������� � �%��#���$& ��� [ ]ba,  ' � ��)��� 
$��)+(!'�' $���$����' (�'$.8): 

1) ������ [ ]ba,  ��������� ������)'�+�&��� ���$��$�' �������� a  ' 

b ,  +)+#' ��'���'����� 
���

, #�� ������ a , b  ' [ ]ba,  &��&��$& 
������; 

2) ��)+�2 [ ]ba,  ����� ���!�)' ���������"�����, ��$�������"� �� a  
' b , 

�
.�. [ ] ϕsin||||, baba = , ")� ϕ  �$�2 +"�� ���)+ a  ' b . 

 ���
.8. 

 �% ��'� $���$�� $��)+��, #�� ��������� ���'%��)��'� ���'����+���'���,  �.�. 
[ ] [ ]abba ,, −= , ' ����� �+�( )�& $�+#�& ����'������� ��������. 1��0�����  
���'%��)��'� �� '%���&��$& ��' %����� ��"+������ � ��������� ' $���&���� ���'%��)��'' $ $�������'�� ���&)�� $��)����'& ��������, �

.�. 
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( ) [ ]( ) [ ]( )cbacbacba ,,,,,, == . � ������ ��������'��������  �%'$� 
{ }321 ,, eee  ��������� ���'%��)��'� �����  ��2 ���)��� #���% ����)��'���2 ����2�"� ���&)�� 

[ ]
321

321

321

,

bbb

aaa

eee

ba = . 

 �����"'#�� ���������+ ���'%��)��'( �����  ��2 ���)��� )������ ��������� 
���'%��)��'� ��3� �������� cba ,, , � �%��#����� ��� [ ][ ]cba ,, . ��� 

�������'� ����� ��$����2 � �( ��  �%'$�, � ��%+�2���� #�"� ���+#���$&  ���� +)� ��& �"� %��'$2 � �')� 
 

[ ][ ] ( ) ( )baccabcba ,,,, −= . 
 ������ 1. ����%��2, #�� )�& �( �� �������� a  ' b  ������&��$& ���)�$��� 

[ ] ( ) 2222 ||||,, bababa =+ . 
��	�
��. ��)+�2 ��������"� ���'%��)��'& ����� ϕsin|||| ba , ")� ϕ  �$�2 
+"�� ���)+ ��������' a  ' b , 

�
 $���&���� ���'%��)��'� ����� ϕcos|||| ba . 

1��)������2��, � ����� #�$�' $��'� �������'� 
( )ϕϕϕϕ 2222222222 cossin||||cos||||sin|||| +=+ bababa , #�� 

����� 22 |||| ba , 
�� �$�2 ������ #�$�' ��$$����'�����"� ���)�$���. 

 ������ 2. ��& ��������� 
��3� �������� cba ,,  ������&��$& �����$���  

[ ] [ ] [ ] 0accbba =++ ,,, . 
/���%��2, #�� ������� cba ,,  &��&(�$& ������������'. ��	�
��. /�'���'� #�$�� '$���2%+���� � ��)� ��� %�)�#�� ��'3�, %���(#�(!'�$& � $���&���� +������'' � �'� #�$��� ��������"� �����$��� �� �����-�' � '%��$���� ������, � )����� $�+#��, � ��'���+, �� ������ a : 

 
[ ] [ ] [ ] 0),(),,(),,(),,( ==++ 0aacacbabaa . 

 /����� ' 
����2� $��"����� � ����� #�$�' �����, ��$���2�+ � �'� ���)&� �� )�� $����)�(!'� �������, )�(!'� �+����� � 53� ��$�������"� �� )����� 

������� ����������'��)��. 1��)������2��, �� ���+#'�' �����$��� 
[ ] 0),,(),,( == cbacba , #�� "����'� � �����������$�' �������� 

cba ,, . 
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 ������ 3. ����� �����$��� x  �������� +)��������&�� +������'( [ ] bax =, , 
")� a  ' b  �$�2 ��������� �'�$'�������� �������? ��	�
��. ��������� ���'%��)��'� �� '%���'�$&, �$�' �)'� '% �"� $�����'����� '%���&�2 ���, #�� � ���!�)2 ���������"�����, ��$�������"� �� 
�������� x  ' a , �� '%���&��$2, � $�� ������ x �$3 ����& �$�����$& � �)��� 
���$��$�' P , ������)'�+�&���� b . �$�' ������ a  �$�2 �$�����'� ���������"�����, �� �"� ��$����  +)�� �����*'& ������� x  �� ��&�+(, 
������)'�+�&��+( a  ' ����!+( � ���$��$�' P .  �$���'� ��+ �����*'( 
��'%������, �� �')'�, #�� ��$��������� +$���'&� +)��������&(� �$� 
�������, ����!'� � ���$��$�' P  �� ��&���, ��������2��� ������+ a  ' 
��$��&!�� �� ��"� �� ��$$��&�'' |||| ab  (�'$.9). 

 ���
.9. 

 
 

������ 4. ����%��2 ���)�$���: [ ] [ ]( ) ( ) ( )
( ) ( )dbcb

daca
dcba

,,

,,
,,, = . 

��	�
��. � �%��#'� ������ [ ]dc,  
���

 f , 
��")� � ����� #�$�' 

���)�$���  +)�� 
$��&�2 $��0����� ���'%��)��'� ��3� �������� [ ]( ) ( )fbafba ,,,, = . �$���2%+& '����'�����$�2 $��0����"� ���'%��)��'& ����$'���2�� 

��"+������ 
��������"� ' $���&���"� ���'%��)��'& ��+��' ��"�, ���+#'� 

( ) [ ]( ) [ ]( )fbafbafba ,,,,,, == , � ��$��)��� �����$��� ��)$���'� 

[ ]dcf ,=  ' ��$����� )������ ��������� ���'%��)��'�: 
[ ]( ) [ ][ ]( ) ( ){ }( )

( )( ) ( )( )cbdadbca

cbddbcadcbafba

,,,,

),(,,,,,,,,

−=
=−==

, 
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#�� ����� %��#��'( ����)��'���& � ������ #�$�' 
���)�$��� ��$�� �"� ��$����'&. 

 
 ������ ��� �����������	
�
� ��	�
��. 
 
4.1. � )���������  �%'$� { }kji ,,  ��#'$�'�2 ��������� ���'%��)��'& [ ]ji, , 

[ ]kj, ,  [ ]ik, ,  [ ]ij, ,  [ ]jk, ,  [ ]ki, . 

4.2. ����' ���!�)2 ���+"��2�'�� ABC  $ ���0'���' )2,0,1(−A ,  

)5,2,1( −B ,  )4,0,3( −C . 

4.3. ����)��'�2, ���+( ��'����*'( '���� ������ �������� cba ,,  $ 
�����������' � ������ )���������  �%'$� ( )2,1,1=a , 

( )1,1,2=b ,  ( )3,2,1 −=c . 

4.4. ����' � 53� 
������)�� ABCD , ���0'�� 

������"� � )���������  �%'$� 
'��(� ����)'���� ( )111 ,, zyxA ,  ( )222 ,, zyxB ,  

( )333 ,, zyxC   '  ),,( 000 zyxD . 

4.5. ���� 
���������� �������� $'� ( )6,4,21 =F , 

( )3,2,12 −=F  ' ( )7,1,13 −=F , ��'�������� � �)��� 
��#�� 

( )8,4,3 −A . ����)��'�2 ���'#'�+ ' ���������'� ������� 
��%+�2�'�+(!�� ��'� $'� ����$'���2�� ��#�' ( )6,2,4 −B . 

4.6. ���� ���'%���2��� �������: cba ,, , x . ����%��2, #�� ������� 

],[1 xaF = , ],[2 xbF =  � ],[3 xcF = . 

4.7. ���� ���0'�� 
���+"��2�'�� ( )2;1;1 −A , ( )2;6;5 −B  ' 

( )1;3;1 −C . ��#'$�'�2 )�'�+ �"� ��$���, ��+!����� '% ���0'�� B  

�� $�����+ AC . 

4.8. 
�%��$��� 

����)'���� ���0'� 
������)�� ABCD : ( )5,2,0 −A ,  

( )0,6,6B ,  ( )6,3,3 −C   '  )3,1,2( −D . ����' )�'�+ 

��$��� ���"� ������)��, ��+!���+( '% ���0'�� C . 

4.9. ���� ���0'�� 
������)��: ( )1,3,2A , ( )2,1,4 −B , ( )7,3,6C , 

( )8,4,5 −−D . ����' )�'�+ �"� ��$���, ��+!����� '% ���0'�� D . 

4.10. � 53� 
������)�� 5=V , 

��' �"� ���0'�� ����)&�$& � ��#��� 
( )1,1,2 −A , ( )1,0,3B , ( )3,1,2 −C . ����' 

����)'���� #���3���� 

���0'�� D , �$�' '%��$���, #�� ��� ���'� �� �$' Oy  
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4.11. ����%��2, #�� #����� ��#�' ( )1,2,1 −A , ( )5;1;0B , ( )1,2,1−C , 

( )3,1,2D  ����� � �)��� ���$��$�'. 

4.12. ���� ���0'�� 
���+"��2�'�� ( )3,1,2 −−A , ( )4,2,1 −B  ' 

( )2,1,3 −−C . ��#'$�'�2 ����)'���� ������� x , 
����'������"� $ �"� 

��$����, ��+!����� '% ���0'�� A �� ����'��������+( $�����+, ��' 
+$���'', #�� ������ x  � ��%+�� $ �$2( Oy  

�+��� +"�� ' #�� �"� ��)+�2 
����� 342 . 

4.13. ��' �������������� ������� cba ,,  ��'��)��� 
�
 � !��+ ��#��+. 

����%��2, #�� ���$��$�2, �����)&!�& #���% ���*� ��'� ��������, 
������)'�+�&��� � ������+ [ ] [ ] [ ]accbba ,,, ++ . 

4.14. ��'%��$���� ������ x  +)��������&�� $��)+(!�� $'$���� +������'�, ")� 
�������������� ������� cba ,,   '  #'$�� sqp ,,   $#'��(�$& 
'%��$����': 

 
 

����%'�2 ������ x  #���% �������  cba ,,   '  #'$�� sqp ,, . 

4.15. ����%��2 ��������� ���)�$���: 
1) ( ) 2222 ],[]],,[[,, cbacbacba ⋅=+ ; 

2)  [ ] [ ][ ] ( ) ( )cbaddbacdcba ,,,,,,, ⋅−⋅= ; 

3)  [ ] [ ] [ ]( ) ( )2,,,,,,, cbaaccbba = ; 

4)  [ [ ] ] [ [ ] ] [ [ ] ] 0,,,,,, =++ bacacbcba ; 
3) [ [ [ ]] ] [ ] ( ) [ ] ( )cbdadbcadcba ,,,,,,, ⋅−⋅= ; 

4) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )22222 ,,,,,,, cbaacabacaba ⋅=−⋅ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
( )
( )
�
�

�
�

�

=
=
=

.,

,

,

s

q

p

cx

bx

ax
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�����
 3 �����	 

�
�


 



 ��
��
��
 
 
 

5. ������ ����� �� ��������� 
 

 �� !"  #$%$  L  %" &#'()'(*$ + ,-)"�*'+'. ($(*-!- )''�,$%"* ),( yx  
/","0*(  + '12-! +$,- 3�"+%-%$-! &-�+'. (*-&-%$ 0=++ CByAx , 4,- 
)'566$7$-%*8 A $ B  %- �"+%8 %3#9 ',%'+�-!-%%'. :�"+%-%$- '12-4' +$," 
&3*0! 5#-!-%*"�%8; &�-'1�"/'+"%$. !'<-* 18*= &�-,(*"+#-%' )") 3�"+%-%$- 
&� !'. ( 34#'+8! )'566$7$-%*'! bkxy +=  $#$ )") 3�"+%-%$- &� !'. + 
'*�-/)";  1=+ byax , 4,- a  $ b  -(*= "#4-1�"$>-()$-, *.-. ( 3>0*'! /%")", 
,#$%8 '*�-/)'+, '*(-)"-!8; ,"%%'. &� !'. %" )''�,$%"*%8; '( ; (?$(.10").            @

 $(&'#=/'+"%$-! "&&"�"*" +-)*'�%'. "#4-1�8 3�"+%-%$- &� !'. %" &#'()'(*$ 
!'<-* 18*= /"&$("%' + &"�"!-*�$>-()'! +$,- tarr += 0 ,  4,- ),( yx=r  

'&$(8+"-* �",$3(-+-)*'� *'>)$ %" &� !'., ),( 000 yx=r  -(*= ,+3!-�%8. 

+-)*'�, /","92$. %">"#=%39 *'>)3 %" &� !'., ),( yx aa=a  -(*= 
%"&�"+# 92$. +-)*'� &� !'., " &"�"!-*� t  &�'1-4"-* +(9 >$(#'+39 '(= 
(?$(.101).  
 

 ABC
.10 

 D()#9>"  &"�"!-*� t  $/ 3�"+%-%$  &� !'., -4' !'<%' /"&$("*= + )"%'%$>-()'! +$,- 

yx a

yy

a

xx 00 −=E
F
G

−
. 
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�(#$ $/+-(*%8 )''�,$%"*8 ,+3; *'>-) ),( 111 yx=r  $ ),( 222 yx=r , >-�-/ 
)'*'�8- &�';',$* &� !" , *' -0 %"&�"+# 92$. +-)*'� !'<%' /","*= + +$,- 

12 rra −= , >*' &'/+'# -* /"&$("*= 3�"+%-%$- &� !'., &�';', 2-. >-�-/ ,+- 
,"%%8- *'>)$, + +$,- 

12

0

12

0

yy

yy

xx

xx

−
−=�

�
�

−
−

. 

��'!- *'4', &�$ $(&'#=/'+"%$$ %'�!"#=%'4' +-)*'�" n  ) ,"%%'. &� !'. -0 
3�"+%-%$- + +-)*'�%'! +$,- !'<-* 18*= /"&$("%' )") ( ) 0),( 0 =− nrr , 

%"/8+"-!'! 3�"+%-%$-! &� !'. + %'�!"#=%'! +$,-. �'()'#=)3 ( ) D=nr ,0  

-(*= &'(*' %%'- >$(#', 3�"+%-%$- &� !'. + %'�!"#=%'! +$,- *")<- 
/"&$(8+"9* )") ( ) D=nr, . 

:4'# ϕ  !-<,3 ,+3!  &� !8!$, /","%%8!$ 3�"+%-%$ !$ ( 34#'+8! 
)'566$7$-%*'! 111 bxky +=  $ 222 bxky += , !'<-* 18*= %".,-% $/ 
+8�"<-%$  )1()(tan 2112 kkkk +−=ϕ . 

@�"+%$+"  3�"+%-%$  &� !8; ( 
34#'+8! )'566$7$-%*'! $ 3�"+%-%$  *-; <- &� !8; + '12-! +$,-, + 
&'(#-,%-! (#3>"- 34'# !-<,3 &� !8!$ %";',$! + +$,- 

)()(tan 21211221 BBAABABA +−=ϕ . �*(9," (#-,3-*, >*' 3(#'+$-! 

&"�"##-#=%'(*$ ,+3; &� !8;, 5)+$+"#-%*%'- '1�"2-%$9 + %3#= >$(#$*-#  
&'(#-,%-4' +8�"<-%$ ,  +# -*(   &�'&'�7$'%"#=%'(*= )'566$7$-%*'+: 

2121 BBAA = , " 3(#'+$- &-�&-%,$)3# �%'(*$ &� !8; +8*-)"-* $/ 
'1�"2-%$  + %3#= /%"!-%"*-#  $ $!--* +$, 02121 =+ BBAA .  

�(#$ /"6$)($�'+"*= *'>)3 &� !'. ),( 00 yx , *' + 3�"+%-%$$ &� !'. ( 
34#'+8! )'566$7$-%*'! )( 00 xxkyy −=−  !'<%' $/!-% *= &"�"!-*� k , 

'&�-,-# 92$. *"%4-%( %")#'%" &� !'. ) '($ "1(7$((. � 5*'! (#3>"- 4'+'� * ' 
&3>)- &� !8;, &�';', 2$; >-�-/ 7-%*� &3>)" ),( 00 yx . 

�(#$ ,"%8 ,+- 
&-�-(-)"92$-(  &� !8- ( 3�"+%-%$ !$  ( 02,12,12,1 =++ CyBxA , *' &3>') 

&� !8;, &�';', 2$; >-�-/ *'>)3 $; &-�-(->-%$ , !'<-* 18*= /","% ( &'!'2=9 
,+3; &"�"!-*�'+ α  $ β  )")  

0)()( 222111 =+++++ CyBxACyBxA βα . 

 
?"((*' %$- '* *'>)$ ),( 11 yxM  ,' &� !'. L , /","%%'. 3�"+%-%$-! 

'12-4' +$," 0=++ CByAx , '&�-,-# -*(  &' 6'�!3#- 

22
11

BA

CByAx
dML

+

++
= , 
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 +# 92-.(  )''�,$%"*%'. /"&$(=9 �-/3#=*"*" +8>$(#-%$  5*'4' �"((*' %$  + 
+-)*'�%'! +$,- 

( )
n

nrr ,01 −
=MLd , 

4,- &� !"  L  /","%" + +$,- ( ) 0),( 0 =− nrr , " 1r  -(*= �",$3(-+-)*'� *'>)$ 

M  (�$(.11).  

 ���
.11 

 ������ 1. �	 
��
��
�� �	�� ����� )0,6(−L  � )8,0(N . �	
�
	�� 
��	������ 
�����, 
��������� ����  
������� ���� �	 LN  � ��
��	!��� �	 
�
� Ox  ����� "���#�� ���� ��, ��� �	 �
� Oy . 
$�%�&��. ' ��	������ 
����� � ���� �	� 1=+ byax  ���"���
� 
�
�������� ��	 
	�	����	 a  � b . (� �
����!  	�	�� ba 3= , ����� ��)�, ��	�����! �����������!� �������	�� ����� )4,3(−M , ����!���
� 

�������� ���� �	 LN . *�����	������, �� ����� ��	������ 

1433 =+− bb  �	 
	�	���� b , �����	 �	����� 3=b  � 9=a . +�	������ 
�
����� 
����� ����� ��� 139 =+ yx , ��� 093 =−+ yx . 

 ������ 2. (�� �	��� ���"������� � ��
�	������ �
����� 
����� 1L  � 2L , 
 	�	���� �	 
��
��
�� ���������� ��	��������  t11 arr +=  � t22 arr +=  

	) 
���
��	!�
� � ����
������� �����; 
") 
	�	�������, �� �� 
��
	�	!�; 
�) 
��
	�	!�. $�%�&��. ,�� 
����)� 
���	� ���"������� � ��
�	������ ������
� 

���������	���
�� �	
�	���!��� �������� 
����� 1a  � 2a , ��)�	 �	 

��
��
�� 
����� 
���
����
� � ����� ����� (��
.12	). ,�� �����)� 
���	�, 
������ 
����"��	�� �������	���
�� �	
�	���!��� ��������, 
�� -��� 
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����
������� �
������, �"�
�	����	!��� ��
��
	����� 
�����, ������
� 
���������	���
�� ������	 21 rr −  � �	
�	���!��)� ������	 aaa == 21  

(��
.12"). �	�����, ��� 
����)� 
��
	����� 
����� ���"������ � ��
�	����� 
��
������� �������	���
�� �� �	
�	���!��� �������� � �������	���
�� 
������	 21 rr −  
 �	
�	���!��� �������� aaa == 21  (��
.12�). 

 ���
.12 

 ������ 3. �	 
��
��
�� �	�� �������	�� ���#�� ����)������	 PQR :  

)5,0(P ;  )1,3(−Q ;  )2,1( −R . �	��� ����� ��
��� ����)������	, 
�
������� �  ���#��� R . $�%�&��. �
���	� ����	 �
�� �	

������ �� ����� )2,1( −R  �� 
����� L , 


��������� ����  ����� )5,0(P  � )1,3(−Q , � �
�
��	���� ��	������� 

51
5

03
0

−
−=

−−
− yx

, 

��� 01534 =+− yx . �

��� �� �
�������! ��#� ������� ��� �	

������ 
�� ����� �� 
�����, �	����� 

5
)3(4

15)2(314
22

=
−+

+−⋅−⋅
=RLd , 

�.�. ����	 ��
��� 5=h . 
 ������ 4. �	��� �	

������ MLd  �� ����� M 
 �	���
-�������� 0r  �� 


����� L ,  	�	���� � ����	����� ����� ��	������� ( ) D=nr, . $�%�&��. �
�
��� �  ����� M  
��
��������� �	 
����! L , 
���
��	!��� 
�� � ����� 1M . ��������, ���"���
� �	��� ����� 
��
���������	 

MLdMM =1  (
�. ��
.11). 	���	 1M  ����� ���������
 �	���
-������ 1r , 

�����������!��� ��	�����! 
�����  ( ) D=nr ,1 , � ����� "��� 
�����	  	 
�	�	����! ����� � ����	����� ��	������ 
�����. �

��� �� ��������! 
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������� ��� �	

������ �� ����� )( 0rM �� 
����� ( ) 0),( 1 =− nrr , 
�	�����  

( ) ( ) ( ) ( )
n

nr

n

nrnr

n

nrr D
dML

−
=

−
=

−
=

,,,, 01010 , 

��� � ������
� ������� � 
�
�	�������  	�	��. 
 
 ������ ��� ���	�
	�
���
	�	 ����
�� 
 
5.1. (���	�  	�	�	 ��	������� 01243 =−− yx . ��� �	

��	)	!�
� ����� 


��
��
��, ��� ������� 01243 >−− yx  � 01243 <−− yx ? 

5.2. (�� �	���  �	������ 
�
������� C  
���	� �����,  	�	��	� ��	������� 

032 =++ Cyx , ��
��	�� �	 �
� Oy  ���� �� 41 =b  � 62 −=b ? 

5.3.  �	��� �)�� ����� 
������,  	�	����� ��	�������� 0586 =++ yx  � 

0342 =−− yx . 

5.4. �	��� �)�� ����� 
������,  	�	����� ��	�������� t11 arr +=  � 

t22 arr += . 

5.5.  �	��� �)�� ����� 
������,  	�	����� ��	�������� ( ) 11, D=nr  � 

( ) 22, D=nr . 

5.6.  �	��� 
������! ����� ( )4,6−P  �	 
����! 0354 =+− yx . 

5.7.  '���
���� 
���	�� ����)������	,  	��!�����)� ����� �
��� �������	� 
� 
����� 01472 =−+ yx . 

5.8.  '���
���� 
���	�� ����)������	, 
������ ������)� ���	� �	 
����� 1L , 

2L  � 3L ,  	�	���� 
����!���� ��	��������: 

 0113:1 =+− yxL ;   

 01325:2 =−+ yxL ; 

 0379:3 =−+ yxL . 

5.9.   �	
�
	�� ��	������ 
�����, 
��������� ����  ����� )2,1( −M   �  

 	) 
	�	�������� 
����� :L  0374 =−+ yx ; 
 ") 
��
������������ -��� 
�����.  

5.10.  (���	� 1L   	�	�	 ��	������� ( ) D=nr, , 	 
���	� 2L   	�	�	 
��	������� tarr += 0 , 
����� ( ) 0, ≠an . �	��� �	���
-������ ����� 


���
������ 
����� 1L  � 2L . 
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5.11. �	��� �	���
-������ nr  
������� ����� M  
 �	���
-�������� 0r  �	 

����! L ,  	�	���! ��	�������  ( ) D=nr, .  

5.12.  �
�������� ����� 
��
���������	, �
������)� �  �	�	�	 �������	� �	 

����! 03 =+− yx . 

5.13.  ,	�� ���#��� ����)������	 ( )1,1 −A , ( )1,2−B  � ( )5,3C . *�
�	���� 
��	������ 
��
���������	, �
������)� �  ���#��� � �	 ����	��, 

���������! �  ���#��� '. 

5.14. *�
�	���� ��	������ 
�����, 
��������� ����  ����� ( )5,3P  �	 
����	����� �	

������� �� ����� ( )3,7−A  � ( )15,11 −B . 

5.15. ��� 
���	 �	
�	���� 
� 
����� 052 =+− yx . ,���� �� 
����� 

0723 =+− yx , ��� �� ��� ���	 ��
�. *�
�	���� ��	������ 
�����, �	 
������� ����� ���	������

 ���. 
5.16. �
��������, 
�� �	���  �	����� 
	�	����	 a  
���	�,  	�	��	� 

��	������� ( ) ( ) 058392 22 =+−+−++ aayaxa , "����: 
	) 
	�	������	 �
� 	"
��

; 
") 
	�	������	 �
� �����	�; 
�) 
������� ����  �	�	�� �������	�. 
' �	���� 
���	� �	
�
	�� ��	������ 
�����. 

5.17.  �
��������, 
�� �	���  �	������ 
	�	������ m  � n  ��� 
�����,  	�	���� ��	��������  08 =++ nymx  �  012 =−+ myx  
	) 
	�	�������; 
") 
��
	�	!�; 
�) 
��
�����������. 

5.18.  ����  ����� ( )3,4M  
�������	 
���	�, ��
��	!�	� �� �������	���)� 
�)�	 ����)������, 
���	�� ������)� �	��	 3 ��. ��. �
�������� ����� 

���
������ -��� 
����� 
 �
��� �������	�. 

5.19. ,	�� ��	������ ���� 
����� 
�����)������	 0523 =−− yx , 

0732 =++ yx  � ���	 �  �)� ���#�� )1,2(−A . '���
���� 
���	�� 
-��)� 
�����)������	. 

5.20. ,	�� ��� 
	�	�������� 
�����: 031510 =−+ yx , 0532 =++ yx , 

0932 =−+ yx . +
�	������, ��� 
���	� �  ��� ����� ����� ����� 
���)���, � ����
���� ����#����, � ������� ��	 ����� �	

������ ����� ����. 

5.21.  �
��������, ���	� �� ����� )3,2(M  � )1,5( −N  � �����, 
������ 
��� ������	����� �)�	�, �"�	 ��	���� 
�� 
���
������ ���� 
�����: 
	) 053 =−− yx , 0292 =−+ yx ; 

") 0572 =−+ yx , 073 =++ yx ; 

�) 0112 =−+ yx , 05213 =−+ yx . 
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5.22. *�
�	���� ��	������ "�

�����
� �)�	 ����� 
������ 
0532 =−− yx , 0746 =+− yx , 
�����)� 
 �)���, 
�����	��� 

����� )1,2( −C . 

5.23.  �	
�
	�� ��	������ 
���	 
�����, 
��������� ����  ����� )5,4( −M . 

*���� 
����� �  -��)� 
���	 ��"�	�� 
����!, 
	) 
	�	�������! 
����� 0632: =+− yxL ; 

") 
��
�����������! 
����� L . 
5.24.  �	
�
	�� ��	������ 
�����, 
��������� ����  ����� 
���
������ 
����� 

1L  � 2L  
	�	������� 
����� 3L , �
�� �������� � �
�����  	�	�� 


�����  	�	�� 
����!���� ��	��������: 

 0105:1 =+− yxL ; 

 0948:2 =++ yxL ; 

 03:3 =+ yxL . 

5.25. �	
�
	�� ��	������ "�

�����
 �)���, �"�	 ��	���� ����� 

���
��	!����
� 
������ 0111 =++ CyBxA  � 

0222 =++ CyBxA . 

5.26. ,	�� ��	������ 
���	 
����� ( ) ( ) 02523452 =+−+++ yxyx βα . 
�	��� 
����! -��)� 
���	, ��
��	!��! �	 �������	���� �
�� �������� �� ���� ���� �� �	���� �������� (
���	� �� �	�	�	 �������	�). 

5.27. *�
�	���� ��	������ 
�����, 
��������� ����  ����� 
���
������ 

����� 053 =−+ yx , 0102 =+− yx  � ��
������ �� ����� 

( )2,1 −−C  �	 �	

������ 5=d . ��#���  	�	��, �� ����
��� 
�������	� ����� 
���
������ �	���� 
�����. 

5.28.  �	��� �	

������ ����� 
	�	��������� 
������ 01 =++ CByAx  � 

02 =++ CByAx . 

5.29.  �	��� �	

������ �� ����� M  
 �	���
-�������� 0r  �� 
����� L , 
 	�	���� ��	������� tarr += 1 . 

5.30.  ,	�� ��	������ 
���	 
�����  ( ) ( ) 0854123 =+−+−− yxyx βα .  
�	��� 
����! �  -��)� 
���	, 
��������! ����  
������� ���� �	 

����� 042 =++ yx ,  	��!�����)� ����� 
������ 

0532 =++ yx  � 017 =−+ yx . 
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6.  ��������� � �	���	
����� 
 

  ' ���	������ 
�
���� �������	� ( )xyz  
��
��
�� � 
��
��	�
��� 
 	�	��
� ��	������� 
����� 
��
��� ���	 0=+++ DCzByAx . 
��	��)���� ��	�����! 
����� �	 
��
��
��, 
��
��
�� � 
��
��	�
��� �	��� 
����� "��� �
�
	�	 � ������	� 	�)�"�	���
��� ������� ���� ��� ( )cba ,, , 
��
��	���� �! �	 �
�� �������	�, ��� �
�
��	��
� ��	������� 

1=++ czbyax . �!"	� 
��
��
�� ���� �	��� �
��������
� �������� 
����	�� � 
��
��
�� ( )CBA ,,=n  � �	���-��"� ������ ),,( 0000 zyxr , 
����  ������! �	��	� 
��
��
�� 
�������. ' -��� 
���	� ��	������ 
��
��
�� ����� "���  	
�
	�� � �������	���� ����� �	� 

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA , ��� � -����	������� �� ��������� 

����� ( ) 0),( 0 =− nrr  (��
.13). �"�	�	�� ����	��� �	 ��, ��� -�� ��	������ 
����� ����� �	��� �� ���, �	� � ��	������ 
����� �	 
��
��
��. ' 

	�	�������
��� ���� 
��
��
�� �	� ��������� �����
��� ���"��� �������� 
���� �� 	��
���� 
	�	������ u  � v , ������� ���
�� 
 ��������� "	 �
�� �	 

��
��
�� { }ba,  
� ����!�  	
�
	�� 
	�	�������
��� ��	������ 
��
��
�� � 

���� vu barr ++= 0 . ����	�����
 ������ ��������� �"�	 �� ���	�	��
� 

����  "	 �
��� ������	 
��
��
�� 
� ������� [ ]ban ,= . ,	���� 
�"
�������
��� 
� ������ �	���  	
�
	�� ��	������ 
��
��
�� 
�� 
����� 

��#	���)� 
��� ������� �	� ( ) 0,),( 0 =− barr , ���	�	!��� 
���
�	�	���
�� �!"�)� ������	 � 
��
��
��, � ���)� ����
������� ��������� �	�	����� �����, � "	 �
��� �������� �	���� 
��
��
�� (��
.13). 

 
��
.13 

 
 (� ��� ���������� 	�	��)�� 
 ��	������� 
����� �	 
��
��
�� 
�	

������  MPd  �� ����� M  � 
��
��	�
��� �� 
��
��
�� P ,  	�	���� 
��	�������  ( ) 0),( 0 =− nrr  (��
.13), �	��
� �������� 
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( )
n

nrr ,01 −
=MPd , 

�����	� � �������	���� ����� �����	��
� �� 
���	� 
����� �	 
��
��
�� ��#� �	������ ������� �������	�� � ����� ��� 

222
111

CBA

DCzByAx
dMP

++

+++
= . 

  
 
 ������ 1. ����	
��� 
�	
����� ���������, ���������� ����� ��� �	���� 
����� ),( 1,111 zyxM ,  ),( 2,222 zyxM  � ),( 3,333 zyxM . 
�������. �
��� �������	� ���
�	� ����	 ��������� M  � ��� �������	�� 

),,( zyx . !�"�	 
�	
����� ���������  �#�� $��� �	���	�� 
 
��� 
( ) 0,),( 0 =− barr , "�� ),,( zyx=r , ),,( 1110 zyx=r , 	 $	������ 
������ 

�	 ���.13 �	
�� ����
����
���� 21MM=a  � 31MM=b . %	����
	� 
� �&	���� �����
������ 
 
��� ������������, ���
�	�  ���� �� 
�	
����� 
���������: 

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

 ������ 2. !���	 ),,( 000 zyxM  ��#�� 
 ��������� P , �	�	���� 
�	
�����  

0=+++ DCzByAx , 	 
����� 1MM  � ��� �� ������� ),,( CBA . 
'��	�	��, ��� �"� ����( ),,( 1111 zyxM  �	 ���.14 ��#�� 
 ����#�������  

������������ ��������� P  ���
������	���
�, �.�. 0111 >+++ DCzByAx . 

 )*+
.14 
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�������. ��������
 �� ����������� �� ������ 
�����	 � ��  Axx =− 01 , 

Byy =− 01  � Czz =− 01 , 	 ����	 M  ��#�� 
 ��������� � ����� 
 
0000 =+++ DCzByAx , ����������
����  
���������  
$�#�	� ��, 

��� 

00

)()()(
222222

000

000111

>+++=++++++

=++++++=+++

CBACBADCzByAx

DCzCByBAxADCzByAx
, 

��� � ���$�
	���� ���	�	��. 
 ������ 3. 

��
����� �������	�� 
��&�� ����	���	 ABCD :  )3,1,2( −A ,  

)5,3,1( −B ,  )5,2,6(C  �  )5,2,3( −−D . �	��� ����
 
�����, 

��
������ �� 
��&��� D  �	 "�	�� ABC . �������. ���� 
� ����
  �#�� �	��� �	� �	�������� �� ����� D  �� 
��������� P , ���������� ����� ��� �	���� ����� CBA ,, . %	��&�  


�	
����� ��������� P  � �� ���� ������������, �������
� ���
���	� 
��� ��	 1: 

0

351226

351321

312

=
−+−
−+−−
−+− zyx

, 

���
�	 
�	
����� ��������� P  ���� 0322 =−−− zyx . 
�������
� ��� 
�
 ��� �	�������� �� ����� �� ���������, ���
�	�  ���� 
� ����
 

4
)1()2(2

3)5()1()2()2(32
222

=
−+−+

−−⋅−+−⋅−+⋅
=DPd . 

 
 ������ �	
 �����
�

�	����� ������
. 
 
6.1. %	���	�� 
�	
����� ���������, ���������� ����� ����
 )5,3,4( −M  � 

�����	���� �	 
��� �������	���� ���� �	
��� �������. 

6.2.  ����	
��� 
�	
����� ���������, ���������� ����� �����  )6,2,1(1 −M , 

)2,4,5(2 −−M , � �����	���� �	
��� ������� �	 ���� Ox  � Oy . 

6.3. ����	
��� 
�	
����� ���������, ���������� ����� �����  ),( 1,111 zyxM  �  

),( 2,222 zyxM  �	�	������� 
�����
 ( )321 ,, aaaa , �����  
������ 

a  � 21MM  ���������	���. 
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6.4. � �� ���� ����	(�� 
�������� 	�"�$�� �	���	�� 
�	
����� ��������� 

vu barr ++= 0  
 
��� ( ) D=nr, . 

6.5. ����	
��� 
�	
����� ���������, ���������� ����� ��� �	���� ����� 
CBA ,, , ���� ��� ����� ���������� ���������: 

 	) )2,1,1(A , )3,3,2(B , )0,3,1( −−C ; 

 $) )3,1,2(A , )5,2,1(−B , )1,0,3(C . 

6.6.  %�	� �	�	 ���������� 
�	
����� ��������� 

 �
�

�
�
�

+−−=
++=
−+=

vuz

vuy

vux

21

22

1

, 

 �	���	�� �� 
�	
����� 
 
��� 0=+++ DCzByAx . 

6.7. %�	� �$��� 
�	
����� ��������� 0132 =++− zyx , �	���	�� �� 

�	
����� 
 �	�	 ���������� 

��� � vu barr ++= 0 . 

6.8. �	 ��� Ox  �	��� ����
, �	
��
�	����
� �� ����� )2,2,9( −A  � �� 
��������� 03263: =−+− zyxP . 

6.9.  �	 ��� Oz  �	��� ����
, �	
��
�	����
� �� ����� ( )0,2,1 −M  � �� 
���������  P : 09623 =−+− zyx . 

6.10.  ����	
��� 
�	
����� ���������, �����	���� �	 ��� Oz  ������� 5−=c  
� ���������
������ � 
�����
 )3,1,2(−=n . 

6.11. ����	
��� 
�	
����� ���������, �����	� ����� �����	  �
��� �

"�	���� 
"��, �$�	��
	���� �

 � ��������� �: 
0543 =+−− zyx ,   0534 =++− zyx . 

6.12.  �	��� �	�������� �� ����� M  � �	��
�-
������  1r  �� ��������� P , 
�	�	���� 
�	
�����  ( ) D=nr, . 

6.13. �	��� �	��������  �#�
 �

 � �	�	������� � ��������� � 1P  � 2P , 
�	�	��� � 
�	
����� � ( ) 1, D=nr  � ( ) 2, D=nr . 

6.14. ����������, ��� �	��� ��	������ �	�	 ����
 a  � b  ��������� 
0132 =−+− zyx , 02 =+−+ bzyx , 0106 =+−+ zayx :  

	) � ��� ���
 �$�
� ����
;  
$) �������� ����� ���
 ��� 
�;  
) �������	���� �� ���  �	������  �	�	�������  ��� � . 
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7. ������ ����� � ��	
�	
�
 � ��	
����
��� 
 

 ��� 	� ����� 
 ���� ����  ������	���
�, �	� � �	 ���������,  �#�� 
$��� �	�	�	 �	�	 ���������  
�������  
�	
�����  tarr += 0  (���.10$),  
"�� ������ ������ �������� 
����� ),,( zyx=r  �����
	�� �	��
�-
����� 
����� ��� �� 
 ������	���
�, ),,( 0000 zyx=r  ���� 
�����, �	�	���� 
�	�	���
� ����
 �	 ��� ��, ),,( zyx aaa=a  ���� �	��	
������ 
����� 

��� ��, 	 �	�	 ��� t  ���$�"	�� 
�� �����

� ���. ������	� �	�	 ��� t  �� 

�	
����� ��� ��, �"�  �#�� �	���	�� 
 �	���������  
��� 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 −=−=�
�
�

−
. 

���� ��
����� �������	�� �

� ����� ),,( 1111 zyx=r  � ),,( 2222 zyx=r , 

����� ������� �������� ��� 	�, �� �� �	��	
������ 
�����  �#�� �	�	�� 
 

��� 12 rra −= , ��� ���
����� �	���	�� 
�	
����� ��� ��, ���������� ����� 
�
� �	���� �����, 
 
��� 

12

0

12

0

12

0

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=�

�
�

−
−

. 

��� ���� ��� 
�������"� 
�	
����� ��� ��  �#�� ���
����, �	����
	� 

���
�� �������	������ 
�����	 0rr −  � �	��	
�����"� 
�����	 ��� ��, ��� 
���
���� � �	
����

 �
�� �� 
������� 
 �����
������:  ( )[ ] 0arr =− ,0  

(���.15). 
'	���� 
�	
�����  �#�� $��� �	�#� �	���	�� 
 
���  [ ] bar =, , "�� 

a  ���� �	��	
������ 
�����, 	 b  - ��������� ���������� 
�����. 

 ���
.15 

 



 39

 ���� � ������	
���� �	

 ��� 
��	�	�����

� ��������� 1P  � 2P , 
�	�	


� ��	�
�
���� 02,12,12,12,1 =+++ DzCyBxA , �� ����� 

��������
��� �
� ���������� ������ ��
�� 21 PPL ∩= , �����	� 
����
�	���� �������� ��	�
�
��: 

�
�
�

=+++
=+++

0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
, 

������ 
	��	������� ������ ������ ����� �
�� �
�	��
 ����� 
���	��

� 
������
 ���������� �	� [ ]21,nna =  (���.16), 	 
	�	��
	� ����	 ),,( 000 zyx  

	 ������ ����� �
�� 
	���
	 �	� ��
� �� �
������	 �	��

� ����
�� 
�	

�� ������
 ��	�
�
��. 

 ���
.16 

 
  �� ���� �������	������ ����������, �	�������


� �
��, ����� �
�� 
�����
� ��
���� ����	 ����������, �� ���� �
������	 ����������, �����
� ��� 
�������� ����� ������ ��
�� �� ��������
��, 
	�
�	���� ���� ����	: 
 

( ) ( ) 022221111 =+++++++ DzCyBxADzCyBxA βα  

 !	����

� �
	��
�� �	�	������ α  � β  �����	�� �	����

� 
	��	���
��� 

���	��
�"� ������	 ��������� �� �	

�"� ����	. 
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!	�����
�� �� ����� M  � �	����-�������� 1r  �� ������ L , 

����
�	���� ��	�
�
��� ( )[ ] 0arr =− ,0 , ����� �
�� 
	���
� �� ������� 
( )[ ]

||

,01

a

arr −
=MLd , 

��������� �� ������
 ����	�� �	�	�����"�	��	, ������� �	��
 ������ 
������
�"� ���������
�� (���.17). 

 ���
.17 

 
���� � ������	
���� �	�	

 ��� �������	������, �.�. 
� �	�	�����

� � 
� 
�������	������ ����
� 1L  � 2L , �	�	


� ��	�
�
���� t11 arr +=  � 

t22 arr += , �� ��	��	���� �	�����
�� ����� 
��� ����� �
�� 
	���
� �� 
������� 

( )( )
[ ]21

2112
12 ,

,,

aa

aarr −
=d , 

�����	� ������� �� �
�	��
�� ��� �����	 �	�	����������	 ��� �������
��, 	
	��"��
�� ���.17.  
 
 ������ 1. ����	���� �	�	����������� ��	�
�
�� ������ L , ���������� ����� 
����� )4,1,5( −−M , � �	���� �� ��������� ����	��: 

1) ����	� L  �	�	�����
	 ������ A, �	�	

�� ��	�
�
���� tx 63+= ,  
ty 42 −= ,  tz −= 7 ; 

2) ����	� L  �	�	�����
	 ��� Ox ; 
3) ����	� L  �����
�������
	 ��������� 0532: =−++ zyxP . 	�
����. 1) �	�	�����
���� ����
� ��
�� L  � A ��
	�	��, ��� �
� ����� ���
	���
� 
	��	������� ������, � �	������ ������"� ����� �
�� �
��	
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	��	������� ������ ������ A, ������� �����
�
�
 ( )1,4,6 −−a . �	�	��
	� ����	 ������ ��������
	 � �������, ������� � �	

�� ��
��� 
��	�
�
�� ������ L  ����� ���  tx 65+= ,  ty 41−−= ,  tz −−= 4 . 

2) �	�	�����
���� ������ L  � ��� Ox  ��
	�	��, ��� � �	������ 
	��	������"� ������	 ������ ���
� ����� ����� 
�
������ ������, 
�	�	�����

� ��� Ox , 
	������, ������ ( )0,0,1a . ������	����
�, 
��	�
�
�� ������ L  � �	

�� ����	� ����� ��� tx += 5 ,  1−=y ,  

4−=z . 
3) �����
�������
���� ������ L  � ��������� P  ��
	�	��, ��� � �	������ 
	��	������"� ������	 ������ ����� �
�� �
��	
 
���	��

� ������ 
���������, ������� �����
�
�
 ( )3,2,1n . ��	�
�
�� ������ L  � 
�	

�� ����	� ����� ����� ��� tx += 5 ,  ty 21+−= ,  tz 34+−= . 
 ������ 2. ����	���� ��	�
�
�� ������ L , ���������� ��������� ������ A, �	�	

�� ��	�
�
���� 

4
5

5
1

6
2 −=

−
+=− zyx

, 


	 ��������� P , �	�	

�� ��	�
�
��� 0723 =−+− zyx  (���.18). 

 	
�
.18 

 ��
����. ����
� ����	���� ��	�
�
�� ������ L  �	� ��
�� ��������
�� ���� 
���������� P  � 1P , "�� ��������� P  ��������
	 � ������� �	�	��, 	 
�����
�������
	� �� ��������� 1P  �������� ����� ������ A � 
	�	��
�� 
������ )5,1,2(0 −M  � ����� 
���	��

� ������, ����"�
	��

� 
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���	��
��� ������� ��������� P . ����� ),,( zyxM  ���� 
������	� ����	 
��������� 1P . ��"�	 ��������� ��� ������	: ������  

( )5,1,20 −+−= zyxMM , 
	��	������� ������ ������  
( )4,5,6 −a , � 
���	��

� ������ ��������� P   ( )2,3,1 −n  

�������� ������	��, ���	���� � ��
�� ��������� 1P . ������� �� 
�����	
	�
����, �	���	

�� ��� ������ ������������, � �������� ��	�
�
��� 
��������� 1P : 

0

231

456

512

=
−
−

−+− zyx

, 

��� 0531382 =+−− zyx . ������	, �������	� �� ���"� ��	�
�
�� � 

��	�
�
�� ��������� P , � ���������� ��	�
�
�� ������� ��������: 

�
�
�

=+−−
=−+−

0531382

0723
:

zyx

zyx
L . 

 ������ 3. 	
��
 �
������
� ����� ����� �
�
��������
 ������
 1L  


 2L , 

�
�
����
 ��
����
��
 [ ] 1, bar =  


 [ ] 2, bar = . 

���� ��. !���� ��"#
 M  � �
�
��-��#����� 1r  ���
� �
 ������ 1L , 
��$�
 1r  

������������� ��
����
% &��� ������ [ ] 11, bar = . '
������
� ����� 

������
 1L  


 2L  ����� (��� �
����� #
# �
������
� �� ��"#
 M  �� ������ 

2L  (�
�.17), �
 #������ ��(�
�
 ��#����
� �
"
���
� ��"#
 � �
�
�� ��#����� 

0r . )�������� �
���� � �����

 ��
����
� �����*, ����"
��: 

[ ] [ ] [ ]
a

bb

a

arar

a

arr 210101
12

,,),( −
=

−
=

−
=d , 

"�� 
 
���������� 
�#���� �
������
� ����� �
�
��������
 ������
. 

 
 +,-,.� -/0 1,�213203�/4 252 ���� �0. 
 
7.1. 6���
�
�� � #
���
"��#�� �
�� ��
����
� �����*, �(�
��%7
* �

$��
�
 

�
�
�����$�
��
 ABCD , 
��
 ���8
�� #�����$� �
*������ � ��"#
* 

)6,4,2(A , )4,5,3(−B  


 )2,6,8( −C . 
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7.2. 6���
�
�� ��
����
� ������, ���*���7�� "���� ��"#� )2,1,1( −A  


 

�������
#������� ����#���
 P , 
���
 �
��
� ����#���� �
�
�
 ��
����
��
: 

 
) 0123 =++− zyx ;  () �
�

�
�
�

++−=
++=
+−=

vuz

vuy

vux

371

22

4

. 

7.3. �
�
 ����
� tarr += 0  


 ����#���� ( ) D=nr, . !�
 #
#�� 

���(*��
���  


 ����
��"��� �����

: 

 
) ����
� 
 ����#���� ������#
%��� (���
 �(7
� ��"#
); 
 () ����
� 
 ����#���� �
�
������� (��� �(7
* ��"�#); 
 �) ����
� ���
� � ����#���
. 
7.4.  6���
�
�� ��
����
� ��
 Ox  #
# �
�

 ������"��
� ���* ����#�����. 
7.5.  �
# ��

��� �
����
$
%��� � ������
����� ������ A 



 B , �
�
���� 

���
�
 ��
����
��
? 

 
) �
�

�
�
	

+−=
+=
−=

tz

ty

tx

A

43

52

21

: ,  �
�

�
�
	

−=
−=
+−=

tz

ty

tx

B

25

2

34

: ; 

 () �
�

�
�
�

+=
+=

+=

tz

ty

tx

A

43

7

21

: ,      �
�

�
�
	

+−=
−−=

+=

tz

ty

tx

B

2

21

36

: . 

7.6. 6���
�
�� ��
����
� ������, ���*���7�� "���� ��"#� )5,3,2( −M  

�������
#������ ������ A 


 B , �
�
���� #
���
"��#
�
 ��
����
��
 

2
5

2
3

1
1

:
+=−=

−
− zyx

A  


 

2
7

3
1

6
2

:
−
+=+=− zyx

B . 

7.7.  6���
�
�� ��
����
� ����#���
, ���*���7�� "���� ��"#� )1,1,4( −−M  


 

�����% L , �
�
���% #
# �
�
% ������"��
� ���* ����#�����: 

 

�
�

=−−+
=−+−

05624

07532
:

zyx

zyx
L . 

7.8. 6���
�
�� ��
����
� ����#


 ������ L , �
�
���� � �
�
����
"��#�� ����� #
# taxx x+= 0 ,  tayy y+= 0 ,  tazz z+= 0 , �
 ����#���� 
P , �
�
���� ��
����
�� 0=+++ DCzByAx . 

7.9. 6���
�
�� ��
����
� ����#���
 P , ���*���7�� "���� �����% L  
�
�
������� ��
 Oy , 

���
 ����
� L �
�
�
 #
# �
�
� ������"��
� ���* 
����#�����: 
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�
�
�

=−+
=++−

03

0923
:

zx

zyx
L . 

7.10. �
�
 ����
� tA arr += 0:  


 ����#���� ( ) DP =nr,: , �� 

�
�
�������� ����� ��(��. ��"#
 M  ���
� �
 ������ A 


 ��
���
 �� 

����#���
 P  �
 �
������
� ρ . 	
��
 �
�
��-��#��� 
��"#
 M . 

7.11. 	
�
�
�� ��
����
� ����#���
, #����
� ��
�
����
� ��"#� ����#����� 

( ) ( ) 01345615810 =−++++−− zyxzyx βα  


 

�����
� ��
 

��"#
 ( )3,2,3 −−C  �
 �
������

 7=d . 

7.12. 6���
�
�� ��
����
� ����#���
, ����#�
��%7�� �����% 

�
�
�

=−+−
=−−+

02232

,0123

zyx

zyx
 �
 ����#���� 0532 =−++ zyx . 

7.13. �
�� ���8
�� 
����$����
#
 ( )1,1,3 −−A , ( )7,2,1 −B  



 

( )3,14,5 −−C . 6���
�
�� #
���
"��#
� ��
����
� (
���#��
�� 
�$� 

���������$� �$�
 ��
 ���8
�� B . 
7.14. �
�
 ����
� 

  �
�
	

=−−+
=++−

.023

,0132

zyx

zyx
 
��
� ���������� �� ������ },,{ kji  ������-

������ �� ������� !"��� ���
��� a . #$����
� � ��"�% ���� ���������� 
�� ������ },,{ kji  ������������� ������� !"��� ���
��� &
�� �� %��. 

7.15. '��
���
� ��������  �� %��, ��
���  ���(���
 )���� 
�)�� 
( )3,2,11 −−M  ����������� ��� � ���
��� )3,2,6( −−=a  

�
 

���������
 �� %�! .
5

3

2

1

3

1

−
−=+=− zyx

 

7.16 '��
���
� ��������  �� %��, ��
���  ���(���
 )���� 
�)�� 

( )3,5,41 −−M  
�
 ���������
 ��� �� %$� 

1

2

2

3

3

1

−
−=

−
+=+ zyx

, 

5

1

3

1

2

2

−
−=+=− zyx

. 

7.17. '��
���
� ����%�
��)����� ��������  ��"��� ����������� �� ���( 
�� %$(, ������$( �������� %� 43,42,73 +=+−=−= tztytx  

�
 

12,82,1 −−=−=+= tztytx . 
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�����
 4 ������ � 	
�����

�� 
��
�
�
 	
����� 

 
 

8. ������, �������� � ��������� 
 
 ����%�
�����%$� � �����% ������� ����$� �
����� ��� ��� �� �������
� %���
 �$
� ����)��$ ��� ��)���  �� %��� ��������� ������ ����
���� 
�������
�! � ����
����
�� �

 ��
�%� ��� 
 ��"�� �������� ����)����( ��)����. 
� ���.19 �����
�����$ ���%��$ ����)����( 
��)����, ����� 

�������
� ���������
 
����� ���� �������� ������, � � ������
�
� � ��)���� 
����)��
�  ����� , ���$���%�  &������% (���.19�; )��
�$% 

���)��% &������  �� �
�  ��������
�), ���� 
�)��,  �� !"� �  �������� ������, ��� &
� �����  �� ���.19�.  

  !"
.19 

 
 

� ���.20 �����
�����$ ���%��$ ����)����( 

��)����, ����� �������
� 
���������
 ��� �������$ ������. # ������
�
� � ��)���� ����)��
�  ����� , ���
� "�  �� ���( ��
��� 

�
 ���$���%�  ���������� (���.20�), ���� ��� 

��������!"���  � ������� ������ �� %$�, ��� &
� �����  �� ���.20(�).  
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  !"
.20 

 

������, ���%���� ��
���� , ��� ��
���� �������
� ���������
 ���� �������� 
������, ���
���   ��� &
�% ���� 

�
 ��� ���!, ����$� ���� ���
���� ������.            

# ������
�
� � ��)���� ����)��
�  ����� , ���
� "�  �� ����� ��
�� 
�
 ���$���%�  ��������� (���.21�), ���� ��� ��������� �� %$� �����, 

���(�� "�� )���� ������� ������ (���.21(�)). 

  !"
.21 
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#�� ����)����� ��)��� , ��������$� �� ���.19-21, ������!


 ����% 
��"�% 

�����
��%: ��  �!��� 

�)�� M , ����"�� �� ��)����, �
������� 

����
� ��  MF  �� ����
���� 

�)�� F  �������
�, ���"��
�� !"�� 

��)����, 
� ����
� ��! 1MM  �� ����
���� �� %�� ����� δ , ����"�� � &
�� 

�������
�, ��
� ����)��� ���
� ��� : 
 

ε=
1MM

MF
, 

��� ����%�
� ε  ���$���
�  &�����
����
�
�%, 

�)�� F ���$���
�  ������%, � 

�� %�  ����  δ  ���$���
�  �����
�����. ����)����� ��)���  %���
 �$
� ������$ � ��� ���� 
���
�%� ��������
, ��� &
� �������� �� ���.22 �� ���%���  

�������$. 
�)��� ��������
, ��� ���!�
, ��%�"��
�  � ����� ����)������ ��)��� , � ��� ���  ��� ������� �
�  ����� ��� 

��%%�
��� ������.  
 

  !"
.22 

 ��������  �������� �����
�� ����)������ ��)��� , ��������� �$��, %���� 
������
� �
������� ����
� ��� 1MMMF  

�
 ���
� �
�!��  ���! 

������%��
� )(ϕρ , ��
��� , ��� &
� ������
 �� ���.22, 
�%��
 ���  

 

ϕε
ϕρ

cos1
)(

−
= p

, 
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��� ����%�
� p  ��� �� 
�
 &�����
����
�
�% ε  ��
� ����)��� ���
� ���  ��  

������ ������.  
����)����� ��)���  )��
� ��
��)�!
�  � ����)�( �������� %�(�����. ���, %���� ������
�, )
� 
����
���  �������  %�
��������� 


�)�� � ���� 
 ��
��� , ���)�� !"����  ������ 
�!
���, �����
��� �
 ����� ����)����� ��)����, ������������� � �������
�, ������� �%�� ���
���% ��)������ ������
� 

�)�� 

�
 ���
��% 


 ��
��� , ��
��$� ��(���
�  � ������ ����)������ ��)���  (�%. ���.22). 
# ��"�% 

���)�� �����  �
����� ��� ��� �� �������
� ������� �
�  %����)����% �
���� 
�
����� �
 ��������
 ���� 

0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx . ���%��   ���������
����� 
�������������� ������
� �

 ������������� ��������, %���� ����
��  ���)�
������� ����"���  ������������ �$�� �������� , ����  ��� � ����%� �� ������)����( 

����, ������������!"�( ����$� �
����� ��� ���. 

����%�
��% ������$� �����
�� ����$( �
����� ��� ��� �� ��������
��� 
�������
�. ������, ����!)���$� � �� %��������� �� �
�����%� a2  

�
 b2  

(���.23),  � ������)����� 
���
�%� ��������
 � ��)���% � ��� ���%�
��)����% 

���
�� ����$���
�  ���������%  

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
. 

  !"
.23 

 

����%�
�$ ba ≥  ���$��!
�  ���
��
�
����� ������� 
�
 %���� �������! 

&������, � ���)�� ������
�� ��
��$( �� 
�
�����
�  ��������
�!. ������� 
�)�� )0,( a±  

�
 ),0( b±  ���$��!


 �������%� &������. ������ 
���� %���
 
�$
� ��������� ��� ���%�
��)����� %��
� 
�)��, ��%%� ����
� ��� �
 ������ 
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�� ��
��$( �� ���( �����������$( 

�)��, ���$���%$( ������%� &������, ��
� ����)��� ���
� ��� : 

arr 221 =+ , 

 
��� 2,1r  ��
� ����
� �� , ��� �������$� ������$, ���������$� �
 ����
���� 

�)�� �� ������� &������  (���.23), ��
��$� � ������)����� 

���
�%� ��������
 
���������!
�  � 
�)��( )0,(2,1 cF ±  

�
 ����%�
��% 

22 bac −= . �
������� 
1<= acε  ���$���
�  &�����
����
�
�% &������ � ������� �
 %��� ��� 

«�$
 ��
��
�». # )��
���
�, � ��������
� ��� ������ ���������!
�  � ��)��� 
��������
 � &�����
����
�
 ����� ���!. ������ 
���� (����
������
�  ���%  
����������$%� �� %$%� εax ±= , ���$���%$%� �����
����%�. ' &
�%� 

�� %$%� 
�� ���� �"� ���� �����
�� �!���� ����)������ ��)���  ��� ���%�
��)������ %��
� 
�)��, �
������� ����
� ��� �
 ������ 

�� ��
��$( �� ����
���� 

�)�� (������) � ����
���� �� %�� (�����
���$) ��
� ����)��� 

���
� ���  � �����  &�����
����
�
�, 


.�. �� ���.23 �$���� �
�  ���
������� 

ε=11 MMMF . 

 ��������� �� %����( ���%�
��)����( 
�����
��( ������� &������ 

�
 

����������
�  ��� �� %���������� �� �
�����%� a2  
�
 b2  (���.24) 

�
 ����$���
�  � ������)����� 

���
�%� ��������
 ���������% 

1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
. 

 

 ���
.24 
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������� 
�)�� )0,( a±  ���$��!

 �������%� ��������$. ��������� 

12222 −=− byax  ������� �
 
�� ���$���%�! 
���� �����! ���������, 

��  ��
���� ���  Ox  
�
 Oy  ��%�� ���� %��
�%�. ��������� 
���� %���
 �$
� 

���������� ��� ���%�
��)����� %��
� 
�)��, ������
� ����
� ��� �
 ������ 
�� 

��
��$( �� ���( �����������$( 

�)��, ���$���%$( ������%� &������, ��
� ����)��� ���
� ��� : 

arr 221 =− , 

 
��� 2,1r  ��
� ����
� �� , ��� �������$� ������$, �� ������� ��������$ 

(���.24),  ��
��$� � ������)����� 
���
�%� ��������
 ���������!
�  � 
�)��( 

)0,(2,1 cF ±  
�
 ����%�
��% 

22 bac += . �
������� 1>= acε  
���$���
�  &�����
����
�
�% ��������$, � �� �����
���$ εax ±=  

���������!
�  %���� ��
� %� ��������$ 
�
 ��)���% ��������
 (���.21). �������$� ������$ &������ � ��������$  �� !
�  ������$%� ������ %� 

�������$ �� 
�)��, 
.�. ||2,1 xar ε±= . ��� �������� �
 ��)��� ��������
 
��
�� ��������$ ���
������ ��������!
�  � �� %$% ���� %, 

�%�!"�% 
��������   abxy =  ��  ������ ��
�� 

�
 abxy −=  ��  ����� ��
�� 

��������$ (���.23). �
� �� %$� ���$��!
�  ���%�
�
�%� ��������$, ��
��� , 
���% ������%, 
�%��
 ��� ���%�
�
�)����( ���������� .  

 ��������, � ���
�����������
� &������ 
��� ���������, �� �%��
 ���
�� �

 %���
 �$
� ������� ��� ���%�
��)����� %��
� 
�)��, ������������$( �
 ����
���� 

�)�� �������
�, ���$���%�� ������%, 

�
 ����
���� �� %��, ���$���%�� �����
�����. �������� �������� �� ���.22, ��� �� ����������! 

����
� ��  MF  
�
 1MM  ����$. # ������)����� 

���
�%� ��������
 ��������� 
�������$ 

�%��
 ��� 

pxy 22 = , 
 

��� &
�% ����� ����������
�  � 
�)�� )0,2( pF , � �����
���� �%��
 
��������� 2px −= .  ��� � ��  &������ � ��������$, �������$� ������ 
�������$ 


���� ������� �$�����
�  )���� �������� �� 
�)�� �� ���%��� 
2pxr += . 

�� ����������  &�����
����
�
� ����)������ ��)���  �����, 
)
� ��  �������$ 1=ε . ����%�
� p  � ��������� ����)������ ��)���  � 
��� ��$( ��������
�( 

�� ��� 
�
 ������ %� a  

�
 b  

���
�������% abp 2= . 

 ����
�����  � ������ �
����� ��� ��� )(xfy =  ������� �
�  ��� 

�� %�  ���� , �%�!"�  � ������ ������ ���� ��"�! 

�)�� 0x , � ��
���� 
������ ���� ������� �� %�� � ��� ������� ����� ���)���! ����������� 
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)(' 0xf . ����� �����$% 
�
 ��"�%  �� �
�  ���(��, � ��
���% ����
�����  

����$���
�  ��� �� %� , �%�!"�  � ������ �
����� ��� ��� ��� �������!"�( 
�)�� ������)��� . 
����%��, ���� ��������� �� %�� L  ����
� � 
����%�
��)����� ���%� � ��������% ����
���� 


�)�� )( 00yx  �� �������
�, 

)���� ��
���! ��� ���(���
, � ��������� ������ �
����� ��� ��� C  ������ � ��"�% ����, 
� ���
�%� ���������, ������� !"�( 

�)�� ������)���  ������ 

C  
�
 �� %�� L   

 

�
�

�
�

�

+=
+=

=+++++

tayy

taxx

FEyDxCyBxyAx

y

x

0

0

22 0222

 

 � ���)�� ����
������ 
�%��
 � ��)��
�� ������  ��� ��������( ����  

������
���� ��������  ��  ����%�
�� t , ����$��!"�( 

�)�� ������)���  

(���.25). ���� � ������ 
���
�%$ ��
� ��� �����)�$( ���)���  ����%�
�� t , &
� ����)��
, )
� �� %�  ���������
 �����! � ���( �����)�$( 


�)��(, 


.�.  �� �
�  (�����. ���� �� ������� ��
 �����, 
� ����
�����! )���� �����! 


�)�� 

)( 00yx , ��
���  ����� %���
 �� ����
� �� ������ �
����� ��� ���, ������
� 
����� . 

 ���
.25 

 
 



 52

������ 1. ����	�
� ��
�
���	��� ����
�
�� �����	�, 	����
���
��� 
�

�	�
���
� ������
�

�� �	�� � ����������� ����� 
���� )22,23(L  
� )0,6(N . 

�� �!��. "�
�
���	���� ����
�
�# �����	�   1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 �� �	����# 

������ ������
����#
 ������
�
� ���� ��
���

�� 
����. $��	
����� �� � 
����
�
�� ������%�
�, �������� 	�	
��� ����
�
�� ��� ������
��� a  � b : 

&
'
(

=+
=+

1036

1818
22

22

ba

ba
. 

)�*�� �
� 	�	
���, 
������ 6=a  � 4=b , 
.�. ��
�
���	��� ����
�
�� 
�����	� ����
 ��� 11636 22 =+ yx . 

 ������ 2. +�����
�, �
� ���������
�� ��		
��
�� �
 �#,�� 
���� �����,��� 
�� �% �	���
�
 �	
� ������
� ��	
��

��. �� �!��. -���
�
�� �	���
�
 ���#
 ��� abxy ±= , ��� 0=± aybx . .	������� /������ ��� ��		
��
�� �
 
���� ),( yx  �� ������ 	 ��

�� 
����
�
���, ����	����� 	��
��
	
��#��� ��		
��
�� ���  

222,1
ba

aybx
d

+

±
= , 

� �� ���������
��, 	������
���
�, ���
�  

22

2222

21
ba

yaxb
dd

+

−
= . 

$�	������ ������
�
� 
���� �����,��� ������
����#
 �% ����
�
�#, 

����0�
�� � ��	��
��� ���
� 22ba , ��� �
� 
�
���
� �����
�, ��
�0�� 
��
�
���	��� ����
�
�� �����,��� 
� 22ba . 1������
���
�, ���������
�� 

21dd  ��� �	�� 
���� �����,��� �	
� ������
� ��	
��

��. 
 

������ 3. 2�������
�, ����� ��
�� ����
� ����
�
��� 

ϕ
ϕρ

cos
2
1

1

5
)(

−
=  � 

�����
�� ������
�
��, � ����	�
� �% ��
�
���	��� ����
�
�� � �����
���� 
������
�
��: 
. �� �!��. 1���
���� ��

�� ����
�
�� 	 �,��� ����� ����
�
�� ������ 
�
����� ������� � �����
�� ������
�
��, ������ �����, �
� �
���
�� 



 53

5.0=ε , 
.�. �
� �����	, � ������
� 52 == abp . 
.	������� ��
� �� 

����0�
�� ��� ��	��

��	�
�
� abaac 22 −==ε , �������� 	�	
��� 
���� ����
�
�� ��� �����	�� a  � b . 

)�*�� �
� 	�	
���, 
������ 320=a  � 
3100=b , �
� ��%
 ��
�
���	��� ����
�
�� �����	� � ���� 

110034009 22 =+ yx . 

 ������ 4. $�����
�, �
� ��	�
���
�� � �����	�, ����

��� ��
�
���	��� 
����
�
���, ���������� ����� 
���� �����	� ),( 00 yx ,  ���	����
	� 

����
�
��� 1
2
0

2
0 =+

b

yy

a

xx
. 

�� �!��. ��	��������	� 	���	
��� ��	�
���
��, 	����	
� ��
����� �� 
������� ���//����

 ����
 �
���
�# ��������
�� /�
���� )(xyy = , ���	���#��� ����	���	
� ����
�
� 
���� �����	� �
 �% �,	��		�. �
� 
��
����
, �
� ����
�
�� ��	�
���
�� ����
 ��� )()(' 00 xxxyyy −⋅=− . 

.� 
��
�
���	���� ����
�
�� �����	� ��0
� ������
� ����0�
�� ��� )(' xy , �	�� �����//���
������
� �,� ��� ��	
� �� x , �
� ���
 
�� ����
	
�� 

0)'()(22 22 =⋅+ bxyxyax , �
���� ))(()(' 22 xyabxxy ⋅⋅−= . 

+���� �� ���	
������ �
� ����0�
�� ��� )(' xy  � ����
�
�� ��	�
���
��,  
��	������� �	� 	��,�� � ��
�0��� �,� ��	
� ����
	
�� 
� 2by . 

.	������� 
��
�
���	��� ����
�
�� �����	� � ������
���� 	���� 	�������� 

2222 byax +  � ���
���, �� �������� �	����� ����
�
�� ��	�
���
��. 
 ������ 5. ����	�
� ����
�
�� ��	�
���
�� � ����0
�	
� 

028422 =+−++ yxyx , ���������� ����� 
����� ������
�
. �� �!��. $�����, ���������� ����� 
����� ������
�
, ��0�
 ,�
� ����
� � ���	
��*�� ���� ��� xky = . ����� ��	�
�� �����
	� �,��� 
����� � ��� 
������, � ��� ������, �
� ���	����
	� 	�	
���� ����
�
�� 

�
�
�

=
=+−++

xky

yxyx 028422

. 

$��	
����� �
���� ����
�
�� � ������, �������� ������

�� ����
�
�� 
� x , � 
��
���� ������� ���//����

 ��	�
���
�� �����
 ��� ������
�. -	������ 
���, �
� ������ ,���
 ��	�
���
��, �����
	� 	���	
����
�� ���� 	�����*�� 
���� ����	���
�� ������ � ������, 
.�. 
�����# ���� 	�����*�� ���
�� � 
������

��� ����
�
��. �
� �	����� ��
����
 ����
	
�� 
��# ��	�����
�

�: 



 54

0)1(8)84( 22 =+−− kk . 
+�

�� �	�����, � 	��# �������, ����	
�����
 	�,�� ������

�� ����
�
�� ��� 
�������� ���//����

� k . $���0�
���
�	
� ��	�����
�

� �
��� ����
�
�� ��
����
 
������ �	����� ��	�
���
��, � ��� �
����
���
�	
�, � 	��# �������, ��
����� ,�, �
� �����

�� � �	����� ��	�
���
�� 
� 	���	
��#
. � ��

�� 
	����� ��	�����
�

 ����0�
���
, � 	���	
��#
 ��� ���
� 11 =k  � 

712 =k , �
� ��
����
 	���	
����
�� ���� ��	�
���
�� xy =  � 7xy = , 

������
����#��� �	����# ������. � 	���	
����
�� ���� ��	�
���
�� � 
��

�� ����0
�	
�, ���������� ����� 
����� ������
�
, 
�
���
� �,���
�	�, ��	
���� ����0
�	
� 
���	���	
��

�. 

 
 ������ ��� �����������	!�
� �� �!��. 
 

8.1. +�
 �����	 4559 22 =+ yx . ���
�: 1) ��� �����	�; 2) /���	�;            
3) ��	��

��	�
�
; 4) ����
�
�� �����
��	. 

8.2. +�
� �����,��� 144916 22 −=− yx . ���
�: 1) �����	� a � b;            
2) /���	�; 3) ��	��

��	�
�
; 4) ����
�
�� �	���
�
; 5) ����
�
�� 
�����
��	. 

8.3.   2�������
� ��	��

��	�
�
 �����	�, �	��: 
1) ��� ����� �	� ���
� �� /���	�� ��� ����� � 060 ; 
2) �
����� ��0�� /���	��� ����
 �� ���*�
 ����� �	� ��� ������ 
�����; 

3) ��		
��
�� ��0�� �����
��	��� � 
�� ���� ,���*� ��		
��
�� ��0�� 
/���	���; 

     4) �
����� �����
��������, �����

��� �� ��

�� �����	� 
� ��� 
�����
��	�, ����
	� ���*�
�� �����	� �������. 

8.4.  ����� ( )1,3 −M  �����
	� ��
��� ����� �	� �����	�, /���	� ��
����� 
��0�
 
� ������ 06 =+y . 1�	
���
� ����
�
�� �
��� �����	�, �
�� ��� 
��	��

��	�
�
 22=ε . 

8.5. ����	� �����,��� 	������#
 	 /���	��� �����	� 1925 22 =+ yx . 

1�	
���
� ����
�
�� �����,���, �	�� �% ��	��

��	�
�
 2=ε . 

8.6. +�
� ��
�
���	��� ����
�
�� �����	� 1615 22 =+ yx . ����	�
� 
����
�
�� �����,���, ���*�
� ��
���� 
�����
	� � /���	��, � /���	� – 
� ���*�
�� ��

��� �����	�.  

8.7. ���
� ���
� �����
�� (�����, ���������� ����� ��

�) �����	� 
1612 22 =+ yx , 
�������

��� �� ,�		��
��	� �
����� 

������
�

��� ����.  
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8.8.  +�� �����	�, ����

��� � �����
���� 	�	
��� ������
�
 ��
�
���	��� 

����
�
��� 11625 22 =+ yx , ����	�
� ��� ����
�
�� � �����
�� 
������
�
��, �	�� 
����� ������
�
 ��	����0�
�  
�) � ����� /���	� �����	�; ,) � ������ /���	� �����	�. 

8.9.   2�������
�, ����� ��
�� �
����� ������� ����
� 	����#��� ����
�
��� 
� �����
�� ������
�
��: 

 �) 
ϕ

ϕρ
cos

2
3

1

10
)(

−
= ;   ,) 

ϕ
ϕρ

cos2
12

)(
−

= ;  �) 

2
sin

1
)(

2 ϕϕρ = . 

8.10.   1�	
���
� ����
�
�� �����
����	���� ��	
� 
����, ���
����� ����%

�� �
 
���� )3,0(F  � �
 ������ ��
�� 5−=y . 

8.11. +�
� ����
�
�� ����,��� xy 62 = . ����	�
� ����
�
�� ������, 
���������� ����� 
���� )1,4(N , ��
���� ����	����� ,� ����,��� � 

���
���� 
����� B  � C  
��, �
�,� �
����� BC  �����	� ,� 
����� N  �������. 

8.12.  ����	�
� ����
�
�� ����,���, 	����
���
�� �

�	�
���
� �	� Oy  � 
���������� ����� 
���� ����	���
�� ������ 0=+ yx   �  ����0
�	
� 

0822 =++ yyx . 
8.13. $�����
�, �
� ��	�
���
�� � ������ �
����� �������, ����

�� 	���� 

��
�
���	���� ����
�
���� � ���������� ����� 
���� ������ ),( 00 yx ,  
���	����
	� ����
�
��� 

�) 1
2
0

2
0 =−

b

yy

a

xx
    ��� �����,���, 

,) )( 00 xxpyy +=   ��� ����,���.  

8.14.  
.� 
���� ( )9,16−P  �������
� ��	�
���
�� � �����	� 1

34

22

=+ yx
. 

����	��
� ��		
��
�� d �
 
���� P �� ����� �����	�, 	����
�#��� 
���� ��	�
��. 

8.15. 
.� ������ /���	� �����	� 1

2045

22

=+ yx
 ��� 
���� ����� α  � �	� Ox 


�������
 ��� 	��
�. .���	

�, �
� 2−=αtg . +���� �� �����	�, ��� �
 
��� �
�����	�. 1�	
���
� ����
�
�� ������, 
� ��
���� ��0�
 �
��0%

�� ���. 
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8.16. $����	
� ��	�
���
�� � �����,��� 1816 22 −=− yx  ���������
� 
������ 0542 =−+ yx  � ����	��
� ��		
��
�� d ��0�� 
���. 

8.17.  +�����
�, �
� �����	 � �����,���, ���#��� �,��� /���	�, ����	���#
	� ��� ������ �����. 

8.18. 1�	
���
� ����
�
�� ������, ��
���� ��	��
	� ����,��� xy 82 =  � 
���������
� ������ 0322 =−+ yx . 

8.19.  1�	
���
�, �	�� �
� 	���	
��#
, ����
�
�� ��	�
���
�� � ����,��� 
xy 162 = , ���������� ����� 
���� 

 �) )2,1( −A ; ,) )4,1(B ;  �) )5,1(C . 

8.20. � 	����#��� 	������ ��������
�, ��� ��	����0�
� ��

�� ������ �

�	�
���
� ��

�� ����,��� – ����	����
 ��, ��	��
	� ��� �������
 
�
� �%:  
1) 02 =+− yx , xy 82 = ;  

2) 01538 =−+ yx , yx 32 −= ;  

3) 0155 =−− yx , xy 52 −= . 
8.21. $�� ����� 
��,������� � ��	
�
��
�� �	����� ������ 

0=++ CByAx  �����
	� ��	�
���
�� � ����,��� pxy 22 = ? 

8.22. 1�	
���
� ����
�
�� ��	�
���
�� � ������ 011261286 2 =+−−+ yxyxy , �	�� ��	�
���
�� �������
  
�) ���������
� ������ 04176 =−+ yx ; 
,) �����
�������
� ������ 032441 =+− yx ; 

�) ���������
� ������ 2=y .  

 

 
 

9. �������� �������	 
����������� �����
� 
�����	 
 ����,�����	��� ������
�	
� � �����
���� 	�	
��� ������
�
 ����%
	� 

����0�
��� 0),,( =zyxF , ��� F  �	
� 
���
���� ����,�����	��� /�
���� 
������
�
. �	�� ��

�� /�
���� ����	
�����
 	�,�� �
������
 �
���� 	
���
� �

�	�
���
� �	�� ������
�
, 
� ������
 �, ����,�����	��� ������
�	
� 
�
����� �������. "���� ����������
�� �����
���� ������
�
, � 
�%����
�� ���	
��
	
�� 
��0� *����� �	������#
	� ����
�����	��� � 	/�����	��� 
������
�
�. ����
�����	��� 	�	
��� ������
�
 ),,( zϕρ  (��	.26�) �����
	� �,�,��
��� �����
�� ������
�
 
� 
�%����
�� 	�����, ��� ��,�����
	� 
��
�� �	� Oz , 
�������

�� �����
�������
� ���	��	
� ),( ϕρ .            
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� ������
�
� /������ �������� � ����
�����	��� ������
�
�� ���
� 
� �
����#
	� �
 	����� �����
�� ������
�
: 

��

�
�

�

=
=
=

zz

y

x

ϕρ
ϕρ

sin

cos

. 

 

 ���
.26 

 ��	
��	
��� 

�
�	�� ���
����� ),,( ϕθr  (
�
.26(�)) 


���
�����	� ������ 
����	 M �
�
�
��
��� 
�

�����	 OMr =  �� �	� �� ������ ���
����� O , 
����
���

 ���� θ  �	��� ���
���	��	� OM  � ���
���	��	� �
� z  �	��
����� 

�
�	��, � ����	

 � ������!���
 ���� ϕ  �	��� �
�	�"�	� ���� 

OM  �� ���
��
�! )(xy  �	��
����� 

�
�	�� � �
!# x . $�� �����

 ����
 
���
����� �
������ � 


�	��#%�� 
��
����� �	
	&��� �� �	��
����& ���
����� � 


�	
��	
���: 

'(

'
)

*

=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

cos

sinsin

cossin

rz

ry

rx

. 

 +
�� �����-���� �  ���
�����, ���
��	
, z , �	 �&���� � �
���	��	 
���	
&��
��, ��	#%		

 ��� 0),( =yxF , �� ����
�� � "�����
��	
��� 
���	
&��
�� ����! ���
���	��� z . ,���� ���	
&��
�! ���	� ���! ��
�
�	�� 
 
����%!# �
���� 0),( =yxF , �� ���	��� ���
����#%	�

, ����
�� ����	�
� 
�� �
���� ������, ��
���	�!��� �
� Oz � �� ���	��� ��
� �#%���. 
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�
��	
�� "�����
��	
��� ���	
&��
�� ����	�
� ��
������	
��� "�����
 


 ��
������ � �
�������, ���� �����

 �� 
�
.27�. +
�� �
���	��	 ���	
&��
�� � "�����
��	
��� 

�
�	�	

 ���
����� �	 
��	
��� ���� ϕ  � ���
���	�
� �
���	��	� 0),( =zF ρ , �� ����
�� � 
���	
&��
�� �
�%	��� 



 �
!# �
�%	���, ��
���	�!��� �
� Oz . ,���� ���	
&��
�! �	 � �	��	�
� �
� �
�� ���!��& ����
���& ����
��	�!�� �
� �
�%	���. 

���	
&��
�� �
�%	��� ������  ���#�
� �
���	��	� �
���� 
0),( =zxF , ����
�� �
�%	��	� ���
�� �
� Oz  ��
� �	� ���	
&��
�! 

�
�%	���. �
���! �� 
��
���� �	
	&��� � "�����
��	
��� ���
�������, �  

����
�& 

�	��	� 22 yx +=ρ , ����� �������! �
���	��	 ���	
&��
�� 

�
�%	��� �  �
���	��� �
���� ���  0),( 22 =+ zyxF . �� 
�
.27(�) 

���� ��� ���	
&��
�! �
�%	���, ���
���#%��
� �
���	��	�  
422 2zyx =+ . +
�� ���	
&��
�! ��
� ����� �
������	����� ��
� �#%���, 

�
�&���%��� �	
	  ���
����#%�# 0),( =yxF  � �	
	  ���
�
������# 
����� ),,( 000 zyxM , �� ����
�� � �����	
��� ���	
&��
�� 



 �	
����� � 

����	 M . 
�
��	
�� �����	
��� ���	
&��
�� ����	�
� ����
 
 ��������	
��� 
	�	��	�, ���� �����

 �� 
�
.27�. 
 

 ���
.27 

 �� �������� 


 �
����� ���
��� ��
����, �
���	��� ���	
&��
�	� ���
��� ��
���� � �������	
��� 


�
�	�	
 ���
�����  ���#�
� ��� 


���� ����
������& �� ���
������� 

����	��& 



 �������!��� ��
��� ��	���. �
�����	

 ���� ���	
&��
�	� ���
��� ��
���� 
�	��#%�	: 
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�����
���    1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
   (
�
.28�); 

��������
����
 ���	
������ 1

2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
  (
�
.28�); 

�������
����
 ���	
������ 1

2

2

2

2

2

2

−=−+
c

z

b

y

a

x
  (
�
.28�); 

����
 ���
��� ��
���� 0
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
   (
�
29�); 

��������	
��� ��
�������  z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

=+   (
�
.29(�)); 

���	
�����	
��� ��
�������  z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

=−   (
�
.29�). 

 
�  �����& �
���	��� �����, ��� �
� 
��	�
��	 ���& �	��	�
��	
��& 
��
��	�
�� ba = , �
	 ���	
&��
��, �
��	

 ���	
�����	
���� ��
��������, 
����� �
	�
������! 
���� ���	
&��
�� �
�%	���. 

�����
��� �
� 
��	�
��	 
�
�& ��
��	�
�� Rcba ===  �
	�
�����	� 
���� 


�	
� 
����
� R .  
 
 

 ���
.28 
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���

.29 
 
������ 1. 

���� �
���	��	 �����
� 12222 =+ czax , �	��%	�� � 
���
��
�� 0=y . 

�������! �
���	��	 �����
���� �
�%	���, �����	����� 
�
�%	��	� ����� �����
� ���
�� �
� Oz . �������. � �
���	��� �����
�, ��	#%	� ��� 0),( =zxF , �
�� ����� 

 ��	�� 
22 yxx +→ , ��� 



� � �
������ ��
 � �
������ �
���	��# 

�����
���� �
�%	��� 12

2

2

22

=++
c

z

a

yx
. 

������ 2. 
���� �
���	��	 �
� L  �
������ "�����
�: tx −= 9 ,  ty 24 −= ,  

tz 27 += , � ���
������ ����� )3,2,1(0 −M , �	��%	�
 �� 	�� ���	
&��
��. ��
�����! �
���	��	 "�����
� � �	��
����& ���
������&. �������. �
�����

 "�����
 ����� ��
	�	���! ��� �	��	�
��	
��	 �	
�� ���	� � �
�
�
��
��	, 
������������& �� �
���� �����, ����#%	�
� �
!# "�����
� 
(
�
.30).  

 	
�
.30 
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 ��
�! �	����
�� �����  ),,( zyxM  �	��� �� ���	
&��
�� "�����
�. ,���� 
�
����	 LMML dd

0
=  ���	� �����!
� �
���	��	� ��� �	
	�	���& ),,( zyx , 

����
�	 � ����	�
� �
���	��	� "�����
�. ��

�����	 �� ����� � �
�
�
��
��	 �� �
���� ����� ����
� 
��
�����  

( )[ ]
||

,01

a

arr −
=MLd , 

� ����
�� �� �
������  �����  ( )zyx ,,1 =r ,  �����!��� ����� �� �
���� 

( )7,4,90 =r  � ���
����#%�� �	���
 �
���� ( )2,2,1 −−=a . 

����
��� 


 ����%!# ��
	�	���	�� �	���
��	 �
�� �	�	��� �  ���
���� 

	�� �����!, ������	�, ���  

222 )214()225()2222(
3
1

yxzxzydML +−+−−+−+= . 

���
������ ��	
�� �	
	�	���& ),,( zyx  ���
������ ����� 0M , ��&���� 

����
 "�����
� 10

0
== LMdR . ,���� ��
� ��, �
���	��	 "�����
� ��		� 

���  

10)214()225()2222(
3
1 222 =+−+−−+−+ yxzxzy . 

�	
���
� �� ������	 ����
������ ��
��, ��� �
���	��	 ���	�
���	
��� ���	
&��
�� ���
��� ��
����. �� ���� ��	 ��
�� � ����
�� � �
����� �������	
 
����	��	

, ������	� �
���	��	 "�����
� � ���	 
040513860156844558 222 =+−−−++−++ zyxyzxzxyzyx . ��� ��		�  �����	�!�� ���		 
������

 ���, �	� �
���	��� ���	
&��
�	� � �������	
��� ���	, ��
���!�� �
&����� �	��
���� 
�
�	�� ���
����� �	 ����	�
� �������	
��� 

�
�	��� ���
����� ��� ������ ���	
&��
��. 

+
�� �� 
�
! "�����
� ���� ���
��� � ���	
��	 ����� �
� 'Oz , � �
� 'Ox  � 'Oy  

�
��������
! �	
�	�������
�� 

	�
, �� "�����
 ��� ��  ���� � �������	
��� 

���	 �
�
��� �
���	��	� 100)'()'( 22 =+ yx . 
 ������ 3. 

��
�����! �	���
��	 �
���	��	 �
����� �
������� ����
� 

 

�	
����� � ����	 )( 00 rM  � �
!# tarr += 0 ,  ���, ��� ���� �	��� 
	�� 

��
� �#%	�
 � �
!# 
��	� α . �������. �����
-�	���
 �#��� ����� ����
�, 	
�� ������ ���
����� ��&����
� � 	�� �	
���	, ��
� �	� ���� 



 ���
����#%�� �	���
�� �
� ����
�, 
�����

 
���� α . 

��	�����	�!��, �
���	��	 ����
� ����� �
	�
�����! ��� 

����
��	 

�
�� �	�	��	 �	���
� 0rr − , ��	 ),,( zyx=r , � �	���
� a : 

( ) |cos||||| 00 α⋅⋅=− rrrr , 
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��	 
��	�
��� ���� �	��� �	���
���  �������� ���� α  ��	
�	����	� 
��&���	��	 �	���
� 0rr −  �� ���	
&��
�� ����
�. �����! � ��
���
� ���� 
��	
�	����	� ������	��	 
��	�
��� ��� ��� �	
&�	� �������� ����
�, ����� 
���� �	���  0rr −  � a  �
�
��

, ��� � ��� ����	� ��������, ����� ���� ���� 
�����. ����
�� �����	 �	���
��	 
��	�
��� � �	��
����& ���
������& � �� �	�� 

	�� � ����
��, ����� � �����!
� �� ��
��, �� ����! ������� 

���� ����
������& �� ���
������� 


����	��&, ��
	�	��#%�& ���	
&��
�! ���
��� ��
����. 
 ������ ��� ���	�
	�
����	�	 ������� 
 

9.1. ����� ����� �	
	
	�	��� 

�	
� 81)6()5()4( 222 =−+++− zyx  

� �
���� ����� tx −= 3 ,  ty 23+−= ,  tz 24 −= . 
9.2. 

��
�����! �
���	��	 ��������
����� ���	
������� �
�%	���, 
�����	����� �
�%	��	� ���	
���� 12222 =− czax , �	��%	�

 � 
���
��
�� 0=y , ���
�� �
� Oz . 

9.3. ���
����#%�� ����
�  ����� �
���	����� 1259 22 =+ zx , 0=y , � 
�	
���� ��&����
� � ����	 )4,3,0( −S . 

��
�����! �
���	��	 ����
�. 
9.4. 

��
�����! �
���	��	 ����
�, ���
������ ����� 

�	
� 

4222 =++ zyx  (�.	. ��
�#%	��
� ������ 

�	
� �� �	����
�� 

��
����
��), 
	
�� �	
���� ����
� ��&����
� � ����	 )8,0,0(S . 

9.5. 
���� ��!, ��� ����
 
 ���
����#%	�

 �
����,  ������� 

�
�	��� 


�



�

�

=
=
=

)(

)(

)(

tz

ty

tx

χ
ψ
ϕ

 

� � �������� � ������ ���������,  �!�� "#�$ %���� � &��� ���������� '�� � � &��� ���� � u  �  v  � ���� ����� # �������� 

()

(
*

+

=
=
=

)(

)(

)(

vuz

vuy

vux

χ
ψ
ϕ

. 

9.6. ,� ������ &����-������ %����� � &�. �/0��$��� ����� � ��������� 
/�������� , �����!�1�  &���%���$�#� &��� ��� λ . 2&�������$ ��& 
&����-����� &�� �����% �!�#- λ : 

1) λ=++ 222 zyx ;  2) 1222 =++ zyxλ ; 

3) λλ =++ 222 zyx ; 4) λ=−+ 222 zyx ; 
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5) λ=−− 222 zyx ;  6) 1)( 222 =++ zyx λ ; 

7) zyx λ=+ 22
;  8) 122 +=+ zyx λλ ; 

9) λ=+ 22 yx ;   10) λ=− 22 yx . 

9.7.  2&�������$, ��!�� �� ����� )1,1,1(M  ��/��� ��� ��� ����&����� 
432 222 =++ zyx . 

9.8.    2�$ Oz  ��&������� ����-. 2&�������$, ��!�� �� ����� )1,1,1(M  �#�� 
��� ��!� &���"������ zyx 22 22 =+ . 

9.9. ,�����. &����-����� 0132 222 =−−+ zyx  &�������. � 0=x ,  

1=x ,  2=x   �&�����������# �� &�������$ Oyz . 2&����$ � �%�"��%��$ 
��� &�������. 

9.10. ���.���. �� ����. &���������. ��/- &����-������ �����0� &��.��� 
&������ ������? �������� &�� ��#. 

9.11.  �/��$ ����. &���������. ��/- &����-������ �����0� &��.��� &�����.. �/��� �� ��� ����. ��0�"���������? ���� ��, �� ����0� &��.���? 
�������� &�� ��#. 

 
 
 
 
10. ���	�
��
�
� �
� �������
� ��
��� 
 �	�����	
��� ��	�	�	 �	����� 

 
 � �"1�  ��/��� �����. �����0� &��.��� �� &��������  %������. 
/��������  ���� 0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx , � &����-����$ 
�����0� &��.��� � &����������� �&��#�����. /��������  �-����� ���/��/�#, 0�� ��"���.���. ����# � ����$�� ����������� z  � �� �����% �!�# � 
�� "�����. � � x  � y , � ��1� � &���#�  � ������ &��.���. ��. 
�&��������. ��&� ������ ��� &����-����� ���"-��� � &�� ��.�$ 
&���"��%�����. ���������, &�����.1�� /�������. ������ ��� &����-����� � ���� / �% �&�����#- �#�� �����������- �����. ������������ ��� /�������. 
������ ��� &����-����� �����0� &��.��� ���$ �0� %�&��$ � ����� ����� � 
���������, � ������� /�������� �����!�� ���$ ���0�� #� � ���� ��������� 
��!��� �% ���������, ��"� � ���� ������#- ������, ���� &��.��� �����-�� 
���������# � ��-����  /�������� �� ������, � &���#�.   
 ���� /�������� �� �����!�� ������ � &���%�������  ���������, �� �� ������#- ������  �!�� �%"����$�. &�������$�#  &�������  ������ �������, ��� �� ��0�"��������  .%#�� �&��#�����. &�����������$�#  �#�������  
&����0� �������� � /�������� � &�����/�1�  �"�%�������  �#��!���� &�� 
%����  �������� ��� ���#- ���������. ����#�  ���� ���!� ����� ��%����� 
 ����� ��0���!�. ���� !� � /�������� 

'�0/���/�� ����# � &���%�������  
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���������, �� ���"-��� � &���%�����$ &���"��%������ &�������. ��. ����#- 
�����0� &��.���, ��!�1�- � &��������, &������ ���!� &����-���� � ���� 
&��������, � �0� /0�� ϕ  �&�����.���. �#��!����  
 

CA

B

−
= 2

2tg ϕ . 

 �% ���0� �#��!���. ����/��, ��� &�� ��������� ���''�������� A � C  � ��-����  /�������� ��%����� � �� �������# ���/����0� �����0����$��0� 
���''������� B  &������ &����-���� �� /0�� 4πϕ = , � ���#� ���������# 

��.%��# �� ����# � &� '�� /��  ( ) 2'' yxx −=  � ( ) 2'' yxy += . ��. 
&��������. /�������. &����-����� � ����������� / ���/ &�� ������� ����0� 
���0�� �0� � &���%�������  ���������  �!�� "#�$ &�� ���� �����0���#� 
&������ � &��������, �����!�1�� ��� ���������#. ���� !� ���0�� #- � 
&���%�������  ��������� ������$��, �� ��% �!�� &�� ������  ����� 
��0���!�, ��"� ��&��$%������ �����������, � �����#- "/��� ������%��� ��!�. 
 �������#� �������� ����#- � &����-������ �����0� &��.���  �0/� "#�$ �&�������# ��&������������ ����% ���''������# ��-����0� /�������., ��� .��.���. ���������  &����.����� �������#- �� "������ ���- ���''�������� 
&�� %� ��� ���������. ����"�#� &����.��#� &�� %� ��� ��������� �������# ��%#�����. ���������� � &���"��%������ ���������. ���, ��. ����#- �����0� 
&��.��� .��.���. ����������  ��������  

2BAC
CB

BA
−==δ , 

%��� ������� &�%���.�� ������'��������$ ����/� �����0� &��.���: 
 

0>δ  - �����. ����&�������0� ��&�; 
0<δ  - �����. 0�&��"��������0� ��&�; 
0=δ  -  �����. &���"��������0� ��&�. 

 
����#� ����&�������0� � 0�&��"��������0� ��&� � ��� 0�� ���������� ����� 
� ��%#�����. �������$�# � ����# �. ���������# ������ ),( 00 yx   �!�� 
�&�������$ �% ��-����0� /�������. ������, ����. ����� / /�������� 

�
�
�

=++
=++

0

0

00

00

ECyBx

DByAx
. 

������$�/ �&����������  ������ ����� # .��.���. ��������� δ , / ����� # 
���$ ������� � �����. .��.���. �������$��� ���$ &�� 0≠δ  , �.�. &�� 
&�������!����� � ����&������� / ��� 0�&��"�������� / ��&/. 
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  ��. &����-������ �����0� &��.���, �&�����.� #- � ���- ����  
&����������� ),,( 321 xxx  /��������  ���� 

02 44

3

1
4

3

1,

=++ ∑∑
==

axaxxa
k

kk
ji

jiij , 

 
0�� jiij aa = , ���!� �/1����/�� �.� �����������. ���"���� ��!�#  �% ��- 
.��.���. �&���������$ ����$�0� &��.��� 
 

( )ijaI det3 = ,    3,2,1, =ji . 

���� ���� �&���������$ ������� �� �/�., ��� �%������ ������� / &����-����� 
0�� ���������0� ������,  ���������# ������0� ),,( 030201 xxx  �&�����.���., 
��� � � ��/��� ������ �����0� &��.���, ����� �� /�������� 
 

04

3

1
0 =+∑

=
i

j
jij axa ,    3,2,1=i , 

 
����� ����� ������� ���$ 3I . ��. �������$��� &����-����� �� /�������� 
 �!�� "#�$ %�&����� � ����  
 

02
33

2
22

2
11 =+++ ηλλλ xxx , 

 
0�� ���''������# iλ  � η , �&�����.�1�� 0�� ���������� ��& &����-�����, 

 �0/� "#�$ ������# &�� &� �1� ����������� ��&������������ �% ��-����0� 
/�������. &����-�����. ���, ������������ ���''������# iλ  .��.���. 
����. � ��0�"��������0� /�������. ����$�0� &��.��� ���������$�� λ  
 

( ) 0det =⋅− ijija δλ , 

 
0�� 3,2,1, =ji , � �� ��� 1=ijδ  &�� ji =  � 0=ijδ  &�� ji ≠  ��%#�����. 
�� ����  ��������� � �&�����.�� ��� ���# ���������  �����#. ������ /�������� ����$�0� &��.��� ��%#�����. -����������������  /��������  ��. 
 �����# ija , � �0� ����� 3,2,1λ  - �� ��"������# � %������. �. 

,�  ���������$  �����# jiij aa =  0�������/��, ��� ��� ��� ����. .��.���. 
��1�������# �. ���� ��� η  ���!�  �!�� "#�$ ������ ����% ���������# &� '�� /��  
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3

4

I

I=η , 

 
0�� ��������� 4I  ���$ �&���������$ ��������0� &��.���, �'�� �������#� �% 
���- ���''�������� /�������. &����-�����, ������. ������#� ����#: 

 
( )ijaI det4 = ,    4,3,2,1, =ji . 

 
�����"��� ������������ ��"������#- %�������  ����� � �- ��.%$ � 
�����������  ����  ����������#- '��  �����!���. � �/��� �������� ��0�"�#. 
 
 ������ 1. 2&�������$ ��& � ���&���!���� ������ 

06836894 22 =−−−− yxyx  �� &��������. �������. �#����.�  %������� ����������  

036
90

04
<−=

−
==

CB

BA
δ , 

��� 0������ � &�������!����� ������ ������ � 0�&��"�������� / ��&/. 
������$�/ � /�������� ������ ���/����/�� ���0�� #� � &���%�������  
���������, &������� /�������� � ����������� / ���/  �!�� � &� �1$� ����- ���$ &�������$�#- &��������, �.�. ����% �#������� &����0� ��������. 
����%���. ��/ �&������, &��/��� : 

068364)44(9)12(4 22 =−+−++−+− yyxx ,  ��� 

036)2(9)1(4 22 =−+−− yx . 
����%���. &���"��%������ &�������$��0� &�������  

�
	



=+
=−

'2

'1

yy

xx
, 

��
����� � ����� ����������� ��������� ������ � ������������ ����� 

1
4
)'(

9
)'( 22

=− yx
, 

�������� �� !����"�
� � ��
���#�� 3=a  � 2=b , $���� ������� ��������# 
� ����� )2,1( −  �������� ������� ��������� ),( yx . 
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������ 2. ������
��� ��� ������ 09322 2 =+− xyx  � ��������� �� 
������������ ���������. 
��	�
��. ���������� ��������� 3

03

32
−=

−
−

==
CB

BA
δ , ��� 

������
#�� ��� ������ ������ ��� !����"�
�������. �����
��� � ��������� ������# �
�!����� � ����
�������� ���������, ���"������ ��������� ����"��
������ �������� 

�
�
�

+=
−=

ϕϕ
ϕϕ

cos'sin'

sin'cos'

xyy

yxx
 

�� �!�
 ϕ , ���!��� ������!� ������
#���# ���������� 

3
02

)3(22
2tg −=

−
−⋅=

−
=

CA

Bϕ , 

������ 6πϕ −= , � ����"��
������ �������� ����� ���: 

�
�

�
�

�

+−=

+=

'
2
3

'
2
1

'
2
1

'
2
3

yxy

yxx
. 

�������
## ��� ��������# �
# ��������� � �������� ��������� ������, ��
����� ��������� � ���� 

09'
2
3

'
2
1

'
2
1

'
2
3

32'
2
1

'
2
3

2
2

=+�
�
�

�
��
�

�

+−�
�
�

�
��
�

�

+−��
�

�
��
�

�

+ yxyxyx , 

������� ���
� ��������# ���"�� � ���������# ����"��� �
���� ��� �� "���� ��������� �
�!����� � ����
�������� ���������: 
09)'()'(3 22 =+− yx , �
� � ������������ ����� 

1
)3(

)'(

)3(

)'(
2

2

2

2

−=− yx
, 

��� ������
#�� ����#������ !����"�
� � ��
���#�� 3=a  � 3=b . 
 �� !"� 3. ����
���, ��� ��������� xyz =  ������
#�� !����"�
������� ����"�
���. #"$"% ". &�������� �������� ���� �
�!����� � ����
�������� ���������, ������, xy , ��� !������ � ���"��������� ����
�
�����# ����"��
�����# 
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�������� � �
������� )(Oxy . �����
��� ������$����� ��� 2x  � 2y  � �������� ��������� ����� ����� ��"�� (�"� ����� ��
�), ������� 
����
�#���# �� �!�
 4πϕ = , � ����� ���������� ��#
��� �� ������� �� 
�����
�� ( ) 2'' yxx −=  � ( ) 2'' yxy += . �������
## ��� ��������# � 
�������� ���������, ��
����� ���������  

z
yx =−

2
)'()'( 22

, 

��� #�
#���# ������������ ���������� !����"�
������!� ����"�
���� � ����������� 1== ba . 
 �� !"� 4. � ���� �� ����������� ������
��� ��� �����������, 
������� 
���������� 18420162115 222 =++−++ yzxzxyzyx . 
#"$"% ". ������ ���!� �����
#�� ��������� 3I : 

81181458

2210

2118

1085

3 ⋅−=−=−
−

=I , 

�.�. ����������� #�
#���# $�����
���� � ����� "��� ������� ���������� ���� 
02

33
2
22

2
11 =+++ ηλλλ xxx . ������������������ ��������� �
# 

������������ ������$������ 3,2,1λ  ����� ��� 

0

2210

2118

1085

=
−

−−
−−

λ
λ

λ
,  �
�  081188118 23 =⋅+−− λλλ . 

������ ��"������� ��������� ����� $�
����
����� ����� 181 =λ , 92 =λ  � 
93 −=λ . �������� 34 II=η , !�� ������
���
� ��������!� ���#��� 

34 18

18000

02210

02118

01085

II ⋅−=

−

−
−

=
, 

������ 18−=η  � ������������ ��������� ����� ��� 
018)'(9)'(9)'(18 222 =−−+ zyx ,   �
� 

1
2
)'(

2
)'(

)'(
22

2 =−+ zy
x , 

��� #�
#���# ���������� ������
�����!� !����"�
���� � ��
����� ���
� ��� 
Oz . 
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������ ��� ���	�
	�
���
	�	 ����
��. 
 
10.1. ���������� ��� ������ ������� ������ , !�!� ���� �" � #�#�$�!��� %� �#�#�� � %� & �� � #�#�$�!�%' !�!��(% ������# �:  

1) 062 =+−− yxxy ; 2) 
3

9
−
−=

x

x
y ; 

3) 012666 22 =−−++ yxyx ;     4) 014486169 22 =−+−− yxyx ; 

5) 01211062 22 =−++ yxyx ;   6) 049 =+xy . 
10.2. )��������, $�� � ## � ���� � ������� ������  ������!� *�#�� ��#��. + ��� ������# �, *�#��  � �&- ����!� � %� �#�#�� �� $��#�� ������ 

!����#� ��� ��(�.� ����#�!  # $ �  ������# � � *�#��: 

 1) 024388178 22 =+−++− yxyxyx ; 

 2) 0145 2 =−−−+ yxxyx ; 

 3) 027316248 22 =−−++− yxyxyx . 
10.3.  /�� & ��, $�� (#�0�!��� *�#���� !�((�����  ���-� �$�!��� ������ ��-� �%!��, ��-� !�!���� �& ��#�� ��$��, ��-� ������!� ���(�� ��#���. 
10.4.  ���������� ��� �����1#�!�� � �����!�� �" %� �#�#�� � � #�#�$�!��(% ���%: 

 1) 0253216641836169 222 =+−+−++ zyxzyx ; 

 2) 091664 22 =++−+ yxyx ; 

 3) 0657254163694 222 =−−−−+− zyxzyx ; 

 4) xyz =2
; 5) 012236824643 222 =+−+++− zyxzyx ; 

 6) 01847236894 22 =+−−−− zyxyx ; 

 7) 017642 =+−− yxy ; 

 8)  030242412362 222 =+−−−+− zyxzyx . 
10.5.  ���������� ��� �����1#�!�� ��� ��(�.� �#� �� #���: 

 1) 012102422252 222 =−−−+−+−++ zyxxzyzxyzyx ; 

 2) 0301824644567 222 =++−−−−++ zyxyzxyzyx ; 

 3) 03264224322 222 =+−+−+++++ zyxyzxzxyzyx ; 

 4)  0632126494 222 =−−+−−+−++ zyxyzxzxyzyx . 
10.6.  ���������� ��� �����1#�!�� � & ��!�(�!�� �� � � (���  α : 

 06426432 3213121
2
3

2
2

2
1 =+++−−−−− αxxxxxxxxxx .  
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