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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ èçó÷åíèå äèíàìèêè îòîáðàæåíèé íà îäíîìåð-
íûõ êîíòèíóóìàõ ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì òî÷åê âåòâëåíèÿ òàêèõ, êàê êî-
íå÷íûõ äåðåâüÿõ, ãðàôàõ è äåíäðèòàõ âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ ó ìàòå-
ìàòèêîâ. Ýòî ñâÿçàíî, íàïðèìåð, ñ òåì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ñ èíâàðèàíòíûì ñëîåíèåì êîðàçìåðíîñòè 1, ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-
îòîáðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì íà ãðàôå. Áîëåå òîãî, äèíàìèêà ïñåâ-
äîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê àíà-
ëèçó íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé íà ãðàôàõ. Êðîìå ýòîãî, îòîáðà-
æåíèÿ íà ãðàôàõ èíîãäà èìèòèðóþò ïîâåäåíèå ãëàäêîãî ïîòîêà â îêðåñòíîñòè
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Íàêîíåö, äåíäðèòû ïîÿâëÿþòñÿ êàê ìíîæåñ-
òâà Æþëèà äëÿ êîìïëåêñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà ðàçâåòâëåííûõ êîíòèíóóìàõ, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ òåîðåì äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ
íà îòðåçêå.

Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.
Ïîä êîíòèíóóìîì áóäåì ïîíèìàòü êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñ-

òðàíñòâî.
Ïóñòü X � êîíòèíóóì, òî÷êà p ∈ X, n � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ≤ c (c � ìîù-

íîñòü êîíòèíóóìà) èëè ïîðÿäêîâîå ÷èñëî ω (ïîðÿäêîâûå òèïû âïîëíå óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè; ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë è âñå ïîäîáíûå åìó íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà ω). Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîðÿäîê òî÷êè p íå ïðåâîñõîäèò n: ord x ≤ n, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò 0 < δ < ε òàêîå, ÷òî ìîùíîñòü ãðàíèöû δ-îêðåñòíîñòè
òî÷êè p íå ïðåâîñõîäèò n. Ðàâåíñòâî ord p = n îçíà÷àåò, ÷òî ord p ≤ n è
ñîîòíîøåíèå ord p ≤ m íå èìååò ìåñòà íè ïðè êàêîì m < n.

Òî÷êè, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå 2 (ðàâåí 1), íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè âåòâëå-
íèÿ (êîíöåâûìè òî÷êàìè).

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç R(X) (E(X)) � ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ
(êîíöåâûõ òî÷åê) êîíòèíóóìà X.

Äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì, íå ñîäåðæàùèé äóã,
ãîìåîìîðôíûõ îêðóæíîñòè. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ïðèìåð äåíäðèòà, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Æþëèà ïðè èòåðèðîâàíèè îòîáðàæåíèÿ f(z) = z2 + i,
ãäå z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, i � ìíèìàÿ åäèíèöà [4]. Äåíäðèò èìååò íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïðè÷åì ïîðÿäîê êàæäîé òî÷êè âåòâëåíèÿ
íå ïðåâîñõîäèò ω [3].

Äåíäðèò ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê âåòâëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà áóäåì
íàçûâàòü êîíå÷íûì äåðåâîì èëè ïðîñòî äåðåâîì.
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ðèñ. 1. Äåíäðèò

×àñòíûì ñëó÷àåì êîíå÷íîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ n-îä � ìíîæåñòâî òî÷åê êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, n-àÿ ñòåïåíü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0, 1]. n-îä
èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ 0.

Ïîä ãðàôîì áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íîå ñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äóã è îêðóæ-
íîñòåé.

Ïóñòü X � êîíòèíóóì, ìíîæåñòâî J ⊂ X. Îòîáðàæåíèå r : X → J íà-
çûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé X íà ìíîæåñòâî J , åñëè r íåïðåðûâíî è r(x) = x äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ J .
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1. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ØÀÐÊÎÂÑÊÎÃÎ ÄËß ÍÅÏÐÅ-
ÐÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ ÍÀ n-ÎÄÅ

Â 60-x ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ À.Í. Øàðêîâñêèé äîêàçàë òåîðåìó, îïèñûâà-
þùóþ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðèîäàìè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé íà îòðåçêå [5]. Ïóñòü � (ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî) áóäåò ñëåäóþ-
ùèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N:

1 � 2 � 22 � 23 � . . . � . . . � 5 · 22 � 3 · 22 � . . .

� 9 · 2 � 7 · 2 � 5 · 2 � 3 · 2 � . . . � 9 � 7 � 5 � 3.

Òåîðåìà Øàðêîâñêîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.1. Ïóñòü I = [0, 1], f : I → I � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà åñëè f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà k, òî f èìååò ïåðèî-
äè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m � k. È îáðàòíî, åñëè Z � íà÷àëüíûé îòðåçîê
ïîðÿäêà Øàðêîâñêîãî (ìíîæåñòâî Z ⊆ N íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåç-
êîì ïîðÿäêà �, åñëè èç óñëîâèé k ∈ Z è m � k ñëåäóåò, ÷òî m ∈ Z), òî
íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : I → I òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ
T (f) îòîáðàæåíèÿ f ñîâïàäàåò ñ Z.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äîêàæåì òåîðåìó Áîëäâèíà [10], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì òåîðåìû Øàðêîâñêîãî äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà n-îäå,
n ≥ 3.

1.1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà òåî-
ðåìû Áîëäâèíà

Ïóñòü X � n-îä. X èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ 0, è îòêðûòîå â X

ìíîæåñòâî X \{0} ñîñòîèò èç n êîìïîíåíò, íàçûâàåìûõ êîìïîíåíòàìè n-îäà.
Çàìûêàíèå ëþáîé êîìïîíåíòû íàçîâåì âåòâüþ n-îäà.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ �n-ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.2. �1-ïîðÿäîê (ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî) îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

2i �1 2i+1 �1 2j+1(2m + 1) �1 2j(2k + 3) �1 2j(2k + 1)

äëÿ âñåõ öåëûõ i, j ≥ 0 è k,m > 0. Åñëè n ≥ 2, òî �n-ïîðÿäîê îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü m, k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
1. k = 1. Òîãäà m �n k, åñëè m = 1.
2. k äåëèòñÿ íà n. Òîãäà m �n k, åñëè ëèáî m = 1, ëèáî m äåëèòñÿ íà n è
(m/n) �1 (k/n).
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3. k íå äåëèòñÿ íà n. Òîãäà m �n k, åñëè ëèáî m = 1, m = k, ëèáî m = ik+jn

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ i ≥ 0, j ≥ 1.

Çàìåòèì, ÷òî �2 ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì Øàðêîâñêîãî. Äèàãðàììû �3- è �4-
ïîðÿäêîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâåííî.

ðèñ. 2. �3-ïîðÿäîê

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.3. Ìíîæåñòâî Z ⊆ N íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåç-
êîì ïîðÿäêà �n, åñëè èç óñëîâèé k ∈ Z è m �n k ñëåäóåò, ÷òî m ∈ Z.

Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Áîëäâèíà, ÿâëÿþùóþñÿ îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [10].

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4 [10]. Ïóñòü f : X → X íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå n-îäà.
Òîãäà
1. T (f) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ
{�p: 1 ≤ p ≤ n};
2. Åñëè Z 6= ∅ è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ
{�p: 1 ≤ p ≤ n}, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X,
ãäå f(0) = 0, è T (f) = Z.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1.5. Ïóñòü X � n-îä. Ïîðÿäîê �X åñòü ïåðåñå÷åíèå ïîðÿä-
êîâ {�p: 1 ≤ p ≤ n}. Òîãäà m �X k òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà äëÿ ëþáîãî
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → X åñëè f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó
ïåðèîäà k, òî f òàêæå èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.

ðèñ. 3. �4-ïîðÿäîê

Çàìåòèì, ÷òî êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.4 ìû ïîëó÷àåì: åñëè f èìååò òî÷êó
ïåðèîäà k, òî äëÿ íåêîòîðîãî p (1 ≤ p ≤ n) f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïå-
ðèîäà m �p k. Íà ñàìîì äåëå, ìû áóäåì äîêàçûâàòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò,
êîòîðûé äàñò íàì çíà÷åíèå p. Íî ñíà÷àëà åùå îäíî íîâîå îïðåäåëåíèå.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.6. Ïóñòü x � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k. Åñëè
Orb(x, f) ∩ {0} 6= ∅, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Orb(x, f) òèïà 1. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî Orb(x, f) ∩ {0} = ∅. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî âñåõ âåòâåé â X,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ A. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g : B → B ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè b � âåòâü â B, à y ∈ b ∩ Orb(x, f) � òî÷êà, áëèæàéøàÿ ê
0, òî ïîëîæèì g(b) = d, ãäå âåòâü d ñîäåðæèò f(y). Òàê êàê B êîíå÷-
íî, òî g èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó. Åñëè g èìååò
ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà p, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Orb(x, f) òèïà p.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè Orb(x, f) íå ñîäåðæèò 0, òî âîçìîæíî, ÷òî Orb(x, f)
èìååò áîëåå îäíîãî òèïà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ òèïîâ Orb(x, f) íå áîëü-
øå, ÷åì n.

1.2. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû Áîëäâèíà

Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû äîêàçàòü ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû Áîëäâèíà. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.7 [10]. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
n-îäà è f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà k òèïà p. Òîãäà äëÿ êàæäî-
ãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m �p k îòîáðàæåíèå f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó
ïåðèîäà m.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.7 íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà 0 � íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà f .

Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå n-îäà, f(0) = 0,
x� ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k òèïà p. Ïîëîæèì x0 = 0,A = {x1, . . . , xk},
A′ = {x0, x1, . . . , xk}.

Êîìïîíåíòó Bi íàçîâåì òðèâèàëüíîé, åñëè Bi íå ñîäåðæèò òî÷åê èç A è
íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàê êàê A � ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà òèïà p, òî ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü êîìïî-
íåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ j ≤ p òî÷êà xj ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
Bj, ïðè÷åì [0, xj) ∩ A = ∅ è f(xp) ∈ B1, à f(xj) ∈ Bj+1, ãäå 1 ≤ j ≤ p − 1.
Òàêèì îáðàçîì, B1, . . . , Bp ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îòðåçîê [xs, xt] íàçîâåì áàçèñíûì, åñëè xs, xt ∈ A′ è (xs, xt) ∩A′ = ∅. Äëÿ
1 ≤ j ≤ p ïîëîæèì Ij = [x0, xj]. Òîãäà êàæäîå òàêîå Ij ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì
îòðåçêîì. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò k áàçèñíûõ îòðåçêîâ, òî çàíóìåðóåì îñòàâ-
øèåñÿ áàçèñíûå îòðåçêè Ip+1, . . . , Ik ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ïîëîæèì G = {I1 . . . , Ik}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èç Ii ñóùåñòâóåò ïóòü â Ij

(Ii → Ij), åñëè Ii = [xs, xt], è Ij ⊆ [f(xs), f(xt)].
Ïåòëåé äëèíû m íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

J0 → J1 → J2 → . . . → Jm−1 → Jm = J0,

ãäå Ji ∈ G � áàçèñíûå îòðåçêè. Òàêàÿ ïåòëÿ íàçûâàåòñÿ íåïîâòîðÿþùåéñÿ,
åñëè îíà íå ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ïîâòîðåíèå öåëîãî ÷èñëà ðàç ïåòëè,
ìåíüøåé äëèíû, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò s < m, ãäå m äåëèòñÿ íà s, òàêîãî,
÷òî Ji+s = Ji, äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i ≤ m− s.

Ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì
ïîëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê èç G.
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ËÅÌÌÀ 1.8. Ïóñòü J0 → J1 → . . . → Jm−1 → Jm = J0 � íåïîâòîðÿþùà-
ÿñÿ ïåòëÿ äëèíû m òàêàÿ, ÷òî ïî-êðàéíåé ìåðå îäèí èç Ji íå ñîäåðæèò 0.
Òîãäà f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ m − 1 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
fi : Ji → Ji+1 òàê, ÷òî fi(x) = ri(f(x)), ãäå ri : X → Ji � ðåòðàêöèÿ n-îäà X

íà îòðåçîê Ji. Ïîëîæèì îòîáðàæåíèå f̃ : J0 → J0 ïî ïðàâèëó:

f̃ = fm−1 ◦ fm−2 ◦ . . . ◦ f1 ◦ f0.

Î÷åâèäíî, ÷òî f̃ � îòîáðàæåíèå "íà". Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé çàì-
êíóòûé îòðåçîê J ⊂ J0 òàêîé, ÷òî fm(J) = J0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ J0 è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ≤ m f i(z) ∈ Ji.

Ïóñòü z ∈ Fix(f̃) ∩ J . Òîãäà fm(z) = z. Ïîêàæåì, ÷òî m � íàèìåíüøèé
ïåðèîä òî÷êè z. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî s < m, òàêîå, ÷òî f s(z) = z. Çàìåòèì, ÷òî s äåëèò m. Åñëè z ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé îòðåçêà J0, òî Orb(z, f) ∩ A = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå
f i(z), 1 ≤ i ≤ m, ïðèíàäëåæèò ñòðîãî îäíîìó áàçèñíîìó îòðåçêó, è ïåòëÿ
J0 → J1 → . . . → Jm = J0 ÿâëÿåòñÿ ïîâòîðÿþùåéñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû äîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé
îòðåçêà J0. Ñëó÷àé, êîãäà z = 0 íåâîçìîæåí, òàê êàê 0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà îòîáðàæåíèÿ f è íåêîòîðîå Ji íå ñîäåðæèò 0. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ åäèíñ-
òâåííûé ñëó÷àé, êîãäà Orb(z, f) = Orb(x, f). Íî òîãäà åñëè òî÷êà y ∈ A è
K � áàçèñíûé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé y, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí áàçèñíûé
îòðåçîê L òàêîé, ÷òî K → L è L ñîäåðæèò f(y). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïåòëÿ
ïîâòîðÿþùàÿñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 1.8.

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ g : X → X ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f|A′ = g|A′;
g|Ii

� ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íà êàæäîì áàçèñíîì îòðåçêå;

g � êîíñòàíòà íà ìíîæåñòâå X \
k⋃

i=0
Ii.

ËÅÌÌÀ 1.9. Åñëè g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m, ãäå m 6= 1,
m 6= k, òî ñóùåñòâóåò íåïîâòîðÿþùàÿñÿ ïåòëÿ äëèíû m.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x ∈ Per(g) ïåðèîäà m > 1. Òîãäà
Orb(x, f) ∩ A′ = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i ≤ m ñóùåñòâóåò åäèíñ-
òâåííûé áàçèñíûé îòðåçîê Ji, ñîäåðæàùèé gi(x). Ïîñêîëüêó g � ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå íà êàæäîì áàçèñíîì îòðåçêå, òî ñóùåñòâóåò ïåòëÿ äëèíû m

J0 → J1 → . . . → Jm−1 → Jm = J0.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïåòëÿ íåïîâòîðÿþùàÿñÿ. Òàê êàê g |Ji
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,

òî ñóùåñòâóåò ïîäîòðåçîê Ki ⊂ Ji òàêèå, ÷òî g(Ki) = Ki+1 è Km = Jm.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåòëÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî
0 < s < m, êðàòíîå m òàêîå, ÷òî Ji = Ji+s, äëÿ 0 ≤ i ≤ m − s. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè 0 ≤ i ≤ m − s, òî Ki ⊂ Ki+s. Ñëåäîâàòåëüíî, gs èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó y ∈ K0. Òàê êàê m äåëèòñÿ íà s, òî gm(y) = y. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå gm : K0 → Km ëèíåéíîå è èìååò ïî-êðàéíåé
ìåðå äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè x è y. Ñëåäîâàòåëüíî, gm � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó K0 = Ks = Km. Òàê êàê gs � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
íàK0, òîm = 2s, èm = k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòðîåííàÿ ïåòëÿ íåïîâòîðÿþùàÿñÿ. Ëåììà 1.9 äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1.10. Åñëè g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m ≥ 1,
òî f òàêæå èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g èìåþò ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè ïåðèîäîâ 1 è k, òàê êàê f|A′ = g|A′. Ïóñòü g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó
ïåðèîäà m 6= 1, m 6= k. Â ñèëó ëåììû 1.9 ñóùåñòâóåò íåïîâòîðÿþùàÿñÿ ïåòëÿ
äëèíû m. Òîãäà èç ëåììû 1.9 ñëåäóåò, ÷òî f èìååò òî÷êó ïåðèîäà m.

ËÅÌÌÀ 1.11. Ïóñòü J � áàçèñíûé îòðåçîê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåòëÿ
äëèíû k, ñîäåðæàùàÿ J .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Îáîçíà÷èì J = [x, y] è äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i ≤ k ïîëî-
æèì Ji = [gi(x), gi(y)]. Òîãäà J0 = Jk = J . Îïðåäåëèì Ki, ãäå 0 ≤ i ≤ k, ïî
îáðàòíîé èíäóêöèè ïî i. Ïóñòü Kk = Jk è åñëè Ki+1 îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì â Ji+1, òî ñóùåñòâóåò Ki ⊂ Ji, äëÿ êîòîðîãî Ki → Ki+1. Òîãäà
J = K0 → K1 → . . . → Kk = J � òðåáóåìàÿ ïåòëÿ. Ëåììà 1.11 äîêàçàíà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.12. Ïóñòü a è b � äâå ïåòëè â G, êîòîðûå èìåþò
îäèí è òîò æå íà÷àëüíûé áàçèñíûé îòðåçîê, òî åñòü

a : J0 → J1 → . . . → Ji−1 → Ji = J0, b : J0 = K0 → K1 → . . . → Kj = J0.

Òîãäà ÷åðåç ab áóäåì îáîçíà÷àòü ïåòëþ äëèíîé i + j

a : J0 → J1 → . . . → Ji−1 → Ji → K1 → . . . → Kj = J0.

Åñëè q, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ÷åðåç aqbs áóäåì îáîçíà÷àòü ïåòëþ
äëèíîé iq + js, ñîäåðæàùóþ q ðàç ïåòëþ a è s ðàç ïåòëþ b.

ËÅÌÌÀ 1.13. Ïóñòü k è m íå äåëÿòñÿ íà p. Òîãäà åñëè m �p k, òî f

èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m 6= 1, m 6= k, òàê êàê èçâåñòíî,
÷òî f èìååò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè óêàçàííûõ ïåðèîäîâ. Òîãäà â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ 1.2 m = ip + jk, ãäå i ≥ 1, j ≥ 0. Òàê êàê m íå äåëèòñÿ íà p,
òî j 6= 0. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî f èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó òèïà p è
íóìåðàöèþ áàçèñíûõ îòðåçêîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç a íåïîâòîðÿþùóþñÿ ïåòëþ
Ip → I1 → . . . → Ip−1 → Ip äëèíû p; ÷åðåç b � ïåòëþ, íà÷èíàþùóþñÿ ñ
J = Jp è èìåþùóþ äëèíó k. Òîãäà ïåòëÿ c = aibj èìååò äëèíó m. Åñëè
c � íåïîâòîðÿþùàÿñÿ ïåòëÿ, òî ëåììà 1.13 äîêàçàíà. Åñëè c ïîâòîðÿþùàÿñÿ,
òî âîçìîæåí òîëüêî îäèí ñëó÷àé, êîãäà bj = daie äëÿ íåêîòîðûõ ïåòåëü d è
e, íà÷èíàþùèõñÿ ñ J (âîçìîæíî ïóñòûõ). Òîãäà ìû ìîæåì çàìåíèòü ïåòëþ
c ïåòëåé a2ide äëèíîé m. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïåòëþ c′ äëè-
íîé m: c′ = aqb′ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî q è òàêîãî, ÷òî íåò ïåòåëü d

è e, íà÷èíàÿ ñ J , òàêèõ, ÷òî b′ = dae. Òàê êàê m íå äåëèòñÿ íà p, òî ïåòëÿ
b′ íåïóñòàÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïåòëÿ c′ íåïîâòîðÿþùàÿñÿ. Ëåììà 1.13
äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 1.14. Ïóñòü äëÿ êàæäîé íåòðèâèàëüíîé êîìïîíåíòû Bi g(Bi)
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî m �p k îòîáðà-
æåíèå g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî k äåëèòñÿ íà p. Ïîýòîìó B1, . . . , Bp �
íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû è êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò
ðîâíî k/p òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Ñëó÷àé, êîãäà m = 1 î÷åâèäåí.
Ïóñòü m > 1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ �p-ïîðÿäêà m òàêæå äåëèòñÿ íà p è

m
p �1

k
p . Òîãäà gp : Bi → Bi èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà k

p , è, ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êó ïåðèîäà m

p â ñèëó òåîðåìûØàðêîâñêîãî. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå
g èìååò òî÷êó ïåðèîäà m. Ëåììà 1.14 äîêàçàíà.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
íà îòðåçêå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Int(·) ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà (·).

ËÅÌÌÀ 1.15. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå n-îäà X.
Ñóùåñòâóþò íåïóñòûå äóãè I, J ⊂ K, c íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñ-
òÿìè òàêèå, ÷òî (IntI ∪ IntJ) ∩ {0} = ∅ è

f(I) ∩ f(J) ⊃ I ∪ J.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j îòîáðàæåíèå f èìååò òî÷êó ïå-
ðèîäà j, ÷üÿ îðáèòà ñîäåðæèòñÿ â I ∪ J .
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1.16. Åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ êîìïîíåíòà Bi òà-
êàÿ, ÷òî 0 ∈ g(Bi), òî g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m, ãäå m

äåëèòñÿ íà p.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òàê êàê g èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó òèïà p, è
g(0, xj] ⊇ (0, xj+1], äëÿ êàæäîãî ÷èñëà 1 ≤ j < p, à g(0, xp] ⊇ (0, x1], òî
gp+j((0, x1]) ⊇ gj((0, x1]) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî j. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî i òàêîå, ÷òî gi((0, x1])∩ {0} 6= ∅. Ïóñòü i � íàèìåíüøåå ÷èñëî,
óäîâëåòâîðÿþùåå ïîñëåäíåìó óñëîâèþ.

Âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: 1) i ≥ p; 2) i < p.
Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1). Òîãäà J = gi([0, x1]) ñîäåðæèò

K = gi−p([0, x1]), gp(K) = J . Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè i K åñòü íåêîòîðûé
îòðåçîê [0, xs]. Òàê êàê gp(K) ⊃ K è g(0) = 0, òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê [0, y],
äëÿ êîòîðîãî gp([0, y]) = K. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè i gp(z) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
z ∈ K \ {0} è z /∈ [0, y], òàê êàê gi−p((0, x1]) íå ñîäåðæèò 0. Òàêèì îáðàçîì,
gp([0, y]) ∩ gp([y, z]) ⊃ K. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.15 gp èìååò ïåðèîäè÷åñ-
êèå òî÷êè âñåõ ïåðèîäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, g èìååò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè âñåõ
ïåðèîäîâ, äåëÿùèõñÿ íà p.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2). Ïóñòü K � îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé [0, xi+1] òàêîé,
÷òî gp−i(K) = [0, x1]; J = gi([0, xi]). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ
äëÿ óêàçàííûõ K è J , ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 1.16.

Èòàê, ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó 1.7 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(0) = 0.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.17. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå n-îäà
è f(0) = 0. Òîãäà åñëè m �p k, òî îòîáðàæåíèå g (è, ñëåäîâàòåëüíî, f)
èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðèîäà m.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëåììû 1.13, 1.14 è 1.16 ïîêðûâàþò âñå âîçìîæíûå
ñëó÷àè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé ïåðèîäà k.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Àéðåñà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.18 [9]. Ïóñòü X � äåíäðèò, f : X → X � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå. Òîãäà f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.19. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå n-îäà,
0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k ≥ 2. Òîãäà f èìååò ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè âñåõ ïåðèîäîâ, ïðåäøåñòâóþùèõ k â ïîðÿäêå Øàðêîâñêîãî, òî åñòü
m � k.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîëîæèì A = {0, f(0), . . . , fk−1(0)}. Ïóñòü X ′ � íàè-
ìåíüøåå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Xn, ñîäåðæàùåå A è r : Xn → X ′ � ðåòðàê-
öèÿ Xn íà X ′. Òîãäà îòîáðàæåíèå r ◦ f : X ′ → X ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì íàñòîÿùåé òåîðåìû, è î÷åâèäíî, Per(r ◦ f) ⊆ Per(f). Â ñèëó òåîðåìû
Àéðåñà r ◦ f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç 0′. Ïîëîæèì
A′ = A ∪ {0}. Íàðóøàÿ ðàííåå ââåäåííóþ òåðìèíîëîãèþ, êîìïîíåíòîé áó-
äåì íàçûâàòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå X ′\{0′}. Òàêèõ êîìïîíåíò
òîëüêî äâå. Ïîýòîìó 0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k òèïà 1 èëè 2. Íî �1,
�2-ïîðÿäêè ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêàìè Øàðêîâñêîãî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû 1.13 ïîâòîðÿåòñÿ ïîëíîñòüþ. Ëåììû 1.14 è 1.16 òðåáóþò
áîëåå âíèìàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê îäíà êîì-
ïîíåíòà òî÷êè 0′ íå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. Ïðîâåðêà ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííûõ
òåîðåì îñòàåòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.7 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 0 /∈ Per(f) â íàñòîÿùåì
ïîñîáèè è îäíîèìåííîì ñïåöêóðñå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

1.3. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû Áîëäâèíà

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 1.4. Ïîñòðîèì ïðèìåðû
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé n-îäà, èìåþùèå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè æåëàåìûõ
ïåðèîäîâ.

ÏÐÈÌÅÐ 1.20. Ñïèðàëüíûå îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü k > p è k íå äåëèòñÿ íà p. Îïðåäåëèì (k, p)-ñïèðàëüíîå îòîáðàæå-

íèå f : Xp → Xp p-îäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• 0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà;
• ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà x ïåðèîäà k; òî÷êè åå îðáèòû îáîçíà÷èì
÷åðåç Orb(x, f) = {x1, x2, . . . , xk}.
Êîìïîíåíòû p-îäà îáîçíà÷èì ÷åðåç B1, B2, . . . , Bp.
Äëÿ 1 ≤ i ≤ k ïóñòü xi ∈ Bj, åñëè i ≡ j(mod p), òî åñòü êîìïîíåíòà Bj áó-
äåò ñîäåðæàòü òî÷êè xj, xj+p, xj+2p, . . . , xj+tp, ãäå t � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî j + pt ≤ k.
Îïðåäåëèì f íà {0, x1, . . . , xk} òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû f(0) = 0, f(xi) = xi+1

äëÿ 1 ≤ i ≤ k − 1, f(xk) = x1. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Xp îïðåäåëèì òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû f áûëî êóñî÷íî-ëèíåéíîå. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ïðèìåð (30,8)-
ñïèðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Èçó÷èì ñâîéñòâà äàííîãî îòîáðàæåíèÿ.

ËÅÌÌÀ 1.21. (k, p)-ñïèðàëüíîå îòîáðàæåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷-
êè âñåõ ïåðèîäîâ m �p k è áîëüøå íèêàêèõ äðóãèõ.
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ðèñ. 4. (30,8)-ñïèðàëüíîå îòîáðàæåíèå

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ óäîáñòâà çàíóìåðóåì òî÷êè îðáèòûA = Orb(x, f)
êàê â íà÷àëå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ïîëîæèì

Ii =

 [0, i], åñëè i ≤ p,

[i− p, i] , åñëè i > p.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïóòè: Ij−1 → Ij, Ik → I1, Ip → I1

è Ik → Ij, åñëè j ≡ k + 1(modp). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïåòëÿ äëèíû
k, à èìåííî, Ik → I1 → I2 → . . . → Ik−1 → Ik, âíóòðè êîòîðîé åñòü ïåòëè
äëèíîé, êðàòíûå p. Ïîýòîìó íåïîâòîðÿþùèåñÿ ïåòëè èìåþò äëèíó ik + jp,
ãäå i ≥ 0, j ≥ 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2 (k, p)-ñïèðàëüíîå îòîáðàæåíèå èìååò
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè âñåõ ïåðèîäîâ m �p k è áîëüøå íèêàêèõ äðóãèõ. Ëåììà
1.21 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 1.22. Ïóñòü Z � íà÷àëüíûé îòðåçîê ïîðÿäêà Øàðêîâñêîãî. Òîã-
äà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Xp → Xp p-îäà Xp òàêîå, ÷òî
ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ T (f) = {n : n = 1 èëèn/p ∈ Z}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øàðêîâñêîãî, îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå g : [0, 1] → [0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû T (g) = Z. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g(0) = 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîîïðåäå-
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ëèì g íà [−1, 0], ïîëàãàÿ g(−1) = −1, g(0) = f(0), g|[−1,0] � ëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå). Ïóñòü b = 2π/p, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Îïðåäåëèì

f(reijb) =

 g(r)eib, åñëè j = 0,

rei(j+1)b, åñëè 1 ≤ j ≤ p− 1.

Êàê âèäèì, f � òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå. Ëåììà 1.22 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 1.23. Ïóñòü f : Xp → Xp � íåïðåðûâíîå êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå p-îäà Xp è f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
g : Xp → Xp òàêàÿ, ÷òî T (f) = T (g) è g òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
íà íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè 0.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîëîæèì W = {x ∈ Xp : f i(x) = 0, i = 1, 2, . . .}. Òàê
êàê f � êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî W ñ÷åòíî. Çàìåíèì 0 êîïèåé Xp, à
êàæäûé ýëåìåíò W êîïèåé îòðåçêà [0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà äëèí
ýòèõ îòðåçêîâ áûëà êîíå÷íîé. Òîãäà íîâîå ïðîñòðàíñòâî X̃p ãîìåîìîðôíî Xp.
Îïðåäåëèì íîâóþ ôóíêöèþ g : X̃p → X̃p ñëåäóþùèì îáðàçîì:
g(x) = x, åñëè x ëåæèò íà êîïèè Xp, çàìåíÿþùåé òî÷êó 0;
g(x) = f(x), åñëè òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó íåòðîíóòûõ òî÷åê;
g(x) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, åñëè x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëàì, çàìåíÿþùèì
òî÷êè ìíîæåñòâà W .

Òîãäà g � íåïðåðûâíîå, êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå è T (g) = T (f). Ëåì-
ìà 1.23 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 1.24. Ïóñòü f, g : Xp → Xp � íåïðåðûâíûå è êîíå÷íî-çíà÷íûå
îòîáðàæåíèÿ. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå, êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå
h : Xp → Xp òàêîå, ÷òî T (h) = T (f) ∪ T (g).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó ëåììû 1.23 ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
f � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U íóëÿ.
Ïóñòü F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â U , êîòîðîå ãîìåîìîðôíî Xp, a g′ � íåïðå-
ðûâíîå êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà F òàêîå, ÷òî T (g′) = T (g). Îïðåäå-
ëèì íîâóþ ôóíêöèþ h : Xp → Xp ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h|Xp\U = f |Xp\U , h|F = g′|F

è ïðîäîëæèì íà âñå Xp, ïîëàãàÿ h ëèíåéíûì íà p êîìïîíåíòàõ U \ F . Òîãäà
h � íåïðåðûâíîå, êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå è T (h) ⊇ T (f) ∪ T (g).

Ïîêàæåì, ÷òî h íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðèîäîâ, îòëè÷íûõ îò
T (f) ∪ T (g). Ïóñòü x ∈ Per(h). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1. x ∈ F . Òîãäà Orb(x, g′) = Orb(x, h) è ïåðèîä òî÷êè x ïðèíàäëåæèò
T (g).
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Ñëó÷àé 2. x ∈ Xp \ U . Çàìåòèì, ÷òî h îòîáðàæàåò U â ñåáÿ. Ïîýòîìó ëþáàÿ
òî÷êà èç Xp \ U , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî h, äîëæíà
èìåòü îðáèòó, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùóþ Xp \ U , ãäå Orb(x, f) = Orb(x, h).
Çäåñü ïåðèîä òî÷êè x ïðèíàäëåæèò T (f).
Ñëó÷àé 3. x ∈ U \ F . Òàê êàê h îòîáðàæàåò F â ñåáÿ è U â ñåáÿ, òî ëþáàÿ
òî÷êà x ∈ U \ F , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî h, èìååò îð-
áèòó, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùóþ U \F . Áîëåå òîãî, òàê êàê f � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå íà U , òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà U \ F èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè
îòíîñèòåëüíî h. Ïîñêîëüêó h � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íà êàæäîé êîìïîíåíòå
U \ F , òî êàæäàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà èç U \ F äîëæíà áûòü íåïîäâèæíîé.
Íî 1 ∈ T (f) è 1 ∈ T (g). Ëåììà 1.24 äîêàçàíà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 1.4. 2. Ïóñòü n ≥ 1, Z � îáúåäèíåíèå íà-
÷àëüíûõ îòðåçêîâ �p-ïîðÿäêîâ, äëÿ p ≤ n. Çàìåòèì, ÷òî åñëè g : Xp → Xp

íåïðåðûâíî è êîíå÷íî-çíà÷íî, è p < n, òî (ðàññìàòðèâàÿ Xp êàê ïîäìíîæåñ-
òâî X) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå êîíå÷íî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå h : X → X,
äëÿ êîòîðîãî h|Xp

= g|Xp
, è T (g) = T (h). Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïðèìå-

ðà 1.20 êîíå÷íî-çíà÷íî è îòîáðàæåíèå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.22 ìîæåò
áûòü ñäåëàíî êîíå÷íî-çíà÷íûì, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóþò óíèìî-
äàëüíûå îòîáðàæåíèÿ íà [0, 1] äëÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ òåîðåìû
Øàðêîâñêîãî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.24, ñòðîèòñÿ íóæíîå îòîáðàæåíèå.
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2. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÝÍÒÐÎÏÈß È ÏÎÄÊÎÂÀ
ÄËß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ

Ê îñíîâíûì çàäà÷àì òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ õàîñà. Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ èçìåðåíèÿ õàîòè÷íîñòè ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ (îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðî-
ïèè ñì. ï. 2.1). Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïîëó÷èòü îöåí-
êó òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èç ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû? Â ðàáîòàõ
[18] � [20] óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïîëîæèòåëüíîñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé ýíò-
ðîïèè è ñóùåñòâîâàíèåì ïîäêîâû äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ
íà îòðåçêå è îêðóæíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò ñïðà-
âåäëèâ è äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà ãðàôàõ, èçó÷åíèåì
êîòîðîãî ìû è çàéìåìñÿ â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû (ñì. [17].)

2.1. Îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è s-ïîäêîâû

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè (ñì., íàïðèìåð, [6]).
Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U � ëþáîå îòêðûòîå

ïîêðûòèå X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(U) ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî åãî ïîäïîêðû-
òèÿ. Ýíòðîïèåé ïîêðûòèÿ U íàçîâåì H(U) = log N(U).

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîêðûòèé U, V ïðîñòðàíñòâà X ïîëîæèì

U ∨ V = {A ∩B, ãäåA ∈ U, B ∈ V }.

Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1. Ýíòðîïèåé h(f, U) îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî
ïîêðûòèÿ U íàçûâàåòñÿ

lim
n→∞

H(U ∨ f−1(U) ∨ . . . ∨ f−n+1(U))

n
.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2. Ýíòðîïèåé h(f) îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ
sup
U

h(f, U).

Ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6]. Íàì ïî-
íàäîáèòñÿ òîëüêî îäíî èç íèõ: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

h(fn) = nh(f).
Ïóñòü G � ãðàô. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê âåòâëåíèÿ è êîíöåâûõ òî-

÷åê ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè ãðàôà.
Ìíîæåñòâî I ⊂ G áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-

ôèçì h : J → I, ãäå J = [0, 1] èëè (0, 1], èëè (0, 1), èëè [0, 1) è âíóòðåííîñòü I
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íå ñîäåðæèò âåðøèíû ãðàôà G. Åñëè J = [0, 1], òî I áóäåì íàçûâàòü çàìêíó-
òûì èíòåðâàëîì; ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòûì
èíòåðâàëîì.

Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íà G, íàòóðàëüíîå ÷èñëî
s ≥ 2.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f èìååò s-ïîäêîâó, åñëè ñó-
ùåñòâóþò çàìêíóòûé èíòåðâàë I ⊂ G è çàìêíóòûå ïîäûíòåðâàëû
J1, . . . , Js ⊂ I c ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè òàêèå, ÷òî
f(Ji) = I, äëÿ 1 ≤ i ≤ s.

s-ïîäêîâà íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé, åñëè âñå èíòåðâàëû J1, . . . , Js ⊂ I ñîäåð-
æàòñÿ â Int(I) è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè s = 2, òî ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò ïîäêîâó.

s-ïîäêîâó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (I; J1, . . . , Js), s ≥ 2.

2.2. Îöåíêà òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ îòîáðàæåíèé, èìåþùèõ
s-ïîäêîâó

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.4 [17]. Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôà
G, è f èìååò s-ïîäêîâó. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) ≥ log s.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

ËÅÌÌÀ 2.5. Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôà G, è f

èìååò s-ïîäêîâó (I; J1, . . . , Js). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà τ = (j0, j1, . . . , jn−1)
ýëåìåíòîâ èç {1, . . . , s} íàéäåòñÿ çàìêíóòûé èíòåðâàë Jτ òàêîé, ÷òî
f i(Jτ) ⊂ Jji

äëÿ i = 0, 1, . . . , n− 2, è fn−1(Jτ) = Jjn−1
.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Ïðè n = 1 âîçüìåì Jτ = Jj0, åñëè τ = (j0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ n è âîçüìåì τ = (j0, j1, . . . , jn). Òîãäà
â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ K = (j1, j2, . . . , jn) íàéäåòñÿ çàìêíóòûé èíòåðâàë
JK òàêîé, ÷òî f i(JK) ⊂ Jji+1 äëÿ i = 0, 1, . . . , n− 2 è fn−1(JK) = Jjn

. Âûáåðåì
çàìêíóòûé èíòåðâàë K ⊆ J0 òàêîé, ÷òî f(K) = JK. Ïîëîæèì Jτ = K è òîãäà
f i(Jτ) ⊂ Jji

äëÿ i = 0, 1, . . . , n− 1 è fn(Jτ) = Jjn
.

ËÅÌÌÀ 2.6. Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôà G,
è f èìååò s-ïîäêîâó. Òîãäà fn èìååò sn-ïîäêîâó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ≥ 2.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü f èìååò s-ïîäêîâó (I; J1, . . . , Js). Çàôèêñèðó-
åì ëþáîå n ≥ 2 è äëÿ êàæäîãî íàáîðà τ ∈ {1, . . . , s}n âûáåðåì çàìêíóòûé
èíòåðâàë Jτ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ëåììû 2.5. Î÷åâèäíî, ÷òî Jτ � çàì-
êíóòûé ïîäûíòåðâàë â I è fn(Jτ) = I. Ïóñòü J ′τ � ìèíèìàëüíûé ïîäûíòåð-
âàë ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî (I; (J ′τ)τ∈{1,...,s}n) ÿâëÿåòñÿ
sn-ïîäêîâîé äëÿ fn, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî åñëè τ 6= K ∈ {1, . . . , s}n, òî
âíóòðåííîñòè J ′τ è J ′K íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàê êàê
τ 6= K, òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} ìíîæåñòâà f i(J ′τ) è f i(J ′K)
ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ Jk è Jl ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííîñòè
êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó îáùàÿ ÷àñòü âíóòðåííîñòåé J ′τ è J ′K îòîáðà-
æàåòñÿ îòíîñèòåëüíî f i â òî÷êó (îáùóþ òî÷êó Jk è Jl). Ïîñëåäíåå ïðîòèâî-
ðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè J ′τ è J ′K. Ëåììà 2.6 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 2.7 Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôà G, è f

èìååò s-ïîäêîâó, ãäå s ≥ 4. Òîãäà f èìååò ñòðîãóþ (s− 2)-ïîäêîâó.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (I; J1, . . . , Js) � s-ïîäêîâà. Òîãäà f(Ji) = I,
ãäå 1 ≤ i ≤ s. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå Ji ìèíèìàëüíîå ñ óêàçàííûì
ñâîéñòâîì. Òîãäà êàæäàÿ êîíöåâàÿ òî÷êà Jj îòîáðàæàåòñÿ â êîíöåâóþ òî÷êó
I. Ïîëîæèì I = [p, q] è ââåäåì ïîðÿäîê íà [p, q] ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷òî
ëþáûõ x, y ∈ [p, q] x < y, åñëè ϕ(x) < ϕ(y), ãäå ϕ : [p, q] → [0, 1] � ãîìåîìîð-
ôèçì, ϕ(p) = 0, ϕ(q) = 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Jj ëåæèò ëåâåå Jj+1 äëÿ âñåõ
1 ≤ j ≤ s−1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êè a ∈ Int(J1) è b ∈ Int(Js).
Ïîëîæèì I ′ çàìêíóòûé èíòåðâàë â I, êîíöåâûìè òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
a è b. Î÷åâèäíî, ÷òî J2, . . . , Js−1 ⊂ Int(I ′) è f(Jj) ⊃ I ′ äëÿ 2 ≤ j ≤ s − 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî 2 ≤ j ≤ s − 1 íàéäåòñÿ ïîäûíòåðâàë J ′j ⊂ Jj

òàêîé, ÷òî f(J ′j) = I ′. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (I; J ′2, . . . , J
′
s−1) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé

(s− 2)-ïîäêîâîé. Ëåììà 2.7äîêàçàíà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 2.4. Ïóñòü (I; J1, . . . , Js) � s-ïîäêîâà.
I. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîäêîâà ñòðîãàÿ. Ïîëîæèì Uj = (G \

s⋃
i=1

Ji)∪Jj.

Òîãäà U = {U1, . . . , Us} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ãðàôà G, ïðè÷åì N(U) = s. Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîêðûòèÿ U N(U ∨ f−1(U) ∨ . . . ∨ f−n+1(U)) ≥ sn. Òîãäà

h(f) ≥ h(f, U) ≥ lim
n→∞

log sn

n
= log s.

II. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà äàííàÿ ïîäêîâà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäêîâû s ≥ 2. Â ñèëó ëåììû 2.6 îòîáðàæåíèå fn èìååò
sn-ïîäêîâó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Èç ëåììû 2.7 ïîëó÷àåì, ÷òî fn èìååò
ñòðîãóþ (sn − 2)-ïîäêîâó. Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî ïóíêòà I èìååì:

h(f) = (1/n)h(fn) ≥ (1/n) log(sn − 2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, h(f) ≥ lim
n→∞

1
n log(sn − 2) = log s.

2.3. Ïîëîæèòåëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè âëå÷åò ñóùåñòâî-
âàíèå ïîäêîâû

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.8 [17]. Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôà
G, è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) > 0. Òîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {kn}n≥1, {sn}n≥1 òàêèå, ÷òî fkn èìååò sn-ïîäêîâó
è

lim sup
n→∞

1

kn
log sn = h(f).

Íà÷íåì ñ íîâûõ îïðåäåëåíèé.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî D ⊂ G óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*), åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî E, ñîäåðæà-
ùåå íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, òàêîå, ÷òî E ⊆ D ⊆ E.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé èíòåðâàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.10. Ïóñòü f : G → G � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ãðàôà G. Ðàçáèåíèå A ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì îòíîñèòåëüíî f ,
åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç A ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, è f(A) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (*) äëÿ ëþáîãî A ∈ A.

Cïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

ËÅÌÌÀ 2.11. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ B ãðàôà G ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííîå îòíîñèòåëüíî f ðàçáèåíèå A â G ìåëü÷å, ÷åì B.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâî A ⊂ G:
(1) A îòêðûòî;
(2) A ñâÿçíî;
(3) A ⊂ B, ãäå B � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç B;
(4) A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*);
(5) f(A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ G ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1) � (5). Èç ïîêðûòèÿ {U(x)}x∈G ãðàôà G âû-
áåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {U(xi)}n

i=1. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíî-
æåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1) � (5), òàêæå åñòü ìíîæåñòâî, óäîâëåò-
âîðÿþùåå (1) � (5); ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2) � (5), åñòü
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îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2) � (5). Ïîýòî-
ìó åñëè ìû îáîçíà÷èì U 0(xi) = U(xi), U 1(xi) = G \ U(xi), òî äëÿ êàæäîãî
j1, . . . , jn ∈ {0, 1} ìíîæåñòâî

n⋂
i=1

U ji(xi) åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2) � (5) (ìîæåò ñëó÷èòñÿ, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ïóñòî, íàïðèìåð, åñëè âñå ji = 1).

Ïóñòü Λ � ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ âèäà
n⋂

i=1
U ji(xi). Åñëè (j1, . . . , jn) 6=

(k1, . . . , kn), òî
n⋂

i=1
U ji(xi) ∩

n⋂
i=1

Uki(xi) = ∅. Ïîýòîìó ýëåìåíòû ñåìåéñòâà Λ

îáðàçóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ãðàôà G è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2) � (5).
Ñåé÷àñ ìû ìîäèôèöèðóåì ýòî ðàçáèåíèå, óäàëÿÿ ïóñòûå ìíîæåñòâà è ðàç-
áèâàÿ ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùèå âåðøèíû ãðàôà, íà êîíå÷íîå ÷èñëî
èíòåðâàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñîáñòâåííîå îòíîñèòåëüíî f ðàçáèå-
íèå A, êîòîðîå ìåëü÷å, ÷åì B. Ëåììà 2.11 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 2.12. Ïóñòü A � ñîáñòâåííîå îòíîñèòåëüíî f ðàçáèåíèå ãðàôà
G, A ∈ An, ãäå An = A ∨ f−1(A) ∨ . . . ∨ f−n+1(A). Òîãäà
(a) ñóùåñòâóåò èíòåðâàë K ⊂ A òàêîé, ÷òî fn(K) = fn(A);
(b) ìíîæåñòâî fn(A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Ïðè n = 1 âîçüìåì K = A. Îáà óñëîâèÿ (a), (b) âûïîëíåíû â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 2.10.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî ïðè n, è äîêàæåì ïðè
n+1. Ïóñòü A ∈ An+1. Òàê êàê A ∈ An+1 = An∨f−n(A), òî íàéäóòñÿ B ∈ A
è C ∈ An òàêèå, ÷òî A = C ∩ f−n(B). Ìû ïîëó÷èì fn(A) = fn(C) ∩ B. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò èíòåðâàë L ⊂ C, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
fn(L) = fn(C). Ñëåäîâàòåëüíî, fn(A) = fn(L) ∩ B. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
fn(A) � èíòåðâàë.

Òàê êàê fn(A) ⊂ fn(L), òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë K ⊂ L òàêîé, ÷òî
fn(A) = fn(K). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fn(A) = fn(K) ⊂ B. Ïîýòîìó
K ⊂ f−n(B). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî K ⊂ C, è K ⊂ f−n(B), òî
åñòü K ⊂ C ∩ f−n(B) = A. Êðîìå ýòîãî, fn+1(K) = f(fn(K)) = f(fn(A)) =
= fn+1(A). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (a) äîêàçàíî.

Äîêàæåì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ (b). Ïîñêîëüêó fn(A) ⊂ B, òî
fn+1(A) ⊂ f(B), ãäå f(B) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*). Ñëåäîâàòåëüíî, fn+1(A)
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*). Ëåììà 2.12 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèå òðè ëåììû ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêèìè. Ìû äîêàæåì òîëüêî îäíó
èç íèõ, îñòàëüíûå îñòàíóòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

22



ËÅÌÌÀ 2.13. Ïóñòü {αn}n≥0, {βn}n≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

lim sup
n→∞

1

n
log

 n∑
k=0

exp(αk + βn−k)

 ≤ max{lim sup
n→∞

αn

n
, lim sup

n→∞

βn

n
}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü t = max{lim sup
n→∞

αn/n, lim sup
n→∞

βn/n}. Âûáåðåì
ëþáîå ÷èñëî u > t. Òîãäà íàéäóòñÿ s ≥ u è íàòóðàëüíîå ÷èñëî p òàêèå, ÷òî
αn/n ≤ u, βn/n ≤ u äëÿ âñåõ n ≥ n0, à αn/n ≤ s, βn/n ≤ s äëÿ ëþáîãî
n ≥ 1. Åñëè n ≥ 2n0 è k ∈ {0, . . . , n}, òî ëèáî k ≥ n0, ëèáî n − k ≥ n0.
Ñëåäîâàòåëüíî,

αk + βn−k < n0s + nu.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

1

n
log

 n∑
k=0

exp(αk + βn−k)

 ≤ 1

n
log(n + 1) +

n0s + nu

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim sup
n→∞

1

n
log

 n∑
k=0

exp(αk + βn−k)

 ≤ u.

Òàê êàê u � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå t, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2.13.

ËÅÌÌÀ 2.14. Åñëè an,i, i = 1, . . . , k, n = 0, 1, . . . � íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà, òî

lim sup
n→∞

1

n
log

k∑
i=1

an,i = max
1≤i≤k

lim sup
n→∞

1

n
log an,i.

ËÅÌÌÀ 2.15. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}n≥1,
÷èñëà b, u ∈ R è p ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) u > 0;
2) an+1 ≤ an + b äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n;
3) åñëè n ≥ p è an/n ≥ u, òî an+1 ≤ an + u.
Òîãäà lim sup

n→∞
an/n ≤ u.

Ïóñòü A � ñîáñòâåííîå îòíîñèòåëüíî f ðàçáèåíèå ãðàôà G. Äëÿ ëþáîãî
J ⊂ G, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (*), èìååì

Card{A ∈ A : A ∩ J 6= ∅ èA \ J 6= ∅} ≤ q, (2.1)

ãäå q � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷êè âåòâëåíèÿ ãðàôà G, Card(·) � ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà (·).
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Ïîëîæèì ε = {A ∈ A : lim sup
n→∞

1
n log Card( An|A) = h(f,A)}. Ïîêàæåì,

÷òî ε 6= ∅.
Òàê êàê A � ðàçáèåíèå, òî N(An) = CardAn äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

n ≥ 1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è ëåììû 2.14 èìååì:

h(f,A) = lim sup
n→∞

1

n
log N(An) = lim sup

n→∞

1

n
log Card( An) =

= lim sup
n→∞

1

n
log

∑
A∈A

Card( An|A) = max
A∈A

lim sup
n→∞

1

n
log Card( An|A).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ε 6= ∅.

ËÅÌÌÀ 2.16. Äëÿ ëþáîãî A ∈ ε

lim sup
n→∞

1

n
log Card (εn|A) = h(f,A).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî

lim sup
n→∞

1

n
log Card (εn|A) ≤ h(f,A).

Ïîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.

Ïîëîæèì α0 = β0 = 0, αn = log Card (εn|A), βn = log

 ∑
B∈A\ε

Card (An|B)

,
ãäå n = 1, 2, . . ..

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî An|A íà ìíîæåñòâà Tk, 1 ≤ k ≤ n, ãäå äëÿ k < n

Tk = {B ∈ An|A : B =
n−1⋂
i=0

f−i(Bj), Bj ∈ ε, åñëè j < k è Bk ∈ A \ ε}, è
Tn = εn. Èç îïðåäåëåíèÿ Tk ñëåäóåò, ÷òî Card(Tk) ≤ exp (αk) exp (βn−k) äëÿ
ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n. Ïîýòîìó

Card(An|A) ≤
n∑

k=0
exp(αk + βn−k).

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ∈ A \ ε èìååì:

lim sup
n→∞

(1/n) log Card(An|B) < h(f,A).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2.14 ïîëó÷àåì:

lim sup
n→∞

(βn/n) < h(f,A).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ε ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
n→∞

1

n
log Card(An|A) = h(f,A).
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.13, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî lim sup
n→∞

(αn/n) ≥ h(f,A). Ëåììà
2.16 äîêàçàíà.

Äëÿ ëþáûõ A, B ∈ ε îáîçíà÷èì

γ(A, B, n) = Card{E ∈ εn|A : fn(E) ⊃ B}.

ËÅÌÌÀ 2.17. Ïóñòü h(f,A) > log(q + 1). Òîãäà íàéäåòñÿ èíòåðâàë
A0 ∈ ε òàêîé, ÷òî

lim sup
n→∞

1

n
log γ(A0, A0, n) ≥ h(f,A).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî è çàôèêñèðóåì èíòåðâàë A ∈ ε,
÷èñëî u òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû log(q + 1) < u < h(f,A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ p èç íåðàâåíñòâà
1
n log Card(εn|A) > u ñëåäóåò, ÷òî

Card(εn+1|A) < (q + 1)Card(εn|A).

Òîãäà log Card(εn+1|A) ≤ log(q + 1) + log Card(εn|A) < log Card(εn|A) + u.

Â ñèëó ëåììû 2.15 lim sup
n→∞

1
n log Card (εn|A) < u. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò

ëåììå 2.16. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ êàæäîãî p ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîån ≥ p òàêîå, ÷òî,
1

n
log Card(εn|A) > u èCard(εn+1|A) ≥ (q + 1)Card(εn|A). (2.2)

Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò E ∈ εn|A. Â ñèëó ëåììû 2.12(b), ìíîæåñòâî fn(E) óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.1), åñëè fn(E) ïåðåñåêàåòñÿ
ñ r ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ε, òî îíî ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, r− q èç íèõ.
Íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ εn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî Card(εn+1|E) = r. Ñëåäîâàòåëüíî,

Card{B ∈ ε : fn(E) ⊃ B} ≥ Card(εn+1|E)− q.

Ñóììèðóÿ ïî E ∈ εn|A, ïîëó÷àåì:∑
B∈ε

γ(A, B, n) ≥ Card(εn+1|A)− q Card(εn|A).

Â ñèëó (2.2) äëÿ êàæäîãî p ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ p òàêîå,
÷òî

1

n
log

∑
B∈ε

γ(A, B, n) ≥ 1

n
log Card(εn|A) > u.

Ïîýòîìó lim sup
n→∞

1
n log

∑
B∈ε

γ(A, B, n) ≥ u. ×èñëî u ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèç-

âîëüíî áëèçêî ê h(f,A). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim sup
n→∞

1

n
log

∑
B∈ε

γ(A, B, n) ≥ h(f,A).
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Òàê êàê ε êîíå÷íî, òî â ñèëó ëåììû 2.14 äëÿ êàæäîãî A ∈ ε íàéäåòñÿ ϕ(A) ∈ ε

òàêîå, ÷òî

lim sup
n→∞

1

n
log

∑
B∈ε

γ(A, ϕ(A), n) ≥ h(f,A). (2.3)

Îòîáðàæåíèå ϕ : ε → ε äîëæíî èìåòü ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó; îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç A0, m � åå ïåðèîä. Èç îïðåäåëåíèÿ γ(A, B, n) ñëåäóåò, ÷òî åñëè
A, B, C ∈ ε, D ∈ εn|A,fn(D) ⊃ B, D′ ∈ εk|B è fk(D′) ⊃ C, òî
D ∩ f−n(D′) ∈ εn+k|A è fn+k(D ∩ f−n(D′)) ⊃ C. Ïîýòîìó

γ(A, C, n + k) ≥ γ(A, B, n) · γ(B, C, k).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó m− 1 ðàç, ïîëó÷èì:

γ(A0, A0,
m−1∑
i=0

) ≥
m−1∏
i=0

γ(ϕi(A0), ϕ
i+1(A0), ni)

äëÿ ëþáîãî ni, 0 ≤ i ≤ m− 1. Îòñþäà è èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
n→∞

1

n
log γ(A0, A0, n) ≥ h(f,A).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 2.8. Ïóñòü G � êîíå÷íûé ãðàô, è íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : G → G èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
ýíòðîïèþ. Âîçüìåì öåëîå r > (log(q + 1) + 1)/h(f) (åñëè h(f) = ∞, òî
âîçüìåì r = 1). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå
B, äëÿ êîòîðîãî h(f r,B) ≥ h(f r) − 1/n > log(q + 1) (åñëè h(f) = ∞, òî
h(f,B) > n + log(q + 1)). Â ñèëó ëåììû 2.11 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå
A ãðàôà G íà èíòåðâàëû, êîòîðîå áóäåò ìåëü÷å, ÷åì B. Ïðèìåíÿÿ ëåììó
2.17 ê îòîáðàæåíèþ f r è A, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå èíòåðâàëà A0 ∈ ε è
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà mn òàêèõ, ÷òî

1

mn
log γ(A0, A0, mn) ≥ h(f r,A)− 1

n
.

Ïîëîæèì sn = γ(A0, A0, mn). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ γ ñóùåñòâóþò ýëå-
ìåíòû E1, E2, . . . , Esn

èç εmn
fr |A0

òàêèå, ÷òî (f r)mn(Ei) ⊃ A0 äëÿ êàæäîãî i.
Â ñèëó ëåììû 2.12(a) äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò èíòåðâàë Ki ⊂ Ei, äëÿ êî-
òîðîãî (f r)mn(Ki) = (f r)mn(Ei). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ èíòåðâàëû K1, K2, . . . , Ksn

â A0 òàêèå, ÷òî f rmn(Ki) ⊃ A0 äëÿ êàæ-
äîãî i. Ïîëîæèì I = A0, kn = rmn. Òîãäà fkn(Ki) ⊃ I. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ sn íàéäåòñÿ çàìêíóòûé èíòåðâàë Ji ⊆ Ki òàêîé, ÷òî
fkn(Ji) = I. Òàê êàê èíòåðâàëû Ki ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî âíóòðåííîñòè
èíòåðâàëîâ Ji òàêæå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîäêîâó
(I; J1, J2, . . . , Jsn

) äëÿ îòîáðàæåíèÿ fkn.
26



Ïîêàæåì, ÷òî

lim sup
n→∞

1

kn
log sn = h(f). (2.4)

Ìû èìååì

1

kn
log sn =

1

rmn
log γ(A0, A0, mn) ≥

1

r

(
h(f r,A)− 1

n

)
≥ 1

r

(
h(f r,B)− 1

n

)
.

Åñëè h(f) êîíå÷íî, òî

lim inf
n→∞

1

kn
log sn ≥

1

r

(
h(f r)− 2

n

)
= h(f).

Åñëè h(f) = ∞, òî

lim inf
n→∞

1

kn
log sn ≥ lim

n→∞

(
n + log (q + 1)− 1

n

)
= ∞.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

lim inf
n→∞

1

kn
log sn ≥ h(f).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
n→∞

1

kn
log sn ≤ h(f).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2.4).
Òåîðåìà 2.8 äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèè íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ íà äåíäðèòå ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé, ó êîòîðîãî
fn íå èìååò ïîäêîâû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n.

ÏÐÈÌÅÐ 2.18. Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ äåíäðèòà (ïîñòðîåíèå äåíäðèòà îïè-
ñàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñ [2]). Ïóñòü 4 � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíîé 1, ëåæàùèé â ïåðâîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè OX1x2, îñíîâà-
íèåì êîòîðîãî ñëóæèò îòðåçîê [0, 1] îñè Ox1. Ðàçîáüåì åãî áîêîâûå ñòîðîíû
íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è êàæäûé êîíåö èíòåðâàëà (1/3, 2/3 ⊂ [0, 1]) ñîåäè-
íèì ñ áëèæàéøåé òî÷êîé äåëåíèÿ. Ïîëó÷èì äâà ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëü-
íèêà, îïèðàþùèåñÿ íà îòðåçêè [0, 1/3], [2/3, 1] è ïÿòèóãîëüíèê, äâå ñìåæíûå
ñòîðîíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò áîêîâûì ñòîðîíàì èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
Óäàëèâ âíóòðåííîñòü ïÿòèóãîëüíèêà è èíòåðâàë (1/3, 2/3), ïîëó÷èì çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî 41 ⊂ 4. Ñ êàæäûì èç îñòàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîì ïîâòî-
ðèì òî æå ïîñòðîåíèå. Ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî 42 ⊂ 41. Ïðîäîëæàÿ
ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî 4n ⊂ 4n−1, êîòîðîå ñîäåðæèò

27



2n ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ. È òàê äàëåå... Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

4 ⊃ 41 ⊃ 42 ⊃ . . . ⊃ 4n ⊃ . . . .

Ïîëîæèì G =
⋂

n≥1
4n. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî G � äåíäðèò, èìåþùèé ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì êîòîðîãî ñëóæèò
ìíîæåñòâî êîíöåâûõ òî÷åê E(G), ÿâëÿþùååñÿ êàíòîðîâûì äèñêîíòèíóóìîì
(ðèñ. 5).

ðèñ. 5. Äåíäðèò G

Îáîçíà÷èì ÷åðåç o âåðøèíó äåíäðèòà G, a0, a1 òî÷êè âåòâëåíèÿ äåíäðè-
òà G, áëèæàéøèå ê âåðøèíå o è îòñòîÿùèå îò íåå íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿ-
íèè, ñîîòâåòñòâåííî ëåâóþ è ïðàâóþ. ×åðåç ai10, ai11 � òî÷êè âåòâëåíèÿ (ëå-
âóþ è ïðàâóþ ñîîòâåòñòâåííî), áëèæàéøèå ê ai1 è òàêæå îòñòîÿùèå îò íåå
íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè, i1 ∈ {0, 1}. Ïðîäîëæàÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó,
ìû êàæäîé òî÷êå âåòâëåíèÿ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ
i1 . . . in, ãäå i1, . . . , in ∈ {0, 1}; òàêóþ òî÷êó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ai1...in,
ãäå i1, . . . , in ∈ {0, 1}. Êîíöåâûì òî÷êàì äåíäðèòà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

i1i2 . . . in . . . , in ∈ {0, 1}. (2.5)

Ïðè ýòîì, òî÷êàì ïåðâîãî ðîäà ìíîæåñòâà E(G) ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (2.5), ó êîòîðûõ âñå in, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîþ. Åñëè ñðåäè in ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøîì n èìåþòñÿ êàê íóëè, òàê
è åäèíèöû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.5) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå âòîðîãî ðîäà.
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Òî÷êó ìíîæåñòâà E(G), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.5), áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç ai1...in..., ãäå in ∈ {0, 1}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gj äåíäðèò, ïðèíàäëåæàùèé G\ (a0, a1) ñ âåðøèíîé â òî÷êå
aj, ãäå j ∈ {0, 1}, (a0, a1) � äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a0, a1 è íå ñîäåðæàùàÿ
èõ. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé äåíäðèò Gj ãîìåîìîðôåí äåíäðèòó G.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : G → G, ïîëîæèâ
I) f(x) = o, åñëè x ∈ γ[a0, a1];
II) äëÿ êàæäîãî j ∈ {0, 1} îïðåäåëèì f|Gj

: Gj → G � ëèíåéíûé ãîìåî-
ìîðôèçì òàêîé, ÷òî f(Gj) = G, ïðè÷åì f(ai1) = o, f(ai1i2...in) = ai2i3...in ïðè
i1, . . . , in ∈ {0, 1}. Òîãäà f(ai1i2...in...) = ai2i3...in..., ãäå in ∈ {0, 1}.
Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî. Èçó÷èì åãî ñâîéñòâà.
1) f(Gj) = G ⊃ G0 ∪ G1 äëÿ êàæäîãî j ∈ {0, 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) > 0.
2) f(E(G)) = E(G).
3) Òàê êàê f(ai1i2...in) = ai2i3...in, i1, . . . , in ∈ {0, 1}, òî fn(ai1i2...in) = o, ãäå
o ∈ Fix(f). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ G \ E(G) íàéäåòñÿ íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî k = k(z) òàêîå, ÷òî fk(z) = o. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îòîáðàæåíèå fn íå èìååò ïîäêîâû â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 2.3.
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3. ÎÖÅÍÊÀ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÒÐÎÏÈÈ ÄËß
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ ÍÀ ÄÅÐÅÂÜßÕ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì îöåíêó òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà êîíå÷íûõ äåðåâüÿõ, èìåþùèõ íåäåëèìóþ ïåðèîäè-
÷åñêóþ îðáèòó èëè ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè.

3.1. Îòîáðàæåíèÿ, èìåþùèå íåäåëèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó

Ïîíÿòèå íåäåëèìîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû âïåðâûå ïîÿâèëîñü äëÿ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé íà îòðåçêå â [15], [16]. Â [13] ïîêàçàíî: åñëè íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : I → I îòðåçêà I èìååò íåäåëèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó
(òî åñòü ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó íå÷åòíîãî ïåðèîäà), òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðî-
ïèÿ h(f) > log 2/2. Ïîíÿòèå íåäåëèìîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû îáîáùåíî äëÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà äåðåâüÿõ â ðàáîòàõ [7], [8]. Ñ íåãî è íà÷íåì.

Ïóñòü Y � äåðåâî, A � ìíîæåñòâî â Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç [A] � íàèìåíüøåå
ñâÿçíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Ïóñòü f : Y → Y � íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå äåðåâà Y , P = Orb(x, f) � ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà
áîëüøå 1. Ïîëîæèì f[P ] = r[P ] ◦ f |[P ] : [P ] → [P ]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y íå-
ïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f[P ], ÷åðåç Z ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà
[P ] \P , ñîäåðæàùóþ y, à Z1, . . . Zl � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà [P ] \Z.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P èìååò äåëåíèå, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà y îòíîñèòåëüíî f[P ] è ðàçáèåíèå M1, . . . ,Mm

(m ≥ 2) ìíîæåñòâà Z1, . . . , Zl òàêîå, ÷òî

f(Mi ∩ P ) = Mi+1(modm) ∩ P, 1 ≤ i ≤ m.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P íå èìååò äåëåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà 3-îäå, ó êîòîðîãî ñó-
ùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà, èìåþùàÿ äåëåíèå.

ÏÐÈÌÅÐ 3.2. Ïîëîæèì Y = [−2, 2]× {0} ∪ {0} × [−2, 2] ⊂ R2, p1 = (1, 0),
p2 = (0, 2), p3 = (−2, 0), p4 = (0,−2), p5 = (−1, 0), p6 = (0, 1), p7 = (2, 0)
è p8 = (0,−1). Ïóñòü P = {pi : 1 ≤ i ≤ 8}, à f : Y → Y � íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: f(pi) = pi+1(modm) äëÿ êàæäîãî
1 ≤ i ≤ 8.

Ïîëîæèì A = {p1, p5, p6, p8}. Ïîñêîëüêó íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ
r[A] ◦ f |[A] ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ f , òî f èìååò íå-
ïîäâèæíóþ òî÷êó â [A]\A. Òîãäà P èìååò äåëåíèå, âçÿâ M1 = [p2, p6]∪[p8, p4],
M2 = [p3, p5] ∪ [p1, p7].
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Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé äåðåâüåâ, èìåþùèõ íåäåëèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ
îðáèòó [21]. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç End(Y ) ÷èñëî êîíöåâûõ òî÷åê äåðåâà Y .

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.3 [21]. Ïóñòü f : Y → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äå-
ðåâà Y è f èìååò íåäåëèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó. Òîãäà ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî 1 ≤ k ≤ End(Y ) òàêîå, ÷òî fk èìååò ïîäêîâó. Ñëåäîâà-
òåëüíî, h(f) ≥ log 2/End(Y ).

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3.4. Ïóñòü Y � äåðåâî, z ∈ Y . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ z-íåçàâèñèìîé, åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ i, j ∈ {1, . . . , n}
xi /∈ [z, xj].

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû î÷åâèäía.

ËÅÌÌÀ 3.5. Ïóñòü Y � äåðåâî. Åñëè z ∈ Int(Y ), òî ëþáàÿ z-íåçàâèñèìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äëèíó ≤ End(Y ); åñëè z ∈ E(Y ), òî ëþáàÿ
z-íåçàâèñèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äëèíó ≤ End(Y )− 1.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x0, x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ îá-
ðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè f(xi+1) = xi, 0 ≤ i ≤ n− 1.

ËÅÌÌÀ 3.7. Ïóñòü f : Y → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äåðåâà
Y , x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x0, x1, . . . , xn+1) òàêàÿ, ÷òî x1 6= x0 è xn+1 ∈ (x0, xi),
ãäå 1 ≤ i ≤ n, òî îòîáðàæåíèå fk èìååò ïîäêîâó äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ n.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. 1. Ïóñòü n + 1 − i > i. Ïîëîæèì I1 = [x0, xn+1],
I2 = [xn+1, xi]. Òîãäà fk èìååò ïîäêîâó, ãäå k = n + 1− i ≤ n.

Ïóñòü òåïåðü n + 1− i ≤ i.
2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà i = l(n + 1− i), l ≥ 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà

y ∈ (x0, xn+1] òàêàÿ, ÷òî f i(y) = xi. Ïîëîæèì I1 = [x0, y], I2 = [y, xi]. Òîãäà
îòîáðàæåíèå fk èìååò ïîäêîâó I1, I2, ãäå k = i.

3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà i íå äåëèòñÿ íà n + 1 − i (ñëåäîâàòåëüíî,
n + 1− i ≥ 2). Ïóñòü i = l(n + 1− i) + q, ãäå l ≥ 1, 1 ≤ q < n + 1− i. Òàê êàê
i + (n + 1− i − q) = n + 1− q ≤ n è f(xj+1) = xj, 0 ≤ j ≤ n, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà xn+2 ∈ (x0, xi+1) òàêàÿ, ÷òî f(xn+2) = xn+1. Ïî èíäóêöèè íàéäåòñÿ
òî÷êà xn+1+j ∈ (x0, xi+j) ñ óñëîâèåì f(xn+1+j) = xn+j, 1 ≤ j ≤ n + 1− i− q.

Çàìåòèì, ÷òî

n+1−q = i+(n+1−i−q) = (l+1)(n+1−i) = (l+1)[(2n+2−i−q)+(n+1−q)].
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Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå fk (k = n + 1 − q ≤ n) èìååò ïîäêîâó â ñèëó
äîêàçàííîãî ïóíêòà 2 (çàìåíÿÿ i íà n + 1 − q, n + 1 íà 2n + 2 − i − q, l íà
l + 1). Ëåììà 3.7 äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 3.8. Ïóñòü f : Y → Y � íåïðåðûâíîå è ñþðúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå äåðåâà Y , x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òàêàÿ, ÷òî f−1(x0) 6= {x0} è
íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîãî èíâàðèàíòíîãî ïîääåðåâà, ñîäåðæàùåãî òî÷-
êó x0. Òîãäà åñëè x0 ∈ Int(Y ) (x0 ∈ E(Y )), òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî 1 ≤ k ≤ End(Y ) (1 ≤ k ≤ End(Y ) − 1) òàêîå, ÷òî fk èìååò
ïîäêîâó, è, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) ≥ log 2/End(Y )
(h(f) ≥ log 2/(End(Y )− 1)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. I. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x0 ∈ Int(Y ). Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

fk íå èìååò ïîäêîâû äëÿ 1 ≤ k ≤ EndY. (3.6)

Òàê êàê f−1(x0) 6= x0, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 6= x0 òàêàÿ, ÷òî f(x1) = x0.
Ïîëîæèì A1 = {x1}. Äëÿ 2 ≤ i ≤ End(Y ) îïðåäåëèì

Ai = {y ∈ Y : f i−1(y) = x1 è (f i−1(y), . . . , y) � x0-íåçàâèñèìàÿ}.

Ïîëîæèì j0 = max{i : Ai 6= ∅}, Yj çàìûêàíèå ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â

Y \
j⋃

i=1
Ai, ñîäåðæàùåé òî÷êó x0, äëÿ 1 ≤ j ≤ j0. Çàìåòèì, ÷òî x0 /∈

j⋃
i=1

Ai. Åñ-

ëè ìû îáîçíà÷èì Y0 = Y , òî Yj ⊂ Yj−1 è êàæäàÿ êîíöåâàÿ òî÷êà Yj ÿâëÿåòñÿ

ëèáî êîíöåâîé òî÷êîé Yj−1, ëèáî ïðèíàäëåæèò
j⋃

i=1
Ai, ãäå 1 ≤ j ≤ j0. Çàìå-

òèì òàêæå, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Ai

j0⋃
i=1

Ai ⊂ Y1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ

ëåììó 3.5, ïîëó÷èì, ÷òî j0 ≤ End(Y1).

Äîêàæåì, ÷òî Yj ∩
j⋃

i=1
Ai = E(Yj) ∩

j⋃
i=1

Ai äëÿ êàæäîãî 1 ≤ j ≤ j0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ j = 1
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ

2 ≤ j ≤ j0 − 1 è äîêàæåì, ÷òî Yj+1 ∩
j+1⋃
i=1

Ai = E(Yj+1) ∩
j+1⋃
i=1

Ai.

Âêëþ÷åíèå E(Yj+1) ∩
j+1⋃
i=1

Ai ⊆ Yj+1 ∩
j+1⋃
i=1

Ai î÷åâèäíî, ïîýòîìó äîêàæåì

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïîëîæèì n = End(Y1) è ïóñòü x ∈ Yj+1 ∩
j+1⋃
i=1

Ai. Òàê

êàê x ∈
j+1⋃
i=1

Ai, òî

f(x) ∈ f(
j+1⋃
i=1

Ai) ⊆ f(
j+1⋃
i=1

Ai) ⊆
j⋃

i=1
Ai ∪ {x0}.
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Åñëè f(x) = x0, òî x = x1, òî åñòü x ∈
j+1⋃
i=1

Ai. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

f(x) 6= x0. Òîãäà f(x) ∈
j⋃

i=1
Ai. Ïîêàæåì, ÷òî f(Yj+1) ⊆ Yj. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ Yj+1 òàêàÿ, ÷òî f(y) /∈ Yj. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè f íàéäåòñÿ òî÷êà e ∈ E(Yj) ∩ (x0, f(y)). Îòñþäà ïîëó÷àåì
ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè z ∈ (x0, y) (ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ Int(Yj+1)), äëÿ êîòîðîé

f(z) = e. Òàê êàê e /∈ E(Y ), òî f(z) ∈
j⋃

i=1
Ai. Ïîñêîëüêó z ∈ Int(Yj+1), òî

z ∈
j+1⋃
i=1

Ai. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî f(Yj+1) ⊆ Yj. Òàêèì

îáðàçîì,

f(x) ∈ Yj ∩
j⋃

i=1
Ai = E(Yj) ∩

j⋃
i=1

Ai.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3.6) è ëåììû 3.7 x /∈ (x0, f
i(x)) äëÿ êàæäîãî

1 ≤ i ≤ j1 − 1, ãäå j1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî f j1−1(x) = x1. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, . . . , f(x), x) ÿâëÿåòñÿ x0-íåçàâèñèìîé, òî åñòü

x ∈
j+1⋃
i=1

Ai. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî j0 = n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j0 < n. Åñëè Yj0 = Y , òî
Aj0 ⊆ E(Yj0) è â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò òî÷êà
x ∈ Y òàêàÿ, ÷òî f(x) ∈ E(Yj0) ∩ Aj0. Ïóñòü Yj0 6= Y . Ïîñêîëüêó Yj0 íå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f è x0 ∈ Tj0, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Int(Yj0)

òàêàÿ, ÷òî f(x) ∈ E(Yj0) ∩
j0⋃

i=1
Ai. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Yj0,

äëÿ êîòîðîé f(x) ∈ E(Yj0) ∩
j0⋃

i=1
Ai. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3.6) è ëåììû 3.7

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, . . . , f(x), x) ÿâëÿåòñÿ x0-íåçàâèñèìîé. Ïî ïîñòðîå-

íèþ Yj0 f(x) /∈
j0−1⋃
i=1

Ai. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ∈ Aj0, òî åñòü x ∈ Aj0+1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè x. Ïîýòîìó j0 = n.
Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ ïîñëåäíåãî àáçàöà, çàìåíÿÿ Yj0 íà Yn. Çàìåòèì,

÷òî An ⊂ Y1. Íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ Int(Yn) òàêàÿ, ÷òî f(x) ∈ E(Yn) ∩
n⋃

i=1
Ai.

Ñíîâà â ñèëó ïîñòðîåíèÿ Yn f(x) ∈ An. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.5, ïîëó÷àåì, ÷òî
x ∈ (x0, f

i(x)) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ n. Ñîãëàñíî ëåììå 3.7 íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî 1 ≤ k ≤ n ≤ End(Y ) òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå fk èìååò ïîäêîâó,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (3.6). Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííîå ïðåäïîëî-
æåíèå íå âåðíî è îòîáðàæåíèå fk èìååò ïîäêîâó, ãäå 1 ≤ k ≤ End(Y ). Èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ï. 3.2, òåîðåìó 2.4 è ïîëó÷åííóþ
îöåíêó äëÿ k, ïîëó÷àåì:

h(f) = h(fk)/k ≥ log 2/k ≥ log 2/End(Y ).
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Â ñëó÷àå I ëåììà 3.8 äîêàçàíà.
II. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x0 ∈ E(Y ). Ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ

ïóíêòà I, çàìåíèâ (3.6) íà ïðåäïîëîæåíèå: fk íå èìååò ïîäêîâû äëÿ
1 ≤ k ≤ End(Y ) − 1, è, çàìå÷àÿ, ÷òî ëþáàÿ x0-íåçàâèñèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìååò äëèíó ≤ End(Y)−1, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà 1 ≤ k ≤ End(Y )− 1, äëÿ êîòîðîãî fk èìååò ïîäêîâó. Ëåììà 3.8 äîêàçàíà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 3.3. Ïóñòü P � ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà, íå
èìåþùàÿ äåëåíèå. Ïîëîæèì T = [P ], g = rT ◦ f |T .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y0 ∈ T íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ g, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé P íå èìååò äåëåíèå, ÷åðåç Z ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó T \P , ñîäåðæàùóþ
y0, ÷åðåç Zi ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà T \ Z, 1 ≤ i ≤ l.

Ïóñòü C � ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ â Z, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò òî÷êó y0 è èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî f . Çàìåòèì, ÷òî C 6= ∅,
òàê êàê y0 ∈ C. Ïîëîæèì A =

⋃
C∈C

C. Î÷åâèäíî, ÷òî g(A) = A. Çàìåòèì, ÷òî

A ⊂ Z. Ïîêàæåì, ÷òî A ⊂ Z. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà
p ∈ A ∩ P. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P ⊂ A ⊂ Z. Ïîñêîëüêó P ∩ Z = ∅, òî òî÷êè
ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû P ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà Z. Òîãäà
êàæäîå ìíîæåñòâî Zi ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè îðáèòû P , ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî P èìååò äåëåíèå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû äîêàçû-
âàåò, ÷òî A ⊂ Z. Ñòÿãèâàÿ A â òî÷êó, ìû ïîëó÷èì äåðåâî Y ′, íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f ′ : Y ′ → Y ′ òàêîå, ÷òî p ◦ g = f ′ ◦ p, y0 = p(A) � íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f ′, ãäå p : T → Y ′� åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî
p(P ) èìååò íåäåëèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f ′,
è f ′ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Áîëåå òîãî, åñëè B � ñîáñòâåííîå ïîääåðåâî â
Y ′, ñîäåðæàùåå òî÷êó y0, òî B íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f ′. Òàêæå ìû
èìååì, ÷òî (f ′)−1(y0) 6= {y0}.

Òàê êàê y0 ∈ Int(Y ′), òî â ñèëó ëåììû 3.8 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî 1 ≤ k ≤ End(Y ′) ≤ End(Y ) òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå (f ′)k èìååò ïîäêîâó.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî fk òàêæå èìååò ïîäêîâó. Ñëåäîâàòåëüíî,
h(f) ≥ log 2/End(Y ). Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.

3.2. Òðàíçèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íà äåðåâüÿõ

Îöåíêîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ òðàíçèòèâíûõ îòîáðàæåíèé íà îä-
íîìåðíûõ ðàçâåòâëåííûõ êîíòèíóóìàõ çàíèìàëèñü ðàçëè÷íûå àâòîðû. Â [1]
À. Áëîõ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òðàíçèòèâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà òîïîëîãè÷åñêàÿ
ýíòðîïèÿ h(f) ≥ log 2/2. Â [11] ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè òðàíçèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà îêðóæíîñòè è n-îäå. Â
íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
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íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íûõ äåðåâüÿõ (ñì., íàïðèìåð,
[22], [12]).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3.9. Ïóñòü f : Y → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äå-
ðåâà Y . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f òðàíçèòèâíî, åñëè ëþáûõ íåïóñòûõ
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U, V ⊂ Y íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 1
òàêîå, ÷òî fn(U) ∩ V 6= ∅.

Óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè íà äåðåâå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ òî÷êè
x ∈ Y , òðàåêòîðèÿ êîòîðîé {x, f(x), f 2(x), . . .} âñþäó ïëîòíà íà Y (ñì.,
íàïðèìåð, [14]).

Ïðèâåäåì ïðèìåð òðàíçèòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà 3-îäå.

ÏÐÈÌÅÐ 3.10. Ïóñòü Y � 3-îä. Îáîçíà÷èì êîíöåâûå òî÷êè Y ÷åðåç
e1, e2, e3. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, e3] òî÷êàìè 0 > c1 > c2 > c3 > c4 > e3 íà
ïîäîòðåçêè îäèíàêîâîé äëèíû. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : Y → Y ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: f(e1) = e3, f(e2) = c1, f(e3) = e2, f(0) = c3, f(c1) = c1,
f(c2) = 0, f(c3) = e1, f(c4) = 0, è f íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà çàìûêàíèè
êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Y \ {0, c1, c2, c3, c4}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå òðàíçèòèâíî. Ïîëîæèì V1 = [c1, e3],
V2 = Y \(c1, e3] è çàìåòèì, ÷òî f 2(Vi) = Vi, i ∈ {1, 2}. Áîëåå òîãî, f 2 : V1 → V1

åñòü tent-îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî f òðàíçèòèâíî íà Y .

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.11. Ïóñòü f : Y → Y � òðàíçèòèâíîå îòîáðàæåíèå äåðåâà
Y . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) ≥ log 2/End(Y ).
Áîëåå òîãî, åñëè íåêîòîðàÿ êîíöåâàÿ òî÷êà äåðåâà Y ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé, òî h(f) ≥ log 2/(End(Y )− 1).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

ËÅÌÌÀ 3.12. Ïóñòü f : Y → Y � òðàíçèòèâíîå îòîáðàæåíèå äåðåâà
Y , òî÷êà x ∈ Y òàêàÿ, ÷òî f−1(x) = {x}. Òîãäà f èìååò 3-ïîäêîâó, åñëè
x ∈ E(Y ) è fk (k ≤ End(Y )) èìååò 3-ïîäêîâó, åñëè x ∈ Int(Y ).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x ∈ E(Y ). Òàê êàê Y � äåðåâî, òî íàéäåòñÿ äóãà
[x, x′], íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì x = 0, x′ = 1 è íà äóãå
[0, 1] ââåäåì îáû÷íûé ïîðÿäîê <.

Ïîëîæèì y0 = min{f(y) : y ∈ Y \ [0, 1], f(y) ∈ [0, 1]},
y1 = min{y ∈ [0, 1]; f(y) = 1} è y2 = min{y0, y1}. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òðàí-
çèòèâíîñòè f íè îäíî èç ìíîæåñòâ [0, y] è Y \ [0, y], ãäå y ∈ [0, 1], íå ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Al = {y ∈ [0, y2] : f(y) ≤ y è f(z) ≥ f(y) äëÿ âñåõ z ∈ [y, 1]},

Ar = {y ∈ [0, y2] : f(y) ≥ y è f(z) ≤ f(y) äëÿ âñåõ z ∈ [0, y]}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Al è Ar çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòîá-
ðàæåíèÿ f Al ∩ Ar = {0}. Òàêæå â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè f è îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâ Al è Ar ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
(1) Al ∩ (0, y] 6= ∅ äëÿ êàæäîé òî÷êè y ≤ y2;
(2) Ar ∩ (0, y] 6= ∅ äëÿ êàæäîé òî÷êè y ≤ y2;
(3) Al ∩ [f(y), y) 6= ∅ äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Al;
(4) Ar ∩ (y, f(y)] 6= ∅ äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Ar òàêîé, ÷òî f(y) ≤ y2.

Òàê êàê Al è Ar çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òî èç ñâîéñòâ (1) è (2) ñëåäó-
åò ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê w < t òàêèõ, ÷òî w ∈ Ar, f(w) ≤ y2, t ∈ Al è
(w, t) ∩ (Al ∪ Ar) = ∅. Â ñèëó ñâîéñòâ (3) è (4) íàéäóòñÿ òî÷êè
v ∈ [f(t), t)∩Al è u ∈ (w, f(w)]∩Ar. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì v < w < t < u

è f(v), f(t) ≤ v, f(w), f(u) ≥ u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f èìååò
3-ïîäêîâó ([v, w], [w, t], [t, u]).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x ∈ Int(Y ). Ïóñòü k � ÷èñëî êîìïîíåíò ìíîæå-
ñòâà Y \{x}. Ïîñêîëüêó f−1(x) = {x}, òî êîìïîíåíòû èç Y \{x} îòîáðàæàþòñÿ
äðóã â äðóãà, è êàæäàÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ fk. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå äëÿ êîìïîíåíòû èç Y \{x} è
îòîáðàæåíèÿ fk, ïîëó÷àåì, ÷òî fk èìååò 3-ïîäêîâó.

Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 3.11. Ïóñòü x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîá-
ðàæåíèÿ f . Åñëè f−1(x) = {x}, òî ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.11 ñëåäóåò èç
ëåììû 3.12.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f−1(x) 6= {x}. Òàê êàê f òðàíçèòèâíîå îòîáðà-
æåíèå, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.8, â ñèëó êîòîðîé äëÿ
x ∈ Int(Y ) (x ∈ E(Y )) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî 1 ≤ k ≤ End(Y )
(1 ≤ k ≤ End(Y )− 1) òàêîå, ÷òî fk èìååò ïîäêîâó, è, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(f) ≥ log 2/End(Y ) (h(f) ≥ log 2/(End(Y )− 1)).
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