ГЛАВА 2. ОДУ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ.





( 1. Основные понятия и определения.





	Определение 1. Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                    (1)


где функция � EMBED Equation.2  ��� непрерывна в некоторой открытой односвязной области � EMBED Equation.2  ���, называется ОДУ � EMBED Equation.2  ���-го (� EMBED Equation.2  ���) порядка, не разрешенным относительно старшей производной � EMBED Equation.2  ���.


	Определение 2. Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                               (2)


где функция � EMBED Equation.2  ��� непрерывна в некоторой открытой односвязной области � EMBED Equation.2  ���, называется ОДУ � EMBED Equation.2  ���-го (� EMBED Equation.2  ���) порядка, разрешенным относительно старшей производной � EMBED Equation.2  ���


	Определение 3. Решением ОДУ (2), определенным на промежутке � EMBED Equation.2  ��� называется функция � EMBED Equation.2  ��� удовлетворяющая на этом промежут- ке условиям:


1) � EMBED Equation.2  ���


2) � EMBED Equation.2  ���


3) � EMBED Equation.2  ���                                (3)


	Заметим, что решение ОДУ (2) может быть задано в неявной форме � EMBED Equation.2  ��� или в параметрической форме � EMBED Equation.2  ���


	Определение 4. График решения � EMBED Equation.2  ��� ОДУ (2) в плоскости � EMBED Equation.2  ��� называется интегральной кривой уравнения (2).


	Определение 5. Задачей Коши для ОДУ (2) называется задача нахожде-ния решения � EMBED Equation.2  ��� этого уравнения, удовлетворяющего начальным усло-виям


� EMBED Equation.2  ���         (4)


� EMBED Equation.2  ���


	В случае уравнения (2) второго порядка


� EMBED Equation.2  ���                                               (5)


где функция � EMBED Equation.2  ��� непрерывна в области � EMBED Equation.2  ��� начальные ус-


ловия (4) имеют вид:


� EMBED Equation.2  ���           (6)


то есть при � EMBED Equation.2  ��� задаются значения искомой функции � EMBED Equation.2  ��� и её производной.


	Геометрически задачу Коши для ОДУ (5) с начальными условиями (6) можно сформулировать так: на плоскости � EMBED Equation.2  ��� найти интегральную кривую � EMBED Equation.2  ��� уравнения (5), проходящую через заданную точку� EMBED Equation.2  ��� Пр� EMBED Equation.2  ��� в заданном направлении � EMBED Equation.2  ���, причем точка � EMBED Equation.2  ���


	Определение 6. Если в некоторой � EMBED Equation.2  ���-окрестности � EMBED Equation.2  ��� точ-ки � EMBED Equation.2  ���Пр� EMBED Equation.2  ��� существует только одна ин-тегральная кривая � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� уравнения (2), проходящая через точку � EMBED Equation.2  ���, причем � EMBED Equation.2  ��� 


то будем говорить, что задача Коши для ОДУ (2) с начальными условиями (4) имеет единственное решение.


	Теорема 1 (Коши-Пикара). Пусть функция� EMBED Equation.2  ���в уравнении (2) непрерывна в области � EMBED Equation.2  ��� вместе со своими частными производны- ми � EMBED Equation.2  ��� Тогда ОДУ (2) имеет единственное решение � EMBED Equation.2  ��� задачи Коши с начальными условиями (4), определённое на некотором отрез-ке � EMBED Equation.2  ���Пр� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� достаточно мало.


	Определение 7. Функция


 � EMBED Equation.2  ���,                                            (7)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные вещественные постоянные, определённая в промежутке � EMBED Equation.2  ���Пр� EMBED Equation.2  ���, называется общим решением ОДУ (2) в этом промежутке, если выполняются условия:


1) � EMBED Equation.2  ���


2) � EMBED Equation.2  ���(система функциональных уравнений


                                           � EMBED Equation.2  ���


однозначно разрешима относительно � EMBED Equation.2  ��� то есть


                                           � EMBED Equation.2  ���


3) функция � EMBED Equation.2  ���  является единственным ре-шением задачи Коши для ОДУ (2) с начальными условиями (4).


	Определение 8. Если общее решение (7)  ОДУ (2) задано неявно соотно-шением


� EMBED Equation.2  ���                                     (8)


то равенство (8) называется общим интегралом уравнения (2).


	Определение 9. Решение ОДУ (2), получаемое из (7) при конкретных чис-ловых значениях� EMBED Equation.2  ���, называется частным решением уравнения (2) в области � EMBED Equation.2  ���Пр� EMBED Equation.2  ���.


	Определение 10. Решение � EMBED Equation.2  ��� ОДУ (2) называется особым, если через каждую точку соответствующей интегральной кривой проходят другие интегральные кривые уравнения (2).





( 2. Простейшие случаи понижения порядка ОДУ (1)-(2).





	Случай 1. Уравнение (2) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���                                                   (9)


где функция � EMBED Equation.2  ��� непрерывная на промежутке � EMBED Equation.2  ��� Последовательно интегрируя, получаем общее решение уравнения (9)


� EMBED Equation.2  ���   (10)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.


	Случай 2. Уравнение (1) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���                         (11)


Подстановка � EMBED Equation.2  ��� приводит (11) к уравнению


                                            � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���-го порядка.


	Случай 3. Уравнение (1) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���                                     (12)


Подстановка � EMBED Equation.2  ��� приводит (12) к уравнению


                                          � EMBED Equation.2  ���


при этом производные � EMBED Equation.2  ��� выражаются через � EMBED Equation.2  ��� по формулам


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


� EMBED Equation.2  ��� .


	Случай 4. Уравнение (1) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���                                     (13)


Уравнение (13) равносильно уравнению 


� EMBED Equation.2  ���                                   (14)


� EMBED Equation.2  ���- го порядка.


	Соотношение (14) называется первым интегралом ОДУ (13).


	Случай 5. Функция � EMBED Equation.2  ��� в уравнении (1) однородная относительно � EMBED Equation.2  ��� порядка � EMBED Equation.2  ��� то есть имеет место равенство


                � EMBED Equation.2  ���.


Подстановка � EMBED Equation.2  ��� где � EMBED Equation.2  ��� новая искомая функция, приводит (1) к уравнению


                                   � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���-го порядка. При этом производные � EMBED Equation.2  ��� выражаются через � EMBED Equation.2  ��� по формулам


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


� EMBED Equation.2  ���.


	Случай 6. Функция � EMBED Equation.2  ��� в уравнении (1) является обобщенно однородной, то есть имеет место равенство


        � EMBED Equation.2  ���.


Произведём в уравнении (1) замену независимой переменной � EMBED Equation.2  ��� и искомой функции � EMBED Equation.2  ��� на новую независимую переменную � EMBED Equation.2  ��� и новую искомую функцию � EMBED Equation.2  ��� по формулам


 � EMBED Equation.2  ���                                                  (15)


при этом


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���                        (16)


                 � EMBED Equation.2  ���  


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 





Подставляя (15) и (16) в ОДУ (1), получим уравнение


                                             � EMBED Equation.2  ���


которое подстановкой � EMBED Equation.2  ��� приводится к уравнению


                                       � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���-го порядка.
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