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Введение 

 

В классической задаче стабилизации предполагают, что состояние 

динамической системы полностью известно и управление строят в виде 

обратной связи по состоянию [1-3]. Однако у реальных физических объектов и 

в реальных ситуациях полная информация о состоянии системы недоступна 

измерению, а известна лишь часть фазовых переменных или их линейная 

комбинация. В связи с этим возникает нетривиальная задача стабилизации 

динамических объектов по измеряемому выходу. Для ее решения применяют 

динамические регуляторы. Динамический регулятор – это объект, который 

описывается системой дифференциальных уравнений заданного порядка. 

Существуют разные способы построения динамических регуляторов, в 

частности, способ с применением линейных матричных неравенств. 

Известно [4], что поиск параметров регулятора сводится к задаче 

разрешимости системы матричных неравенств. Для случая поиска регулятора 

полного порядка эта задача принадлежит классу задач выпуклого 

программирования и в настоящее время разработаны эффективные алгоритмы 

[4-7], которые позволяют с применением современных программ (например, 

программ для инженерных расчетов MATLAB) получить параметры 

регулятора. 

Хотя существующие алгоритмы позволяют решать задачу стабилизации 

линейного объекта, возможна ситуация при которой полученное с помощью 

этих алгоритмов решение физически не может быть реализовано. Это наводит 

на мысль, что должно быть наложено некоторое ограничение на фазовые 

переменные. За необходимость введения ограничений на фазовые переменные 

объекта говорит и то, что синтез линейных законов управления на основе 

линейной математической модели управляемого объекта может быть 

эффективно применен только там, где линейная модель более или менее 

адекватно описывает реальный объект, т.е. в ограниченной области фазового 

пространства. 

В учебно-методическом пособии рассмотрен подход к синтезу закона 

управления, который обеспечивает стабилизацию механического объекта с 

фазовыми ограничениями при неполном измерении фазового состояния 

системы. Подход основан на применении нового математического аппарата 

линейных матричных неравенств и методов выпуклой оптимизации. В качестве 

примера рассмотрена задача стабилизации регулятором полного порядка 

перевернутого маятника на тележке при наличии ограничений на угол 

отклонения звена и на смещение тележки. Построена математическая модель 

объекта. Двумя способами описаны этапы создания системы линейных  

матричных неравенств в пакете для инженерных расчетов MATLAB, которые 

необходимы для решения задачи стабилизации. Приведены результаты 

вычислительных экспериментов.  
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1. Постановка задачи стабилизации по выходу при фазовых 

ограничениях 

 

Рассмотрим управляемый объект 

BuAxx ,   
0

)0( xx ,     (1) 

Cxy ,   xCz
00

,   xCz
ii

, mi ...,,1 , 

где nRx  – состояние системы, SRu  – управление, lRy  – измеряемый 

выход системы, 
0

z  – управляемый выход, 
i

z  – выходы, определяющие фазовые 

ограничения. Требуется построить динамический регулятор вида 

,

,

yDxCu

yBxAx

rrr

rrrr


      (2) 

где k

r
Rx  – состояние регулятора )( nk , 0)0(

r
x , обеспечивающего 

асимптотическую устойчивость состояния равновесия 0
r

x

x
 замкнутой 

системы (1), (2) со степенью устойчивости не меньшей  ( 0 ), при котором 

для траекторий системы достигается минимальное значение 0
0

 такое, что  

00
)(max

0

tz

t

, 

а также удовлетворяются фазовые ограничения  

ii
tz

t

)(max

0

, mi ...,,1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 6 

2. Представление задачи в терминах линейных матричных неравенств 

 

 Представим уравнение замкнутой системы (1), (2)  в виде 

ccc xAx , 

r
AC

r
B

r
BCC

r
BDA

cA ,    (3) 

cii
xCz , )0(

ii
CC ,  mi ...,,1,0  

где 
r

c
x

x
x , а начальные условия  

0
)0(

0
x

x
c

.  

Введем область 1:
c

T

cc
xXxxE , ограниченную эллипсоидом 

1
c

T

c
xXx , вписанным в область фазового пространства, заданную 

неравенствами 
ii

tz )( , mi ...,,1,0 . Пусть )()()( tXxtxxV
c

T

cc
 – 

квадратичная функция Ляпунова с матрицей 0TXX  системы (3) такая, что 

по любой траектории системы выполнено неравенство 

VxV
c

2)( .     (4) 

Тогда матрица 
C

A  замкнутой системы (3) является асимптотически устойчивой 

со степенью устойчивости не меньшей  и все траектории этой системы, 

выходящие из множества E  удовлетворяют фазовым ограничениям 

ii
tz

t

)(max

0

, mi ...,,1,0 . 

Введем матрицу 
1XY . Тогда на любой траектории системы (3) условие 

(4) эквивалентно следующему матричному неравенству: 

02 YYY
T

CC
AA , 0Y . 

Обобщая результаты, полученные в [8], область в фазовом пространстве, 

полученную объединением всех множеств E , отвечающих всевозможным 

функциям Ляпунова вида (4), можно выделить, в терминах линейных 

матричных неравенств, следующим образом. 

Утверждение 1. Если начальное состояние )0(
C

x  и матрица 0TYY  

удовлетворяют системе линейных матричных неравенств 

0
1)0(

)0(
T

C

C

x

xY
, 

02 YYY
T

CC
AA ,     (5) 

2
)(

i
CY

T

iiCtrace , mi ...,,1,0 , 

то все траектории системы (3) с начальными условиями Ex
C

)0(  

удовлетворяют фазовым ограничениям 
ii

tz

t

)(max

0

, mi ...,,1,0 . 

Здесь « trace» обозначает след матрицы. Доказательство Утверждения 1 

приведено в [9]. 

Введя параметры регулятора 
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rr

rr

D

BA

C
,      (6) 

представим матрицу замкнутой системы (3) в виде 

000
CBAA

C
, 

где  
00

0
0

A
A , 

0

0
0

I

B
B , 

0

0
0

C

I
C . 

Здесь символ « I » обозначает единичную матрицу размера )( kk .  

 Второе неравенство (5) можно переписать в виде матричного неравенства   

02
000000

YYCBBYCY
TTTT AYA .   (7) 

В этом неравенстве матрицы  и Y  неизвестны, поэтому оно не является 

линейным относительно совокупности переменных  и Y . В настоящее время 

не существует алгоритмов решения таких матричных  неравенств. В то же 

время известны алгоритмы для численного решения линейных матричных 

неравенств (например, с помощью пакета для инженерных расчетов MATLAB 

[10]). Если мы зафиксируем , то получим линейное матричное неравенство 

относительно Y . Аналогично, фиксируя Y , получим линейное матричное 

неравенство относительно неизвестных параметров регулятора . 

Запишем неравенство (7) в виде 

0PQQP TTT , 

где YYAYAT
2

00 , YCP
0  и 

T
BQ

0 . 

Известно [4], что это неравенство разрешимо относительно матрицы  тогда и 

только тогда, когда разрешимы неравенства 

,0)2

,0)2

00

00

00

00

(

(

YC

T

YC

T
B

T

T
B

WAYAW

WAYAW

YY

YY

T

T

    (8) 

где 
YC

W
0

и 
T

B

W

0

образуют базисы ядер матриц YC
0

 и TB
0

 соответственно. 

Заметив, что 
0

1

0 C

T

YC
WYW и, подставив это выражение во второе неравенство 

(8), преобразуем его к виду 

0)2
00

00
(

C

T

C
WAAW XXX

T
,  

1XY . 

 

 

 

 

 

 



 8 

3. Алгоритм поиска взаимно-обратных матриц 

 

Таким образом, поиск регулятора (6), который обеспечивает 

асимптотическую устойчивость замкнутой системы (1), (2) со степенью 

устойчивости не меньшей  и, при котором, для траектории системы с 

начальным состоянием 
0

x  удовлетворяются фазовые ограничения, сводится к 

разрешимости относительно матриц 0TXX  и 0TYY  системы 

линейных матричных неравенств  

miCYCtraceWAAWYXL

WAYAWYXL
x

xY
YXL

i

T

ii

T

T

T

c

c

CC

T
B

T

T
B

XXX
T

YY

...,,(),(

(),(,0
1

),(

,1,0,0)2

,0)2
)0(

)0(

2

003

0021

00

00       (9) 

в которых 
1XY  (т.е. таких, что IXY ), а столбцы матриц 

0C
W и 

T
B

W

0

образуют базисы ядер матриц 
0

C  и TB
0

 соответственно, т.е. 0
0

0 C
WC  и 

0
0

0 TB

TWB . 

Если условия (9) выполнены и такие матрицы найдены, то параметры  

искомого регулятора (6) находятся как решения линейного матричного 

неравенства (7) относительно переменной . 

Неравенства (9) являются линейными матричными неравенствами 

относительно матриц X  и Y . Но есть еще одно условие на матрицы, а именно, 
1XY , которое не является линейным и, соответственно, не позволяет легко 

решать эту задачу специальными программными средствами. Обозначим эту 

задачу поиска взаимно-обратных матриц X  и Y ,  удовлетворяющих условию 

(9), как Задача 1. 

Для ее решения сначала рассмотрим другую задачу. 

Задача 2: найти 

,...,,,0),(,3,2,0),(

,0),(,0,0,:min

,1,0
2

4

1

1

min

miCYCtraceYXLiYXL

YXLYYXXIYX

i

T

iii

TT

    

где 

YI

IX
YXL ),(

4
. 

Дополнительное линейное матричное неравенство 0),(
4

YXL  в силу 

леммы Шура эквивалентно неравенствам 0X  и 
1YX . Поэтому в случае, 

когда в Задаче 2 0
min

, соответствующие матрицы 0X  и 0Y  являются 

также решением Задачи 1. 

Для решения Задачи 2 требуется минимизировать линейную функцию 

при ограничениях, одно из которых 
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IYX 1      (10) 

не является выпуклым и, следовательно, не может быть представлено в виде 

линейного матричного неравенства. Это обстоятельство вновь не позволяет 

решать Задачу 2 методами выпуклой оптимизации. 

В связи с этим рассмотрим еще одну вспомогательную задачу. 

Задача 3: найти 

,...,,,0),(,3,2,0),(

,0),(,0,0,),,,(:min

,1,0
2

4

121min

miCYCtraceYXLiYXL

YXLYYXXIGGYXF

i

T

iii

TT

 

где 

22112121
22),,,( XGGYGGGGYXGGYXF , 

2,1, iGG T

ii
, – некоторые заданные матрицы. 

 В Задаче 3 по сравнению с Задачей 2 вместо неравенства (10) стоит 

линейное матричное неравенство IGGYXF ),,,(
21

. Представим функцию 

),,,(
21

GGYXF  в виде 

).()(

)()()()(),,,(
11

1

2

1

2

1

1

1

121

XYYX

XGXXGYGYYGGGYXF
  

Нетрудно видеть, что в силу неравенства 
1YX  функция 0),,,(

21
GGYXF , и 

когда матрицы 1

1
YG , 1

2
XG  и величина 0

min
, то соответствующие 

решения X  и Y  Задачи 3 являются и решением Задачи 2. 

 Тогда алгоритм поиска взаимно-обратных матриц можно представить 

следующим образом: 

Алгоритм. 

Шаг 1) Полагаем 0j . 

Шаг 2) Фиксируем матрицы )(

11

jGG  и )(

22

jGG . 

Шаг 3) Решаем Задачу 3, например, с помощью команды mincx пакета 

MATLAB и находим 
1j
, 

j
X , 

j
Y . 

Шаг 4) Задаем 
1)1(

1 j

j YG  и 
1)1(

2 j

j XG . 

Шаг 5) Если разность между двумя итерациями 1jj , где  – 

некоторое заданное значение, то взаимно-обратные матрицы 

0TXX  и 0TYY  считаются найденными с достаточной 

точностью и Алгоритм останавливается. Иначе полагаем 1jj  

и переходим на Шаг 2). 

Сходимость алгоритма доказана в [9]. 

При остановке алгоритма возможны две ситуации. В случае, когда 0
*

, 

IYX
**

 и матрицы 
*

X , 
*

Y  являются решениями Задачи 1. Во втором случае, 

когда 0
*

, нельзя сделать определенного вывода о разрешимости Задачи 1.  

В этом случае целесообразно повторить алгоритм поиска взаимно-обратных 
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матриц при других начальных условиях )0(

11
GG  и )0(

22
GG , как это обычно 

делают в задачах глобальной оптимизации. 

В случае поиска регулятора полного порядка, т.е. при kn , поиск 

стабилизирующего регулятора сводится к решению задачи выпуклого 

программирования. Он может быть осуществлен следующим образом. 

Матрицы X  и Y , входящие в линейные матричные неравенства (9), 

имеют размерность n2 , где n  – размерность матрицы A . В соответствии с 

блочной структурой матрицы 
0

A  представим матрицы X  и Y  в блочном виде 

2212

1211

XX

XX
X

T
,  

2212

1211

YY

YY
Y

T
, 

а матрицы   ,

0
0

TB

W

T
B

W    
00

C
W

C
W . 

Тогда неравенства (8) примут вид 

,0)
111111

2(
T

B

T

T
B

WAAYW YY
T

   0)
111111

2(
CC

WAAW XXX
T T

. (11) 

Здесь матрицы  11
X  и 11

Y  размера )( nn  не являются взаимно-обратными, но 

являются блоками взаимно-обратных матриц.  

Известна форма Фробениуса для обращения блочной матрицы. Из нее следует, 

что при выполнении неравенства 0
1

1111
VY X , которое по лемме Шура 

эквивалентно условию 

0
1

1

11

11

Y

X
,      (12) 

выбор соответствующих 12
Y  и 22

Y  может быть осуществлен следующим образом: 

VYY
2212 . 

Первое неравенство (9)  т.к. 
0

)0(
0

x
x

c  будет эквивалентно неравенству 

1
0110000

1

0
xXxxXxxYx TTT

.   (13) 

С учетом структуры матриц i
C последние 1m  неравенства (9) преобразуются 

в неравенства 
2

11 i

T

ii
CYCtrace ,  mi ...,,1,0 .   (14) 

Таким образом, для поиска регулятора полного порядка вида (6), который 

обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы (1), (2) со 

степенью устойчивости не меньшей  и, при котором, для траектории системы 

с начальным состоянием 0
x  выполнено условие 00

)(max

0

tz

t

 и 

удовлетворяются фазовые ограничения ii
tz

t

)(max

0

, mi ...,,1 , 

необходимо: 
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1. Решить систему линейных матричных неравенств (11)-(14) относительно 

матриц 0
1111

T
XX  и 0

1111

T
YY  при заданном начальном состоянии 

0
x ; 

2.   Восстановить матрицу 
1

1111

1

1111

1

111111

XX

X

YY

YY
Y ; 

3.  Подставить эту матрицу  в неравенство (7) и, решив линейное матричное 

неравенство относительно неизвестной матрицы , найти  параметры 

регулятора (6). 

Из Утверждения 1. следует, что если для заданного начального 

состояния 
0

x  найдены матрицы X  и Y , удовлетворяющие неравенствам (9) и 

построен регулятор, то для всех значений 
0

x , принадлежащих множеству 

1: XxxxE T , этот же регулятор обеспечивает выполнение для заданного 

0
 условия 

00
)(max

0

tz

t

,     (15) 

а также фазовых ограничений  
ii

tz

t

)(max

0

, mi ...,,1 . 

Решая задачу минимизации значения 0  условия (15) получим 

минимальное значение 
*
0  при котором матричные неравенства (9)  выполнены. 
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4. Математическая модель перевернутого маятника на тележке 

 

Рассмотрим плоский перевернутый маятник, изображенный на  рис. 1. 

Звено маятника имеет длину l , а масса на конце звена равна m . Угол 

отклонения звена маятника от вертикали обозначим . Тележка имеет массу 

M  и смещается в плоскости качания маятника относительно начала координат 

на величину x  под воздействием  внешней силы )(tU . 

 
Рис. 1. Перевернутый маятник на тележке 

 

 Составим математическую модель плоского однозвенного перевернутого 

маятника на тележке. Обозначим 
11

, yx  координату массы маятника. 

Непосредственно из рис. 1 находим, что 

sin
1

lxx ,    cos
1

ly . 

Тогда кинетическая T  и потенциальная V  энергии маятника будут иметь 

следующий вид: 

,
2

])sin()cos[(
2

222 x
M

llx
m

T   

 cosmglV . 

Введем функцию Лагранжа VTL  и напишем уравнения Лагранжа 

0
LL

dt

d


 и U

x

L

x

L

dt

d


 для нашей системы: 

0sincos glx  ,     (16) 

UmlmlxMm sincos)( 2 . 

Выражение (16) можно переписать в виде 

U
lmlgml

mlMmg

x

cos1
sin

cos

cos)(1

1

22

2

1







  (17) 

где 
2

1
cos)( mlMml . 
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Обозначим 
M

m
. Введем безразмерное время t

l

g
t  и новые 

безразмерные величины x
l

x
H

1
, U

gM
u

1
. Тогда уравнения (17),  

описывающие нелинейную модель движения плоского однозвенного 

перевернутого маятника на тележке,  примут вид 

u
x

H
1

cos1
sin

cos

cossin)1(1
2

2








  (18) 

где 2cos)1( . 

Построим линеаризованную модель движения плоского однозвенного 

перевернутого маятника на тележке. Ограничимся в (18) малым углом  

отклонения звена маятника от вертикали и малой скоростью отклонения звена 
 . Получим уравнения: 

      u)1( , 

ux
H
 . 

Запишем их в каноническом виде (1) управляемой динамической системы 

BuAxx      (19) 

где матрицы 

000

0001

1000

0100

A , 

1

1

0

0

B , состояние системы 

H

H

x

x
x




. 

 

Будем считать, что можем измерить только угол  отклонения звена 

маятника от вертикали и величину 
H

x , т.е. 

1
y ,  

H
xy

2
. 

Таким образом, измеряемый выход системы 
2

1

y

y
y  имеет вид 

Cxy      (20) 

где матрица 
0010

0001
C . 

Из рис. 1. следует, что угол отклонения звена маятника от вертикали  

находится  в диапазоне 
22

. 

Следовательно, выход, определяющий фазовые ограничения xCz
11

 имеет 

матрицу 

0001
1

C . 
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5. Решение линейных матричных неравенств в MATLAB 

 

Линейным матричным неравенством называется неравенство вида: 

0...)(
110 mm

FxFxFxF , 

в котором mRx , 
m

xxx ,..,
1

 – неизвестная переменная, nnRFF T

ii
, 

mi ,...,0  – заданные действительные симметрические матрицы. Неравенство 

0)(xF  обозначает, что матрица в левой части неравенства является 

положительно определенной, то есть 0)( uxFuT  для любого ненулевого 
nRu . 

В основу численных методов решения линейных матричных неравенств 

положены методы выпуклой оптимизации. В пакете MATLAB используются 

так называемые методы внутренней точки, разработанные в [11]. 

Из множества задач, в которых возникают линейные матричные 

неравенства можно выделить три основных типа задач, которые в настоящее 

время эффективно решаются с помощью LMI Control Toolbox пакета MATLAB 

[10,12]. 

Первая из них называется задачей разрешимости: найти какое-либо 

решение x  для системы заданной в виде линейного матричного неравенства  

)()( xRxL .     (21) 

Если такого решения нет, то задача называется неразрешимой. В пакете 

MATLAB эту задачу решает функция easpf . Попутно функция проверяет, имеет 

ли система неравенств вообще какие-либо решения. По исходному неравенству 

(21) составляется вспомогательная задача выпуклого программирования: 

mint   при  tIxRxL )()( .     

где t  – скалярный параметр. С помощью итерационного алгоритма функция 

easpf  формирует строго убывающую последовательность приближений 
1
t , 

2
t ,…. 

Для того чтобы неравенство (21) было разрешимо относительно x , необходимо 

и достаточно, чтобы решение t  оптимизационной задачи было строго 

отрицательным.  

 Вызов функции easpf  имеет вид: 

target)(f][tmin ions,lmisys,opteasp,xfeas . 

Ее выходные значения: tmin – минимальное найденное значение параметра t  и 

xfeas  – оптимальное значение вектора x . Чтобы получить из него матричные 

переменные, следует применить описанную ниже функцию matdec2 . Параметр 

lmisys  содержит описание системы матричных неравенств (внутреннее 

представление) в виде одномерного массива. Параметр options  представляет 

собой описание параметров алгоритма оптимизации. Параметр target  

определяет условие окончания итерационного процесса. Вычисления 

прекращаются, когда targett . По умолчанию 0target . 

Вторая важная задача, которая эффективно решается с использованием 

линейных матричных неравенств – это задача оптимизации с линейными 
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матричными ограничениями: минимизировать функцию xcT  при ограничениях 

)()( xRxL . 

В пакете MATLAB для этого используется команда 

target)mincx(][ it,ptions,xinlmisys,c,ocopt,xopt . 

Здесь lmisys  – внутреннее описание системы матричных неравенств, задающей 

ограничение )()( xRxL , c  – вектор-столбец того же размера, что и x . Как и 

для функции easpf  параметр options  – описание параметров алгоритма 

оптимизации. Параметр xinit – задает начальное приближение оптимальной 

точки x . Если начальное приближение не задано, его можно положить пустым. 

Если этот параметр не удовлетворяет системе ограничений, то он игнорируется. 

Параметр target  – необязательный параметр, который определяет правило 

остановки вычислений. Итерации прекращаются, если найдено значение x , 

которое удовлетворяет ограничениям )()( xRxL  и такое, что targetxcT . По 

умолчанию 2001target . 

 Функция mincx  возвращает два значения: copt – глобальный минимум 

целевой функции  xcT
 и xopt – оптимальное значение вектора скалярных 

переменных x . Для того, чтобы извлечь из него матричные переменные 

требуется применить функцию matdec2 . В случае, если система ограничений не 

имеет решения (множество допустимых переменных пусто), оба выходных 

параметра принимают пустое значение ][ . 

 Третья задача – это задача на обобщенное собственное значение, т.е. 

задача найти минимальное  R , для которого 

,0)(

,0)(

),()(

xC

xB

xBxA

  

где )(xA , )(xB , )(xC  – заданные симметричные матрицы зависящие от вектора 

скалярных параметров x . В частном случае, когда IxB )( , неравенство 

IxA )(  дает оценку максимального собственного значения симметричной 

матрицы )(xA . 

 В пакете MATLAB вызов функции для оценки обобщенных собственных 

чисел выглядит следующим образом: 

target),(]min[ 00 ,xc,options,lmisys,nlfgevp,xopt . 

Здесь lmisys  содержит внутреннее описание системы неравенств, задающих 

ограничения, параметр nlfc  – число ограничений, задаваемых линейными 

матричными неравенствами; options  – описание параметров алгоритма 

оптимизации; необязательные параметры 
0
 и 

0
x  задают начальные 

приближения для min  и xopt  соответственно (игнорируются, если не 

удовлетворяют системе ограничений); target  задает правило остановки – 

вычисления прекращаются, если target (по умолчанию 501target ). 
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Функция возвращает значения: min – минимум функции  и xopt  – 

оптимальное значение вектора скалярных переменных x . Для того, чтобы 

извлечь из него матричные переменные, требуется применить функцию 

matdec2 . 

Функции feasp, mincx , gevp возвращают результат своей работы в виде 

массива скалярных переменных. Функция matdec2  позволяет извлечь из него 

значения матричных переменных. Вызов функции имеет вид: 

),var,(2 ksdeclmisysmatdecX . 

Здесь lmisys  содержит внутреннее описание системы неравенств, sdecvar  – 

массив (вектор) скалярных переменных, k  – номер извлекаемой матричной 

переменной. Функция возвращает искомую переменную в виде матрицы. 

Пример использования функции matdec2  будет приведен ниже. 

Следующая функция, реализованная в пакете MATLAB, решает частную 

задачу исследования линейного матричного неравенства 

0PQQP TTT     (22) 

которое используется выше. Здесь , P , Q  - заданные матрицы, причем  – 

симметричная матрица размера ( nn ), P  и Q  – прямоугольные матрицы 

порядков ( nl ) и ( nk ) соответственно,  – неизвестная прямоугольная 

матрица размера ( lk ). Известно [4], что это неравенство разрешимо тогда и 

только тогда, когда 

0
P

T

P
WW ,    0

Q

T

Q
WW , 

где столбцы матриц 
P

W  и 
Q

W  образуют базисы ядер матриц P  и Q  

соответственно. 

 В первом частном случае, когда nPrank , а nQrank  линейное 

матричное неравенство (22) разрешимо относительно матрицы  тогда и только 

тогда, когда 

0
Q

T

Q
WW , 

где столбцы матрицы 
Q

W  образуют базис ядра матрицы Q . 

 Во втором частном случае, когда nPrank , а  nQr a n k  линейное 

матричное неравенство (22) разрешимо относительно матрицы  тогда и только 

тогда, когда 

0
P

T

P
WW , 

где столбцы матрицы 
P

W  образуют базис ядра матрицы P . 

 Вызов функции имеет вид: 

)( ,,, optionbasiclmiX PQ . 
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Если неравенство неразрешимо, то выходное значение ][X . Параметр option  

не обязательный. Если положить его равным min'' X , то ищется значение X  с 

наименьшей Фробениусовой нормой. 

Все детали относительно использования этих и других команд в LMI 

Control Toolbox содержаться в [10,12]. 
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6. Создание системы линейных матричных неравенств в MATLAB в 

виде программного кода 

 

Создавать линейные матричные неравенства в MATLAB можно двумя 

разными способами: с помощью программы и используя графический 

пользовательский интерфейс. Рассмотрим первый способ. 

Формирование системы линейных матричных неравенств в виде 

программного кода состоит в последовательном вызове таких функций как 

setlmis, varlmi , lmiterm и getlmis. 

Перед тем, как начать описание новой системы линейных матричных 

неравенств с помощью функций varlmi  и lmiterm применяют функцию 
([])setlmis  

для инициализации внутреннего представления системы. Это связано с тем, что 

большинство функций пакета LMILab, входящего в более крупный пакет LMI 

Control Toolbox пакета MATLAB, работает с внутренним представлением 

системы матричных неравенств. Именно это внутреннее представление и 

используется в данном случае. Для случая, когда добавление новых 

переменных и условий с помощью функции varlmi  и lmiterm происходит в уже 

существующую систему линейных матричных неравенств, используют 

синтаксис 

)(lmisyssetlmis , 

где lmisys  – внутреннее представление системы линейных матричных 

неравенств. 

 Функция varlmi  служит для задания  переменных в системе линейных 

матричных неравенств. Вызов функции имеет вид 

 struct)e,lmivar(typ = X , 

или в общем виде 

struct)e,lmivar(typ = sX]n,[X, . 

Здесь X  – новая матричная переменная, идентификатор, которой может быть 

использован для последующего использования этой матричной переменной. 

Первый аргумент функции type  выбирается среди доступных типов 

переменных, второй аргумент struct  дает дополнительную информацию о 

структуре X  в зависимости от ее типа. Доступные типы переменных включают 

в себя: 

1type  – симметрические матрицы с блочно-диагональной структурой. 

Каждый диагональный блок может быть произвольной симметричной 

матрицей, скаляром, умноженным на единичную матрицу или нулевой 

матрицей. Если матричная переменная X  имеет m  диагональных блоков, то 

аргумент struct  представляет собой матрицу размера 2m , где первое число 

каждой строки задает размер блока, а второе тип блока (1 – произвольная 

симметричная матрица, 0 – скаляр, умноженный на единичную матрицу, -1 – 

нулевая матрица). 
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2type  – прямоугольная размера nm  матрица.  В данном случае 

][ nmstruct . 

3type  – используется для задания матриц другой структуры. 

В качестве примера применения 1type  и 2type  рассмотрим создание 

матричных переменных 
1

X , 
2

X  и 
3

X  каких что 

1
X  – симметричная матрица размера 33 , 

2
X  – прямоугольная матрица размера 42 , 

I

X

2

13

00

00

00

, 

где  – произвольная симметричная матрица размера 55 , 
1
 и 

2
 – скаляры, 

а I  – единичная матрица размера 22 . Тогда следующие команды в MATLAB 

будут определять эти переменные. 

 

 
Рис. 2. Вид Command Window  

 

В качестве примера применения 3type   создадим матрицу вида 

2

1

0

0

X

X
X , 

где  

1
X  – прямоугольная матрица размера 32 , 

2
X  – прямоугольная матрица размера 23 . 

Определим матрицы 
1

X  и 
2

X  как 

 

 
Рис. 3. Вид Command Window 

 

При этом структура матриц имеет следующий вид 
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Рис. 4. Вид Command Window 

 

Выходы sX1 и sX2 дают положение решения для переменных X1 и X2. 

Например, равенство элемента sX2(1,1)=7 означает, что элемент X2(1,1) 

расположен в седьмом компоненте вектора решения. 

Для задания матрицы X  применим команду 

 

 
Рис. 5. Вид Command Window  

 

Тогда выход sX будет иметь требуемый вид  

 

 
Рис. 6. Вид Command Window 
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Функция lmiterm позволяет добавить один элемент в систему матричных 

неравенств. Перед использованием lmiterm описание системы матричных 

неравенств должно быть инициализировано с помощью функции setlmis, а 

матричные переменные системы должны быть объявлены с помощью функции 

varlmi .  

 Вызов функции varlmi  имеет вид: 
flag)B,A,rmID,lmiterm(te  

Здесь termID  представляет собой вектор, состоящий из четырех компонент. 

Первая компонента вектора определяет номер линейного матричного 

неравенства, в которое добавляем элемент, а знак компоненты указывает на 

расположение добавляемого элемента слева (число отрицательно) или справа 

(число положительно) в данном матричном неравенстве. Вторая и третья 

компонента termID  определяют номер блока матричного неравенства, в 

который добавляем элемент. Четвертая компонента определяет тип 

добавляемого элемента: постоянная матрица, переменная матрица X  в блоке 

вида AXB  или переменная матрица X  в блоке вида BAX T
. Матрицы A  и B  

указываются в параметрах termID . Параметр flag  – необязательный параметр, 

позволяющий с учетом структуры диагональных блоков упрощать описание, 

используя одну команду varlmi . 

Например, описание левой части линейного матричного неравенства 

M
fX

CCXCCX
M

IBX

XBDDExAAX TTT

T

T

TTT

2

11

1

132

0

02
 

имеет вид 

 

 
Рис. 7. Вид Command Window 

 

Описание правой части неравенства имеет вид 

 

 
Рис. 8. Вид Command Window 
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Функция getlmis служит для внешнего описания системы линейных 

матричных неравенств. После завершения описания системы линейных 

матричных неравенств с помощью функций varlmi  и lmiterm, внутреннее 

представление системы lmisys  получают с помощью команды  

getlmislmisys . 

Это внутреннее описание системы матричных неравенств lmisys  может быть в 

дальнейшем использовано в MATLAB для решения задачи разрешимости 

линейных матричных неравенств, задачи оптимизации с линейными 

матричными ограничениями, задачи на обобщенное собственное значение или 

может использоваться для последующей обработки. 

 Теперь рассмотрим второй способ создания в MATLAB системы 

линейных матричных неравенств 
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7. Создание системы линейных матричных неравенств в MATLAB с 

использованием графического пользовательского интерфейса 

LMIEDIT 

 

Удобным средством задания линейных матричных неравенств является 

встроенный в MATLAB графический пользовательский интерфейс LMIEDIT, 

который позволяет представить матричные неравенства в символьном виде. 

Набрав в командной строке MATLAB «lmiedit» пользователь вызывает окно с 

двумя редактируемыми текстовыми полями и с набором кнопок. В верхней 

части окна указывается название системы линейных матричных неравенств. 

 

 
Рис. 9. Окно для задания названия системы линейных матричных неравенств в 

LMIEDIT 

 

Первое редактируемое текстовое поле состоит из трех частей. В первой 

части указываются имена матричных переменных. Во второй части первого 

текстового окна указывается тип матричных переменных. Он может быть трех 

видов S, R и G. Тип S указывается для симметричных блок диагональных 

матриц, тип R для неструктурированных прямоугольных матриц и тип G 

используется для матриц других структур. В третьей части первого текстового 

окна указывается дополнительная структура матрицы. Например, описание 

вида 

 

 
Рис. 10. Первое редактируемое текстовое поле LMIEDIT 

 

задает 33  диагональную матрицу X  и 23  прямоугольную матрицу Y . 

Во втором редактируемом текстовом поле указываются линейные 

матричные неравенства в символьном виде, например 
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Рис. 11. Второе редактируемое текстовое поле LMIEDIT 

 

После того как линейные матричные неравенства полностью определены, 

можно представить их в виде последовательности команд языка MATLAB с 

помощью нажатия на соответствующую кнопку «view commands» 

 Расположенные в нижней части графического пользовательского 

интерфейса LMIEDIT кнопки позволяют сохранить описание линейных 

матричных неравенств в символьном виде с помощью кнопка «Save», загрузить 

символьное описание помощью кнопка «Load», прочитать последовательность 

команд на языке MATLAB с помощью кнопки «Read» или сохранить их  с 

помощью кнопки «Write». Кнопка «Create» служит для создания внутреннего 

представления системы линейных матричных неравенств в MATLAB. 

Результат записывается в массив с таким же именем, как и имя линейных 

матричных неравенств. Полученный массив может быть передан другим 

функциям пакета. Кнопка «Clear all» позволяет очистить все поля графического 

пользовательского интерфейса LMIEDIT, а кнопка «Close» закрывает его. 

 

 
Рис. 12 Нижняя часть графического пользовательского интерфейса LMIEDIT 
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8. Пример работы с матричными неравенствами в MATLAB 

 

В качестве примера работы с матричными неравенствами в MATLAB 

решим описанную выше задачу синтеза динамического регулятора полного 

порядка, обеспечивающего стабилизацию перевернутого маятника на тележке 

при фазовых ограничениях. 

Построим динамический регулятор полного порядка вида (2) для объекта (19), 

(20), обеспечивающий асимптотическую устойчивость замкнутой системы со 

степенью устойчивости не меньшей 1.0 , при котором для траекторий 

системы достигается значение 5.0
0

 такое, что  

0
)(max

0

tx
H

t

, 

а также удовлетворяется фазовое ограничение  

60/)(max
1

0

t

t

. 

 

Шаг 1. Запустим программу MATLAB в операционной системе WINDOWS, 

нажав для этого соответствующую иконку  на рабочем столе. Введем 

исходные данные. Пусть параметр 1.0 . Зададим матрицы A , B , 

описывающие модель перевернутого маятника на тележке (19), матрицу C , 

описывающую измеряемый выход системы (20). Для этого наберем матрицы в 

командном окне MATLAB и нажмем клавишу «Enter». 

 

 
Рис. 13. Вид Command Window на первом шаге  

 

Команда «whos» в MATLAB позволяет выводить на экран информацию 

об именах матричных переменных, их размерности и типе. Для просмотра 

матричной переменной в командном окне MATLAB достаточно набрать ее имя. 
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Рис. 14. Вид Command Window 

 

Аналогично зададим матрицы 
0

C  и 
1

C ,, соответственно для управляемого 

выхода xCz 00
 и для выхода xCz

11
, определяющего фазовое ограничение. 

 

 
Рис. 15. Вид Command Window 

 

 Получим матрицы 
C

W и 
T

B

W , входящие в матричные неравенства (11) и 

задающие ноль пространство матриц C  и 
TB  соответственно. Для этого 

воспользуемся командой «null» пакета MATLAB. 

 

 
Рис. 16. Вид Command Window 

 

Пусть начальное отклонение звена маятника 035.0 . Тогда входящая в 

матричное неравенство (13)  величина 
0

x  имеет вид 
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Рис. 17. Вид Command Window 

 

Зададим требуемую степень устойчивости замкнутой системы 

 

 
Рис. 18. Вид Command Window 

 

Шаг 2. Запустим графический пользовательский интерфейс LMIEDIT, набрав в 

командной строке MATLAB «lmiedit». Введем название системы линейных 

матричных неравенств,  В текстовых полях укажем имена, тип матричных 

переменных и линейные матричные неравенства (11)-(14) в символьном виде 

как это показано на рис. 19. 
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Рис. 19. Символьное представление линейных матричных неравенств в LMIEDIT на 

втором шаге 

 

Шаг 3. Переведем линейные матричные неравенства из символьного 

представления в последовательность команд языка MATLAB нажатием на 

кнопку «view commands» 
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Рис. 20. Вид графического пользовательского интерфейса LMIEDIT на третьем шаге 

 

Нажатие кнопки «Create» равносильно выполнению в командном окне 

MATLAB следующих команд: 

 



 30 

 
Рис. 21. Программное задание линейных матричных неравенств в Command Window 

на третьем шаге 

 

Шаг 4. Решим систему линейных матричных неравенств, используя функцию 

easpf . 

 

 
Рис. 22. Вид Command Window на четвертом шаге  

 

Шаг 5. Получим значение матриц 
11

X  и 
11

Y  
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Рис. 23. Вид Command Window на пятом шаге  

 

Шаг 6. Восстановим матрицу 
1

1111

1

1111

1

111111

XYXY

XYY
Y  и матрицу 

1YX . 

 

 
Рис. 24. Вид Command Window на шестом шаге  

 

На рис. 25 приведены полученные взаимно обратные матрицы X  и Y , которые 

обеспечивают разрешимость матричных неравенств (9). 

 

 
Рис. 25. Взаимно обратные матрицы X  и Y , полученные на шестом шаге  
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Шаг 7. Подставим матрицу Y  в неравенство (7) и, решив линейное матричное 

неравенство относительно неизвестной матрицы , найдем  параметры 

регулятора (6). 

 

 
Рис. 26. Вид Command Window на седьмом шаге  

 

Для матрицы Y , полученной выше, найдена следующая матрица динамический 

регулятор полного порядка (6) который гарантирует стабилизацию объекта при 

фазовых ограничениях 

 

 
Рис. 27. Параметры регулятора Theta , полученные на седьмом шаге  

 

Замечание 1. Численное решение в пакете MATLAB линейных матричных 

неравенств (11)-(14) и последующее восстановление матрицы Y , может 

привести к ситуации, когда матрицы  Y  или 
1YX  имеют собственные числа 

близкие к мнимой оси. В этом случае возможна ситуация, когда неравенство 

(22) 

0PQQP TTT ,     

где YYAYAT
2

00
, YCP

0
 и T

BQ
0

 неразрешимо. Поскольку данное 

неравенство разрешимо тогда и только тогда, когда 
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0
P

T

P
WW ,    0

Q

T

Q
WW ,    (23) 

где столбцы матриц 
P

W  и 
Q

W  образуют базисы ядер матриц P  и Q  

соответственно, то можно предложить следующий вариант решения этой 

вычислительной проблемы. Решим линейные матричные неравенства 

 0)
1

(
P

T

P
WIW ,    0)

1
(

Q

T

Q
WIW ,   (24) 

где 0
1

 – некоторое заданное значение, символ « I » обозначает единичную 

матрицу соответствующего размера. Тогда матрица  являющаяся решением 

неравенства (24) так же будет являться и решением неравенства (23). Для нее 

справедливо, что  

IPQQP TTT

1

.     

Это означает, что все собственные числа матрицы PQQP TTT  будут 

меньше, чем  
1
, а значит, будет выполнено неравенство (22). 

 

Шаг 8. Матрица 
1YX  определяет область в 8-и мерном фазовом 

пространстве вида 1: XxxxE T , при выборе в любой точке которой 

начального состояния и, используя регулятор , гарантируем стабилизацию 

маятника на тележке при соблюдении фазовых ограничений. Сечение области 

плоскостями 0
H

x , 0
H

x , 0
r

x  и 0
r

x   представлено на рис. 28. 
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Рис. 28. Сечение области плоскостями 0
H

x , 0
H

x , 0
r

x  и 0
r

x    

 

Шаг 9. Построим график угла отклонения )(t  звена маятника (в радианах) и 

график )(tx
H

 для заданного начального состояния объекта. Подставим 

найденный регулятор (2) в уравнение управляемого объекта (19) и 

проинтегрируем полученное дифференциальное уравнение, применяя 

функцию-решатель ode45 пакета MATLAB. Данная функция может решать 

системы уравнений явного вида ),(' ytfy , использует одношаговые явные 

методы Рунге-Кутта 4-го и 5-го порядка. Это классический метод, который во 

многих случаях дает хорошие результаты; 

Вызов функции ode45 имеет вид: 

)0(odefun45][tout ,tspan,yode,yout . 

Ее входные значения: odefin– название ODE-файла, т.е. функции от t  и y , 

которая возвращает вектор-столбец. Вектор tspan, определяет интервал 

интегрирования ]0[ tfinalt . Для получения решений в конкретные моменты 

времени 0t , 1t , …, tfinal  (расположенные в порядке уменьшения или 

увеличения), нужно использовать ]...10[ tfinaltttspan . Величина 0y  – 

вектор начальных условий. 

Выходные значения функции yout  – матрица решений дифференциального 

уравнения, где каждая строка матрицы соответствует времени, возвращенному 

в вектор-столбце tout . 

 

Рисунок 29 представляет собой график угла отклонения )(t  звена 

маятника (в радианах). На рисунке 30 приведен график )(txH  для начального 

состояния объекта 035.0 , 0 , 0
H

x , 0
H

x , 0
r

x  и 0
r

x . 
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Рис. 29. График угла отклонения )(t  звена маятника 

 
Рис. 30. График )(tx

H
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