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ВВЕДЕНИЕ
В университетском курсе Термодинамики и статистической физики большое место уделяется нахождению значений равновесных параметров систем из условия минимума их различных неравновесных термодинамических потенциалов (свободной энергии, термодинамического потенциала Гиббса и др.) как функций этих параметров. Например, такой подход используется при описании сегнетоэлектрических фазовых переходов в рамках теории среднего молекулярного (или самосогласованного) поля [1, 2] (теория сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга [3, 4], построенная на основе теории Л.Д. Ландау фазовых переходов второго рода [2, 5]). В этом случае параметром является поляризация среды, а зависящим от неё неравновесным термодинамическим потенциалом – свободная энергия (в случае, если объём системы не меняется и она находится в тепловом контакте с термостатом, который характеризуется заданной постоянной температурой) или термодинамический потенциал Гиббса (в случае, если объём системы может меняться и она находится в тепловом контакте с термостатом, который характеризуется заданными постоянными температурой и давлением). При этом зависимость неравновесного термодинамического потенциала от параметров(а) аппроксимируется разложением по степеням этого параметра, в котором удерживаются лишь несколько первых членов. Коэффициенты этого разложения не вычисляются с помощью микроскопической теории, а лишь постулируются некоторые их свойства, необходимые для согласования теории с экспериментом. Использование такого феноменологического подхода связано со сложностью реальных физических систем, допускающих сегнетоэлектричество, и невозможностью выразить для них эти коэффициенты через микроскопические параметры образующих их частиц. Однако это не позволяет продемонстрировать обучающимся применение методов статистической физики для описания сегнетоэлектрических фазовых переходов.

Целью настоящего учебно-методического пособия является восполнение этого пробела в существующей учебной литературе по термодинамике и статистической физике. На примере простой модельной системы, состоящей из хаотически движущихся или покоящихся в неупорядоченном твёрдом теле или узлах кубического кристалла молекул или атомов, имеющих только два квантовых энергетических уровня с дипольно-разрешённым переходом между ними, найдена явная формула для неравновесной свободной энергии как функции поляризации. Эта формула полностью определяется микроскопическими параметрами частиц (разностью энергий их уровней и величиной дипольного момента перехода между ними) и макроскопическими параметрами образуемой ими системы (температурой и концентрацией). Показано, что зависимость неравновесной свободной энергии от поляризации в данном случае действительно может быть разложена по её степеням и в явном виде вычислены несколько первых членов этого разложения, зависящих от указанных выше микроскопических и макроскопических параметров. Хотя рассмотренная модельная система и является довольно далёкой от реальных физических систем, в которых наблюдается сегнетоэлектрический фазовый переход, она позволяет продемонстрировать обучающимся, как применяются методы статистической физики при описании фазовых переходов, в частности при описании сегнетоэлектрического фазового перехода.
1. МОДЕЛЬ АНСАМБЛЯ ДВУХУРОВНЕВЫХ МОЛЕКУЛ

Рассмотрим совокупность молекул или атомов с массами 

[image: image1.wmf]m

, имеющих только два внутренних квантовых стационарных состояния 1 и 2 с энергиями  и 
[image: image3.wmf]2

e

. Волновая функция каждой такой молекулы 
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 зависит, вообще говоря, от радиус-вектора её центра масс 
[image: image5.wmf]r

 и величин, характеризующих её внутреннее состояние. Разложим 
[image: image6.wmf]y

 по собственным функциям указанных выше стационарных состояний, зависящим только от величин, характеризующих внутреннее состояние молекулы. Коэффициенты такого разложения, 
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 и 
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, будут зависеть только от 
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. В базисе собственных функций стационарных состояний 1 и 2 функция 
[image: image10.wmf]y

 представляется в виде вектор-столбца
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Будем считать, что оператор дипольного момента молекулы 
[image: image12.wmf]d
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 в этом базисе имеет вид 
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Где звёздочка означает комплексной сопряжение. Таким образом, средние дипольные моменты в стационарных состояниях равны нулю, а дипольный момент перехода между ними равен 
[image: image14.wmf]d

. Пусть произвольные фазовые множители собственных функций стационарных состояний 1 и 2 и ориентации всех молекул одинаковы, так что 
[image: image15.wmf]d

 для всех молекул также одинаковы. Для упрощения нижеследующих выкладок будем также считать, что 
[image: image16.wmf]d

 – действительный вектор, так что 
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Пусть каждая молекула находится в локальном электрическом поле, создаваемом всеми другими двухуровневыми молекулами и внешними по отношению к системе двухуровневых молекул источниками. Далее будут рассматриваться ситуации, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой или больцмановский газ [5], или неупорядоченное твёрдое тело, или упорядоченное твёрдое тело с кубической кристаллической решёткой. Как известно [6], во всех этих случаях для среднего значения 
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 локального электрического поля верна формула Лоренца, согласно которой 
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где 
[image: image20.wmf]E

 – среднее макроскопическое электрическое поле, 
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 – средняя макроскопическая поляризация среды, 
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. В дальнейшем будем считать, что 
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. Такая постановка задачи отвечает помещению ансамбля двухуровневых молекул в плоский конденсатор, обкладки которого соединены проводником.
Рассмотрим ситуацию, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой больцмановский газ. Тогда в базисе собственных функций стационарных состояний 1 и 2 оператор Гамильтона 
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 отдельной молекулы имеет вид 
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где 
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p

¶

¶

-

º

/

ˆ

h

i

 – оператор импульса поступательного движения молекулы. Первое слагаемое представляет собой оператор кинетической энергии движения молекулы как целого, а второе слагаемое – сумму оператора её внутренней энергии 
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 и оператора энергии её взаимодействия с локальным электрическим полем, равного 
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. В случае, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой или неупорядоченное твёрдое тело, или упорядоченное твёрдое тело с кубической кристаллической решёткой, поступательное движение молекул отсутствует и оператор Гамильтона принимает вид 
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Найдём собственные значения гамильтонианов (4а) и (4б). Будем рассматривать простейшую ситуацию, когда 
[image: image31.wmf]l

E

 однородно в пространстве. Тогда, в случае больцмановского газа двухуровневых молекул, оператор кинетической энергии молекулы (первое слагаемое в (4а)) коммутирует с суммой операторов её внутренней энергии и энергии её взаимодействия с локальным электрическим полем (второе слагаемое в (4а)). В результате, согласно известной теореме квантовой механики [7], собственный для гамильтониана (4а) вектор-столбец (1) является одновременно собственным вектор-столбцом как для первого, так и для второго слагаемого в (4а). Таким образом, собственный для гамильтониана (4а) вектор-столбец (1) может быть выбран в виде 
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, где вектор-столбец 
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 не зависит от 
[image: image34.wmf]r

 и является собственным вектор-столбцом для второго слагаемого в (4а). Значения 
[image: image35.wmf]p

 находятся из периодических граничных условий [4] для волновых функций, описывающих движения центров масс молекул, заключённых в жёсткий ящик в виде прямоугольного параллелепипеда с объёмом 
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. Собственные значения 
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 гамильтониана (4а) являются суммами собственных значений первого и второго слагаемых в (4а):
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. В случае 
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, когда согласно (5б) 
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, формула (5а) переходит в сумму кинетических и внутренних энергий невзаимодействующих двухуровневых молекул: 
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В случае, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой или неупорядоченное твёрдое тело, или упорядоченное твёрдое тело с кубической кристаллической решёткой, поступательное движение двухуровневых молекул отсутствует и собственные значения гамильтониана (4б), очевидно, равны 
[image: image45.wmf]j

e

~

.

В случае 
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, как уже было сказано, 
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 переходят во внутренние энергии невзаимодействующих двухуровневых молекул 
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Средние дипольные моменты 
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 двухуровневых молекул в стационарных состояниях гамильтониана (4а) равны аналогичным величинам в стационарных состояниях гамильтониана (4б) и находятся с помощью известной формулы [7]
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В случае 
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=

P

 формула (6) даёт 
[image: image52.wmf]0

ˆ

=

j

d

, т.к. при 
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 стационарные состояния гамильтонианов (4а) и (4б) переходят в стационарные состояния гамильтониана молекулы в отсутствии наложенного на неё локального электрического поля, в которых, как было сказано выше, средние дипольные моменты равны нулю.
2. НЕРАВНОВЕСНАЯ СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ АНСАМБЛЯ ДВУХУРОВНЕВЫХ МОЛЕКУЛ

Для вычисления неравновесной свободной энергии 
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 ансамбля двухуровневых молекул как функции 
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 прежде всего заметим, что числа молекул 
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, находящихся в состояниях 
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 и 
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 гамильтониана (4а) со всеми возможными значениями 
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 или находящихся в состояниях 1 и 2 гамильтониана (4б), удовлетворяют равенствам
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где 
[image: image62.wmf]N

 – полное число двухуровневых молекул. Первая формула в (7) очевидна, а при выводе второй учитывалось, что матрицы плотности [7] молекул  в базисе собственных состояний гамильтониана (4а) или (4б) диагональны. Последнее связано с тем, что недиагональные элементы матрицы плотности должны осциллировать во времени с частотой перехода между энергетическими уровнями молекул. Поэтому их наличие привело бы к регулярному изменению во времени средних физических величин, характеризующих ансамбль двухуровневых молекул в целом. Однако для макроскопической системы, не подвергающейся периодическому внешнему воздействию, это недопустимо. Средний дипольный момент отдельной двухуровневой молекулы поэтому даётся выражением 
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 – диагональные элементы её матрицы плотности, являющиеся вероятностями нахождения молекулы в состояниях 
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 и 
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 гамильтониана (4а) или выражением 
[image: image68.wmf]2

22

1

11

d

d

r

r

+

, где 
[image: image69.wmf]11

r

 и 
[image: image70.wmf]22

r

 – диагональные элементы её матрицы плотности, являющиеся вероятностями нахождения молекулы в состояниях 1 и 2 гамильтониана (4б). Чтобы получить полный дипольный момент системы 
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, суммируем первое выражение по всем возможным 
[image: image72.wmf]p

, а потом по всем двухуровневым молекулам или второе выражение по всем двухуровневым молекулам. Легко видеть, что в обоих случаях это приводит ко второй формуле (7). Используя (6), из неё имеем 
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где 
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 есть безразмерная разность внутренних энергетических уровней молекул.

При вычислении 
[image: image75.wmf]F

 можно рассматривать двухуровневые молекулы как невзаимодействующие между собой частицы, каждая из которых взаимодействуют лишь с наложенным на неё локальным электрическим полем 
[image: image76.wmf]l

E

. Однако само поле 
[image: image77.wmf]l
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 создаётся не только внешними по отношению к ансамблю двухуровневых молекул источниками (зарядами проводимости на обкладках плоского конденсатора, в который заключён ансамбль двухуровневых молекул), но и всеми другими отличными от данной молекулами. В результате при таком способе вычисления 
[image: image78.wmf]F

 энергия взаимодействия каждой пары молекул будет учтена дважды. Поэтому для компенсации этого из получаемой таким образом неравновесной свободной энергии нужно вычесть энергию взаимодействия молекул друг с другом. Последняя вычисляется следующим образом. В рассматриваемой ситуации, когда среднее макроскопическое электрическое поле 
[image: image79.wmf]E

 в плоском конденсаторе равно нулю, находящиеся на обкладках конденсатора внешние по отношению к ансамблю двухуровневых молекул заряды проводимости создают электрическое поле 
[image: image80.wmf]P
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. Локальное электрическое поле 
[image: image81.wmf]l
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 есть, очевидно, сумма 
[image: image82.wmf]ext
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 и электрического поля 
[image: image83.wmf]mol
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, создаваемого в точке расположения данной двухуровневой молекулы всеми остальными двухуровневыми молекулами. Поэтому 
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. Энергия взаимодействия данной молекулы со всеми остальными молекулами, равная 
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 – средний дипольный момент данной двухуровневой молекулы, поэтому даётся формулой 
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)

N

VP

3

8

2

p

. Суммируя последнюю по всем двухуровневым молекулам и деля результат на 
[image: image88.wmf]2

 (т.к. при таком суммировании энергия взаимодействия каждой пары молекул будет учтена дважды), находим, что энергия взаимодействия двухуровневых молекул равна 
[image: image89.wmf]3
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. Эта величина и должна быть вычтена из неравновесной свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул, рассматриваемого как совокупность невзаимодействующих между собой частиц. 

Кроме того, к неравновесной свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул, рассматриваемого как совокупность невзаимодействующих между собой частиц, надо ещё добавить энергию взаимодействия между собой внешних зарядов проводимости. Последняя, очевидно, равна 
[image: image90.wmf](
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. В итоге к свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул, рассматриваемого как совокупность невзаимодействующих между собой частиц, нужно добавить величину 
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2.1. Больцмановский газ двухуровневых молекул

Поскольку после добавления вычисленного выше корректирующего слагаемого 
[image: image92.wmf]3
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 неравновесную свободную энергию больцмановского газа двухуровневых молекул как функцию его поляризации можно вычислять как для ансамбля невзаимодействующих частиц, то совокупности двухуровневых молекул, находящихся в состояниях 
[image: image93.wmf]p
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 и 
[image: image94.wmf]p
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 гамильтониана (4а) со всеми возможными значениями 
[image: image95.wmf]p

, можно рассматривать по-отдельности. Сумма вычисленных для этих совокупностей свободных энергий 
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 и 
[image: image97.wmf]2
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 и корректирующего слагаемого 
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 и даст неравновесную свободную энергию больцмановского газа двухуровневых молекул 
[image: image99.wmf]F

. Для 
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 и 
[image: image101.wmf]2
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, очевидно, имеем формулу 
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, где первое слагаемое отвечает за внутреннюю энергию двухуровневых молекул и энергию их взаимодействия с локальным электрическим полем, а второе – за свободную энергию идеального больцмановского газа бесструктурных частиц с массами 
[image: image103.wmf]m

, количеством 
[image: image104.wmf]1
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 или 
[image: image105.wmf]2
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, занимающих объём 
[image: image106.wmf]V

 и находящихся в тепловом контакте с термостатом с температурой 
[image: image107.wmf]T

 (измеряемой в энергетических единицах). Поскольку неравновесная свободная энергия больцмановского газа двухуровневых молекул как функция его поляризации есть минимально возможное значение его неравновесной свободной энергии при заданной поляризации, полном числе двухуровневых молекул, объёме (что, согласно (7) и (8), означает фиксированность 
[image: image108.wmf]1
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 и 
[image: image109.wmf]2
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) и температуре термостата, то для величин 
[image: image110.wmf]g1,2
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 следует взять их минимально возможные значения при фиксированных 
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, 
[image: image112.wmf]2
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, 
[image: image113.wmf]V

 и 
[image: image114.wmf]T

. Эти значения, очевидно, есть свободные энергии равновесных идеальных больцмановских газов, занимающих объём 
[image: image115.wmf]V

, имеющих температуру 
[image: image116.wmf]T

 и числа частиц 
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 и 
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 соответственно. Тогда сумма 
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 и 
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 будет равна 
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, где 
[image: image122.wmf]g
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 есть свободная энергия равновесного идеального больцмановского газа бесструктурных частиц с массами 
[image: image123.wmf]m

, [5], занимающего объём 
[image: image124.wmf]V

, имеющего температуру 
[image: image125.wmf]T

 и число частиц 
[image: image126.wmf]N

. В результате окончательно получаем
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где для выражения 
[image: image128.wmf]2
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 и 
[image: image129.wmf]2
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 через 
[image: image130.wmf]P

 следует пользоваться формулами (5б) и (8) соответственно, а 
[image: image131.wmf]g
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 от 
[image: image132.wmf]P

 не зависит.

2.2. Неподвижные двухуровневые молекулы

В случае, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой неупорядоченное твёрдое тело или кристалл с кубической решёткой, т.е. двухуровневые молекулы неподвижны, его неравновесная свободная энергия как функция поляризации есть сумма вычисленного выше корректирующего слагаемого 
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, внутренней энергии двухуровневых молекул и энергии их взаимодействия с локальным электрическим полем, 
[image: image134.wmf]2

2

1

1

~

~

N

e

N

e

+

, и величины 
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, где 
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 – энтропия. Последняя вычисляется по очевидной формуле 
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, т.е. даётся натуральным логарифмом числа возможных размещений 
[image: image138.wmf]1
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 тождественных двухуровневых молекул в 1-ом квантовом состоянии и 
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 тождественных двухуровневых молекул во 2-ом квантовом состоянии по 
[image: image140.wmf]N

 хаотически расположенным в пространстве узлам в случае неупорядоченного твёрдого тела или по 
[image: image141.wmf]N

узлам кубической решётки в стучае кристалла. Это число даётся числом сочетаний из 
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 по 
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 [8]. Считая 
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, 
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 и 
[image: image146.wmf]2

N

 много большими единицы и используя для их факториалов асимптотическую формулу Стирлинга [8], получим, что 
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. В итоге для 
[image: image148.wmf]F

 приходим к формуле
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которая отличается от (9) лишь отсутствием независящего от поляризации и обусловленного тепловым движением двухуровневых молекул слагаемого 
[image: image150.wmf]g

F

. Таким образом, функциональная зависимость от поляризации неравновесной свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул в случаях, когда он представляет собой больцмановский газ или твёрдое тело (неупорядоченное или с кубической кристаллической решёткой), оказалась одинаковой. Поэтому в дальнейшем будем пользоваться для 
[image: image151.wmf]F

 формулой (10), не содержащей независящего от поляризации слагаемого 
[image: image152.wmf]g

F

.

3. РАЗЛОЖЕНИЕ НЕРАВНОВЕСНОЙ СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ АНСАМБЛЯ ДВУХУРОВНЕВЫХ МОЛЕКУЛ ПО СТЕПЕНЯМ ПОЛЯРИЗАЦИИ И СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД

Пользуясь (5б) и (8), видно, что неравновесную свободную энергию (10) действительно можно разложить по степеням 
[image: image153.wmf]P

 и в этом разложении будут присутствовать только чётные степени 
[image: image154.wmf]P

, как это постулируется в феноменологической теории сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга [3, 4]
. С точностью до 
[image: image155.wmf]4
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 включительно это разложение имеет вид 
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Здесь 
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есть неравновесная свободная энергия при нулевой поляризации,
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Таким образом, коэффициенты разложения неравновесной свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул по степеням поляризации явным образом выражены через микроскопические параметры молекул (разность квантовых уровней энергии 
[image: image160.wmf]1
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 и дипольный момент перехода 
[image: image161.wmf]d

 между соответствующими этим уровням стационарными состояниями) и макроскопические параметры их совокупности (число молекул 
[image: image162.wmf]N

, занимаемый ими объём 
[image: image163.wmf]V

 и температура 
[image: image164.wmf]T

). 

Перед исследованием их свойств отметим, что безразмерная разность энергетических уровней молекул 
[image: image165.wmf]x

 положительна (что следует из её определения, см. выше) и меньше 
[image: image166.wmf]1

. Последнее связано с тем, что при 
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 число частиц 
[image: image168.wmf]2
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 во втором стационарном состоянии гамильтонианов (4а) или (4б), согласно (8), было бы отрицательным, что физически бессмысленно. Тогда коэффициенты 
[image: image169.wmf]A

 и 
[image: image170.wmf]B

, как и следовало, действительны. Зависимость коэффициента 
[image: image171.wmf]A

 от температуры 
[image: image172.wmf]T

 линейная и может быть выражена формулой 
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Отсюда видно, что при 
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 коэффициент 
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, при 
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 при 
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. Такая температурная зависимость 
[image: image182.wmf]A

 полностью согласуется с феноменологической теорией сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга [3, 4]. Следовательно, 
[image: image183.wmf]c

T

 является критической температурой сегнетоэлектрического фазового перехода, ниже которой ансамбль двухуровневых молекул переходит в поляризованное состояние. Вспоминая приведённое выше выражение для безразмерной разности энергетических уровней молекул 
[image: image184.wmf]x

, из (15) легко видеть, что 
[image: image185.wmf]c
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 выражена через микроскопические параметры двухуровневых молекул (
[image: image186.wmf]1
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 и 
[image: image187.wmf]d

) и макроскопические параметры образуемого ими ансамбля (
[image: image188.wmf]N

 и 
[image: image189.wmf]V

).

Величина
[image: image190.wmf]B

 прямо пропорциональна температуре, а коэффициент этой пропорциональности (как легко убедиться из формулы (14), например численно построив график стоящей в ней в квадратных скобках функции 
[image: image191.wmf]x

), положителен при всех допустимых 
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. Это означает, что 
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 при всех температурах, что также полностью согласуется с феноменологической теорией сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга [3, 4].

Поскольку теория сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга подробно изложена во многих монографиях и учебниках (см., например, цитированные выше учебники [3, 4]), в настоящем пособии лишь укажем, что согласно этой теории равновесная поляризация отвечает минимуму неравновесной свободной энергии (11) при фиксированных 
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 и 
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. Находя его, видим, что при 
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, т.е. в состоянии равновесия ансамбль двухуровневых молекул не поляризован. При 
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, минимуму (11) соответствует поляризация
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т.е. ансамбль двухуровневых молекул спонтанно переходит в поляризованное состояние. Величина 
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, т.е. фазовый переход относится ко второму роду. Для более подробного ознакомления с феноменологической теорией сегнетоэлектричества В.Л. Гинзбурга отсылаем читателя к учебникам [3, 4].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В итоге показано, как методами статистической физики можно выразить зависимость неравновесной свободной энергии ансамбля двухуровневых молекул с дипольно разрешённым переходом между уровнями от их неравновесной поляризации через микроскопические параметры молекул и макроскопические параметры их ансамбля. Показано, что эта зависимость одна и та же как в случае больцмановский газа двухуровневых молекул, так и в случае, когда они неподвижны и образуют твёрдое тело (неупорядоченное или кристаллическое с кубической решёткой). Установлено, что неравновесная свободная энергия ансамбля двухуровневых молекул является аналитической функцией поляризации вблизи нулевого значения последней, т.е. может быть разложена по натуральным степеням поляризации. Показано, что в это разложение входят лишь чётные степени поляризации, и вычислены коэффициенты перед первыми тремя чётными степенями. Установлено, что вид этого разложения и свойства его коэффициентов находятся в соответствии с общепринятой феноменологической теорией сегентоэлектричества В.Л. Гинзбурга.
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� Отметим, что в [3, 5] рассматривается разложение по степеням поляризации не неравновесной свободной энергии, а неравновесного потенциала Гиббса. Такая постановка задачи означает, что, в отличие от настоящего рассмотрения, объём сегнетоэлектрического тела не фиксирован, а может меняться, и оно находится в тепловом и механическом контакте с термостатом, имеющим заданные температуру и давление. Однако в случае, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой твёрдое тело (неупорядоченное или кристаллическое с кубической решёткой), так что молекулы неподвижны, объём сегнетоэлектрика меняться не может и использованный в [3, 5] подход полностью эквивалентен принятому в данном пособии. В случае, когда ансамбль двухуровневых молекул представляет собой больцмановский газ, подход [3, 5] приводит к значительно более громоздким выкладкам, чем использованный в настоящем рассмотрении.
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