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Введение

Стремление увеличить вычислительную мощность компьютеров и обеспе-
чить непревзойденные масштабы решаемых задач является одним из опреде-
ляющих факторов развития суперкомпьютерных технологий. Важнейшее зна-
чение в этой гонке придается разработке фундаментально новых физических
принципов вычислений, где наиболее многообщающим направлением являет-
ся квантовый компьютинг [1, 2, 3]. Квантовые компьютеры могут решать за-
дачи такого же масштаба, что и современные суперкластеры, используя всего
несколько сот кубитов.

Необходимость управления состоянием квантовой системы приводит к за-
даче исследования нестационарных систем, изменяющих свое состояние под
влиянием сигнала. Кроме того, новые состояния квантовых систем, порож-
денные периодическим воздействием, зачастую приобретают уникальные и ин-
тересные с прикладной точки зрения свойства, что может быть использовано
как в квантовых вычислениях, так и в создании метаматериалов. В этом свете,
математическое исследование свойств периодически модулируемых кванто-
вых систем приобретает особую значимость.

Настоящее пособие представляет собой введение в данную область, изло-
женное с позиций прикладной математики. Основная его цель – ознакомить
читателя с математическим языком квантовой механики, описанием кванто-
вых когерентных (бездиссипативных) систем, математической постановкой и
методами решения стационарных и нестационарных задач, в том числе, вы-
числительными. Предварительных знаний из области квантовой механики не
предполагается; авторы также не ставят перед собой задачу ее систематиче-
ского изложения, что вряд ли возможно и целесообразно в данном формате.
Углубленное изучение может быть рекомендовано либо в рамках специальных
курсов, либо непосредственно в процессе исследовательской работы в соста-
ве междисциплинарных научных коллективов.

В первой главе представлены основные понятия квантовой механики и эле-
менты линейной алгебры, на которую опирается ее математематический аппа-
рат. Во второй главе рассмотрены основы теории эволюции стационарных и
нестационарных квантовых систем, а в третьей главе изложены практические
подходы к численному решению этих задач. В каждой главе имеются практи-
ческие задания, упражнения. Приложения содержат справочные материалы к
главам.
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Глава 1. Математический аппарат квантовой
механики

Математический аппарат квантовой механики строится на наборе посту-
латов [4], одним из которых является утверждение о том, что в общем слу-
чае квантовой системе соответствует бесконечномерное линейное векторное
комплексное пространство состояний1 H. Здесь мы будем рассматривать
только закрытые, когерентные системы. Состояния таких систем описывают-
ся векторами, принадлежащими пространству состояний 2.

Зная вектор состояния ψ квантовой системы можно определить ее свой-
ства. Для этого необходимо определить математические величины, которые в
математическом аппарате квантовой механики соответствуют наблюдаемым
величинам3. Утверждается, что каждой наблюдаемойA однозначно сопостав-
ляется линейный самосопряженный (эрмитов) оператор Â, собственные зна-
чения которого численно совпадают со всеми возможными результатами из-
мерения наблюдаемой A . Важно, что любой линейный оператор может быть
представлен в виде квадратной матрицы .

Эволюция состояния ψ гамильтоновой системы [5, 6] во времени определя-
ется нестационарным уравнением Шредингера [4]

i~
∂

∂t
ψ = Ĥψ, (1.1)

где ~ = h
2π , h – постоянная Планка, Ĥ = T̂ + V̂ – оператор полной энер-

гии или гамильтониан, а T̂ и V̂ – операторы кинетической и потенциальной
энергий, соответственно . Решение уравнения Шредингера является одной из
основных задач квантовой механики. Точное решение может быть получено
только для отдельных, сравнительно простых систем со стационарными, не
зависящими от времени гамильтонианами (квантовый гармонический осцил-
лятор, атом водорода и т.п.). Для большинства реальных систем задача явля-
ется крайне нетривиальной и требует специальных аналитических и числен-
ных методов решения.

Вышеприведенные утверждения4 определяют математический аппарат, при-
годный для описания широкого спектра задач квантовой механики гамиль-

1С математической точки зрения – гильбертово пространство .
2Вектор состояния ψ представляет собой (наиболее) исчерпывающее описание закрытой системы в вы-

бранном базисе. Причем, векторы состояний ψ1 и ψ2 описывают одно и то же состояние тогда и только тогда,
когда ψ2 = cψ1, где c – произвольное комплексное число.

3Любая микросистема обладает хотя бы одной экспериментально измеряемой физической величиной, кото-
рая для краткости называется наблюдаемой.

4Мы конкретизируем их в последующих разделах.
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тоновых систем. Данные задачи непосредственно связаны с векторами и/или
матрицами (т.е. матрицами операторов), что позволяет применить к их реше-
нию мощный аппарат линейной алгебры [7, 8].

1.1. Операторы, матрицы, векторы

1.1.1. Матрицы

Мы будем иметь дело с квадратными матрицами A ≡ AN×N = (aij), где
N может быть числом состояний квантовой системы, числом состояний орто-
нормированного базиса, выбранного для представления квантовой системы и
т.п., в зависимости от способа решения квантово-механической задачи.

В общем случае матрица A является комплекснозначной матрицей произ-
вольного вида (т.е. элементы матрицы принадлежат полю комплексных чисел
– aij ∈ C, и для них определены соответствующие операции сложения, вычи-
тания, умножения и деления [7, 8]). Таким образом, для матрицыA определены
основные операции5 сложения, умножения, умножения на скаляр, транспо-
нирования, а также комплексного и эрмитового сопряжения. Напомним, что
матрицаA† называется эрмитово-сопряженной матрицеA и получается по-
следовательным применением операций транспонирования (A = (aij) 7→
AT = (aji)) и комплексного сопряжения (AT = (aji) 7→ (AT )∗ = (a∗ji)).

В дальнейшем мы будем иметь дело с двумя классами матриц:

• матрица A – эрмитова, когда она является самосопряженной A = A†.

• матрица A – унитарная, когда ее эрмитово сопряжение совпадает с об-
ратной матрицей AA† = I, где I – единичная матрица6.

1.1.2. Векторы. Понятие бра- и кет-векторов

В простейшем случае вектор есть математический объект, характеризу-
ющийся величиной и направлением. Общепринятыми являются обозначения
некоторого вектора a как a или ~a. Вектор, представленный набором N эле-
ментов (компонент) в некотором координатном пространстве можно записать,

5См. подробнее в приложении А.
6Напомним, что квадратная матрица называется диагональной, если все элементы этой матрицы, не лежа-

щие на главной диагонали, равны нулю. Диагональная матрица называется единичной, если все элементы этой
матрицы, расположенные на главной диагонали, равны 1.
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например, в следующем виде:

~a =
N∑
n=1

an~en =


a1

a2

...

aN

 , (1.2)

где an – компоненты вектора ~a в N-мерном пространстве, а ~en – единичные
базисные векторы координатного пространства.

Уточним, что используемые в квантовой механике пространства состояний
имеют характерные особенности. Во-первых, определение (1.2) обобщается
на случайN-мерного векторного пространства над полем комплексных чисел,
~a ∈ CN , где соответствующие координаты an будут комплексными числами.
Во-вторых, могут рассматриваться бесконечномерные пространства состоя-
ний. Однако, при работе на физическом уровне строгости последнее отличие
несущественно, и мы будем работать с бесконечномерными пространствами
как с конечномерными.

Традиционный способ обозначения (1.2) векторов в пространствах состо-
яний достаточно широко используется и в литературе по квантовой механике.
Некоторым недостатком этого способа можно назвать то, что различия между
векторными и скалярными величинами зачастую понятны только из контек-
ста задачи. Поэтому распространение получил способ обозначения векторов,
предложенный П. Дираком [9]. В формализме Дирака вводятся два про-
странства состояний: пространство состояний кет-векторов, которое по-
чти полностью аналогично описанному выше пространству состояний, и со-
пряженное ему, двойственное пространство бра-векторов, которое не име-
ет аналога в проведенном выше рассмотрении 7. В отличие от традиционного
обозначения, бра- и кет-векторы обозначаются вертикальной и треугольной
скобками. А именно, кет-вектор, соответствующий некоторому состоянию ψ
квантовой системы, записывается в виде |ψ〉:

|ψ〉 =


ψ1

ψ2

...

ψN

 , (1.3)

где ψn ∈ C (n = 1, ..., N) представляют собой “компоненты” вектора состоя-
ния в некотором N-мерном (возможно, бесконечномерном) пространстве.

7от англ. bra-ket < bracket – скобка.
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Бра-вектор обозначается как 〈ψ| и может быть получен из кет-вектора |ψ〉
операцией эрмитового сопряжения:

〈ψ| ≡ |ψ〉† = (ψ∗1 ψ∗2 ... ψ∗N) . (1.4)

Как мы видим, кет- и бра-векторы имеют различную природу. Они принад-
лежат разным пространствам – столбцов и строк, поэтому операции над ними
имеют ряд своих свойств/особенностей. Приведем некоторые из них:

• соответствие между кет- и бра-векторами антилинейно. Иначе говоря,
бра-вектор, сопряженный кет-вектору |ψ〉 = c1|ψ1〉 + c2|ψ2〉, есть 〈ψ| =
|ψ〉† = c∗1〈ψ1|+ c∗2〈ψ2|.

• произведение кет-векторов, также как произведение бра-векторов, не опре-
делено.

• любым двум кет-векторам |ψ〉 и |φ〉 можно сопоставить некоторое ком-
плексное число 〈ψ| · |φ〉 ≡ 〈ψ|φ〉, называемое скалярным произведени-
ем:

〈ψ|φ〉 = (ψ∗1 ψ∗2 ... ψ∗N) ·


φ1

φ2

...

φN

 . (1.5)

• два кет-вектора |ψ〉 и |φ〉 называются ортогональными, если их скалярное
произведение 〈ψ|φ〉 = 0.

• длиной или нормой кет-вектора |ψ〉 называется число ||ψ|| > 0, такое,
что

||ψ|| =
√
〈ψ|ψ〉. (1.6)

• всякому вектору |ψ〉 соответствует положительный скалярный квадрат
〈ψ|ψ〉 ≥ 0, причем, равенство нулю возможно только при |ψ〉 = 0.

1.1.3. Базис в гильбертовом пространстве

Как уже было сказано выше, совокупность всех возможных векторов со-
стояний (в формализме Дирака – кет-векторов) с конечной нормой образует
бесконечномерное линейное векторное комплексное пространствоH, которое

8



является гильбертовым8.
Расмотрим подробнее вопрос о базисе в гильбертовом пространстве. Ба-

зисом гильбертова пространства H называется счетное множество линейно
независимых векторов |n〉, таких, что любой кет-вектор |ψ〉 пространства H
однозначно представляется в виде линейной комбинации

|ψ〉 =
∑
n

Cn|φn〉. (1.7)

Базис (1.7) является ортонормированным, если

〈φn|φn′〉 = δnn′, (1.8)

где δnn′ – символ Кронекера.
Используя соотношение (1.8) и аксиомы скалярного произведения, легко

показать, что коэффициенты разложения в (1.7) могут быть найдены следую-
щим образом:

〈φn′|ψ〉 =
∑
n

Cn〈φn′|φn〉 =
∑
n

Cnδnn′ = Cn′. (1.9)

Очевидно, что разложение (1.9) является обобщением разложения вектора
по ортонормированной системе ортов (1.2) на случай многомерных комплекс-
ных векторных пространств, а набор коэффициентов Cn является аналогом
ортогональных проекций разлагаемого вектора на эти орты. Другими слова-
ми, Cn = 〈φn|ψ〉 являются компонентами вектора состояния в заданном орто-
нормированном базисе.

В рамках данного пособия мы в большинстве случаев будем иметь дело
лишь с дискретными множествами векторов состояний {|φn〉}. Однако, кро-
ме дискретных базисных наборов в квантовой механике могут использоваться
полные ортонормированные наборы {|φ(ξ)〉}, базисные векторы в которых ну-
меруются индексами, пробегающими непрерывные множества значений (т.е.
вещественная переменная ξ принимает все множество значений, характерное
для используемого набора). Условие ортонормированности (1.8) тогда прини-
мает вид

〈φ(ξ)|φ(ξ′)〉 = δ(ξ − ξ′), (1.10)

где δ(ξ − ξ′) – дельта-функция. При этом, в разложениях (1.7) и (1.9) вместо
сумм возникают интегралы по области изменения переменной ξ.

8Напомним, что гильбертовым пространством называется бесконечномерное линейное пространство над
полем комплексных чисел, в котором для любых двух элементов пространства определено скалярное произ-
ведение (1.5), и которое является полным относительно порожденной этим скалярным произведением метрики
(1.6).
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1.1.4. Операторы

Как было упомянуто, базовым для математического аппарата квантовой
механики является постулат о линейных самосопряженных операторах, со-
гласно которому каждой квантовомеханической величинеA соответствует неко-
торый линейный самосопряженный, эрмитов оператор Â, а наблюдаемым
величинам – собственные числа этого оператора [4]. Определим сначала наи-
более общее понятие оператора, используемое в квантовой механике. Под опе-
ратором Â будем понимать правило, которое ставит в соответствие любо-
му вектору |ψ〉 из пространства состояний другой вектор |φ〉 из этого же про-
странства: |φ〉 = Â|ψ〉.

Квантовая механика чаще всего имеет дело с линейными операторами, дей-
ствующими на любую линейную комбинацию векторов как Â(c1|ψ1〉+c2|ψ2〉) =
c1Â|ψ1〉+c2Â|ψ2〉. Среди разнообразных линейных операторов чаще всего при-
ходится иметь дело с эрмитовыми и унитарными операторами. Требование эр-
митовости связано с необходимой вещественностью значений наблюдаемых
физических величин (координаты, импульса, энергии, спина, и т.д.), а требо-
вание линейности – с принципом суперпозиции состояний.

Оператор Â будет эрмитовым (самосопряженным), если

Â† = Â. (1.11)

Унитарный оператор Û удовлетворяет соотношению

Û Û † = 1̂, (1.12)

где 1̂ – единичный оператор9.
Нетрудно показать, что унитарные операторы сохраняют скалярные произ-

ведения векторов, т.е. для любых векторов |ψ〉 и |φ〉 выполняется следующее
равенство:

〈Ûψ|Ûφ〉 = 〈ψ|φ〉. (1.13)

С учетом данного соотношения унитарный оператор можно рассматривать как
оператор совместного поворота всех векторов в пространстве состояний.

Для краткости в рамках данного пособия мы не обсуждаем свойства ли-
нейных операторов (аддитивность, однородность) и действия над линейными
операторами (умножение, сложение, сопряжение) 10. Однако важно напом-
нить, что в отличие от суммы, произведение операторов в общем случае зави-

9Частный случай линейного оператора, возвращающий операнд – некоторое состояние |ψ〉 – в неизменном
виде, то есть 1̂|ψ〉 = |ψ〉.

10Подробнее см., например, в [4].
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сит от порядка следования сомножителей: ÂB̂ 6= B̂Â. Таким образом, произ-
ведение операторов некоммутативно, т.е. не подчиняется “переместительному
закону”. Если все же имеет место равенство ÂB̂ = B̂Â, то операторы Â и
B̂ называют коммутирующими. В квантовой механике для определения этого
свойства операторов оказывается удобным ввести специальную конструкцию
– так называемый коммутатор:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (1.14)

Очевидно, что в случае коммутирующих операторов (1.14) становится нуле-
вым оператором11.

Перечислим операторы основных физических величин в квантовой меха-
нике и приведем их вид в координатном представлении:

• оператор координаты, действие которого сводится к умножению опе-
ранда, некоторого состояния |ψ〉, на соответствующую пространственную
координату: x̂|ψ(x)〉 = x|ψ(x)〉 и т.п. Тогда оператор радиус-вектора име-
ет вид ~̂r |ψ〉 = (~exx̂+ ~eyŷ + ~ezẑ) |ψ(x, y, z)〉.

• oператор импульса имеет вид p̂ξ = −i~ ∂
∂ξ , где ξ – соответствующая

пространственная координата x, y или z. С учетом этого, векторный опе-
ратор импульса запишется как ~̂p(x, y, z) = −i~∇, где ∇ = ~ex

∂
∂x + ~ey

∂
∂y +

~ez
∂
∂z .

• оператор кинетической энергии: классическая формула связи кине-
тической энергии частицы с квадратом ее импульса позволяет записать
аналогичное соотношение между соответствующими операторами, т.е. K̂ =
p̂2(x,y,z)

2m = − ~2
2m∆, где ∆ ≡ ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 .

• оператор потенциальной энергии. Если частица движется в стацио-
нарном силовом поле, и ее потенциальная энергия V = V (~r) определе-
на в любой точке пространства, то оператор потенциальной энергии V̂
определяется как оператор умножения на функцию V (~r), то есть V̂ |ψ〉 =
V (~r)|ψ(~r)〉.

• оператор полной энергии: полная энергия частицы в классической ме-
ханике есть сумма кинетической и потенциальной энергий, поэтому в кван-
товой механике оператор полной энергии Ĥ определяется как сумма опе-
раторов кинетической и потенциальной энергий Ĥ = K̂ + V̂ = p̂2(~r)

2m +

V (~r) = − ~2
2m∆ + V (x, y, z).

11Оператор Θ̂ будет нулевым, если при его действии на произвольное состояние |ψ〉 результатом является
Θ̂|ψ〉 = |0〉.
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В классической механике полную энергию системы, выраженную через ее
координаты и импульс, называют функцией Гамильтона [5, 6]. Поэтому в кван-
товой механике оператор полной энергии Ĥ называют оператором функции
Гамильтона или просто гамильтонианом. Гамильтониан является основным
оператором квантовой механики, поскольку, выбирая конкретный вид гамиль-
тониана с учетом силового поля, действующего на частицу, мы математиче-
ски формулируем все особенности квантовой системы. Тогда фундаменталь-
ное уравнение механики – уравнение Шредингера, в операторной форме при-
мет следующий вид:

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉 (1.15)

или в координатном представлении (см. раздел 1.3. )

i~
∂

∂t
ψ(ξ, t) = Ĥψ(ξ, t), (1.16)

где ξ – соответствующая пространственная координата x, y или z.
Важно отметить, что в некотором базисе любой линейный оператор может

быть представлен в виде квадратной матрицы. Например, линейному опера-
тору Â , действующему в пространстве кет-векторов с ортонормированным
базисом {|a1〉 |a2〉, ..., |aN〉}, можно поставить в соответствие комплекснознач-
ную квадратную матрицу размера N – матрицу оператора:

Â =

[
N∑
l=1

|al〉〈al|

]
Â

[
N∑
n=1

|an〉〈an|

]
= (1.17)

=
N∑
l=1

N∑
n=1

〈al| Â |an〉|al〉〈an| ↔

 〈a1| Â |a1〉 · · · 〈a1| Â |aN〉
... . . . ...

〈aN | Â |a1〉 · · · 〈aN | Â |aN〉

 ,

где величины 〈al| Â |an〉) – матричные элементы, получаемые в результате
надлежащим образом определенного скалярного произведения состояний al
и Âan.

Такое представление квантовомеханических операторов в матричной фор-
ме позволяет записать уравнения квантовой механики аналогично уравнениям
классической механики, но с тем принципиальным отличием, что классиче-
ские физические величины (и соответствующие им операторы) заменены со-
ответствующими векторами и матрицами. Это позволяет при решении задач
квантовой механики применить математический аппарат линейной алгебры,
что в ряде случаев (особенно, при численном решении задач) особенно удоб-
но. Здесь и далее в нашем курсе мы будем использовать только матричную
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форму уравнений квантовой механики, оперирующих векторами и матрицами.
Упражнение 1. Записав операторы координаты и импульса в координат-

ном базисе, вычислить коммутатор [x̂, p̂] и показать, что эти операторы не ком-
мутируют.

Упражнение 2. Используя разложение в базисе плоских волн, в котором,
например, состояние |ψ(t)〉 представляется в виде

|ψ(t)〉 =
1

2π

N∑
n=−N

φn(t)e
inx, (1.18)

записать уравнение Шредингера (1.16) c гамильтонианом

Ĥ = −~
2

2

∂2

∂x2
+ V (x), V (x) =

M∑
k=−M

Cke
ikx, M = 2 (1.19)

в матричном виде (то есть представить оператор Ĥ в виде матрицы).

1.2. Собственные значения и собственные функции

Собственный вектор является понятием в линейной алгебре, определя-
емым для квадратной матрицы, произвольного линейного преобразования или
оператора как вектор, применение к которому дает коллинеарный вектор – тот
же вектор, умноженный на некоторое скалярное значение, называемое соб-
ственным значением.

Правым собственным вектором матрицы A размера N называется та-
кой ненулевой вектор ~a, что для некоторого λ выполняется соотношение12

A~a = λ~a, (1.20)

где λ – соответствующее собственное значение.
Если матрица A диагонализуема, то она имеет N собственных различных

правых векторов {~an}Nn=1 и N соответствующих им собственных значений
{λn}Nn=1.

Левым собственным вектором матрицы A размера N называется такой
ненулевой вектор-строка~b, что для некоторого ν выполняется

~bA = ν~b, (1.21)
12Аналогичным образом, если при действии некоторого оператора Â на состояние |ψ〉 получается то же со-

стояние, умноженное на число, т.е. выполняется соотношение Â|ψ〉 = λ|ψ〉, то такое состояние называют соб-
ственным вектором оператора, а число λ – его собственным значением.
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где ν – соответствующее собственное значение.
Аналогично, если матрица A диагонализуема, то она имеет N собствен-

ных различных левых векторов {~bm}Nm=1 и N соответствующих им собствен-
ных значений {νm}Nm=1. Кроме того, множество {~bm} всегда можно упорядо-
чить таким образом, что µn = λn. Иными словами, множество собственных
значений – спектр матрицы A является универсальным, то есть одинаковым
для правых и левых векторов13.

Правые и левые векторы диагонализуемой матрицы образуют двойственное
пространство состояний (базис), таким образом скалярное произведение двух
векторов14 ~an и~bm ∀n,m

~bm · ~an = b1a
∗
1 + b1a

∗
2 + ...+ bNa

∗
N = δmn, (1.22)

где δmn – символ Кронекера.
Для обозначения правых и левых векторов удобен формализм бра- и кет-

векторов. В этих обозначениях выражение (1.22) приобретает вид

〈bm|an〉 = δmn. (1.23)

Следует отметить важные частные случаи:

• Собственные значения эрмитовой матрицы являются действительными
числами, а правые и левые собственные векторы связаны следующим со-
отношением

〈bn| = |an〉†. (1.24)

Иными словами, для элементов векторов справедливо b(k)
n =

[
a

(k)
n

]∗
.

• Собственные вектора унитарной матрицы также связаны соотношением
(1.24). Собственные значения λn при этом – комплексные числа, лежа-
щие на единичной окружности (т.е. |λn| = 1).

Таким образом, в обоих вышеперечисленных случаях достаточно решить
задачу (1.20) и найти набор правых собственных векторов. Левые собствен-
ные вектора могут быть получены посредством преобразования (1.24).

Упражнение 3. Пусть уравнение Шредингера с нестационарным гамиль-
тонианом

Ĥ = Ĥ0 + cos(t)V (x) = −~
2

2

∂2

∂x2
+ [1 + cos(t)]V (x), (1.25)

записано в базисе, определенном в Упражнении 2. Перепишите уравнение в
13В дальнейшем мы будем предполагать, что упомянутое упорядочение проведено.
14Напомним, что в ряде случаев собственные векторы и собственные значения могут быть комплексными.
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собственном базисе оператора Ĥ0, считая известными собственные состояния
{|φn〉}Nn=1 и соответствующие им собственные энергии {En}Nn=1.

1.2.1. Численное нахождение собственных векторов и собственных зна-
чений

Аналитически найти собственные векторы и собственные числа можно лишь
для относительно небольших матриц. В большинстве же случаев задача (1.20)
решается численно. Оставляя в стороне собственно численные методы [7, 8],
укажем наиболее известные численные процедуры диагонализации матриц:

• библиотеки LAPACK (Linear Algebra Package [10]) и/или MKL (Intel Math
Kernel Library [11]), содержат методы для решения основных задач ли-
нейной алгебры. В частности, для нахождения собственных значений, пра-
вых и левых векторов произвольной матрицы размера N используются
процедуры zgeev или zheev для эрмитовой матрицы.

• пакет прикладных программ MATLAB15, а именно, процедура диагона-
лизации eig.

• процедуры numpy.linalg.eig (для произвольной квадратной матрицы) или
linalg.eigh (для эрмитовой или симметричной матриц) библиотеки NumPy16

для языка программирования Python17.

Практическое задание 1. Сгенерировать случайную эрмитову матрицу раз-
мера N (см. приложение Б). Найти ее собственные значения и векторы чис-
ленно. Показать, что при N →∞ плотность распределения собственных зна-
чений (так называемых уровней) подчиняется полукруговому распределению
Вигнера, а распределение межуровневых расстояний s случайной эрмитовой
матрицы близко к распределению Вигнера-Дайсона (в отличие от распреде-
ления Пуассона, P(s) = e−s, характерного для случая некорелированного по-
ложения уровней).

1.3. Различные представления векторов

Как мы уже знаем, вектор состояния |ψ〉 квантовой системы, принадлежа-
щий некоторому абстрактному векторному пространству, однозначно опреде-

15http://www.mathworks.com/
16http://www.numpy.org/
17https://www.python.org/
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ляется своими “координатами” (его проекциями на некоторые базисные век-
торы) в некотором ортонормированном базисе18 {|an〉}, причем в разных ба-
зисах координаты одного и того же вектора строго говоря различны. При этом
говорится, что мы имеем дело с a-представлением. Тогда

|ψ〉 =
∑
n

ψ(an)|an〉 (1.26)

где 〈am|an〉 = δmn, а {|an〉} – некоторый полный ортонормированный базис.
Домножив разложение (1.26) на 〈am|, получим:

〈am|ψ〉 =
∑
n

ψ(an)〈am|an〉 =
∑
n

ψ(an)δmn = ψ(am). (1.27)

Совокупность величин ψ(am) = 〈am|ψ〉, таким образом, определяет состояние
|ψ〉 в a-представлении.

В случае непрерывного набора базисных функций |a〉 a-представление для
состояния |ψ〉 запишется в виде:

|ψ〉 =

∫
ψ(a)|a〉 da, (1.28)

где 〈a|a′〉 = δ(a− a′).
Рассмотрим правила перехода между различными представлениями. Возь-

мем некоторые a- и b-представления, которые обладают непрерывным спек-
тром. Тогда произвольный вектор состояния |ψ〉 квантовой системы можно
разложить по базису следующим образом:

|ψ〉 =

∫
ψ(a)|a〉 da =

∫
ψ(b)|b〉 db, (1.29)

где 〈a|a′〉 = δ(a−a′) и 〈b|b′〉 = δ(b−b′) – нормированные собственные векторы
некоторых эрмитовых операторов Â и B̂19, т.е. Â|a〉 = α|a〉 и B̂|b〉 = β|b〉.
Коэффициенты ψ(a) = 〈a|ψ〉 и ψ(b) = 〈b|ψ〉 являются состояниями системы в
a- и b-представлениях соответственно.

Как осуществить переход от a-представления к b-представлению и/или на-
оборот? Сначала рассмотрим связь между состояниями. Домножим |ψ〉 =∫
ψ(a)|a〉 da на 〈b|. Тогда

ψ(b) = 〈b|ψ〉 =

∫
ψ(a)〈b|a〉 da ≡

∫
ψ(a)Ψa(b) da, (1.30)

18Для простоты рассмотрим сначала дискретное множество базисных векторов.
19Напомним, что собственные векторы любого эрмитового оператора образуют базис в гильбертовом про-

странстве.
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где Ψa(b) ≡ 〈b|a〉 – собственные функции оператора Â в b-представлении:∫
〈b|Â|b′〉Ψa(b

′) db′ = αΨa(b) (1.31)

с нормировкой ∫
Ψ∗a′(b)Ψa(b)db = δ(a− a′). (1.32)

Уравнение (1.31) легко получить путем последовательности преобразова-
ний:

Â|a〉 = α|a〉 ⇒ Â1̂b′|a〉 = α1̂b′|a〉 ⇒
∫
Â|b′〉Ψa(b

′) db′ =

∫
αΨa(b)|b′〉 db′,

(1.33)
где 1̂b′ =

∫
|b′〉〈b′| db′ – единичный оператор в b′-представлении. Домножим

последнее равенство на 〈b| и с учетом 〈b|b′〉 = δ(b− b′) получим (1.31).
Таким образом, 〈b|L̂|b′〉 – так называемое ядро некоторого линейного опе-

ратора L̂ в b-представлении. Как будет выглядеть ядро этого же оператора в
a-представлении? С помощью единичных операторов запишем

〈a|L̂|a′〉 = 〈a|1̂b L̂ 1̂b|a′〉 =

∫
〈a|b〉 〈b|L̂|b′〉 〈b′|a′〉 db db′. (1.34)

Тогда общая формула перехода будет иметь вид:

〈a|L̂|a′〉 =

∫
Ψ∗a(b) 〈b|L̂|b′〉Ψa′(b

′) db db′. (1.35)

В заключении отметим, что представление играет роль, подобную системе
координат в векторном анализе: задачи векторного анализа можно решить в
общем виде, без использования конкретной координатной системы. Однако,
при проведении конкретных вычислений удобно выбрать подходящую систе-
му координат, в которой вычисления упрощаются. Так же и при решении задач
квантовой механики в общем виде удобнее использовать дираковский форма-
лизм бра- и кет-векторов вне конкретного представления. Однако, при про-
ведении конкретных вычислений все же необходимо использовать преимуще-
ство подходящего конкретного представления.

Упражнение 4. Переписать состояние ψ(p), заданное в импульсном пред-
ставлении, в координатном представлении, принимая во внимание, что норми-
рованные собственные вектора оператора координаты x̂ в импульсном пред-
ставлении имеют вид Ψx(p) = 1√

2π~e
−ipx/~.
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1.4. Спектральное разложение матрицы

Спектральное разложение матрицы – это представление любой диаго-
нализуемой квадратной матрицы A в виде

A = V ΛV −1, (1.36)

где Λ – диагональная матрица с соответствующими собственными значениями
матрицы A на главной диагонали, V – матрица, столбцы которой являются
ортонормированными собственными векторами матрицы A, V −1 – матрица,
обратная матрице V [7, 8].

Спектральное разложение может использоваться для нахождения собствен-
ных значений и собственных векторов матрицы, решения систем линейных
уравнений, обращения матрицы, и т.п. Кроме того, для матриц определеной
симметрии, спектральное разложение представляет собой произведение мат-
риц, обладающих некоторыми определенными свойствами, например, ортого-
нальностью, симметричностью, диагональностью, что в ряде случаев облег-
чает рассмотрение, например, свойств линейных операторов с матрицей A. В
частности, спектральное разложение эрмитовой матрицы имеет вид

A = UΛU †, (1.37)

где Λ – вещественная диагональная матрица, содержащая на диагонали соб-
ственные значения матрицы A, U – унитарная матрица, состоящая из соб-
ственных векторов матрицы A.
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Глава 2. Спектральная пропагация

2.1. Интегрирование уравнений со стационарными
матрицами

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

∂

∂t
|C〉 = A |C〉, (2.1)

где |C〉 = |C(t)〉 = (c1(t) c2(t) ... cN(t))T – зависящий от времени кет-вектор
иA– некоторая стационарная (не зависящая от времени) матрица размераN .

Если матрица A диагонализуема, то ее правые и левые собственные век-
тора |an〉 и 〈an|, соответствующие одному и тому же собственному значению
λn, составляют полный дуальный базис {〈an|, |an〉}Nn=1. Таким образом, любой
кет-вектор может быть разложен по этому базису, то есть представлен в виде

|C〉 =
N∑
n=1

Cn |an〉, (2.2)

где Cn = 〈an|C〉 есть скалярное произведение двух векторов (1.5).
В собственном базисе матрица A приобретает диагональный вид: Am,n =

δm,nλn, а уравнение (2.1) переходит в систему N независимых уравнений

∂

∂t
Cn = λnCn. (2.3)

Таким образом, вектор |C(t)〉 может быть найден в любой момент времени t
для заданного начального условия |C(0)〉 ≡ |C(0)〉, а именно:

|C(t)〉 =
N∑
n=1

〈an|C(0)〉 eλnt |an〉. (2.4)

Уравнение (2.4) и определяет численно точную1 спектральную пропа-
гацию вектора |C〉 из начальных условий |C(0)〉.

1Численно точная в данном случае означает, что λn, 〈an|, |an〉 были найдены численным образом.
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2.2. Интегрирование уравнений с зависящими от времени
матрицами. Теория Флоке

Рассмотрим теперь уравнение (2.1) для нестационарной матрицы A:

∂

∂t
|C〉 = A(t) |C〉, (2.5)

где матрица A меняется во времени периодически, A(t+ T ) = A(t).
Как решать уравнения, подобные уравнению (2.5)? Интуитивное решение

– находить “мгновенные” собственные вектора и собственные значения мат-
рицы A(t), т. е. диагонализовать ее в фиксированные моменты времени (по
аналогии с точной спектральной пропагацией, описанной в разделе 2.1. ), яв-
ляется неверным. Главным образом потому, что собственные правые вектора
матрицы A(t) не являются решением уравнения (2.5) и не могут помочь это
решение построить.

Правильным подходом является использование теоремы Флоке [15], со-
гласно которой общее решение уравнения (2.5) может быть разложено по пол-
ному набору функций

|Cn(t)〉 = |ϕn(t)〉 eΞnt, (2.6)

где Ξn не зависят от времени, а векторы |ϕn(t)〉 – периодические с периодом
T . В начальный момент времени t = t0 (далее полагаем t0 = 0, если иное
не оговорено специально) векторы |ϕn(t)〉 могут быть найдены путем решения
уравнения

U(T )|ϕn(0)〉 = eΞnT |ϕn(0)〉. (2.7)

Уравнение (2.7), по-существу, является задачей на собственные числа и
собственные вектора некоторой матрицы U(T ) – так называемого пропага-
тора. Таким образом, для отыскания решения уравнения (2.5) в виде (2.6)
необходимо диагонализовать матрицу U(T ).

Определим формально пропагатор U(t) для некоторого произвольного мо-
мента времени – это матрица, действие которой на вектор |C(0)〉 переводит
его в вектор |C(t)〉:

|C(t)〉 = U(t)|C(0)〉. (2.8)

Тогда матрица U(T ) переводит начальный вектор на один период по вре-
мени T , т.е. |C(T )〉 = U(T )|C(0)〉. Диагонализация матрицы2 U(T ) дает набор
собственных векторов {〈ϕ(T )

n |, |ϕ(T )
n 〉}Nn=1 и соответствующих собственных зна-

чений {εn}Nn=1, где εn = eΞnT .
Собственные вектора матрицы U(T ) носят название векторов (состояний)

2Для краткости мы здесь опустили детали получения матрицы U(T ), которое подробно рассмотрено в при-
ложении 3.3. .
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Флоке и образуют полный дуальный базис

〈ϕ(T )
m | ϕ(T )

n 〉 = δmn. (2.9)

Теперь для любого начального вектора |C(0)〉 мы можем найти его состо-
яния в “стробоскопические моменты” времени |C(kT )〉, где k = 1, 2, .... Для
этого воспользуемся процедурой точной спектральной пропагации (см. раз-
дел 2.1. ):

|C(kT )〉 =
N∑
n=1

C(0)
n εkn |ϕ(T )

n 〉, (2.10)

C(0)
n = 〈ϕ(T )

n | C(0)〉.

Используя выражение для εn, уравнение (2.10) можно записать и для про-
извольного момента времени

|C(t)〉 =
N∑
n=1

C(0)
n eΞnt |ϕn(t)〉. (2.11)

До сих пор мы предполагали, что начальный момент времени t0 эволюции
системы соответствовал t0 = 0. Для стационарной матрицы A имеет значение
только интервал времени эволюции, в то время как для случая A(t0 + T ) =
A(t0), вообще говоря, не так. Начальный момент времени t0 для начального
условия |C(0)〉 означает, что на него действует матрица A(t0), которая явно
зависит от t0 ∈ [0, T ]. Таким образом, выражение (2.11) может быть обобщено

|C(t0 + t)〉 =
N∑
n=1

C(t0)
n eΞnt |ϕn(t0 + t)〉, (2.12)

C(t0)
n = 〈ϕn(ts) | C(0)〉.

По сравнению с (2.4), выражение (2.11) имеет ряд особенностей:

• зависимость от времени присутствует не только в осциллирующих членах
вида eΞnt, но и в периодической зависимости векторов |ϕn(t)〉.

• коэффициенты разложенияC(ts)
n зависят от начального времени t0 ∈ [0, T ].

То есть, в зависимости от ts, одно и то же начальное условие |C(0)〉 будет
по разному интерферировать с Флоке-векторами.
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Глава 3. Квантовая динамика когерентных систем

3.1. Динамика систем со стационарными
гамильтонианами

Как уже было сказано ранее, динамика любой квантовой системы размер-
ности1 N определяется уравнением Шредингера

i~
∂

∂t
|ψ〉 = H|ψ〉, (3.1)

где гамильтониан H – эрмитова матрица размера N . Конкретный вид гамиль-
тониана определяется физическим смыслом задачи. В данном случае мы счи-
таем гамильтониан стационарным, т.е. не зависящим от времени.

Состояние системы в момент времени t полностью определяется вектором
состояния |ψ(t)〉:

|ψ(t)〉 =


ψ1(t)

ψ2(t)
...

ψN(t)

 , (3.2)

где ψn(t) (n = 1, ..., N) – комплексные числа.
Уравнение (3.1) является частным случаем уравнения (2.1) c A = −iH

(здесь и далее примем ~ = 1). Поэтому, в соответствии с разделом 2.1. , мож-
но обозначить собственные вектора (состояния) матрицыH как {|an〉}Nj=1, а ее
собственные значения En = iλn. Заметим, что, поскольку матрица H эрмито-
ва (представляет оператор полной энергии системы – физическую велиину),
собственные значения {En}Nn=1 являются действительными числами. Исходя
из физического смысла, они называются энергиями собственных состояний
гамильтониана H.

Аналогично (2.1), знание набора {|an〉, En} дает возможность найти состо-
яние квантовой системы – решение уравнения (3.1) – в любой момент времени

1То есть размерность вектора состояния, который полностью описывает замкнутую систему в выбранном
базисе. Например, вектор состояния простой двухуровневой системы (кубита) можно записать как |ψ〉 =
a|0〉 + b|1〉, где a и b – комплексные числа, которые могут принимать любые значения, удовлетворяющие
условию нормировки |a|2 + |b|2 = 1. Можно сказать, что кубит с вероятностью |a|2 находится в состоянии
|0〉 = | ↑〉 = (1, 0)T (спин вверх) и с вероятностью |b|2 в состоянии |1〉 = | ↓〉 = (0, 1)T (спин вниз).
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t, используя спектральную пропагацию. А именно:

|ψ(t)〉 =
N∑
n=1

Cne
−iEnt |an〉, (3.3)

Cn = 〈an | ψ(0)〉.

Напомним, что левые вектора 〈an| могут быть тривиальным образом получены
из правых векторов, то есть 〈an| = |an〉†, поскольку гамильтониан H является
эрмитовой матрицей.

Уравнение (3.1) гарантирует сохранение нормировки, то есть 〈ψ(t) |ψ(t)〉 =
〈ψ(0) | ψ(0)〉. Другими словами, если выбрать начальный вектор |ψ(0)〉 так,

что
N∑
n=1
| ψn(0) |2 = 1, то эта нормировка будет сохраняться в ходе эволюции

системы.
Практическое задание 2. Используя результат, полученный в упражне-

нии 2 (см. раздел 1.1.4. ), численным образом получить собственные вектора
и собственные числа матрицы оператора Ĥ размера N = 1000. Графически
построить 1-й, 10-й и 100-й собственные векторы.

3.2. Динамика систем с периодическими во времени
гамильтонианами

Динамика таких систем определяется уравнением Шредингера

i
∂

∂t
|ψ〉 = H(t)|ψ〉, (3.4)

где H(t+ T ) = H(t) – эрмитова матрица.
Очевидно, что уравнение (3.4) является частным случаем уравнения (2.5) c

A(t) = −iH(t). Таким образом, все результаты, представленные в разделе 2.2.
применимы и в данном случае. А именно, матрица H(t) имеет Флоке-базис
{|ϕn(t)〉}Nn=1 и Флоке-спектр {Ξn}Nn=1, где Ξn – так называемые квазиэнер-
гии. Они имеют ту же размерность, что и энергии En в случае стационарного
гамильтониана. Но, в отличие от последних, Ξn определены с точностью до
2πk/T , k = ±1,±2, ..., так как подстановка Ξ̃n = Ξn + kω в выражение (2.11)
оставляет его инвариантным. С математической точки зрения, это следует из
того, что энергии находятся как собственные значения эрмитовой матрицы H,
а квазиэнергии – как собственные значения унитарной матрицы пропагатора
U(t).
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Таким образом, решением уравнения (3.4) является

|ψ(t)〉 =
N∑
n=1

C(0)
n e−i Ξnt |ϕn(t)〉 (3.5)

а в общем случае, для произвольного времени начала эволюции (ts 6= 0):

|ψ(t)〉 =
N∑
n=1

Cn(ts) e
−i Ξnt |ϕn(ts + t)〉. (3.6)

Практическое задание 3. Используя результат, полученный в упражнении
3 (см. раздел 1.2. ), численным образом2 получить Флоке-базис нестационар-
ного гамильтониана. Проверить правильность выполнения задачи, используя
знания о свойствах состояний Флоке и соответствующих им квазиэнергиях.
Интегрируя полученные Флоке-состояния на периоде, подсчитать их усред-
ненную по периоду среднюю энергию, используя выражения, представленные
в разделе 3.3. . Упорядочить состояния Флоке (и соответствующие им соб-
ственные числа) в порядке возрастания их средней энергии.

3.3. Количественные характеристики

Приведем примеры некоторых количественных характеристик, позволяю-
щих охарактеризовать состояние |ϕn〉 = |ϕn(t)〉 в момент времени t:

• математическое ожидание Ā соответствующего оператора Â в простран-
стве состояний {|ϕn〉}Nn=1 вычисляется как Ā = 〈ϕn|Â|ϕn〉.

• импульс состояния определяется как pn(t) = 〈ϕn|p̂|ϕn〉 = 〈ϕn|−i~ ∂
∂ξ |ϕn〉 =

−i~
∞∫
−∞

ϕ∗n
∂
∂ξ ϕn dξ, где ξ – соответствующая пространственная коорди-

ната x, y, или z.

• кинетическая энергия состояния равнаKn(t) = 〈ϕn| p̂
2

2 |ϕn〉 = 〈ϕn|−i~2
∂2

∂ξ2 |ϕn〉

= −~2
2

∞∫
−∞

ϕ∗n
∂2

∂ξ2 ϕn dξ.

• для состояний |ϕn(t)〉, периодических во времени с периодом T , соот-
ветствующие характеристики могут быть усреднены по времени согласно

правилу 〈Ā〉T = 1
T

T∫
0

〈ϕn|Â|ϕn〉dt, где Â – соответствующий оператор, а

2В данном упражнении для численного интегрирования уравнения Шредингера достаточно использовать ме-
тод Рунге-Кутта 4-го порядка [16].
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〈Ā〉T – среднее значение соответствующей величины (точнее, усреднен-
ное во времени математическое ожидание соответствующего оператора).

Упражнение 5. Для состояния квантовой системы, заданного в виде раз-
ложения по плоским волнам:

|ψ〉 =
1

2π

N∑
n=−N

φn(t)e
inx, (3.7)

найти 〈p̄〉T , 〈p̄2〉T и 〈K̄〉T , где Ā = 〈ψ|Â|ψ〉 – математическое ожидание соот-
ветствующего оператора.

Упражнение 6. Для нестационарного гамильтониана, заданного в Упраж-
нении 3,

Ĥ = Ĥ0 + cos(t)V (x) = −~
2

2

∂2

∂x2
+ [1 + cos(t)]V (x), (3.8)

V (x) =
1∑

k=−1

Cke
ikx, C0 = 0, C±1 = 1,

и записанного в базисе плоских волн, согласно решению Упражнения 2,

|ψ(t)〉 =
1

2π

N∑
n=−N

φn(t)e
inx, (3.9)

принимая N = 100:

• Найти численно базис стационарного гамильтониана Ĥ0 и преобразовать
уравнение (3.8) к этому базису, пользуясь, в том числе, решением Упраж-
нения 3.

• В базисе стационарного гамильтониана найти численно Флоке-состояния

• Для всех найденных состояний найти численно величины 〈p̄〉T , 〈p̄2〉T и
〈K̄〉T , пользуясь, в том числе, результатами Упражнения 5.
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Приложение А. Основные свойства матриц и
операции над ними

Приведем некоторые основные операции над матрицами и их свойства [7,
8].

Сложение A + B матриц Am×n = (aij) и Bm×n = (bij) есть операция на-
хождения матрицы Cm×n = (cij), где cij = aij + bij для всех i = 1,m и j = 1, n.
Сложение матриц обладает следующими свойствами:

• коммутативность: A+B = B + A;

• ассоциативность: (A+B) + C = A+ (B + C);

• сложение с нулевой матрицей: A+ Θ = A;

• существование противоположной матрицы: A+ (−A) = Θ.

Произведением AB матрицы Am×n = (aij) на матрицу Bn×k = (bij) на-
зывается матрица Cm×k = (cij), для которой каждый элемент cij равен сумме
произведений соответствующих элементов i-й строки матрицыA на элементы

j-го столбца матрицы B, cij =
n∑
p=1

aipbpj. Свойства умножения матриц:

• ассоциативность: (AB)C = A(BC);

• некоммутативность: в общем случае AB 6= BA;

• коммутативность при умножении на единичную матрицу: AI = IA;

• дистрибутивность: (A+B)C = AC +BC и A(B + C) = AB + AC;

• ассоциативность и коммутативность относительно умножения на число
λ: (λA)B = λ(AB) = A(λB);

Некоторые свойства операций над матрицами:

• AI = IA = A, где I – единичная матрица;

• AΘ = ΘA = Θ, где Θ – нулевая матрица;

• для операции транспонирования характерно (AT )T = A;

• (A+B)T = AT +BT ;

• (AB)T = ATBT ;

• (λA)T = αAT , где λ – некоторое число.
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Приложение Б. Генерация случайной эрмитовой
матрицы

Генерация комплекснозначной матрицы A размера N состоит из следую-
щих шагов:

• Генерация действительных и мнимых частей элементов dmn = bmn + icmn
матрицы D, где bmn ∈ R и cmn ∈ R – случайные переменные, распре-
деленные согласно нормальному (Гауссову) распределению с единичной
дисперсией. Средства генерации такой переменной есть практически в
любом математическом пакете или библиотеке численных методов. На-
пример, генераторы случайных чисел библиотеки VSL в составе MKL
[11], функция randn в языке программирования MATLAB и т.п. Также
для получения переменной, распределенной согласно нормальному зако-
ну, из случайных переменных, равнораспределенных по единичному ин-
тервалу, можно воспользоваться преобразованием Бокса-Мюллера [12].

• Вычисление матрицы A = (D + D†)/2, где D† – матрица, эрмитово со-
пряженная матрице D.

Таким образом, мы получаем искомую случайную матрицу, которая явля-
ется членом гауссова унитарного ансамбля (GUE) – ансамбля многих эр-
митовых матриц, действительные и мнимые части элементов которых имеют
гауссово распределение [13, 14]. Системы, которые описываются гауссовым
унитарным ансамблем, лишены какой-либо симметрии – они неинвариантны
относительно обращения времени (таким свойством обладают, например, си-
стемы во внешнем магнитном поле).

Плотность распределения собственных значений {λn}Nn=1 достаточно боль-
шой гауссовой случайной матрицы, нормированных на

√
N , описывается по-

лукруговым законом Вигнера:

Wsc(λ
√
N) =

1

2πσ2

√
(4σ2 − |λ|2)+, (0.10)

где σ2 – второй момент распределения, а (x)+ = x для x > 0 и (x)+ = 0 – в
противоположном случае [13, 14].

При этом для членов GUE характерно следующее распределение межуров-
невых расстояний s (т.е. разницы ближайших собственных значений) – так
называемое распределение Вигнера-Дайсона:

P(s) =
32

π2
s2e−

4
π s

2

. (0.11)
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Приложение В. Построение матрицы пропагатора

Напомним, что пропагатор U(t) – это матрица, действие которой на век-
тор |C(0)〉 переводит его в вектор |C(t)〉, т.е. |C(t)〉 = U(t)|C(0)〉. Поэтому,
процедура численного построения матрицы пропагатора размера N состоит в
следующем. Выбираем начальный вектор вида

|C(0)〉 =


1

0
...

0

 , (0.12)

то есть c1(0) = 1, ck(0) = 0, k = 2, ..., N .
Численно решая уравнение (2.5) для начального вектора (0.12), то есть ин-

тегрируя уравнения до момента времени t, получаем вектор

|C(t)〉 =


c1(t)

c2(t)
...

cN(t)

 , (0.13)

элементы которого теперь все отличны от нуля. Этот вектор и будет первой
колонкой матрицы U(t).

Аналогичным образом, выбирая начальный вектор |C(t)〉 = (010 ...0)T (т.е.
c1(0) = 0, c2(0) = 1, ck(0) = 0, k = 3, ..., N) и решая численно уравнение (2.5),
получим новый вектор |C(t)〉 – вторую колонку матрицы пропагатора. Про-
должая таким образом3, заполняем всю матрицу пропагатора U(t).

3Следует отметить, что пропагация N различных начальных векторов |C(t)〉 – независима, а поэтому может
быть реализована параллельно с использованием технологии Message Passing Interface (MPI).
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