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ВВЕДЕНИЕ

В настоящем учебно-методическом пособии рассматривается общая схема процесса математического моделирования, сформированная автором, в основном, в  процессе многолетней работы в Институте прикладной математики и кибернетики Нижегородского госуниверситета им. Н.И. Лобачевского в рамках различных проектов: хоздоговорных и по Госзаказу. В пособии рассматривается весь цикл процесса моделирования - от расчетных схем, математических моделей и до их реализации в виде программных комплексов на ЭВМ. Приведенные расчетные схемы и математические модели взяты из литературы, представленной в списке использованных источников. Программное обеспечение, разработанное автором, выполнено с использованием системы аналитических вычислений Maple. В пособии, также,  приведены различные способы решения на ЭВМ задач, реализующие  возможности системы в области символьных преобразований и отображении результатов в режимах графики, диаграмм  и анимации.
Для студентов, магистров и аспирантов предлагается провести вычислительный эксперимент по анализу характеристик исследуемых динамических систем.

1. ОБЩАЯ СХЕМА ПРОЦЕССА МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Основными этапами в процессе математического моделирования (ММ), с которыми сталкиваются специалисты в этой области [1,2,3], являются следующие: «натурный эксперимент (экспериментальные исследования изучаемого объекта или процесса)– расчетная схема – математическая модель –алгоритм и программное обеспечение –идентификация структуры и параметров модели–вычислительный эксперимент (анализ результатов на ЭВМ)».
[image: C:\Users\Администратор\Dropbox\Методичка ПМ\схема.JPG]
Рис. 1.1 Общая схема процесса математического моделирования

Как правило, при работе с заказчиком проекта, ставится задача об улучшении показателей качества уже функционирующего объекта или процесса (прототипа) с использованием математических моделей. При этом показатели качества, которые необходимо улучшить и параметры конструкции, подлежащие изменению, частично определяет заказчик. Хотя в процессе работы могут возникнуть совершенно неожиданные варианты при выборе указанных выше параметров. Кроме того, часто, отдельные рассчитываемые показатели вступают в противоречие друг с другом (например, жесткость и виброустойчивость металлорежущего станка и его масса), что приводит к необходимости использовать методы многокритериальной, многопараметрической оптимизации [4], когда в результате исследований получаем конечное множество оптимальных вариантов конструкции объекта или процесса. С учетом большого количества варьируемых параметров, даже при возросших возможностях средств вычислительной техники, хорошо себя зарекомендовал метод поиска чувствительных параметров [3]. При этом определяются параметры системы, вносящие наибольший вклад в изменение того или иного показателя качества, что уменьшает пространство варьируемых параметров и позволяет более эффективно использовать методы многокритериальной многопараметрической оптимизации.
На первом этапе процесса ММ проводятся экспериментальные исследования (Рис. 1.2) по определению характеристик объекта и выявлению особенностей его поведения в различных режимах. При этом фиксация его характеристик проводится путем ввода информации (Рис. 1.3) в ЭВМ и последующего анализа. 

[image: C:\Users\Администратор\Desktop\24.JPG]
Рис. 1.2 Блок-схема установки для экспериментальных исследований
[image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]
Рис. 1.3 Осциллограмма колебаний

Уже на этой стадии натурного эксперимента можно сделать выводы о характеристиках отдельных узлов конструкции и построить расчетную схему – идеализацию поведения объекта (которая в дальнейших исследованиях может корректироваться) при его эксплуатации (рис.1.4).

[image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]
Рис. 1.4 Расчетная схема

При построении математической модели, как правило, системы дифференциальных уравнений, учитываются характеристики объекта или процесса, полученные на предыдущих этапах. Математическая модель может представлять собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнений в частных производных, уравнений с отклонением аргумента (например, задача об устойчивости процесса фрезерования, задача об устойчивом горении в камере сгорания ракеты) и других, например:











Следующий этап - процесс разработки программного обеспечения, требует  знаний не только в области информационных технологий, но и в предметной области. К программному обеспечению предъявляются повышенные требования при работе с ним пользователя: удобный интерфейс, высокая скорость при проведении расчетов, наличие синтаксического и семантического контроля при задании входных параметров и другие.

[image: C:\Users\Администратор\Desktop\88.JPG]

>assign(FF);
>q(t);
[image: ]

>q1(t):=diff(q(t),t);
[image: ]

Рис. 1.5 Фрагмент алгоритма и программного обеспечения

 Современные возможности персональных ЭВМ по быстродействию, объему памяти, насыщенности программными средствами позволяют моделировать сложные динамические системы, избегая упрощения (иногда необоснованного) их математических моделей. На первом этапе при разработке программного обеспечения   проводится отладка собственно этого обеспечения. Проводится верификация выполнения отдельных этапов  и тестирование по результатам исследований, известным из научной и методической литературы. На втором этапе, с использованием этого обеспечения, выполняется наиболее ответственная работа, требующая высокой квалификации, — идентификация параметров и структуры математической модели по экспериментальным данным. В итоге необходимо получить качественное и количественное совпадение результатов расчета на ЭВМ и эксперимента (рис. 1.3), то есть получить адекватную изучаемому объекту математическую модель. Это позволит заменить объект (при некоторых ограничениях на изменение его параметров) его математическим образом – математической моделью.
Завершающий этап - проведение вычислительного эксперимента, то есть анализ характеристик изучаемого процесса на ЭВМ. Работа не с самим объектом, а с его моделью дает возможность быстро и без существенных затрат исследовать его свойства и поведение в ситуациях, ограниченных степенью идеализации. При этом достигается более полное получение информации об объекте. На этом этапе возможно подключение к разработанной программе расчета характеристик объекта алгоритмов и программного обеспечения многокритериальной, многопараметрической оптимизации [4], поиска чувствительных параметров [3] и других. Это процесс в итоге позволит получить параметры конструкции объекта с улучшенными показателями качества, позволит повысить его конкурентоспособность.
Особая роль в прогрессе исследований сложных технических, экологических, биологических, химических, социальных и других систем принадлежит развитию вычислительной техники. Этот прогресс, по сути, определяет уровень развития технологий, различных отраслей промышленности и общества, то есть  всего того, что определяет технологическую  независимость любого государства.
Динамика роста вычислительных возможностей и программного обеспечения современных компьютеров достаточно высока и позволяет надеяться на успешное решение все более сложных задач. Наряду с языками программирования, появились и системы аналитических вычислений (САВ): Maple, Mathematica, Matlab и другие. Использование САВ (систем компьютерной алгебры с расширенными возможностями в области символьных вычислений) еще в большей степени, чем языки программирования, позволяет автоматизировать процесс написания программ. 
Особое место среди САВ занимает система Maple [5,6]. Системы компьютерной математики класса Maple были созданы корпорацией WaterloMaple, Inc. (Канада) как системы компьютерной алгебры с расширенными возможностями в области символьных вычислений. Maple — типичная интегрированная система. Она объединяет в себе:
— мощный язык программирования;
 — редактор для подготовки и редактирования документов и программ;
 — современный многооконный пользовательский интерфейс с возможностями работы в диалоговом режиме;
 — мощную справочную систему со многими тысячами примеров;
 — ядро алгоритмов и правил преобразования математических выражений;
 — численный и символьный процессоры;
 — систему диагностики;
 — библиотеки встроенных и дополнительных функций;
 — пакеты функций сторонних производителей и поддержку некоторых других языков программирования и программ.
При рассмотрении большого числа публикаций, посвященных описанию САВ Maple, часто употребляется термин «…мощный язык, справочная система…» и другие, что на самом деле соответствует действительности. Опыт работы автора настоящего пособия подтверждает это. Например, при решении ряда сложных задач динамики систем, связанных с преобразованием громоздких аналитических выражений, пришлось отказаться от использования языка программирования Fortran в пользу системы аналитических вычислений Maple.
Наиболее заметные успехи использования процесса математического моделирования достигнуты в инженерии и технологиях. Исследования на ЭВМ позволяют найти новые прорывные решения научно-технических задач.


2. ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР

Рассмотрим простейшую физическую модель – линейный осциллятор. Эта модель представлена в виде массы на пружине жесткости c при наличии вязкого трения h (рис.2.1). На массу действует внешняя сила F(t)=Asin(t).
[image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]
Рис.2.1 Расчетная схема линейного осциллятора
Математическая модель имеет вид:

Поделим левую и правую часть уравнения (2.1) на массу m:
[bookmark: _GoBack]
где
Для нахождения интегральных кривых и фазового пространства имеем следующее программное обеспечение:
Программная реализация модели гармонический осциллятор:

Гармонический осциллятор:
> restart:with(plots):with(DEtools):with(linalg):
> # Задание параметров системы ; 
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> yx0:=x(0)=0+epsilon,D(x)(0)=0+epsilon; # Задание начальных условий - начального смещения и начальной скорости;
[image: ]
> FF:=dsolve({ode,yx0},x(t)); # Решение дифференциального уравнения (точное - exact);
[image: ]
> assign(FF);
> x(t);
[image: ]
> x1(t):=diff(x(t),t);
[image: ]
> plot([x(t),x1(t)],t=0..10*Pi,color=[red,green],title="Интегральные кривые",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],thickness=3,legend=["x(t)","x'(t)"],labels=[t,"x x'"]);         
[image: ]
> plot([x(t),x1(t),t=0..10*Pi],color=black,title="Фазовое пространство 2D",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],thickness=3,labels=["x","x'"]);    
[image: ]

С помощью рассмотренного выше программного обеспечения можно проводить расчет динамических характеристик осциллятора для заданного набора входных параметров. Однако есть необходимость проведения сравнительных исследований, как, например, изменяются характеристики колебаний при изменении параметров: коэффициента затухания  и собственной частоты и других. Для этого представлен вариант приведенной выше программы, позволяющий в символьном виде проводить сравнения характеристик линейной модели осциллятора.
Программная реализация модели гармонический осциллятор (расчеты в символьном виде):[image: ]
> [image: ]
Гармонический осциллятор (расчеты в символьном виде)

> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

[bookmark: _Toc384323969]3. ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

Рассмотрим колебания тела относительно точки подвеса О, не совпадающей с центром масс тела (рис. 3.1). Будем полагать, что:

· сила трения в оси пренебрежительно мала;
· сопротивление движению (вязкое трение) отсутствует;
· тело при движении не деформируется.
[image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]
Рис 3.1 Расчетная схема физического маятника

Момент инерции тела относительно оси вращения обозначим J, расстояние от оси вращения до центра масс — l, массу тела — m. Положение тела будем характеризовать его углом отклонения от положения равновесия . Движение тела описывается уравнением динамики вращательного движения



где M момент всех сил, действующих на тело,  угловое ускорение тела. Единственная сила, создающая вращательный момент,  сила тяжести. Ее момент равен


Тогда уравнение движения маятника имеет вид:


Вводя обозначение 


Перепишем уравнение (3.1) в виде:



Уравнение (1.2) является частным случаем уравнения более общего вида:



Это уравнение называют уравнением ангармонического осциллятора. Уравнение (3.2) не может быть проинтегрировано в элементарных функциях. Поэтому при интегрировании используем численный метод Рунге-Кутта (type = numeric).
Программная реализация модели:
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Рассмотрим движение маятника вблизи положения устойчивого равновесия. Ограничимся для начала случаем малых отклонений маятника из положения равновесия (  0). Тогда можно разложить sinв ряд Тейлора и ограничиться только первым членом разложения sin. Уравнение (3.2) примет вид:


Уравнение (1.4) называется уравнением малых колебаний. Введем обозначение , тогда уравнение второго порядка (1.4) превращается в систему 2-х уравнений первого порядка:



[bookmark: _Toc384323970]Программная реализация модели:
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4. ДИНАМИКА БИОЛОГИЧЕСКИХ ПОПУЛЯЦИЙ

Динамика биологических популяций [1,7] является одним из разделов специального курса математического моделирования, имеющего приложение в биологии, экологии, демографии, экономике. Существуют различные модели развития таких систем. Естественно начать их рассмотрение с простейшей модели - модели Мальтуса.




	Рассмотрим биологический вид, у которого нет врагов, а кормовая база имеется в избытке. Пусть численность вида есть величина, зависящая от времени . Тогда скорость прироста (или убыли) будет пропорциональна числу уже имеющихся особей. В рассматриваемой идеализации математическая модель изучаемого процесса имеет вид: , где коэффициент прироста. Для расчета зависимости  необходимо выполнить следующий набор операторов системы аналитических вычислений Maple:

МОДЕЛЬ МАЛЬТУСА
> restart:with (DEtools):with(linalg):with (plots): 
> alpha:=2.1: # коэффицент прироста популяции;
> x0:=30: #число особей в начальный момент времени (при t=0);
> sys:=diff(x(t),t)=x(t)*alpha;
[image: ]
> F:=dsolve({sys,x(0)=x0},x(t));
[image: ]
> assign(F):x(t):
> plot(x(t),t=0..0.5,title="МОДЕЛЬ МАЛЬТУСА",color=black,titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],labels=["t","x(t)"], thickness=3);
[image: ]

Эта зависимость имеет экспоненциальный характер и вполне описывает процесс для принятой нами идеализации. 


Следующее уточнение исследуемого биологического процесса связано с тем, что неизбежно возникает борьба за ограниченное жизненное пространство. Кроме того, встречи особей друг с другом приводят к распространению заболеваний, уменьшающих число особей. Убыль популяций при этом пропорциональна частоте встреч особей друг с другом, т. е. . Математическая модель при этом имеет вид: , где

 коэффициент убыли популяций.
Получение решение, так называемого, логистического уравнения, осуществляется с помощью следующего набора операторов: 

Динамика биологических популяций: логистическое уравнение
> restart: with (DEtools):with(linalg):with (plots):
> assume(alpha>0,beta>0,x0>0);
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> sys:=diff(x(t),t)=x(t)*(alpha-beta*x(t));
[image: ]
> F:=dsolve({sys,x(0)=x0},x(t));
[image: ]
> assign(F):x(t):z1(t):=x(t):x0:=1.1*(alpha/beta);
[image: ]
> sys1:=diff(xx(t),t)=xx(t)*(alpha-beta*xx(t));
[image: ]
> F1:=dsolve({sys1,xx(0)=x0},xx(t));
[image: ]
> assign(F1):xx(t):z2(t):=xx(t):
> plot([z1(t),z2(t)],t=0..10,color=[black,black],linestyle=[1,2],title="Решение логистического уравнения для разных начальных условий",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],labels=[t,x],legend=["x0=9.45","x0=11.55"],thickness=3); 

[image: ]



В 1931 году Вольтера и Лотка была предложена модель хищник-жертва, являющаяся более полной, по сравнению с предыдущими, и учитывающая два вида обитателей: вегетарианцы-жертвы и хищники. Предложенная модель учитывает, что популяция жертвы может существовать сама по себе, а популяция хищника, только питаясь жертвой. Поэтому в отсутствии хищника жертва размножается экспоненциально согласно уравнению, а хищник в отсутствии жертвы вымирает, так что .


Хищник съедает тем больше жертв, чем их больше и чем многочисленнее сам, поэтому при наличии хищника . Съеденное количество жертв способствует размножению хищника и поэтому . 
Два последних нелинейных дифференциальных уравнения и являются математической моделью, в выбранной идеализации, исследуемого процесса сосуществования популяций. Решение этой системы уравнений (путем численного интегрирования по методу Рунге-Кутта) и последующее ее исследование осуществляется следующим образом:

Динамика биологических популяций: модель Вольтерра-Лотка
> restart:with(plots):with(DEtools):

> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> epsilon:=[image: ]
> #Находим состояния равновесия исследуемой системы;
> P:=xx*(a-b*yy);Q:=-yy*(c-d*xx);
[image: ]
[image: ]
> eq:={P=0,Q=0};A:=solve(eq,{xx,yy});
[image: ]
[image: ]
> a1:=rhs(A[1][1]); b1:=rhs(A[1][2]);#Первое состояние равновесия (a1,b1);
[image: ]
[image: ]
> a2:=rhs(A[2][1]); b2:=rhs(A[2][2]);#Второе состояние равновесия (a2,b2);
[image: ]
[image: ]
>plot([[a1,b1],[a2,b2]],style=point,symbol=solidcircle,symbolsize=40,title="Состояния равновесия системы",titlefont=[HELVETICA,14],thickness=3);
[image: ]
> od1:=diff(x(t),t$1)=x(t)*(a-b*y(t));
[image: ]
> od2:=diff(y(t),t$1)=-y(t)*(c-d*x(t));
[image: ]
> #x(0),y(0)- популяции жертвы и хищника, соответственно, в начальный момент времени;
> sys:=od1,od2;
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
Изучение поведения системы около первого состояния равновесия
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> F:=evalf(dsolve({sys,x(0)=a1+epsilon,y(0)=b1+epsilon},fncs,type=numeric));
[image: ]
>odeplot(F,[[t,x(t)],[t,y(t)]],0..50,numpoints=150,color=[black,red],linestyle=[1,2],title="Решение уравнения Вольтерра-Лотка",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],legend=["Изменение популяции жертвы"," Изменение популяции хищника"],thickness=3);
[image: ]
> odeplot(F,[x(t),y(t)],0..400,numpoints=10000,color=black,title="Фазовое пространство 2D",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],       thickness=2);
[image: ]

Изучение поведения системы около второго состояния равновесия
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> F:=evalf(dsolve({sys,x(0)=a2+epsilon,y(0)=b2+epsilon},fncs,type=numeric));
[image: ]
>odeplot(F,[[t,x(t)],[t,y(t)]],0..50,numpoints=150,color=[black,black],linestyle=[1,2],title="Решения уравнения Вольтерра-Лотка",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],legend=["Изменение популяции жертвы"," Изменение популяции хищника"],thickness=3);


[image: ]
> odeplot(F,[x(t),y(t)],0..400,numpoints=10000,color=black,title="Фазовое пространство 2D",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],thickness=3);
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]


Стационарная точка (x1=0,y1=0) является состоянием неустойчивого равновесия типа седла,  а точка ( x2=c/d,  y2=a/b) – состоянием  равновесия типа центр.

5 .МОДЕЛЬ ВИБРОПОГРУЖЕНИЯ

Была принята самая естественная модель[1], у которой с боков шпунт испытывает сухое кулоновское трение, а своим торцом трамбует и раздвигает грунт. Эта модель представлена схематически на рис.4.1, а соответствующая математическая модель имеет вид:



где  – гармоническая сила вибратора, действующая на шпунт,  – вес шпунта вместе с вибратором,  и  – силы бокового и лобового сопротивлений,x–перемещение шпунта, отсчитываемое вниз. Грунт с боков от шпунта принимался неподвижным, и тогда



Уровень грунта под торцом шпунта имеет координату y, и ее увеличение требует некоторого усилия R. Если  – координата нижнего торца шпунта, а y– уровень подавливаемого им грунта, то


причем

[image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]

Рис.4.1 Расчетная схема процесса вибропогружения

Программная реализация модели вибропогружения:
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6. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СООБЩЕСТВА «ПРОИЗВОДИТЕЛИ – ПРОДУКТ – УПРАВЛЕНЦЫ»

Придадим производителям [1], управленцам и продукту количественную определенность в виде величин x,y,z,соответственно, означающих численности производителей, управленцев и наличное количество используемого сообществом продукта. Производители и управленцы находятся в конкурентных взаимоотношениях как между собой, так и друг с другом, и вместе с тем, производители совместно производят продукт, а управленцы могут способствовать этому производству, они оказывают влияние на жизнь и производство продуктов; сообществом, но непосредственными их кормильцами, как и себя самих, являются производители. Итак, есть конкурентные взаимоотношения, есть естественное размножение и есть совместное производство продукта, эффективность которого определяется уровнем технологии сообщества.
[bookmark: _Toc479363370][image: C:\Users\Администратор\Desktop\Снимок.JPG]
Рис.6.1 Схема взаимоотношений в модели «Производители –продукт-управленцы»

На рис.6.1 указаны связи и взаимодействия между производителямиx, управленцами y, продуктом z. Каждая стрелка этой схемы отвечает воздействию переменной, от которой она идет, на изменение той, к которой она ведет. Так, стрелка от переменной x к переменной z означает, что скорость изменения количества продукта z зависит от переменной x – числа производителей. Таких стрелок две: одна отвечает тому, что x производит продукт z, а такая же другая – что он его потребляет. Стрелка от z к x означает, что скорость изменения x зависит от наличного продукта z. Все стрелки, идущие от x, y к z, указывают, что скорость изменения накопленного продукта z зависит от x, и z.
Эта схема не раскрывает конкретного характера зависимостей [1] и взаимных связей, она лишь указывает на их наличие и то, что мы хотим в нашей модели их учесть. Ясно, что сколько-нибудь точный учет их очень труден, да и при агрегированности переменных x,yиzневозможен. Ограничимся грубо приближенным, качественным их учетом, описываемым следующей системой трех дифференциальных уравнений:





который является предлагаемой математической моделью сообщества «производители – продукт – управленцы».

Программная реализация модели математической модели «производители – продукт - управленцы»:[image: ]
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7. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КОНВЕКЦИИ В ПОДОГРЕВАЕМОМ СЛОЕ. АТТРАКТОР ЛОРЕНЦА

В 1963 г. Эдвард Лоренц занимался компьютерным моделированием метеосистем [7]. Эта работа была посвящена исследованию модели нелинейной системы трех обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка (7.1), которая получалась как результат определенных приближений при анализе задачи о конвекции в подогреваемом снизу  слое жидкости.


Физический смысл переменных, фигурирующих в уравнениях (7.1) определяется следующим образом. Переменная Xхарактеризует скорость вращения конвекционных валов, величины Yи Zотвечают за распределение  температуры, соответственно, по горизонтали и по вертикали.  Параметр bопределяется геометрией конвекционной ячейки. Параметр  есть отношение коэффициента кинематической вязкости и коэффициента температурной проводимости – коэффициент Прандтля. Параметр rпредставляет собой отношения числа Рэлея к критическому значению этого числа. Эта модель есть модель Лоренца. Она представляет собой динамическую систему с трехмерным фазовым пространством. Мгновенное состояние определяется набором трех переменных (X,Y,Z), а оператор эволюции определен конкретным видом уравнений.
При численном решении задачи на компьютере обнаруживалось установление в системе хаотического режима, который характеризовался сложным, непериодическим изменением динамических переменных во времени. Это явление наблюдалось при значениях параметров r = 28,  = 10, b= 8/3. Малейшие изменения в начальных условиях приводят к кардинальному изменению поведения системы. Областьпритяжения фазовых траекторий имеет фрактальный характер и называется аттрактором Лоренца.
Программная реализация математической модели конвекции в подогреваемом слое - аттрактор Лоренца имеет вид:
Аттрактор Лоренца[image: ]
> restart:with(linalg):with(DEtools):with(plots):
> 
> od1:=diff(x(t),t)=-sigma*x(t)+sigma*y(t);
[image: ]
> od2:=diff(y(t),t)=-x(t)*z(t)+r*x(t)-y(t);
[image: ]
> od3:=diff(z(t),t)=x(t)*y(t)-b*z(t);
[image: ]
> sys:=od1,od2,od3;
[image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
> fncs:={x(t),y(t),z(t)};
[image: ]
> F:=evalf(dsolve({sys,x(0)=10,y(0)=10,z(0)=10},fncs,type=numeric));
[image: ] 
[image: ]
[image: ]
> odeplot(F,[[t,x(t)],[t,y(t)],[t,z(t)]],t=0..10,title="Зависимости x(t), y(t) и z(t)",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],color=[red,green,black],thickness=[2,3,4],legend = ["x(t)", "y(t)","z(t)"]);
[image: ]

8. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ХИМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЯХ. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЛЕФЕВРА

	В 1971 г. Лефевр и Николис предложили модель[7], описывающую колебательные процессы в химической реакции. Они рассмотрели цепочку химических превращений




	    Предполагается, что концентрации веществ A,B,D,Eостаются постоянными и обратных реакций нет. Тогда кинетические уравнения запишутся следующим образом:




Программа реализация модели  колебательных процессов в химических реакциях: модель Лефевр и Николис:
> # Колебательные процессы в химических реакциях;
> [image: ]
> restart:with(DEtools):with(linalg):with(plots):
> #Задаем входные параметры;
> [image: ]
> [image: ]
> [image: ]
Находим состояния равновесия исследуемой системы (процесса)
> 
> P:=a-(b+1)*xx+xx^2*yy; 
[image: ]
> [image: ]
[image: ]
> eq:={P=0,Q=0};A:=solve(eq,{xx,yy});
[image: ]
[image: ]
> x1:=rhs(A[1]); y1:=rhs(A[2]);#Единственное состояние равновесия (x1,y1);
[image: ]
[image: ]
Исследуем систему в окрестности единственного состояния равновесия
> [image: ]
[image: ]
[image: ]
> od1:=diff(x(t),t)=a-(b+1)*x(t)+x(t)^2*y(t);
[image: ]
> od2:=diff(y(t),t)=b*x(t)-x(t)^2*y(t);
[image: ]
> sys:=od1,od2;
[image: ]
> fncs:={x(t),y(t)}:
> F:=evalf(dsolve({sys,x(0)=x1+epsilon,y(0)=y1+epsilon},fncs,type=numeric));
[image: ]
> odeplot(F,[[t,x(t)],[t,y(t)]],t=0..40,title="Зависимости x(t) и y(t)",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],color=[red,green],thickness=[1,2],legend=[x(t),y(t)]);
[image: ]
> odeplot(F,[x(t),y(t)],t=0..1000,title="Фазовое пространство 2D",titlefont=[HELVETICA,BOLD,14],color=green,thickness=3,numpoints=10000);
[image: ]

[image: ]
[image: ]
9. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЛАМПОВОГО ГЕНЕРАТОРА

[bookmark: _Toc479363374]Ламповый генератор – нелинейная система [8]. Нелинейный элемент –электронная лампа; электрический ток , текущий через лампу, является нелинейной функцией сеточного и анодного напряжений. Математическая модель в размерных переменных имеет вид:





где
L,R,C – индуктивность, сопротивление и емкость, соответственно,в колебательной системе, 
M – коэффициент взаимной индукции,

 - анодный ток,



- характеристика лампы (зависимость анодного тока  от напряжения ),
i(t) – ток в цепи.

При переходе к математической модели в безразмерной координате  получим:


,  где




 ,  .

Программа реализации на ЭВМ  модели  лампового генератора:
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РАСЧЕТ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
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10. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ В РАЗЛИЧНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ СО СЛОЖНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СТРУКТУРОЙ

В настоящем разделе приведены сложные нелинейные математические модели, приведенные в [9], описывающие колебательные процессы вразличных механических системах. Рассматриваются также, программы, реализующие на ЭВМ расчеты интегральных кривых и фазовогопространства в окрестности каждого из состояний равновесия. 
Рассчитывается глобальная структура фазового пространства. Приведенные программные средства могут быть использованы в качестве прототипа для компьютерного анализа более сложных математических моделей. Рассмотрим математическую модель с кусочно-линейной правой частью:

 где

Программная реализация модели:
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Рассмотрим нелинейную математическую модель:


Программная реализация модели
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КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ НА ЭВМ

1.Какова роль натурного эксперимента при составлении расчетной схемы и математической модели изучаемых процессов или объектов ?
2. Каким условиям должна удовлетворять математическая модель  при замене реального объекта (или процесса) на эту модель ?
3. Назовите основные этапы при составлении алгоритма и разработке программного обеспечения.
4. В какой последовательности  и cиспользованием каких данных желательно осуществлять идентификацию  структуры и параметров математической модели.
5. Назовите основные требования, которым должно удовлетворять разрабатываемое  программное обеспечение.
6. Проведите расчеты колебаний гармонического осциллятора (раздел 2)  и опишите влияние коэффициента затухания на характер колебательного процесса.
7. Как влияет изменение частоты внешней силы на характер гармонических колебаний?
8. Опишите влияние изменения собственной частоты колебаний  на характер колебаний физического маятника (раздел 3).

9. Дайте оценку характера колебаний  в зависимости от  степени малости обобщенной координаты   при расчете на ЭВМ нелинейной и линеаризованной модели физического маятника.
10. Оцените степень адекватности математической модели биологических популяций (раздел 4) от модели Мальтуса, логистического уравнения до модели Вольтера-Лотки.
11. На основе вычислительного  эксперимента  на ЭВМ с использованием   модели Вольтера-Лотки, опишите изменения характера колебаний при вариации коэффициента размножения жертвы и коэффициента убыли хищников.
12. Путем вычислительного эксперимента определить влияния массы шпунта  на характер колебаний в модели вибропогружения (раздел 5).
13. Дать количественную оценку, по результатам вычислительного эксперимента, влияния силы сухого трения и амплитуды гармонической силы вибратора на скорость перемещения шпунта.


14. Провести анализ фазового пространства модели «производители – продукт - управленцы» (раздел 6) в зависимости от уровня технологии  для  случая низкого уровня технологии  .


15. Провести анализ фазового пространства модели «производители – продукт - управленцы» в зависимости от уровня технологии  для  случая высокого  уровня технологии  .

16. Провести анализ фазового пространства с использованием математической модели конвекции в подогреваемом слое (раздел 7)   для значений параметров .


17. Описать изменение фазового пространства математической модели конвекции в подогреваемом слое при вариации коэффициента Прандтля на.

18. Описать изменение фазового пространства математической модели колебательных процессов в химических реакциях  (раздел 8)  при изменении  коэффициентов a,bна.


19. Провести анализ изменения состояний равновесия и фазового пространствалампового генератора (раздел 9) при вариации параметров   и  .
20. Провести анализ фазовых пространств и состояний равновесия, при изменении входных параметров,  для математических моделей, приведенных в разделе 10.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В ЗАДАЧАХ 
ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ (часть 1)

Учебно-методическое пособие
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