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Ãëàâà 1

Èíòåðïîëÿöèÿ

Èíòåðïîëÿöèåé íàçûâàþòñÿ ïðîöåäóðû íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, çàäàííîé â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê â íåêîòîðîé îáëàñòè, â òåõ
òî÷êàõ âíóòðè îáëàñòè, ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè íå çàäàíî. Íàõîæäåíèå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âíå çàäàííîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé.

Ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè ðàçäåëÿþòñÿ íà ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå. Â
ãëîáàëüíûõ ìåòîäàõ èùåòñÿ åäèíàÿ ôóíêöèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå çà-
äàííûå òî÷êè.

Â ëîêàëüíûõ ìåòîäàõ âñÿ îáëàñòü ðàçáèòà íà ó÷àñòêè è íà êàæäîì
ó÷àñòêå ñòðîèòñÿ ñâîÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, ñ òîé èëè èíîé ñòå-
ïåíüþ ãëàäêîñòè ñøèâàåìàÿ ñ òàêèìè æå ôóíêöèÿìè ñîñåäíèõ ó÷àñò-
êîâ.

1.1 Ìåòîä Ëàãðàíæà ïîëèíîìèàëüíîé èíòåð-

ïîëÿöèè

×åðåç äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2) îäíîçíà÷íî ïðî-
âîäèòñÿ ïðÿìàÿ y(x):

y(x) = y1
x− x2

x1 − x2
+ y2

x− x1

x2 − x1
(1.1)

Ýòî âûðàæåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ëèíåéíûìè ìíî-
æèòåëÿìè y1 è y2, êàæäîå èç êîòîðûõ ëèíåéíî ïî x, ïðè÷åì ïðè x = x1
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ìíîæèòåëü ïåðåä y1 îáðàùàåòñÿ â 1, à ïåðåä y2 â 0; Ïðè x = x2, íàîáî-
ðîò, ìíîæèòåëü ïåðåä y1 îáðàùàåòñÿ â 0, à ïåðåä y2 â 1, ÷òî ãàðàíòèðóåò
ïðîõîæäåíèå ïðÿìîé ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè. Òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ
� ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîñòüþ êàæäîãî ñëàãàåìîãî, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, è âñåé ôîðìóëû, ïî x.

Ëàãðàíæ ðàñïðîñòðàíèë ýòîò ìåòîä íà ñëó÷àé n òî÷åê ñ êîîðäèíà-
òàìè (x1, y1), (x2, y2) . . . (xn, yn). Êîíñòðóêöèÿ ôîðìóëû:

y(x) =
n∑

i=1

yigi(x), (1.2)

ãäå gi(x) � ôóíêöèè îòêëèêà � äîëæíû îáëàäàòü óæå èçâåñòíûì ñâîé-
ñòâîì: îáðàùàòüñÿ â 1 ïðè x = xi è â 0 ïðè x = xj ; j 6= i, ïîýòîìó ïðè
x = xi ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå yi:

gi(xk) = δik. (1.3)
Ëàãðàíæ ñêîíñòðóèðîâàë òàêèå ôóíêöèè:

g1(x) =
(x− x2)(x− x3) · · · (x− xn)

(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn)
;

g2(x) =
(x− x1)(x− x3) · · · (x− xn)

(x2 − x1)(x2 − x3) · · · (x2 − xn)
;

. . .

gn(x) =
(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)

(xn − x1)(xn − x2) · · · (xn − xn−1)
. (1.4)

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìîì ñòåïåíè n− 1 ïî x. Ïîëèíîì ñòåïåíè n− 1 èìååò n êîýôôè-
öèåíòîâ � ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî çàäàâàåìîå çíà÷åíèé ôóíêöèé.

Ôóíêöèÿ îòêëèêà gk(x) � ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãðàôèê, êîãäà âî âñåõ
òî÷êàõ, êðîìå k-é çàäàíû íóëåâûå çíà÷åíèÿ, à â k-é çàäàíà åäèíèöà.

1.1.1 Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ

Ëàãðàíæåâà èíòåðïîëÿöèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàáîòàåò ïðè íåáîëü-
øîì êîëè÷åñòâå òî÷åê (4 � 6). Ïðè á�îëüøåìåì êîëè÷åñòâå òî÷åê ñòåïåíü
ïîëèíîìà ïîâûøàåòñÿ, è ìîãóò âîçíèêíóòü ðåçêèå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè
ìåæäó óçëàìè, õîòÿ îíà ïðîäîëæàåò òî÷íî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàííûå
óçëû.
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1.1.2 Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî øàãà

Ïðè ðàâíîîòñòîÿùèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà (ïîñòîÿííûé øàã), ìàñ-
øòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì àðãóìåíòà ýòîò øàã ìîæåò áûòü ïðèâåäåí
ê åäèíèöå, à ñäâèãîì íàèìåíüøàÿ êîîðäèíàòà ìîæåò áûòü âûáðàíà çà
0. Ïðè çàäàííûõ (n + 1)-é òî÷êå, êîîðäèíàòû óçëîâ òîãäà ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, ... n. Ôîðìóëà (1.4) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò n + 1
ïîëèíîì gn

k (x) ñòåïåíè n (0 ≤ k ≤ n):

gn
k (x) =

(−1)n−k

k!(n− k)!

n∏
s=0,s 6=k

(x− s)

ñî ñâîéñòâàìè
gn

k (m) = δkm

è ñëåäóþùèì îòñþäà ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè:
n∑

m=0

gn
k (m)gn

l (m) = δkl.

Èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà ñòåïåíè n:

yn(x) =
n∑

k=0

yk gn
k (x).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì âûâîä èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè äîáàâëåíèè
íîâîãî óçëà yn+1:

yn+1(x) =
n + 1− x

n + 1
yn(x) + yn+1

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n)
(n + 1)!

.

1.2 Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè

Èìååòñÿ n + 1 ðàâíîîòñòîÿùèõ âäîëü îñè x òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè
y0, y1, y2, . . . , yn. Íóæíî ïðîâåñòè ÷åðåç íèõ ãëàäêóþ êðèâóþ áåç ðàçðû-
âà íå òîëüêî ïåðâûõ, íî è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òàê êàê ïî îñè x èíòåðâàëû ðàâíûå, èçìåíåíèåì ìðñð îíè ìîãóò
áûòü ñäåëàíû ðàâíûìè åäèíèöå � íà êàæäîì ó÷àñòêå x èçìåíÿåòñÿ îò
0 äî 1.
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Ïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîíñòàíòàìè:
fi(x) = ai + bix + cix

2 + dix
3;

f ′i(x) = bi + 2cix + 3dix
2;

f ′′i (x) = 2ci + 6dix.

Ïðè ýòîì, ïîäñòàâëÿÿ x = 0 è x = 1 (ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ó÷àñòêà),
ïîëó÷àåì:

yi−1 = ai; yi = ai + bi + ci + di; ;

Èç ýòèõ âûðàæåíèé êîýôôèöèåíòû i + 1-ãî ó÷àñòêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû i-ãî:

bi+1 = bi + 2ci + 3di;

ci+1 = ci + 3di.

Êîýôôèöèåíò di+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç yi+2:
yi+2 = yi+1 + bi+1 + ci+1 + di+1,

îòêóäà
di+1 = yi+2 − yi+1 − bi+1 − ci+1 = yi+2 − yi+1 − bi − 3ci − 6di.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîýôôèöèåíòû i + 1-ãî ó÷àñòêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû i-ãî.

1.2.1 Óðàâíåíèÿ íà êîíöàõ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì ó÷àñòêàõ
íàì íå õâàòàåò äàííûõ (y−1 è yn+1), ïîýòîìó íà ýòèõ ó÷àñòêàõ íóæíî
îãðàíè÷èòüñÿ êâàäðàòè÷íîé ïàðàáîëîé. Ïîýòîìó íà ñàìîì ëåâîì ó÷àñò-
êå ïîëàãàåì d1 = 0. íà ëåâîì ó÷àñòêå y = y0 + a1x + b1x

2, ïðè÷åì ïðè
x = 1 y = y1, îòêóäà b1 = y1 − y0 − a1 è íåîïðåäåëåí âñåãî îäèí
êîýôôèöèåíò a. äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ dn = 0, âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåé-
íîñòüþ ñâÿçè êîýôôèöèåíòîâ ïîñëåäóþùåãî èíòåðâàëà ñ êîýôôèöèåí-
òàìè ïðåäûäóùåãî. Êîýôôèöèåíò dn ëèíåéíî çàâèñèò îò a1:

dn = A + Ba1,

ãäå A è B ïîêà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî,
÷òî dn îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè a1 = −A/B. ×òîáû íàéòè A è B, ïîëîæèì
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ñíà÷àëà a1 = 0 è íàéäåì dn = d
(0)
n , çíà÷åíèå êîòîðîãî è ðàâíî êîíñòàíòå

A. Òåïåðü ïîëîæèì a1 = 1 è ñíîâà âû÷èñëèì dn = d
(1)
n . Òîãäà B =

d
(1)
n − d

(0)
n , ïîñëå ÷åãî íàõîäèì íà ëåâîì êîíöå

a1 =
d
(0)
n

d
(0)
n − d

(1)
n

.

Òåïåðü íà ëåâîì êîíöå âñå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëåíû. Ñïëàéíû òàêîãî
òèïà íàçûâàþòñÿ ñïëàéíàìè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.

1.3 Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

1.3.1 Êîíå÷íàÿ öåïî÷êà

Ôóíêöèÿ ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè n è 0 ≤ k ≤ n− 1

u
(n)
k (x) =

sin(π(x− k))
n sin(π x−k

n )
(1.5)

ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîì öåëîì x êðîìå x = k modn.
Ïðè n = 12, k = 3, k = −5
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Íà èíòåðâàëå îò −n äî n ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ðÿäîì

f(x) =
n−1∑
k=0

k · u(n)
k (x),

(�ïðÿìàÿ ëèíèÿ�) ïðè n = 50 è n = 51 âûãëÿäÿò ïî-ðàçíîìó:

-40 -20 0 20 40

-40

-20
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20

40

-40 -20 0 20 40

0

10

20

30

40

50

×åòíûå ôóíêöèè
sin(2m + 1)x

sinx
= 1 + 2 (cos 2x + cos 4x + . . . + cos 2mx), (1.6)

sin 2(m + 1)x
sinx

= 2 (cos x + cos 3x + . . . + cos(2m + 1)x). (1.7)
ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîíå÷íûé ðÿä êîñèíóñîâ cos l x, l < n.

1.4 Áåñêîíå÷íàÿ ðåøåòêà

Ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå óçëîâ ôóíêöèÿ u
(n)
k (x) ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ

gk(x) =
sin(π(x− k))

π(x− k)
, (1.8)

ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 ïðè x = k è 0 ïðè ëþáûõ äðóãèõ öåëî÷èñ-
ëåííûõ çíà÷åíèÿõ x. Èñïîëüçóÿ ýòó ôóíêöèþ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè â íåêîòîðûõ öåëî÷èñëåííûõ óçëàõ îñè
x = k : yk ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîí-
íóþ ôóíêöèþ

y(x) =
∑

k

yk
sin(π(x− k))

π(x− k)
.
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1.4.1 Ðÿäû Ôóðüå

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s ôîðìóëà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

1 + s + s2 + s3 . . . + sn−1 =
n−1∑
k=0

(s)k =
1− sn

1− s
. (1.9)

Åñëè âûáðàòü sm = e2π i m
n , m < n

n−1∑
k=0

(sm)k =
e2 mπ i − 1
e2π i m

n − 1
=
{

n m = 0
0 m 6= 0 ,

À îòñþäà ñëåäóåò
n−1∑
k=0

u(m, k) ū(l, k) =
n−1∑
k=0

(sm−l)k =
e2 (m−l)π i − 1

e2π i m−l
n − 1

=
{

n m = l
0 m 6= l

(1.10)

Ôóíêöèè u(m, k) = e2π i m k
n ñ 0 ≤ m ≤ n − 1 îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó

íà ìíîæåñòâå òî÷åê 0, 1, 2, . . . , n− 1.
Åñëè çàäàíî n ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷åê, êîòîðûå âûñåãäà âûáîðîì íà-

÷àëà è ìàñøòàáà ìîæíî ïðèâåñòè ê ìíîæåñòâó 0, 1, 2, . . . , n−1 è â ýòèõ
òî÷êàõ çàäàí íàáîð è n âåëè÷èí (çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè) fk, òî
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé u(m, k) èç ýòèõ çíà÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîé
íàáîð n âåëè÷èí � êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå:

am =
1
n

n−1∑
k=0

fk u(m,−k); m = 0, . . . , n− 1, (1.11)

÷åðåç êîòîðûå èñõîäíûå âåëè÷èíû âîññòàíàâëèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëàìè (1.10):

f(k) =
n−1∑
m=0

am u(m, k). (1.12)

Íà çàäàííîì ìíîæåñòâå òî÷åê âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ â òî÷íîñòè
ñîâïàäàþò ñ èñõîäíûìè.

Åñëè æå òåïåðü ðàçðåøèòü ïåðåìåííîé k ïðèíèìàòü íåïðåðûâíûå
çíà÷åíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóðüå - èí-
òåðïîëÿöèåé èñõîäíûõ çíà÷åíèé.

Ïðèìåð: n = 8; fk = 0, 1, . . . , 7. Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ � ïðÿìàÿ
ëèíèÿ. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóðüå - èíòåðïîëÿöèè:
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Òî÷êàìè îòìå÷åíû èñõîäíûå çíà÷åíèÿ.
Îáå ôóíêöèè ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì n = 8.

1.4.2 Ìàòðèöà Ôóðüå � ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóíêöèè u(m, k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû:

[F ] =
1√
n

[e2π i m k
n ]. (1.13)

Ìàòðèöà [F ] îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, óïðîùàþùèõ ðàáîòó ñ íåé.
1. Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà: Fkm = Fmk.
2. Ýòà ìàòðèöà óíèòàðíà: F ∗ · F = I.
3. Ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû (ïðè k > 0, m > 0) íàõîäÿòñÿ â ñàìîé

ìàòðèöå Ôóðüå:
F̄km =

1√
n

e−
2π
n k m =

1√
n

e
2π
n (n−k) m =

1√
n

e
2π
n k (n−m) =

F(n−k),m = Fk,(n−m).

4. Êâàäðàò ìàòðèöû Ôóðüå ðàâåí ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå ïåðåñòàíî-
âîê.

FkmFml =
1
n

n−1∑
m=0

e2π m k+l
n =

{
1 k + l = 0 (modn);
0 k + l 6= 0 (modn).

Íåíóëåâûå (ðàâíûå åäèíèöå) êîìïîíåíòû ìîãóò èìåòü èíäåêñû
ëèáî k = 0, l = 0, ëèáî k + l = n, òî åñòü:

[F ] · [F ] =


1 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
... ... ... ... ...
0 1 · · · 0 0

 = [S]. (1.14)
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5. Ìàòðèöà (1.14) ïåðåñòàâëÿåò ó âåêòîðà k-þ è (n− k)-þ êîìïîíåí-
òû. Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âîçâðàùàåò âñå
òî÷êè â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå � êâàäðàò ýòîé ìàòðèöû ðàâåí åäè-
íè÷íîé. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû S âñëåäñòâèå ýòîãî ðàâ-
íû ±1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ôóðüå F
ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ëèøü ±1, ±i.

6. Òàê êàê S2 = I, à S = F 2, òî F 4 = I � ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü ëþáîé
ìàòðèöû Ôóðüå ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

7. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýëåìåíòàìè ìàòðèöû [F ] ÿâëÿþòñÿ êîðíè,
âîçìîæíî, áîëåå, ÷åì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ±i),
åå äåòåðìèíàíò âñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ÿâëÿååòñÿ ñòå-
ïåíüþ ÷èñëà i.

8. Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò (S · F ) · F = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíàÿ
ìàòðèöà

F−1 = S · F = F 3 = F · S. (1.15)
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêîé k - ãî è
(n− k) - ãî ñòîëáöîâ (èëè ñòðîê).
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Ãëàâà 2

Ëîêàëüíûå èíòåðïîëÿöèè

Ïðè ëîêàëüíîé èíòåðïîëÿöèè âñÿ èññëåäóåìàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ
íà ó÷àñòêè è íà êàæäîì ó÷àñòêå ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñâîèì óðàâíå-
íèåì, òàê ÷òîáû íà ãðàíèöàõ ó÷àñòêîâ ôóíêöèÿ ñøèâàëàñü ñ íóæíîé
ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè.

2.1 Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Êîãäà íåò íåîáõîäèìîñòè â áîëåå ñëîæíûõ ìåòîäàõ, íóæíî ïðèìå-
íÿòü ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ. Íà êàæäîì ó÷àñòêå çàäàííûå òî÷êè ñî-
åäèíÿþòñÿ ïðÿìûìè.

y = yi + (yi+1 − yi)x/l,

ãäå l � äëèíà èíòåðâàëà, àðãóìåíò x èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî l.
Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà (îíà åñòü è â äðóãèõ)

� ïîèñê ó÷àñòêà xi ≤ x ≤ xi+1.

2.2 Ãëàäêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Èìååòñÿ n + 1 ðàâíîîòñòîÿùèõ âäîëü îñè x òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè
y0, y1, y2, . . . , yn. Íóæíî ïðîâåñòè ÷åðåç íèõ ãëàäêóþ (áåç ðàçðûâà ïåð-
âûõ ïðîèçâîäíûõ) êðèâóþ.

Òàê êàê ïî îñè x èíòåðâàëû ðàâíûå, èçìåíåíèåì ìàñøòàáà îíè ìîãóò
áûòü ñäåëàíû ðàâíûìè åäèíèöå � íà êàæäîì ó÷àñòêå x èçìåíÿåòñÿ îò 0
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äî 1. Â êàæäîé òî÷êå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ÷åðåç
áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíûå, à çàòåì, ïðîâîäÿ èíòåðïîëÿöèþ íà
êàæäîì ó÷àñòêå, èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, ìû ãàðàíòèðóåì íåïðåðûâ-
íîñòü ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöàõ ó÷àñòêîâ.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (ïðè ðàâ-
íûõ øàãàõ):

y′i = (yi+1 − yi−1)/2.

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ó÷àñòêå (îò xi−1 äî xi) ôóíêöèÿ çàäàíà ÷å-
òûðüìÿ âåëè÷èíàìè: 2-ìÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè è 2-ìÿ çíà÷åíèÿìè åå
ïðîèçâîäíîé íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ èíòåðâàëà. Ìèíèìàëüíàÿ ñòå-
ïåíü ïîëèíîìà 3, èáî òàêîé ïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîíñòàí-
òàìè:

yi(x) = ai + bix + cix
2 + dix

3;

y′i(x) = bi + 2cix + 3dix
2.

Ïðè ýòîì, ïîäñòàâëÿÿ x = 0 è x = 1 (ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ó÷àñòêà),
ïîëó÷àåì:

yi = ai; yi+1 = ai + bi + ci + di;

y′i = bi; y′i+1 = bi + 2ci + 3di.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü c è d:
c = 3(yi+1 − yi)− y′i+1 − 2u′i; d = 2(yi − yi+1) + y′i + y′i+1. (2.1)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíè-
öàõ ó÷àñòêà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ íà äàííîì ó÷àñòêå.

Ïðîèçâîäíûå â óçëå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñî-
ñåäíèõ óçëàõ:

(yi+1 − yi−1)/2 = bi; (yi+2 − yi)/2 = bi + 2ci + 3di.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé êîýôôèöèåíòû i-ãî ó÷àñòêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè â ÷åòûðåõ òî÷êàõ: íà ãðàíèöàõ ó÷àñòêà è äâóõ ñîñåäíèõ
ñ íèìè: yi−1, yi, yi+1, yi+2:

yi(x) = yi +
yi+1 − yi−1

2
x +

2yi−1 − 5yi + 4yi+1 − yi+2

2
x2+

yi+2 − 3yi+1 + 3yi − yi−1

2
x3. (2.2)

Ýòî è åñòü îñíîâíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà. Åñëè èíòåðâàëû èìå-
þò äëèíó h, òî â ýòîé ôîðìóëå íóæíî çàìåíèòü x íà x/h.
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2.2.1 Óðàâíåíèÿ íà êîíöàõ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì ó÷àñòêàõ
íàì íå õâàòàåò äàíûõ (y−1 è yn+1), ïîýòîìó íà ýòèõ ó÷àñòêàõ íóæíî
îãðàíè÷èòüñÿ êâàäðàòè÷íîé ïàðàáîëîé. Ïîëàãàÿ d1 = 0 è dn = 0, íà-
õîäèì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ y−1 è yn+1 è ïîäñòàâëÿÿ ýòè
çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó (2.2) ïðè i = 1 è i = n, ïîëó÷àåì íà ëåâîì

y1(x) = y0 +
4y1 − 3y0 − y2

2
x +

y0 − 2y1 + y2

2
x2 (2.3)

è íà ïðàâîì êîíöàõ

yn(x) = yn−1 +
yn − yn−2

2
x +

yn−2 − 2yn−1 + yn

2
x2. (2.4)

2.2.2 Äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè

Ïðîáëåìó êîíöåâûõ ó÷àñòêîâ ìîæíî ðåøèòü åùå è äðóãèì ñïîñî-
áîì � ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ôèêòèâíûõ òî÷åê ñî çíà÷åíèÿìè f−1

äëÿ òî÷êè ëåâåå íóëåâîé è fN+1 � äëÿ òî÷êè ïðàâåå ñàìîé ïðàâîé è
èíòåðïîëÿöèþ ïðîâîäèòü íà âñåõ ó÷àñòêàõ ïî åäèíûì ôîðìóëàì.

Òàê êàê íà ëåâîì ó÷àñòêå ïàðàáîëà, ïðîäëèì åå åùå íà îäèí øàã
âëåâî. Ïàðàáîëó ïîñòðîèì ïî Ëàãðàíæó:

f(x) = f0
(x− 1)(x− 2)

2
+ f1

x(x− 1)
(−1)

+ f2
x(x− 1)

2

è ïîäñòàâèì â íåå çíà÷åíèå x = −1:

f−1 = 3(f0 − f1) + f2. (2.5)

Òàê êàê íà ó÷àñòêå (-1, 1) ýòî åäèíàÿ ôîðìóëà, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè è
åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå 0 ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò.

Àíàëîãèçíàÿ ñèòóàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ è íà ñàìîì ïðàâîì ó÷àñòêå: ìîæ-
íî ââåñòè òî÷êó ñî çíà÷åíèåì

fN+1 = 3(fN − fN−1) + fN−2 (2.6)

è ïðîâåäåííàÿ íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå êðèâàÿ ïî îáùåé ôîðìóëå 5-é ñòå-
ïåíè (îíà îêàæåòñÿ ïàðàáîëîé), áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì èçíà÷àëüíî
óñòàíîâëåííûì óñëîâèÿì.
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Ãëàâà 3

Ðåãðåññèÿ. Ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ìåòîäû ðåãðåññèè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, êîãäà çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî çàìåðåííîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ
îò èñòèííîãî íà íåêîòîðóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîýòîìó ðåãðåññèîííàÿ êðè-
âàÿ íå ïðîõîäèò òî÷íî ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè, à ïðîâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó êâàäðàòîâ ïîãðåøíîñòåé (îòêëîíåíèé ïî âåðòè-
êàëè îò ðåãðåññèîííîé êðèâîé) âñåõ òî÷åê (ìåòîä íàèìåíüøèå êâàäðà-
òîâ). Ââîäèòñÿ ðåãðåññèîííàÿ ôóíêöèÿ

ȳ(x) =
n∑

k=1

akuk(x)

è âû÷èñëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îò ðåãðåññèîííîé
êðèâîé:

δα = yα − ȳ(xα) = yα −
n∑

k=1

akuk(xα).

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè îòêëîíåíèÿ èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
íåîïðåäåëåííîé íîðìîé σ. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ ñ ýêñïîíåíòîé, â ïîêàçàòåëå êîòîðîé
ñòîèò âåëè÷èíà

∆2 =
N∑

α=1

(δα)2,

ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåò íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ai.
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3.1 Ïðîâåäåíèå íàèëó÷øåé ïðÿìîé

Ýòî, êàê ïðàâèëî, îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì ýêñïåðèìåíòà: èìååòñÿ N
òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ), äëÿ êîòîðûõ íóæíî
ïîñòðîèòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïðÿìîé ëèíèåé:

y(x) = a + bx; yα = a + bxα + δα, δα = yα − a− bxα, (3.1)

ãäå δα � îòêëîíåíèå α-é òî÷êè îò ïðÿìîé.
Íðèëó÷øèå êîýôôèöèåíòû a è b ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàäðàòîâ

îòêëîíåíèé âñåõ òî÷åê:
∆2 =

N∑
α=1

δ2
α.

äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóìì ïî âñåì òî÷êàì:
N∑

α=1

F (α) ≡< F >, (3.2)

íàïðèìåð,
< xy >=

N∑
α=1

xαyα.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

∆2 =< δ2 >=< y2 > +a2N+2ab < x > +b2 < x2 > −2a < y > −2b < xy >,

è íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b (ā, b̄) íàõîäÿòñÿ èç
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:

∂∆2

∂a
= 2(ān + b̄ < x > − < y >) = 0;

∂∆2

∂b
= 2(ā < x > +b̄ < x2 > − < xy >) = 0.

Ýòî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûå óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå∣∣∣∣ N < x >

< x > < x2 >

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ā
b̄

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ < y >
< yx >

∣∣∣∣
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3.2 Ïðîâåäåíèå íàèëó÷øåé ïàðàáîëû

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå íóæíî ïîñòðîèòü äëÿ N òî÷åê ñ êîîð-
äèíàòàìè (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, íî íå
ïðÿìîé, à ïàðàáîëîé:
y(x) = a + bx + cx2; yα = a + bxα + cx2

α + δα, δα = yα − a− bxα − cx2
α,

ãäå δα � îòêëîíåíèå α-é òî÷êè îò ïàðàáîëë.
Íàèëó÷øèå êîýôôèöèåíòû a, b è c ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàäðàòîâ

îòêëîíåíèé âñåõ òî÷åê:
∆2 =< δ2 >=< y2 > +a2N+2ab < x > +(b2+2ac) < x2 > +2bc < x3 > +c2 < x4 > +

−2a < y > −2b < xy > −2c < x2y >

è íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:
∂∆2

∂a
= 2(an + b < x > +c < x2 > − < y >) = 0;

∂∆2

∂b
= 2(a < x > +b < x2 > +c < x3 > − < xy >) = 0.

∂∆2

∂c
= 2(a < x2 > +b < x3 > +c < x4 > − < x2y >) = 0.

Ýòî ñèñòåìà òðåõ ëèíåéíûå óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ìàòðè÷íîì âèäå∣∣∣∣∣∣

N < x > < x2 >
< x > < x2 > < x3 >
< x2 > < x3 > < x4 >

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

a
b
c

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

< y >
< xy >
< x2y >

∣∣∣∣∣∣
3.3 Îáùàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ðåãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû â
ðåãðåññèîííîé êðèâîé (ak) âõîäÿò ëèíåéíûìè ìíîæèòåëÿìè ïåðåä áà-
çîâûìè ôóíêöèÿìè uk(x) ïðè ïðîèçâîëüíîì (ëèíåéíî íåçàâèñèìîì) çà-
äàíèè ïîñëåäíèõ:

y(x) =
n∑
0

akuk(x) ≡ akuk(x).
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(Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü, êàê ýòî ïðèíÿòî âî ìíîãèõ äèñöè-
ïëèíàõ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé èíäåêñ ïîâòîðÿåòñÿ, òî ïî íåìó áåðåòñÿ
ñóììà.) Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûå âûøå ðåãðåññèè ïðÿìîé ëèíèåé è ïà-
ðàáîëîé îòíîñÿòñÿ ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Â îáùåì ñëó÷àå, êàê è â óæå ðàññìîòðåííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, â
îñíîâå ëåæàò îòêëîíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îò ðåãðåññèîííîé
êðèâîé:

δα = yα − y(xα) = yα − akuk(xα).
Áàéåñîâ ïîäõîä (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïðèâîäèò ê âûäåëåíèþ êîýôôè-

öèåíòîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ ýòî îòêëîíåíèå
F (a) =< δ2 >=< y2 > −2ak < yuk > +aiak < uiuk >=

< y2 > −2aiBi + aiakKik

Ýòî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai äîñòèãàåò
ìèíèìóìà â òî÷êå, ãäå îáðàùàþòñÿ â íóëü åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
ýòèì êîýôôèöèåíòàì. Âñëåäñòâèå êâàäðàòè÷íîñòè ôóíêöèè óðàâíåíèÿ
íà åå ìèíèìóì îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ïî ai. Åñëè îáîçíà÷èòü

Bi =< yui >=
N∑

α=1

yαui(xα)

è
Kik =< uiuk >=

N∑
α=1

ui(xα)uk(xα), (3.3)
òî óðàâíåíèÿ ìèíèìóìà

∂F (a)
∂ai

= 2(−Bi + Kikak)

îïðåäåëÿþò ìèíèìèçèðóþùèå êîýôôèöèåíòû
ai = (K−1)ikBk (3.4)

Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ìèíèìóìå
F (a) = F (a) + Kij(ai − ai)(aj − aj) =

N∑
α=1

(yα − aiui(xα))2 + Kij(ai − ai)(aj − aj)

ðàâíî
F (ā) ≡ ∆2 =

N∑
α=1

(yα − aiui(xα))2 (3.5)

� ñóììå êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âñåõ òî÷åê îò ðåãðåññèîííîé êðèâîé.
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3.4 Ðåãðåññèÿ ñïëàéíàìè

Äëÿ åå ðåàëèçàöèè òàêæå íóæíî ïîëó÷èòü ìàññèâ çíà÷åíèé ôóíêöèè (ȳi)
óêàçàííûì âûøå îáðàçîì.

Ñïëàéíîâàÿ ðåãðåññèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà.
Êðèâèçíà êðèâîé ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ åå îò îñè x ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà
âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ìèíèìèçèðóÿ èíòåãðàë ïî x îò êâàäðàòà âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ïðè çàäàíèè òî÷íîãî ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé ÷åðåç çàäàííûõ òî÷êè,
ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç çàäàííûå òî÷-
êè. Îäíàêî, ïðè ðåãðåññèè ìû ìîæåì çàìåíèòü óñëîâèå òî÷íîãî ïðîõîæäåíèÿ
êðèâîé ÷åðåç óçëîâûå òî÷êè óñëîâèåì îäíîâðåìåííîé ñ ìèíèìóìîì êðèòè÷-
íû ìèíèìèçàöèåé ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé êðèâîé â óçëàõ îò çàäàííûõ
çíà÷åíèé:

Q =
1

2

∫ l

0

(y′′)2dx +
λ

2

n∑
0

(yi − ȳi)
2,

ãäå êîíñòàíòð λ îïðåäåëÿåò

y′′′′ + λ

n∑
0

(yi − ȳi)δ(x− xi) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå â îêðåñòíîñòè i-é ãðàíèöû, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæ-
äó ñêà÷êîì òðåòüåé ïðîèçâîäíîé â óçëå è ñìåùåíèåì êðèâîé ïî âåðòèêàëè îò
çàäàííîãî óçëà:

y′′′i← − y′′′→i = λ(ȳi − yi). (3.6)

Íà èíòåðâàëàõ ìåæäó çàäàííûìè òî÷êàìè êðèâàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå-
íèþ y′′′′ = 0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîëèíîìîì, êàê è â ñëó÷àå ñïëàé-
íîâîé èíòåðïîëÿöèè:

yk(x) = ak + bkx + ckx2 + dkx3;

y′k(x) = bk + 2ckx + 3dkx2;

y′′k (x) = 2ck + 6dkx; y′′′(x) = 6d.

Ñøèâàíèå âïëîòü äî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê ñâÿçè êîýôôèöèåíòîâ
íà (k − 1) - ì è k - ì ó÷àñòêàõ:

ak = ak−1 + bk−1 + ck−1 + dk−1;

bk = bk−1 + 2ck−1 + 3dk−1;

ck = ck−1 + 3dk−1.

À èç óðàâíåíèÿ (3.6) ñëåäóåò ñâÿçü è íà êîýôôèöèåíòû dk:

dk = (1 + λ)dk−1 + λ(ak−1 + bk−1 + ck−1). (3.7)
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Ýòè ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿ-
þò êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà íà k - ì ó÷àñòêå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû íà (k− 1)
- ì è çàäàííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà èõ ãðàíèöå. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå â
îêðåñòíîñòè i-é ãðàíèöû, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ñêà÷êîì òðåòüåé ïðîèçâîäíîé
â óçëå è ñìåùåíèåì êðèâîé ïî âåðòèêàëè îò çàäàííîãî óçëà:

y′′′i← − y′′′→i = 6λ(ȳi − yi). (3.8)

Íà èíòåðâàëàõ ìåæäó çàäàííûìè òî÷êàìè êðèâàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå-
íèþ y′′′′ = 0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîëèíîìîì, êàê è â ñëó÷àå ñïëàé-
íîâîé èíòåðïîëÿöèè:

yk(x) = ak + bkx + ckx2 + dkx3;

y′k(x) = bk + 2ckx + 3dkx2;

y′′k (x) = 2ck + 6dkx; y′′′(x) = 6d.

Ñøèâàíèå âïëîòü äî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê ñâÿçè êîýôôèöèåíòîâ
íà (k − 1) - ì è k - ì ó÷àñòêàõ:

ak = ak−1 + bk−1 + ck−1 + dk−1; (3.9)

bk = bk−1 + 2ck−1 + 3dk−1;

ck = ck−1 + 3dk−1.

À èç óðàâíåíèÿ (3.8) ñëåäóåò ñâÿçü è íà êîýôôèöèåíòû dk:

dk = dk−1 + λ(ȳk − ak). (3.10)

Ýòè ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿ-
þò êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà íà k - ì ó÷àñòêå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû íà (k− 1)
- ì è çàäàííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà èõ ãðàíèöå.

3.4.1 Ãðàíè÷íûå ó÷àñòêè

Êàê è ïðè èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè ãðàíè÷íûå ó÷àñòêè (ñàìûé ëåâûé è
ñàìûé ïðàâûé) íóæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

δQ =

∫
y′′ δy′′ dx + 6 λ

n∑
k=0

(yk − ȳk)δy(xk) =

n∑
k=0

(y′′ δy′ − y′′′ δy+

c0 = 0; cn = 0; d0 + λ (a0 − ȳ0) = 0.
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cn = 0; δ = dn + λ(an − ȳn) = 0

Èç-çà ëèíåéíîñòè ñîîòíîøåíèé (3.9-3.10), ñâÿçûâàþùèõ êîýôôèöèåíòû íà ñî-
ñåäíèõ ó÷àñòêàõ, êîýôôèöèåíòû íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíòû íà ïåðâîì:

δ = dn + λ(an − ȳn) = A a0 + B b0 + K;

c ≡ cn = C a0 + D b0 + L.

Âû÷èñëèì èõ
ïðè a0 = 0, b0 = 0 è îáîçíà÷èì ðàññîãëàñîâàíèÿ ïðè ýòîì

δ00 = K; c00 = L;

Ïðè a0 = 1, b0 = 0:
δ10 = K + A; c10 = C + L;

Ïðè a0 = 0, b0 = 1:
δ01 = K + B; c01 = D + L,

îòêóäà
K = δ00; A = δ10 − δ00; B = δ01 − δ00;

L = c00 C = c10 − c00; D = c01 − c00.

DD = A D −B C = (δ10c01 − δ01c10) + δ00(c10 − c01) + c00(δ01 − δ10).

a0 =
B L−D K

A D −B C
=

δ01c00 − c01δ00

DD
;

b0 =
C K −A L

A D −B C
=

δ00c10 − c00δ10

DD
.
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Ãëàâà 4

Ðåøåíèå óðàâíåíèé

4.1 ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

×èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
f(z) = 0 (4.1)

äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü õîòÿ áû ãðóáîå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ïîëîæåíèÿ êîðíåé. Ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ïîä-
ñòàíîâêîé.

4.1.1 Ëèíåéíîå óðàâíåíèå

f(z) = a z + b; f(z0) = 0; z0 = − b

a
(4.2)

Ïî Ëàãðàíæó ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè

f(z) = f(z1)
z − z2

z1 − z2
+ f(z2)

z − z1

z2 − z1
.

Îòñþäà f(z0) = 0 ïðè

z0 = − b

a
=

z2 f(z1)− z1 f(z2)
f(z1)− f(z2)

. (4.3)

Äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè êîðåíü íàõîäèòñÿ çà îäèí øàã äëÿ ñîâåðøå-
íèÿ êîòîðîãî íóæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ â äâóõ òî÷êàõ.
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4.1.2 Ìåòîä ñåêóùèõ

Åñëè ôóíêöèÿ íåëèíåéíàÿ, òî çà îäèí ùàã íå íàõîäèòñÿ. Â ôîðìóëå
(4.3) z1 → zj−1, z2 → zj , z0 → zj+1:

zj+1 =
zj f(zj−1)− zj−1 f(zj)

f(zj−1)− f(zj)
. (4.4)

Äàëåå zj+1 → zj , íî ëèáî zj → zj−1, ëèáî zj−1 íå ìåíÿåòñÿ.

4.1.3 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Óðàâíåíèå (4.1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

z = ϕ(z); zi+1 = ϕ(zi). (4.5)

Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ê âèäó (4.5):

zj+1 = zj − k f(zj);

zj+1 = zj − f(zj)
f ′(zj)

;

zj+1 = zj − f(zj)
f ′(zj)

− (f(zj))2f ′′(zj)
2(f ′(zj))2

.

Â îêðåñòíîñòè êðàòíûõ èëè áëèçêîëåæàùèõ êîðíåé èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ.

4.2 Ìåòîäû ñêàíèðîâàíèÿ

4.2.1 Ïîèñê èíòåðâàëà ñ êîðíåì

1. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0, âû÷èñëÿåòñÿ f0 = f(x0).
2. Âûáèðàåòñÿ øàã h (íå î÷åíü ìàëåíüêèé) ïî x è âû÷èñëÿåòñÿ f1 =

f(x0 + h).
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3. Åñëè f0 è f1 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, òî êîðåíü íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå [x0, x1].

4. Åñëè |f1| > |f0|, òî íóæíî ñìåíèòü íàïðàâëåíèå ïîèñêà, ñìåíèâ
çíàê h è âåðíóòüñÿ ê ïóíêòó 2.

5. Åñëè |f1| < |f0|, òî ïîèñê èäåò â ïðàâèëüíîì íàïðàâëåíèè, íóæíî
ïðèíÿòü x1 çà x0 � íîâóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó, f1 çà f0 è ïîâòîðèòü
ñ ïóíêòà 2.

4.2.2 Äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì (�äèõîòîìèÿ�)

Ïîñëå òîãî, êàê èíòåðâàë íàéäåí, ìîæíî èñêàòü êîðåíü, ïîñëåäîâà-
òåëüíî äåëÿ îòðåçîê ïîïîëàì äî äîñòèæåíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè, îòáðà-
ñûâàÿ òó òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è â ñåðåäèíå
îòðåçêà.

4.2.3 Ìåòîä �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ�

Åñëè íà êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèÿ èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè,
òî êîðåíü íàõîäèòñÿ âíóòðè îòðåçêà. Îäíàêî ìîäóëü ôóíêöèè â îäíîé
òî÷êå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì â äðóãîé, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îíà,
âåðîÿòíî, äàëüøå îò êîðíÿ. Ïîýòîìó ëó÷øå îòðåçîê äåëèòü íå ïîïîëàì,
à ïðèáëèæàÿ ê òî÷êå, ãäå ìîäóëü ìåíüøå. Îäèí èç ïîïóëÿðíûõ àëãî-
ðèòìîâ ó÷åòà ìîäóëåé äëÿ íåðàâíîãî äåëåíèÿ � ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ.

x

1
=

1− x

x
; x2 + x− 1 = 0; x =

−1 +
√

5
2

= 0.618.

Åñëè äëèíà èíòåðâàëà h, òî òî÷êó íóæíî âûáðàòü íà ðàññòîÿíèè 0.618 h
îò òî÷êè, â êîòîðîé ìîäóëü ôóíêöèè áîëüøå.
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Ãëàâà 5

Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé è îáðàùåíèå

ìàòðèö

5.1 Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + . . . + a1n xn = y1

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 + . . . + a2n xn = y2

. . .

an1 x1 + an2 x2 + an3 x3 + . . . + ann xn = yn

(5.1)
ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

[a] · [x| = [y|. (5.2)
Çäåñü

[a] =


a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

 ; [x| =


x1

x2

. . .
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; [y| =


y1

y2

. . .
yn

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.3)
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Ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (5.2) � ÷åðåç îáðàòíóþ ìàòðèöó

[a]−1 · [a] = [1] =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 . (5.4)

Ðåøåíèå
[1] · [x| = [x|; [x| = [a|−1 · [y|. (5.5)

5.1.1 Ñïåöèàëüíûå ìàòðèöû

• Äèàãîíàëüíûå N = n:

[D] =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

 ; [D]−1 =


a−1
11 0 . . . 0
0 a−1

22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a−1

nn


(5.6)

• Âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ N = n(n + 1)/2:

[Ut] =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ann

 . (5.7)

• Íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ N = n(n + 1)/2:

[Dt] =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 . (5.8)

• Ñïåöèàëüíàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ N = n(n− 1)/2:

[Us] =


1 a12 · · · a1n

0 1 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

 . (5.9)
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• Ñïåöèàëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ N = n(n− 1)/2:

[Ds] =


1 0 · · · 0

a21 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · 1

 . (5.10)

• Àíòèñèììåòðè÷íàÿ N = n(n− 1)/2:

[A] =


0 a12 · · · a1n

−a12 0 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
−a1n −a2n · · · 0

 . (5.11)

• Ñèììåòðè÷íàÿ N = n(n + 1)/2:

[S] =


a11 a12 · · · a1n

a12 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · ann

 . (5.12)

• Ëåíòî÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ N = 2n− 1:

[L] =


a11 a12 0 · · · 0 0
a12 a22 a23 0 · · · 0
0 a23 a33 a34 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 an−3 n−2 an−1 n−1 an−1 n

0 0 · · · 0 an−1 n ann

 . (5.13)

• Ò¼ïëèöåâà aij = fi−j ; N = n, ñèììåòðè÷íàÿ òåïëèöåâà N = [n/2]+
1:

[T ] =


a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

 ; [Ts] =


a b c b
b a b c
c b a b
b c d a

 (5.14)

5.1.2 Òåîðåìû î ðàçëîæåíèè

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, ñèììåòðè÷íîé, âåðõíåé
òðåóãîëüíîé, íèæíåé òðåóãîëüíîé, ñïåöèàëüíîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé,
ñïåöèàëüíîé íèæíåé òðåóãîëüíîé, òåïëèöåâîé.
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Òåîðåìà 1 Ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà.

Òåîðåìà 2 Ïðîèçâåäåíèå âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà.
Ïðîèçâåäåíèå òåïëèöåâûõ ìàòðèö åñòü òåïëèöåâà ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3 Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå åñòü äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü âåðõíÿÿ òðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü íèæíÿÿ òðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ òåïëèöåâîé ìàòðèöå åñòü òåïëèöåâà ìàòðèöà.

• Ïî ñèììåòðèè �

[M ] = [A] + [S]; Aij =
1
2

(Mij −Mji); Sij =
1
2

(Mij + Mji).

• Òðåóãîëüíûå ìàòðèöû
[M ] = [Dt] · [Us] = [Ds] · [Ut]; [M ] = [Ut1] · [Ds1] = [Us1] · [Dt1].

[M ] = [Ds] · [D] · [Us] = [Us1] · [D1] · [Ds1].

• Ðàçëîæåíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
[S] = [Dt] · [Dt]T = [Ut] · [Ut]T = [Ds] · [D] · [Ds]T = [Us] · [D1] · [Us]T .

5.2 Îáðàùåíèå ìàòðèö

5.2.1 Îáðàùåíèå ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö

• Äèàãîíàëüíàÿ
aii xi = yi; xi = a−1

ii yi.
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• Íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
a11 x1 = y1; a21 x1+a22 x2 = y2; a31 x1+a32 x2+a33 x3 = y3; . . .

x1 = a−1
11 y1; x2 =

y2

a22
− a21 y1

a11 a22
; . . .

• Âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ � òîò æå àëãîðèòì ñ êîíöà:
ann xn = yn; an−1 n xn + an−1 n−1 xn−1 = yn−1; . . .

xn = a−1
nn yn; xn−1 =

yn−1

an−1 n−1
− an−1 n yn

ann an−1 n−1
; . . .

5.3 Ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ

5.3.1 Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà

a11 x1 + a12 x2+ . . . +a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2+ . . . +a2n xn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 x1 + an2 x2+ . . . +ann xn = bn

 (5.15)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì x1

x1 =
1

a11
(b1 − a12 x2 − . . .− a1n xn). (5.16)

Çàòåì, óìíîæàÿ âòîðóþ ñòðîêó íà a11, à ïåðâóþ íà a21 è âû÷èòàÿ,
èñêëþ÷àåì èç âòîðîé ñòðîêè x1:

(a22 a11 − a12 a21)x2 + (a23 a11 − a13 a21)x3 + . . . = (a11 b2 − a21 b1),

è ïðîäåëûâàÿ òî æå ñàìîå ñî ñëåäóþùèìè ñòðîêàìè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
n− 1 óðàâíåíèé ñ n− 1 ïåðåìåííûìè:

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3+ . . . +a

(1)
2n xn = b

(1)
2

a
(1)
32 x2 + a

(1)
33 x3+ . . . +a

(1)
3n xn = b

(1)
3

. . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n2 x2 + a

(1)
n3 x3+ . . . +a

(1)
nn xn = b

(1)
n

 , (5.17)

ãäå
a
(1)
ij = a11 aij − ai1 a1j ; b

(1)
i = a11 bi − ai1 b1. (5.18)
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Òåïåðü âñå ìîæíî ïîâòîðÿòü ñíà÷àëà, èñêëþ÷àÿ óæå x2. Ïîëó÷èëàñü
ðåêóðñèâíàÿ ñõåìà. Èñêëþ÷èâ x1, x2 . . . , xk−1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç n−
k + 1 óðàâíåíèé ñ n− k + 1 ïåðåìåííûìè:

a
(k−1)
kk xk + a

(k−1)
k k+1 xk+1+ . . . +a

(k−1)
kn xn = b

(k−1)
k

a
(k−1)
k+1 k xk + a

(k−1)
k+1 k+1 xk+1+ . . . +a

(k−1)
k+1 n xn = b

(k−1)
k+1

. . . . . . . . . . . . . . .

a
(k−1)
nk xk + a

(k−1)
n k+1 xk+1+ . . . +a

(k−1)
nn xn = b

(k−1)
n

 , (5.19)

ãäå
a
(k)
ij = a

(k−1)
kk a

(k−1)
ij − a

(k−1)
i k a

(k−1)
kj ;

b
(k)
i = a

(k−1)
k k b

(k−1)
i − a

(k−1)
ik b

(k−1)
k ; i, j ≥ k. (5.20)

Ïðè ýòîì

xk =
1

akk
(b(k−1)

k − a
(k−1)
k k+1 xk+1 − . . .− a

(k−1)
kn xn). (5.21)

Â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàâèâ k = 1, ïîëó÷èì ôîðìóëû (5.18) è (5.16).

5.3.2 Êîìïàêòíàÿ ñõåìà èñêëþ÷åíèÿ

Ìàòðèöà (5.15) ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåé äèàãîíàëüíîé

x1 + α12 x2 + α13 x3 + . . . + α1n xn = β1

x2 + α23 x3 + . . . + α2n xn β2

. . . . . . . . . . . .
xn = βn

 (5.22)

è èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ xn, xn−1, . . . , x2, x1.
Êîýôôèöèåíòû α, β, à òàêæå ïðîìåæóòî÷íûå êîýôôèöèåíòû γ îá-

ðàçóþò (n + 1)× n ìàòðèöó:

γ11 α12 α13 . . . α1n β1

γ21 γ22 α23 . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
γn1 γn2 γn3 . . . γnn βn

γi1 = ai1 (i = 1, 2, . . . , n); α1k =
a1k

a11
(k = 2, 3, . . . , n);
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γik = aik −
k−1∑
j=1

γij αjk (i, k = 2, 3, . . . , n; i > k);

αik =
1
γii

aik −
k−1∑
j=1

γij αjk

 (i, k = 2, 3, . . . , n; i < k);

β1 =
b1

a11
; βi =

1
γii

bi −
k−1∑
j=1

γij βj

 (i = 2, 3, . . . , n).

5.4 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

5.4.1 Ñèñòåìà óðàâíåíèé è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

f =
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij xi xj −
n∑

i=1

bi xi;
∂f

∂xi
= 0 (5.23)

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (5.2).
Èòåðàöèîííûé ïîèñê ìèíèìóìà

x
(j+1)
i = x

(j)
i + λ(j) v

(j)
i (i = 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . .) , (5.24)

5.4.2 Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ

x
(j+1)
i = x

(j)
i −λ(j) 1

aii

(
n∑

k=1

aik x
(j)
k − bi

)
(i = 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . .) .

5.4.3 Ìåòîä Çàéäåëÿ

Óæå íàéäåííûå íîâûå êîîðäèíàòû ñðàçó èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ïîñëåäóþùèõ.

x
(j+1)
i = x

(j)
i − 1

aii

(
i−1∑
k=1

aik x
(j+1)
k +

n∑
k=i

aik x
(j)
k − bi

)

(i = 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . .) .

34



5.4.4 Ìåòîä êîîðäèíàòíîé ðåëàêñàöèè

Íà êàæäîì øàãå óíè÷òîæàåòñÿ íàèáîëüøàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
íåâÿçêà f

(j)
i ïóòåì èñïðàâëåíèÿ òîëüêî îäíîãî xi:

x
(j+1)
i = x

(j)
i − f

(j)
i

aii
; f

(j)
i =

n∑
k=1

aik x
(j)
k − bi;

x
(j+1)
k = x

(j)
k k 6= i.

5.4.5 Ïðîåêöèîííûé ìåòîä (àëãîðèòì Êà÷ìàðæà)

Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû∑n
j=1 aijx

j−bi = 0 � ýòî óðàâíåíèå (n−1)
- ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð,
ai1x + ai2y − bi = 0 � óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè
ai1x + ai2y + ai3z − bi = 0 � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.

Ïåðåñå÷åíèå n íå ñîâïàäàþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé è åñòü òî÷êà � ðå-
øåíèå.

Êîýôôèöèåíòû aij ïðîïîðöèîíàëüíû íîðìàëè ê i - é ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè, à∑n

j=1 aijx
j � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè xj íà íîðìàëü.

Àëãîðèòì Êà÷ìàðæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç èñõîäíîé òî÷êè ïðîèçâî-
äèòñÿ ñäâèã ïî íîðìàëè ê îäíîé èç ãèïåðïîâåðõíîñòåé äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ íåé. Çàòåì èç ýòîé òî÷êè � ñäâèã ïî íîðìàëè êî âòîðîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ íåé è ò. ä., ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà æåëàåìàÿ
òî÷íîñòü.

Ñäâèã ïî íîðìàëè ê i - é ãèïåðïîâåðõíîñòè:

x̄j = xj + t aij

Ïàðàìåòð t íóæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû i - å óðàâíåíèå âûïîëíèëîñü
òî÷íî:

n∑
j=1

aij x̄
j =

n∑
j=1

aijx
j + t

n∑
j=1

(aij)2 − bi = 0.

Îòñþäà
t =

bi −
∑n

s=1 aisx
s∑n

s=1(ais)2
,
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ãäå xj � êîîðäèíàòû èñõîäíîé òî÷êè. Òåïåðü, âû÷èñëèâ t, íàõîäèì ñëå-
äóþùóþ òî÷êó. Îíà òî÷íî ëåæèò íà i - é ãèïåðïîâåðõíîñòè, íî íå íà
äðóãèõ:

x̄j = xj +
bi −

∑n
s=1 aisx

s∑n
s=1(ais)2

aij .

Çàòåì èùåì íîâóþ òî÷êó íà ñëåäóþùåé ãèïåðïîâåðõíîñòè è ò.ä.
Àëãîðèòì Êà÷ìàðæà âñåãäà ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ, õîòÿ è ìåäëåííî.

5.5 Îáðàùåíèå ìàòðèö

5.5.1 Ðàçáèåíèå íà êëåòêè

(A(m+k m+k)) =

(
(A(mm)

11 ) (A(mk)
12 )

(A(km)
21 ) (A(kk)

22 )

)
·

(
X

(m)
1

X
(k)
2

)
=

(
B

(m)
1

B
(k)
2

)
.

(A(mm)
11 )X

(m)
1 + (A(mk)

12 ) X
(k)
2 = B

(m)
1 ;

(A(km)
21 )X

(m)
1 + (A(kk)

22 ) X
(k)
2 = B

(k)
2 ;

Óìíîæèâ ïåðâóþ ñèñòåìó ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó A11, âûðàæàåì
ñòîëáåö X1:

X1 = A−1
11 (B1 −A12 X2);

(A)−1 =
(

C11 C12

C21 C22

)
;

C11 = (A11 −A12 A−1
22 A21)−1; C21 = −A−1

22 A21 C11; (5.25)
C22 = (A22 −A21 A−1

11 A12)−1; C12 = −A−1
11 a12 c22.

5.5.2 Ìåòîä îêàéìëåíèÿ

Ïðåäûäóùèé ìåòîä ïðè m = n− 1, k = 1.
Ââåäåì ìàòðèöó a−1

ij , îáðàòíóþ ïîäìàòðèöå ajk ðàçìåðíîñòè (n −
1)× (n− 1) � íà åäèíèöó ìåíüøåé, ÷åì ó ìàòðèöû aij:

n−1∑
j=1

a−1
kj ajl = δkl =

{
1 (k = l)
0 (k 6= l) ; k, l < n.
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Èç äîïîëíèòåëüíîé ñòðîêè ìàòðèöû ani è ñòîëáöà ajn (i, j < n)
îáðàçóåì íîâûå ñòîëáåö è ñòðîêó

ck =
n−1∑
j=1

a−1
kj ajn; dk =

n−1∑
j=1

anj a−1
jk ; D = ann−

n−1∑
j=1

ank ck = ann−
n−1∑
k=1

dk akn.

Òîãäà ýëåìåíòû îáðàòíîé n×n ìàòðèöû âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû îá-
ðàòíîé (n−1)×(n−1) ìàòðèöû è äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû ain, ann, anj :

ã−1
si = a−1

si +
cs di

D
; ã−1

sn = −cs

D
; ã−1

ns = −ds

D
; ã−1

nn =
1
D

. (5.26)

Ýòîò ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü ðåêóðñèâíî. Îáðàòèì ìàòðèöó 2× 2(
a11 a12

a21 a22

)
.

a−1
11 =

1
a11

; c1 =
a12

a11
; d1 =

a21

a11
; D = a22 −

a21 a12

a11
.

Òåïåðü ïî ôîðìóëàì (5.26) âû÷èñëèì îáðàòíóþ ìàòðèöó

ã−1
11 = a−1

11 +
c1 d1

D
=

1
a11

+
a12 a21

a2
11(a22 − a21 a12

a11
)

=
a22

a11 a22 − a21 a12
.

ã−1
12 = −c1

D
=

−a12

a11 a22 − a21 a12
; ã−1

21 = −d1

D
=

−a21

a11 a22 − a21 a12
;

ã−1
22 =

1
D

=
a11

a11 a22 − a21 a12
.

Åñëè òåïåðü ýòà ìàòðèöà 2×2 ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû 3×3,
òî òåïåðü, èìåÿ îáðàòíóþ 2× 2 ìàòðèöó, ïî òîìó æå àëãîðèòìó ìîæíî
âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó 3× 3 è ò. ä.
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Ãëàâà 6

Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ðåøåíèÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n
ïåðåìåííûìè:

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0;
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0;

· · ·
f3(x1, x2, . . . , xn) = 0;

 (6.1)

6.1 Ñèìïëåêñû

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â ìåòîäàõ ñêàíèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñäâèã
êîîðäèíàòû íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ãðàôè÷åñêè � íà îòðåçîê ïðÿìîé,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ñèìïëåêñîì. Â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ðîëü ñäâèãîâ ïî îòðåçêàì èãðàåò ñèìïëåêñíûé ñäâèã.

Ñèìïëåêñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè n+1
òî÷åê.

• Íóëüìåðíûé ñèìïëåêñ � îäíà òî÷êàþ
• Îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ � îòðåçîê, ñòðîèòñÿ íà äâóõ òî÷êàõ.
• Òðåõìåðíûé ñèìïëåêñ � òðåóãîëüíèê, ñòðîèòñÿ íà òðåõ òî÷êàõ.
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• ×åòûðåõìåðíûé ñèìïëåêñ � òåòðàýäð, ñòðîèòñÿ íà ÷åòûðåõ òî÷-
êàõ.

Öåíòð òÿæåñòè n− 1 - ìåðíîãî ñèìïëåêñà

rc =
1
n

∑
ri; xi

c =
1
n

(xi
1 + xi

2 + . . . + xi
n). (6.2)

Èíâåðòèðîâàíèå n - ìåðíîãî ñèìïëåêñà â n + 1 - é âåðøèíå:

r̄n+1 = rc−(rn+1−rc) = 2 rc−rn+1; x̄i
n+1 =

2
n

(xi
1+xi

2+. . .+xi
n)−xi

n+1.

(6.3)
Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èíâåðòèðîâàíèå âåðøèíû x1:

x̄1 =
2
1

(x2)− x1 = x2 + (x2 − x1)

ñäâèã çà x2 íà øàã (x2 − x1).
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èíâåðòèðîâàíèå

r̄3 = r1 + r2 − r3.

Â òðåõìåðíîì
r̄4 =

2
3

(r1 + r2 + r3)− r4.

6.1.1 Ñèìïëåêñíîå ñêàíèðîâàíèå

Â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûáèðàåòñÿ n + 1 òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè
rj , j = 0, 1, 2, . . . , n, â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèå èñ-
ñëåäóåìûõ n ôóíêöèé f i(rj) ≡ fij � âñåãî ïîëó÷àåòñÿ n (n+1) âåëè÷èí.
Åñëè ðàçìåðû ñèìïëåêñà äîñòàòî÷íî ìàëû, âíóòðè åãî ôóíêöèè ìîæíî
ïîëàãàòü ëèíåéíûìè è ïîèñê ðåøåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü ëèíåéíûìè
ìåòîäàìè.

Â ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + . . . + a1n xn = y1

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 + . . . + a2n xn = y2

. . .

an1 x1 + an2 x2 + an3 x3 + . . . + ann xn = yn

(6.4)
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n (n + 1) êîýôôèöèåíòîâ (aij , yi) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç òàêîå æå êî-
ëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé fij = f i(rj), ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé
(6.4) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó

n∑
j=0

gj (rj − r̄) = 0, (6.5)

ãäå r̄ � ýòî è åñòü èñêîìàÿ òî÷êà, â êîòîðîé âñå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â
íóëü, à gj � íåïðèâåäåííûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå êàê
äåòåðìèíàíòû ìàòðèö

g0 = det


f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n

· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn2 · · · fnn

 ; (6.6)

g1 = −det


f10 f12 · · · f1n

f20 f22 · · · f2n

· · · · · · · · · · · ·
fn0 fn2 · · · fnn

 ; g2 = −det


f11 f10 · · · f1n

f21 f20 · · · f2n

· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn0 · · · fnn

 ;

gk = −det


f11 · · · f1 k−1 f10 · · · f1n

f21 · · · f2 k−1 f10 · · · f2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
fn1 · · · fn k−1 f10 · · · fnn

 ,

� çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â íóëåâîé òî÷êå ñòîÿò íà ìåñòå k - ãî ñòîëáöà. Çíàê
ïåðåä êàæäûì gk, êðîìå íóëåâîãî, � îòðèöàòåëüíûé.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
n∑

j=0

gj rj = g r̄; g =
n∑

j=0

gj

è ðåøèòü, ðàçäåëèâ íà ñóììàðíûé âåñ g, ââåäÿ ïðèâåäåííûå âåñà èëè
ïðîñòî âåñà:

r̄ =
n∑

j=0

λj rj ; λj =
gj

g
;

n∑
j=0

λj = 1. (6.7)

Åñëè ðàçìåðû ñèìïëåêñà ïðèåìëåìî ìàëû è òî÷êà r̄ ëåæèò âíóòðè
ñèìïëåêñà, òî åå ìîæíî ïðèíÿòü çà ðåøåíèå.

Òî÷êà r̄ ëåæèò âíóòðè ñèìïëåêñà, åñëè âñå âåñà λj ïîëîæè-
òåëüíû.
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Òðåõìåðíûé ïðèìåð

g1 = −det

 f10 f12 f13

f20 f22 f23

f30 f32 f33

 ; g2 = −det

 f11 f10 f13

f21 f20 f23

f31 f30 f33

 ;

g3 = −det

 f11 f12 f10

f21 f22 f20

f31 f32 f30

 ; g0 = det

 f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 ;

6.2 Ìåòîä ñåêóùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (6.5) ìåòîä ñåêóùèõ äëÿ îäíîìåðíîé çàäà-
÷è ìîæíî ïåðåíåñòè íà ìíîãîìåðíóþ.

• Âûáèðàåòñÿ n + 1 íà÷àëüíûõ òî÷åê è â íèõ âû÷èñëÿåòñÿ n (n + 1)
÷èñåë fij .

• Âû÷èñëÿåòñÿ n + 1 âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ è ïî ôîðìóëå (6.7)
íàõîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà rn+1.

• Îòáðàñûâàåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé âåñ λj ìèíèìàëüíûé. (Åñëè âñå
âåñà λi ïîëîæèòåëüíû, òî èñêîìàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè ñèì-
ïëåêñà).

• Íà îñòàâøèõñÿ n + 1 òî÷êàõ ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê íîâîãî êàíäè-
äàòà íà òî÷êó ðåøåíèÿ. Êðèòåðèé îñòàíîâêè � çàäàííàÿ ìàëîñòü
îòëè÷èÿ ôóíêöèé îò íóëÿ.

6.3 Ìåòîä êâàçèêàñàòåëüíûõ

Âûáèðàåòñÿ îäíà íà÷àëüíàÿ òî÷êà r0, â íåé âû÷èñëÿåòñÿ n çíà÷åíèé
ôóíêöèé fi0. Îò íåå äåëàþòñÿ çàðàíåå îïðåäåëåííûå øàãè ïî êîîðäè-
íàòàì xi

j = xi
0 + hi δi

j è â ýòèõ òî÷êàõ âû÷èñëÿåòñÿ åùå n2 çíà÷åíèé
fij .
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Çàòåì ïî ôîðìóëàì (6.5) èùåòñÿ íîâàÿ òî÷êà. Åñëè îíà íå óäîâëå-
òâîðÿåò êðèòåðèþ çàâåðøåíèÿ, îò íåå îïÿòü äåëàåòñÿ n øàãîâ, ìîæåò
áûòü, óìåíüøåííûõ è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ îò íîâîé òî÷êè.

Îòëè÷èå îò ìåòîäà �ñåêóùèõ� � ñèìïëåêñ ñ âåðøèíîé â çàäàííîé òî÷-
êå ïðîãíîçèðóåì çàðàíåå, íî âû÷èñëÿòü ïðèõîäèòñÿ áîëüøå çíà÷åíèé.

6.4 �Äèõîòîìèÿ�

Òî÷êà r̄ ëåæèò âíóòðè ñèìïëåêñà, åñëè âñå âåñà λj ïîëîæèòåëüíû.
Åñëè òàêîé ñèìïëåêñ íàéäåí, äàëåå íóæíî èñêàòü òî÷êó ðåøåíèÿ âíóòðè
íåãî. Âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè � ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì âåñàìè λ è
âìåñòî òî÷êè ñ íàèìåíüøèì âåñîì áåðåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ñåðåäèíå
ýòîé ñòîðîíû. Èùåòñÿ íîâûé íàáîð λj è ò. ä., ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà
íóæíàÿ òî÷íîñòü.
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Ãëàâà 7

Èíòåãðèðîâàíèå è

äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ

7.1 Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

Ïóñòü y = y(x) � ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî x. Ðàâíîîò-
ñòîÿùèå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà

xk = x0 + k4x (k = 0,±1,±2, . . . ; 4x = h > 0).

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè

yk = y(xk) = y(x0 + k4x)

îïðåäåëÿþò íèñõîäÿùèå ðàçíîñòè (äëÿ èíòåðïîëÿöèè âïåðåä)

4yk = yk+1 − yk;

42 yk = 4yk+1 −4yk = yk+2 − 2 yk+1 + yk;

. . . . . .
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4r yk = 4r−1yk+1 −4r−1yk =
r∑

j=0

(−1)j r!
j! (r − j)!

yk+r−j (7.1)

è âîñõîäÿùèå ðàçíîñòè ( äëÿ èíòåðïîëÿöèè íàçàä)

∇yk = yk − yk−1 = 4yk−1;

∇ryk = ∇r−1yk −∇r−1yk−1 = 4ryk−r.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðàçíîñòè.
Öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè

δyk = yk+1/2 − yk−1/2;

δryk = δr−1yk+1/2 − δr−1yk−1/2. (7.2)
Íàïðèìåð,

δ2yk = yk+1 − 2 yk + yk−1.

7.1.1 Ñäâèã ôóíêöèè

Ôóíêöèþ, ñäâèíóòóþ ïî àðãóìåíòó, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàçíîñòè.
Íèñõîäÿùèå

yk+1 = yk + ∆yk;

yk+2 = yk + 2 ∆yk + ∆2yk;

yk+3 = yk + 3 ∆yk + 3 ∆2yk + ∆3yk;

yk+m = yk + m ∆yk +
m∑

j=2

m!
j! (m− j)!

∆jyk.

Âîñõîäÿùèå

yk−m = yk −m∇yk −
m∑

j=2

m!
j! (m− j)!

∇jyk.

Ýòî áûâàåò íóæíî ïðè àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ðàçíîñòíûìè.
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7.2 Èíòåãðèðîâàíèå

7.2.1 Ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Íüþòîíà � Êîòåñà îñíîâàíû íà àïïðîêñè-
ìàöèè

x0+n4x∫
x0

y(x) dx ≈ a0y0 + a1y1 + a2y2 + . . . + anyn,

ãäå

ak =
(−1)n−k4x

k!(n− k)!

n∫
0

λ(λ− 1)(λ− 2) . . . (λ− n)
(λ− k)

d λ. (7.3)

n Ïðàâèëî I ′ ≈
x0+n4x∫

x0

y(x) dx = I I − I ′ (x0 < ξ < x0 + n4x)

1 Òðàïåöèé 4x
2 (y0 + y1) − 1

124x3y′′(ξ)
2 Ñèìïñîíà 4x

3 (y0 + 4 y1 + y2) − 1
904x5 y(4)(ξ)

6 Óýääëÿ 414x
140 (y0 + 5 y1 + y2+ −4x7

1400 (10y(6)(ξ) + 94x2 y(8)(ξ′)
6y3 + y4 + 5y5 + y6)

7.2.2 Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà è ×åáûøåâà

Èíòåãðàë
b∫

a

y(x)dx =

1∫
−1

η(ξ) dξ

ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

x =
b− a

2
ξ +

a + b

2
, η(ξ) =

b− a

2
y(x).

Åñëè y(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n, òî è η(ξ) ïîëèíîì òîé æå ñòåïåíè.
Åñëè η(ξ) = A + B ξ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî êîýôôèöèåíòîì A:
1∫

−1

(A + Bξ)d ξ = 2A = 2 η(0).
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Îòñþäà äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè
b∫

a

y(x) dx = (b− a) y(
a + b

2
). (7.4)

Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîëèíîìà
1∫

−1

(A + Bξ + Cξ2)d ξ = 2(A +
C

3
) = 2(η(− 1√

3
) + η(

1√
3
)).

Îáùàÿ n - òî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà:
1∫

−1

η(ξ) dξ ≈
n∑

k=1

akη(ξk). (7.5)

n ξk ak n ξk ak

2 ±0.577350 1 4 ±0.339981 0.652145
±0.861136 0.347855

3 0 8/9 5 0 0.568889
±0774597 5/9 ±0.538469 0.478629

±0.906180 0.236927
Îíà â òî÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîëèíîìà ñòåïåíè 2n− 1.

7.2.3 Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

m

k

π/4 ≈ m
m+k ,

ãäåm � ÷èñëî ñëó÷àéíî âûáðîøåííûõ òî÷åê, ïîïàâøèõ âíóòðü îêðóæ-
íîñòè (èëè äðóãîé ôèãóðû), à k � ÷èñëî íå ïîïàâøèõ.
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7.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

1. Îäíîøàãîâûå ìåòîäû
2. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

7.3.1 Îäíîøàãîâûå ìåòîäû

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

y′ = f(x, y), (7.6)
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0.

Âûáåðåì ôèêñèðîâàííîå ïðèðàùåíèå ∆x = h íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé x è îáîçíà÷èì

x0+k h ≡ xk, y(xk) = y(x0+k h) ≡ yk; f(xk, yk) ≡ fk; (k = 0, ±1, ±2, . . .)

Ïðîñòîé ìåòîä Ýéëåðà:

yk+1 = yk + fk ∆x (7.7)

Óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà:

yk+1 = yk + f

(
xk +

∆x

2
, yk + fk

∆x

2

)
∆x (7.8)

Äðóãîé óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà:

yk+1 = yk +
1
2

(fk + f(xk+1, yk + fk ∆x)) ∆x (7.9)

7.3.2 Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà

Ñõåìà ïðåäèêòîð � êîððåêòîð.

47



Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 2-ãî ïîðÿäêà

Ïðåäèêòîð:
k1 = f(xj , yj) ∆x

k2 = f(xj+1, yj + k1) ∆x

Êîððåêòîð:
yj+1 = yj +

1
2
(k1 + k2), (7.10)

Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà

Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ñëåäóþùåé ïî x òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèåì

yj+1 = yj +
1
6
(k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4), (7.11)

ãäå
k1 = fj ∆x = f(xj , yj)∆x

k2 = f

(
xj +

∆x

2
, yj +

k1

2

)
∆x,

k3 = f

(
xj +

∆x

2
, yj +

k2

2

)
∆x,

k4 = f(xj+1, yj + k3) ∆x.

7.3.3 Ðàçíîñòíûå ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Îíè ñòðîÿòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè

yk+1 = yk +

xk+1∫
xk

f(x, y) dx = yk−1 +

xk+1∫
xk−1

f(x, y) dx, (7.12)

ãäå f(x, y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì ïî òðåì �
ïÿòè òî÷êàì fi = f(xi, yi).
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Ìåòîä Ìèëíà ïðåäñêàçàíèå � óòî÷íåíèå
Ñíà÷àëà ïðèìåíÿþò �ïðåäñêàçûâàþùóþ� ôîðìóëó

yk+1 = yk−2 +
4
3
(2 fk − fk−1 + 2 fk−2)∆x (7.13)

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ fk+1, çàòåì âû÷èñëÿþò yk+1 ïî
ôîðìóëå óòî÷íåíèÿ

yk+1 = yk−1 +
1
3
(fk+1 + 3 fk + fk−1)∆x. (7.14)

Çàòåì k + 1-ÿ òî÷êà ïðèíèìàåòñÿ k-é è ò.ä. è ðàñ÷åò ïîâòîðÿåòñÿ:
ñíà÷àëà èäåò ïðåäñêàçàíèå ïî ôîðìóëå (7.13), à çàòåì óòî÷íåíèå ïî
ôîðìóëå (7.14).

Äëÿ íà÷àëà âû÷èñëåíèé íóæíî íàéòè y−1, y1, y2. Èõ ìîæíî ïîñòðî-
èòü ìåòîäîì Ýéëåðà.

7.4 Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà n èñêî-
ìûõ ôóíêöèé yi(x):

(yi)′ = f i(x, y1, y2, . . .); i = 1, . . . , n. (7.15)

7.4.1 Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà

Ñõåìà Ðóíãå-Êóòòà òàêàÿ æå, êàê è äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé, òîëüêî
ó ïåðåìåííûõ ïîÿâëÿåòñÿ èíäåêñ (èíäåêñ ââåðõó � íîìåð ïåðåìåííîé,
èíäåêñ âíèçó � íîìåð øàãà). ×åòûðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà Ðóíãå - Êóòòà:

yi
k+1 = yi

k +
1
6
(ki

1 + 2 ki
2 + 2 ki

3 + ki
4), (7.16)

ãäå
ki
1 = f i

k ∆x = f(xk, y1
k, y2

k, . . .)∆x

ki
2 = f i

(
xk +

∆x

2
, y1

k +
k1
1

2
, y2

k +
k2
1

2
, . . .

)
∆x,

ki
3 = f i

(
xk +

∆x

2
, y1

k +
k1
2

2
, y2

k +
k2
2

2
. . . .

)
∆x,

ki
4 = f i(xk+1, y

1
k + k1

3, y
2
k + k2

3, . . .)∆x.
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7.5 Ä.ó. âûñøèõ ïîðÿäêîâ

y′′ = f(x, y, y′) (7.17)
ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y(x0) = y0; y′(x0) = y′0

7.5.1 Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà

Âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî îáû÷íîé ñõåìå ÐÊ äëÿ ïðîèçâîäíîé
è èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ ñàìîé ôóíêöèè:

yk+1 = yk + y′k ∆x +
1
6
(k1 + k2 + k3) ∆x

y′k+1 = y′k +
1
6
(k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4), (7.18)

ãäå
k1 = f(xk, yk, y′k)∆x,

k2 = f

(
xk +

∆x

2
, yk + y′k

∆x

2
, y′k +

k1

2

)
∆x,

k3 = f

(
xk +

∆x

2
, yk + y′k

∆x

2
+

k1

4
∆x, y′k +

k2

2

)
∆x,

k4 = f

(
xk+1, yk + y′k ∆x +

k2

2
, y′k + k3

)
∆x,
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Ãëàâà 8

Ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà

Ïîèñê ýêñòðåìóìà � ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà âñåãäà ìîæåò áûòü
ñâåäåí ê ïîèñêó ìèíèìóìà: åñëè èñõîäíî íóæåí ìàêñèìóì, ñìåíà çíàêà
ôóíêöèè ïðèâîäèò çàäà÷ó ê ïîèñêó ìèíèìóìà.

Ìèíèìóìîâ ìîæåò áûòü ìíîãî. Ìèíèìóì, â êîòîðîì ôóíêöèÿ èìååò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ ìèíèìóìîâ, íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì
ìèíèìóìîì. Âñå îñòàëüíûå íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè.

Ñòðàòåãèÿ:
• Íàõîæäåíèå îáëàñòè ýêñòðåìóìà.
• Íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà âíóòðè ëîêàëèçîâàííîé îáëàñòè. Óìåíü-
øåíèå îáëàñòè ïîèñêà.

• Óìåíüøåíèå øàãà ïîèñêà.

8.1 Îäíîìåðíûå çàäà÷è

Ñîâåðøàåòñÿ îáõîä îáëàñòè ñ ïîñòîÿííûì øàãîì è èçó÷àåòñÿ ïîâå-
äåíèå ôóíêöèè

8.1.1 Ìåòîä ñå÷åíèé

• Äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì
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• Äåëåíèå çîëîòûì ñå÷åíèåì

8.1.2 Ìåòîä êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè

Â òðåõ òî÷êàõ: x1, x2, x3 âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y1, y2, y3

è ïî ýòèì òðåì òî÷êàì ñòðîèòñÿ ïàðàáîëà (ìåòîäîì Ëàãðàíæà):

y(x) = y1
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+y2

(x− x1)(x− x3)
(x2 − x1)(x2 − x3)

+y3
(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
.

Åå ýêñòðåìóì
d y(x)
d x

= y1
(2 x− x2 − x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+y2

(2 x− x1 − x3)
(x2 − x1)(x2 − x3)

+y3
(2 x− x1 − x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
= 0

îïðåäåëÿåò íîâóþ òî÷êó

x4 =
x2

1(y2 − y3) + x2
2(y3 − y1) + x2

3(y1 − y2)
2 (x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1) + x3 (y1 − y2))

Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì âû÷èñëÿòü ýòó òî÷êó, íóæíî âû÷èñëèòü çíàìåíà-
òåëü:

• Åñëè îí ïîëîæèòåëåí � â òî÷êå x4 ìèíèìóì ïàðàáîëû (íî íå îáÿ-
çàòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè).

• Åñëè îí îòðèöàòåëåí � â òî÷êå x4 ìàêñèìóì ïàðàáîëû (íî íå îáÿ-
çàòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè).

• Åñëè îí ðàâåí íóëþ � òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Çàòåì îòáðàñûâàåòñÿ òî÷êà, íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò x4 è íà îñòàâ-

øèõñÿ òðåõ òî÷êàõ àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ.

8.2 Ìíîãîìåðíûå ýêñòðåìóìû

Ïîèñê ýêñòðåìóìà èìååò ñòðàòåãèþ:
• Ïîèñê îáëàñòè ýêñòðåìóìà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � øàãè â íàïðàâ-
ëåíèè óáûâàíèÿ ôóíêöèè, ïîêà îíà íå ñòàíåò âîçðàñòàòü. Çàòåì
ìîæíî óìåíüøèòü øàã.

• Ïîèñê â íàéäåííîé îáëàñòè
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8.2.1 Ñèìïëåêñíûé ïîèñê

Â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñâå âûáèðàåòñÿ n + 1 íà÷àëüíûõ òî÷åê, â êî-
òîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, è êîîðäèíàòû
òî÷êè, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè ìàêñèìàëüíî (äàëüøå âñåãî îò ìè-
íèìóìà) èíâåðòèðóþòñÿ ïî ôîðìóëå (6.3).

Â ýòîé òî÷êå òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè, è åñëè îíî îïÿòü
îêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, òî ìèíèìóì íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè, ñî-
ñòàâëåííîé èç èñõîäíîãî è èíâåðòèðóåìîãî ñèìïëåêñîâ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî èíâåðòèðîâàòü ñèìïëåêñ â âåðøèíå ñ
ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
âñå âðåìÿ óìåíüøàåòñÿ.

8.2.2 Ïîèñê íà êóáè÷åñêîé ðåøåòêå

Áîëåå ïðîñòàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåíîñà îäíîìåðíîãî ïîèñêà íà ìíîãîìåð-
íûé � ðàçáèåíèå îáëàñòè n - ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà n - ìåðíûå êóáû
� ïîñòðîåíèå n - ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè: äåëåíèå ïî êàæäîé ïåðå-
ìåííîé íà ðàâíûå ïðîìåæóòêè.

Îäíàêî n - ìåðíûé êóá èìååò 2n âåðøèí, â îòëè÷èå îò n -ìåðíîãî
ñèìïëåêñà, èìåþùåãî n + 1 âåðøèíó, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ïðèâîäèò ê
áîëüøîìó îáúåìó âû÷èñëåíèé. Íàïèìåð, ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 10-
è ïàðàìåòðîâ íóæíî âû÷èñëèòü 11 çíà÷åíèé äëÿ èñõîäíîãî ñèìïëåêñà
è 210 = 1024 çíà÷åíèÿ äëÿ èñõîäíîãî êóáà. Ïðè èíâåðòèðîâàíèè ñèì-
ïëåêñà íóæíî âû÷èñëèòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå çíà÷åíèå, à ó êóáà 2n−1

íîâûõ çíà÷åíèé. (Ïðè n = 10 èõ 512).

8.2.3 Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Èç íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè x0
1, x0

2, . . . , x0
n èùåò-

ñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé x1 ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ x0

2, . . . , x0
n, çàòåì óæå ïðè íîâîì çíà÷åíèè x1 è ôèêñèðîâàííûõ

x0
3, . . . , x0

n èùåòñÿ îäíîìåðíûé ìèíèìóì ïî x2 è ò.ä.
Ìåòîä óíèâåðñàëåí, îäíàêî ó÷åò ñïåöèôèêè çàäà÷è ìîæåò ïîçâîëèòü

ìåíÿòü íå îäíó, à ñðàçó íåñêîëüêî êîîðäèíàò äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà
ìèíèìèçàöèè.
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8.2.4 Ãðàäèåíòíûé ìåòîä

Îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî ïåðåìåííîé t ïðè èç-
ìåíåíèè êîîðäèíàò ∆xi = t ni, ãäå âåêòîð ni îïðåäåëÿåòñÿ "ðàçíîñòíûì
ãðàäèåíòîì":

ni = −ai f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)
hi

; i = 1, . . . , n.

Êîíñòàíòû hi, ai îïðåäåëÿþòñÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ñîãëàñóÿñü
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïåðåìåííûõ xi. Ìîæíî ñîâåðøèòü íåñêîëüêî øàãîâ ñ
îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ni äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà ïî t. Ïîñëå ýòîãî
âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ni.

Ýòîò ìåòîä áîëå ïðîçðà÷åí, êîãäà ïåðåìåííûå xi ïðèâåäåíû ê áåç-
ðàçìåðíîìó âèäó è ìàñøòàá èõ âûáðàí òàê, ÷òî âëèÿíèå èõ èçìåíåíèé
íà èçìåíåíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâî.

8.2.5 Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

Ýòîò ìåòîä àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ni âû-
÷èñëÿþòñÿ çàíîâî ïîñëå êàæäîãî øàãà ïî t.

8.2.6 Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà

Ìåòîä ðàçðàáîòàí â 1961 ãîäó. Ïîèñê ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
øàãîâ âîêðóã áàçèñíîé òî÷êè è çàòåì � ïîèñê ïî îáðàçöó.

• Âûáîð íà÷àëüíîé áàçèñíîé òî÷êè r0 = (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 ) è øàãà ïî

êàæäîé ïåðåìåííîé hi.
• Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè è ïîñëå ïðèðàùåíèÿ ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé ïî î÷åðåäè íà øàã hi:

f0 = f(r0); fi = f(x1
0, x

2
0, . . . , x

i
0 + hi, . . . , xn

0 ); i = 1, . . . , n.

• Åñëè ñäâèã ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ, òî øàã ìåíÿåòñÿ íà
îáðàòíûé:

if(fi > f0)hi = −hi, fi = f(x1
0, x

2
0, . . . , x

i
0 + hi, . . . , xn

0 ).
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• Åñëè è ïîñëå ýòîãî fi > f0, òî ïîëàãàåòñÿ hi = 0.

Òàêèì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð ñäâèãà h = (h1, h2, . . . , hn), ãäå
íåêîòîðûå øàãè ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëåâûìè, à íåêîòîðûå � ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ïî çíàêó ïåðâîíà÷àëüíûì. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ïðîöåäóðà
ñäâèãà ïî îáðàçöó

• Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(r1) â òî÷êå r1 = r0 + h.

• Åñëè f(r1) < f(r0), òî ôîðìèðóåòñÿ íîâûé âåêòîð êîîðäèíàò

r2 = r1 + h. (8.1)

Òàêèå øàãè ïîâòîðÿþòñÿ, ïîêà ôóíêöèÿ íå ïåðåñòàíåò óìåíüøàòü-
ñÿ. Òîãäà ïðåäïîñëåäíÿÿ òî÷êà âíîâü ïðèíèìàåòñÿ çà áàçèñíóþ,
èñõîäíûå øàãè óìåíüøàþòñÿ â äâà ðàçà è âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿ-
åòñÿ.

• Åñëè øàãè ñòàëè ìåíüøèìè, ÷åì óñòàíîâëåííàÿ òî÷íîñòü, ïðîöåññ
ïðåêðàùàåòñÿ.

8.2.7 Ìåòîä êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè

Âûáèðàåòñÿ (n + 1)(n + 2)/2 òî÷åê è ÷åðåç íèõ ïðîâîäèòñÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ïîâåðçíîñòü, ó êîòîðîé è èùåòñÿ ìèíèìóì.

Åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òðè òî÷êè äëÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìà-
öèè ìîæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî, òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
ëó÷øå ýòîò âûáîð óïîðÿäî÷èòü.
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Äâóìåðíàÿ çàäà÷à

Íà÷íåì ñ äâóìåðíîé çàäà÷è, ãäå íóæíî âûáðàòü øåñòü òî÷åê äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè. Åñëè êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé
òî÷êè âûáåðåì çà (0, 0), îñòàëüíûå ïÿòü òî÷åê âûáèðàåì ñäâèãîì îò íåå
íà îäèí èëè äâà ïîñòîÿííûõ øàãà hx, hy:

r02 = (0, 2 hy);
r01 = (0, hy); r11 = (hx, hy);
r00 = (0, 0); r10 = (hx, 0); r20 = (2 hx, 0).

(8.2)

Â ýòèõ òî÷êàõ íàõîäèì çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè f00, . . . , f02.
Òåïåðü ñòðîèì êâàäðàòè÷íóþ äâóìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ

F (r) = a11x
2 + 2 a12 x y + a22 y2 − 2 a1 x− 2 a2 y + a0 (8.3)

è øåñòü êîýôôèöèåíòîâ a0, ai, aij íàõîäÿòñÿ èç øåñòè ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé F (ri) = fi:

a0 = f00; a1 =
3 f00 − 4 f10 + f20

4 h1
; a2 =

3 f00 − 4 f01 + f02

4 h2
;

a11 =
f00 − 2f10 + f20

2 h2
1

; a12 =
f00 − f10 − f01 + f11

2 h1 h2
; a22 =

f00 − 2f01 + f02

2 h2
2

.

(8.4)
Òåïåðü èùåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè F :

∂F

∂x
= 2(a11x + a12y − a1) = 0;

∂F

∂y
= 2(a12x + a22 y − a2) = 0.

Èç ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìà àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ôóíêöèè F (íî íå f).

Òåïåðü íóæíî óìåíüøèòü øàãè h1 h2 è ïîâòîðèòü àëãîðèòì â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ìèíèìóìà x0, y0.
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Òðåõìåðíàÿ çàäà÷à

Â òðåõìåðíîé çàäà÷å òî÷êè (8.2) ïîëó÷àò åùå òðåòüþ êîîðäèíàòó
z = 0 è ê íèì äîáàâÿòñÿ åùå òî÷êè ñî ñìåùåíèåì ïî z íà îäèí èëè äâà
øàãà hz:

r001 = (0, 0, hz) r101 = (hx, 0, hz)
r011 = (0, hy, hz)
r002 = (0, 0, 2 hz)

Ïî çíà÷åíèÿì ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ íàõîäÿòñÿ
êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè F . Ê êîýôôèöèåíòàì (8.4) äî-
áàâÿòñÿ êîýôôèöèåíòû

a3 =
3 f000 − 4 f001 + f002

4 h3
; a33 =

f000 − 2f001 + f002

2 h2
3

;

a13 =
f000 − f100 − f001 + f101

2 h1 h3
; a23 =

f000 − f010 − f001 + f011

2 h2 h3
,

ïîñëå ÷åãî ñäâèã ïî x, y, z íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11∆x + a12∆y + a13∆z = a1;

a12∆x + a22∆y + a23∆z = a2;

a13∆x + a23∆y + a33∆z = a3.

Àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ è óðàâíåíèé ïðè
óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè.
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Ìíîãîìåðíàÿ çàäà÷à

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè n ïåðåìåííûõ âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ,
êîòîðûå ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü íà äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé çàäà÷å.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â èñõîäíîé òî÷êå
îáîçíà÷àåòñÿ

f0 = f(x1, x2, . . . , xn).

Â òî÷êå, ñäâèíóòîé íà îäèí øàã ïî îäíîé i-é ïåðåìåííîé:
fi = f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn).

Â òî÷êå, ñäâèíóòîé íà îäèí øàã ïî äâóì ðàçíûì ïåðåìåííûì:
fij = f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xj + hj , . . . , xn); i ≤ j,

ïðè÷åì ïðè i = j ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå, ñäâèíóòîé íà äâà øàãà
ïî îäíîé ïåðåìåííîé:

fii = f(x1, . . . , xi + 2 hi, . . . , xn).

• Ñòðîèòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà aij :
aij = f0 − fi − fj + fij , i, j ≤ n. (8.5)

• Íàõîäÿòñÿ n êîýôôèöèåíòîâ bi ïî ôîðìóëå

bi =
3 f0 − 4 fi + fii

2
. (8.6)

• Ðåøàåòñÿ ñèòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n∑

j=1

aij∆j = bi. (8.7)

• Òî÷êà ýêñòðåìóìà êâàäðàòè÷íî àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè (íî-
âàÿ òî÷êà ïîèñêà) èìååò êîîðäèíàòû

x̄i = xi + hi ∆i.

Íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìû íàøëè ìèíèìóì, à íå ìàêñèìóì: f(x̄) <
f0.

• Åñëè hi ∆i < ∆̄i � çàäàííûõ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé, èëè
∆i < δi � çàäàííûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé, òî ïîèñê ìè-
íèìóìà ïðåêðàùàåòñÿ, èíà÷å ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñíà÷àëà, ìîæåò
áûòü, ñ èçìåíåííûìè (óìåíüøåííûìè) øàãàìè.
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