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{A > 0} ⇔ {
��� ������� ������ ������ A ������������} ,

{A ≥ 0} ⇔ {
��� ������ ������ A �������������} .

3 �����6�� E
2�
� 
���2�6
2 2�6
GC
(

0 0
0 −1

)

.
� ��� 6
 F����

�9B 2��
�Q ��� � ��6�
9B ���C�� F����9�� 3��C�� F����9� 2��
9

���9 0, � F����94 2��
Q �� ����R�4�� ���C�2Q 
���� (−1)� 1��2
��
���2Q E� ��22� 7�0 ������ 2�6
G� �� �����6�� ���6
G�6��K�� �E
��
�������4� �6�6 E
2�
 E����9���6Q �6� ���6
G�6��K���6K ���B ���C�B
F����9B 2��
�� ��� �� ����E�����6 ���6
G�6��K��4 �E
���������6
2�6
G9�

��6
G� A ���9���6�� ����������� ������������ ����6�� �������
�������� �������������Q ��� �����6�� E����6��K�� �E
��������4 �����6�� ���6
G�6��K�� �E
��������4� 2�6
G� (−A)���6
G� A ���9���6�
�� �������������� ��������������� �� ��
� � ��
����������������Q
��� ��� �� �����6�� � ���6
G�6��K�� �E
��������4Q � ��E�����
6��K�� �E
��������4�

��������	� �� 0� 39���6� � ��229 7�0 �� �����F ��� �6
G�6��K�
�� �E
�������9B  ��E����6��K�� �E
�������9B 2�6
G� 7� ��E��K�C�
E���6� F�����F� 2��
�Q �P�
2C�
C46�  �����6� �
6�
4 ���E
��
��������6 �22�6
���4 ��4�6�6��K��4 2�6
G9�

��������	� ��8P�
2C�
C46� C����� �� a, b, c, ����B��29�  ���
�6�6���9� ��� 6�F�Q �6��9 ��4�6�6��K��� 2�6
G�

(

a b
b c

) �9�� ���6�


�




G�6��K�� �E
��������4 �E����6��K�� �E
��������4Q �6
G�6��K��
�E
��������4Q ��E����6��K�� �E
��������4Q ���E
��������4��

3 6��
 �E
�������9B 2�6
G  ����
�6��9B P�
2 ����CR 
��K
F
��6 6��
�2� � ���2�����6 E
������ �R��4 ��4�6�6��K��4 �2�
2�6
���4 2�6
G9 � ��F����K��4 P�
2� � E�2��KR ���9
�������F�
E
���
�������� 8P�
2C�
C�2 6���94 
��C�K6�6 ��2�Q ��E
2�
Q �
0�Q
8�(L�� A�E�2�2Q �6� ��4�6�6��K��� (m × n)−2�6
G� B ���9���6��

������������ �������Q ��� BTB = E, F�� E =









1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

· ·
� � � ·

0 0 · · · 1









�

������� (n × n)−2�6
G� �D6� �������6Q �6� ��6�2� �6���G�� 2�6�

G9 B D6� �
6���
2
������� ��6�2� ���6�
�� � Rm�� �E
����6��K
�
6�F����K��4 2�6
G9 
���� +1 � −1.W�++� : : ��� ����� �������������� ������������ (n × n)−
������ A ���������� ����������� (n × n)−����� B �
��
���

BTAB =









ν1 0 · · · 0
0 ν2 · · · 0

· ·
� � � ·

0 0 · · · νn









,

��� ν1, ν2, . . . , νn
� ����������� ������� ������ A. ��� ����������

����� ��� 
�������� ���� 〈Ax, x〉n , x ∈ Rn ������ ����������

y = BTx, y ∈ Rn ���������� 
 
�������
��� ����

〈Ax, x〉n =

n
∑

i=1

νi

(

yi
)2

.

A�E��
���6����� � ��229 7�7 E��C���2 ����CR�4 �
6�
4 E����
�6��K��4 �E
���������6  ���6
G�6��K��4 �E
���������6 2�6
G9�

W�++� : � ����� A �������� ������������ ������������ ����
���� ������������� ������������� ���� � ����
� ����� 
��� ���
�� ����������� ������� ������������ ������� �����������������������	� �� 0� 39���6� � ��229 7�@ �� �����F ��� �6
G�6��K�
�� �E
�������9B  ��E����6��K�� �E
�������9B 2�6
G� 7� ��E��K�C�
E���6� ����6�����F� �������Q �P�
2C�
C46�  �����6� �
6�
4
���E
���������6 �22�6
���4 ��4�6�6��K��4 2�6
G9�

: � ��������+�� ="&�#�� >?"/��+=+� #/����� %��'�?� A��
E�2�2 ��2�Q ��E
2�
Q ��88�Q 6��
�29 0@�0@Q 0@�0H�O ��� PC��G� f (·) :
Rn → R �����9 �PP�
��G
C�2� � 6���� x ��6�R�� ����C�6Q �6� ���


�



��� 
�� �PP�
��G
C�2� � ����6�
�4 ��
��6���6 x
�Q 6� ��� �����4

E�
9 ���� i, j ∈ {1, 2, . . . , n} E
������9� ∂2f/∂xi∂xj  ∂2f/∂xj∂xi �
6���� x ���E���R6� 3 D6�2 ��C��� 2�6
G� �6�
9B E
������9B 52f (x)�22�6
���� 8P�
2C�
C�2 ����B��2�� C����� 2�2C2� �6�
�F�
E�
���� � ������ �H��*����+� : : ����� x � ��
����� ������� ���� �H� � ���
���
f (·) : Rn → R

����� �������������� � ���
� x � 	���

52f (x) ≥ 0. ���
�������������� �����
	 ��	
�����K�� P��
C�2 ����6�
94 ���C�

����4 ���6�
 h ∈ Rn.
�C��G� ϕ (·) : R → R, �E
��������� P�
2C��4

ϕ (t) ≡ f (x + th) , t ∈ R, �����9 �PP�
��G
C�2� � �C��� 	
2���� �
��4 P�
2C�C 1�4��
�5 �6�
�F� E�
���� � G��6
�2 � �C��  ��6�6���92
�����2 � P�
2� 	����6 ��2�Q ��E
2�
Q ���Q E�07H�Q � C��6�2 ��� E��C�2

f (x + th) = f (x) + 2−1 · t2 ·
〈

52f (x)h, h
〉

n
+ r (t) ,

F�� r (t) = o
(

t2
) E
 t → 0.

1�� ��� ��� ���B ���6�6���� 2��9B t, �6���9B �6 �C��Q 
�����6K

(f (x + th) − f (x))
���6
G�6��K��Q 6� ��� 6�B �� t ���6
G�6��K�� �9
�����

2−1 · t2 ·
〈

52f (x) h, h
〉

n
+ r (t) .

I��� D6� �9
����� �� (

2−1 · t2
)  E�
�B��� � E
����C E
 t → 0, E��C�

���2Q �6� 〈

52f (x) h, h
〉

n
≥ 0. 3 ��C E
�����K���6 h D6�  �������6

�9E������ ���� 1��
�2� 7�7 ���������
	
��69� E
2�
9 E����9��R6Q �6� ���2��6��F� �9E������ C����4

���  ���Q ������ F���
�Q �� ���6�6���� ��� 6�F�Q �6��9 6���� x
�9��

6����4 �����K��F� 2�2C2� � ������ ���C������4 2�2��G ����
��9 ��E
�
9��� �PP�
��G
C�2�4 PC��G�

��������	� �� 	
���6� ���6��6�6�CR�4 E
2�
�
��+�V���� : : 3 6� �� �
�2� � ������ ���6� ��6
���R�B�� � E
�

������B ����
�6��9B PC��G4 E�
� C����4 ���  ��� ���6 �
6�
4
���C������F� 2�2C2�Q E
��2 F�����K��F�� �9 
���2�6
2 D6�6 ���
E
�� E��
����� � E�7�07�

��������	� �� 0� 39���6� � 6��
�29 7�7 �� �����F ��� ��C���
����� �� ���C�����94 2���2C2� 7� ��E��K�C� E���6� ���E
�������
��4 2�6
G9Q �P�
2C�
C46� ���6�6����� C����� �6�C6�6�� �����K���
F� D��6
�2C2� � �6�G���
��4 6���� �����9 �PP�
��G
C�2�4 � D6�4
6���� PC��G�


�



: � ��"/�/�V��� ="&�#�� >?"/��+=+� #/����� %��'�?� 8���
�CR��� 6��
�2� ���6 ���6�6����� C����� 2�2C2� �6�
�F� E�
���� �
������ �H��*����+� : � ����� ���
��� f (·)

����� �������������� � ����

� x � ���� ����������� ������� ��� �� 
���� ����

�

52f (x) > 0, �(�
��

x � ������� ��
����� ������� ���� �H���������������� �����
	 ��	
 C������9B C�����B 2���� � ��
��6�
���6 6��� x ��E��6K ��� PC��G f (·) P�
2C�C 1�4��
� �6�
�F� E��

���� ��2�Q ��E
2�
Q ��88�Q 6��
�2� 0@�0��O
f (x) = f (x) + 〈5f (x) , x − x〉n + 2−1

〈

52f (x) (x − x) , (x − x)
〉

n
+ r (x) ,

F�� r (x) = o
(

‖x − x‖2
n

) E
 ‖x − x‖n → 0.

N���2�6
2 ����
�6��CR P�
2C

Φ (h) ≡
〈

52f (x)h, h
〉

n
, h ∈ Rn.

	� 6��
�2� 3�4�
56
���� P�
2� Φ (h) ���6F��6 �� ������4 �P�
�
{h ∈ Rn : ‖h‖n = 1} 2�2��K��F� ������� α. 	��� α E����6��K��Q
E
�6���� �������� �9 ��
C5��� �(�� 8������6��K��Q E
 x ∈ Rn, x 6= x2��2

〈

52f (x) (x − x) , (x − x)
〉

n
= (‖x − x‖n)

2 · Φ ((x − x) / ‖x − x‖n) ≥

≥ α · (‖x − x‖n)
2 .

	�D6�2CQ � ��C ���

f (x) − f (x) ≥ 2−1 · α · (‖x − x‖n)
2 + r (x) , x ∈ Rn, x 6= x.

	
���� ���6K E�������F� ��
�����6�� �6
�F� E����6��K��Q ��� ��
�
2� ‖x − x‖n

���6�6���� 2���� ����6Q � ����6�
�4 ��
��6���6 6��� x2��2 f (x) > f (x) E
 x 6= x. 1��
�2� 7�@ ���������
A�6
C��� E
���6 E
2�
Q E����9��R�4Q �6� � 6���� ���C������F�

�6
�F�F� �����K��F� 2�2C2� �����9 ��E
�
9��� �PP�
��G
C�2�4
PC��G C����� �(� 2���6  �� �9E����6K���

��������	� �� 	
���6� ���6��6�6�CR�4 E
2�
�
��+�V���� : � ������Q ��E
2�
Q � ������ ����
�6��9B PC��G4

E�
� C����4 ���  �(� ���6 �
6�
4 ���C������F� �6
�F�F� F�����K��F�
2�2C2�Q �2� E�7�07�


�



��������	� ��� 39���6� � 6��
�29 7�@ �� �����F ��� ��C��� ���
��� �� ���C�����94 2���2C2�

: � *����+� � &�?�&���- ����"/#����"/� >?"/��+=+�� 1���
�� �����K��F� 2�2C2� ����� �0� ���9���6�� ��
���� ������������
���
�� �������Q ��� � ����6�
�4 ��
��6���6 D6�4 6��� ��6 �
CFB
6���� �����K��F� 2�2C2� D6�4 ������

��������	� ��� N���2�6
6� ����2�
�CR �����C ���C������4 2�
�2��G ��� PC��GQ E
�������4 � CE
����� M�@� I����6�Q �6�
6���� x = 0 D6� 6���� �6
�F�F� �����K��F� 2�2C2�Q �� ����R�����
�����K�� ����6�����4�

1���� x �����K��F� 2�2C2� ����� �H� ���9���6�� �������������
���
�� �������� ��� � D6�4 6���� �9E�����6�� C����� �(�� 8E
�����
��� ����CR��� 6��
�2� � ����6������6 6��� 2�2C2� ��2�Q ��E
�
2�
Q ���Q E�7�(� �	�Q F��0Q �@Q E�7��

*����+� : � ������������ ���
 ������� ��
���� ����������
��

I�����6��K�6�C 6��
�29 7�H E
��E�5��2 ����CR��� CE
�������
��������	� ��� 	C�6K PC��G� f (·) : Rn → R �����9 �PP�
���

G
C�2� � 6���� x. I����6�Q �6� 6�F��

(5f (x))T − (5f (x))T = 52f (x) · (x − x) + r (x) , x ∈ Rn,

F�� r (x) � ���6�
�PC��G� �� �������2 � Rn 6����Q �6�

‖r (x)‖n = o (‖x − x‖n)
E
 ‖x − x‖n → 0.

�������������� �����
	 �� �82� ���Q E�7�(�� I�EC�62Q �6� x �� �����
�6�� �����K�� ����6�����4 6����4 2�2C2�� �6� �������6Q �6� �C���
�6�C�6 �B�������� � 6���� x E��������6��K���6K {xk}

∞
k=1

6���� �����K�
��F� 2�2C2� PC��G f (·) .

����� ��6�6KQ �6� xk 6= x, k = 1, 2, . . . .	
2��2 P�
2C�C � CE
������ 7�07O

(5f (xk))
T − (5f (x))T = 52f (x) · (xk − x) + r (xk) ,

‖r (xk)‖n = o (‖xk − x‖n)
E
 k → ∞.

1�� ��� (5f (x))T = 0n
 (5f (xk))

T = 0n
E
 k = 1, 2, . . . , 6�

52f (x) · (xk − x) + r (xk) = 0n
Q k = 1, 2, . . . .

	����2
yk ≡ (xk − x) / ‖xk − x‖n (k = 1, 2, . . .) .


�



	��������6��K���6K {yk}
∞
k=1

���6 � ��2E��6��2 � Rn 2�����6�� � ��
�P�
� ������F� 
��C�� � G��6
�2 � 0n.

	�D6�2C D6� E��������6��K�
���6K 2��6 �B����CR�� E��E��������6��K���6K� 
�� �F
������ ����
���6 �C��2 ��6�6KQ �6� ��2� E��������6��K���6K {yk}

∞
k=1

�B��6�� �
����6�
�2C D��2��6C y0

C�������4 �P�
9� 1�� ���

52f (x) · yk = −r (xk) / ‖xk − x‖n ,
6� � E
�����Q E
 k → ∞, E��C���2

52f (x) · y0 = 0n.
�6� E
�6��
��6 C����R �(�Q ���K y0 6= 0n �‖y0‖n = 1

�� ����6 ��5�
E
��E������� � 6�2Q �6� x �� �����6�� �����K�� ����6�����4 6����4
2�2C2�Q ����
��� 1��
�2� 7�H ���������

: � !� ="&�#�'� >?"/��+=+� #$"�?��� %��'�?� ��E��K�C�
P�
2C�C 1�4��
� �����F��� 6�2CQ ��� D6� ������� � E�E� 7�0Q 7�@Q 7�HQ
2���� ��� ����� �H� �9���6 ����6�
9� ����B��29�Q � 6���� ���6��
6���9� C����� D��6
�2C2� 6
�6K�F�  ����� �6�
5B E�
������ 	

n = 1 D6� �����6�� � �C
�� 2�6�2�6�����F� ������� 8E
������� ����
�CR��� C6��
����� ��2�Q ��E
2�
Q ���Q F�� �Q �HQ E�7� ���Q E�0@J��

*����+� : � ����� n = 1 � ���
��� f (·) : R → R
��������������

� k �� � ���
� x, k > 1, ������

f ′ (x) = 0, f ′′ (x) = 0, . . . , f (k−1) (x) = 0.
	����

�� ���� x � ��
����� ������� ���� �H�� ��
f (k) (x) = 0 ��� ������

��� k � f (k) (x) ≥ 0 ��� ������ k;7� ���� k ����� � f (k) (x) > 0, ��
x � ������� ��
����� �������

���� �H����������	� ��� I����6� 6��
�2C 7��Q ���E��K�����5�K 6�2Q �6�
E
 C������9B � 6��
�2� C�����B �E
������� ����CR��� P�
2C��
1�4��
� k−F� E�
���� � ��6�6���92 �����2 � P�
2� 	���� ��2�Q ���
E
2�
Q ���Q E�07H�

f (x + h) =

k
∑

i=0

(i!)−1 f (i) (x)hi + o
(

hk
) E
 h → 0.

������Q E
 n > 1 C����� D��6
�2C2� �6�
5B E�
����� ��95�
�6�
�F� E�
����� ��� ����� �H� �����K�� F
�2����Q � ���6���6Q ��
�� 6�F�Q �6� C���6�CR�� � B P�
2C�
����B 2�6
G9 �6�
5B E
��
�����9B 2��F�2�
�9� 1��Q ��E
2�
Q 2�6
G� 6
�6KB E
������9B


�



f ′′′
xixjxk (x) , 1 ≤ i, j, k ≤ n, � 6
�B2�
���Q �C������� (n × n × n)−2�6�


G�� �9 �F
���2�� ����K P�
2C�
����4 ����CR��F� ����B��2�F�
C����� 6
�6K�F� E�
����Q � E��
���92 ������6��K�6��2 ��6�
�F� 2���
�� E������26K��Q E
��6�� � ��1� ����� 7�(Q 7�J  B 
�5����

*����+� : � ����� ���
��� f (·) : Rn → R ������ �����������
���� � ��
������ �
��������� ���
� x, ������

��� �� ������ ������
������ ���������� � ���� ���
� x. ���� x � ��
����� ������� ����

�H�� �� 
������
� ���� n ����������

∇3f (x) [h] ≡
n

∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

f ′′′
xixjxk (x) hihjhk

�������� � ���� ��� ���� h ≡
(

h1, h2, . . . , hn
)T

∈ Rn, ��� 
������
�������� � ���� 
�������� ����

∇2f (x) [h] ≡
n

∑

i=1

n
∑

j=1

f ′′
xixj (x) hihj.
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�2C2�� PC��G ��CB E�
�2���9B

f (x) ≡
(

x1 + x2
)

·
(

x1 − a
)

·
(

x2 − b
)

, x =
(

x1, x2
)T

∈ R2

�a, b ∈ R � E�
�2�6
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JJ7� �T7�� �87���
��	
�� �� 	C�6K n ������6�9B ����� x1, x2, . . . , xn ������9 m���4�92 ���6��5���2

n
∑

j=1

aijx
j = bi, i = 1, 2, . . . , m, �J�

F�� m > n, aij
� 6���� ����6�9� ��DPPG��69Q bi � E
������� ��

���6�9� �����9Q E��C����9� � �2�
��4� ��� ���6��5��� �J� 
���
��E
���9� 8�6��2Q �6� 
��F (m × n)−2�6
G9

(aij) ≡









a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn









2���2����Q 6� ��6K 
���� n. 8�6�2� ���4�9B C
�����4 �J�Q ������
F���
�Q �����2��6��  2���6 �����6K��Q �6� ������

∆i = ∆i (x) ≡
n

∑

j=1

aijx
j−bi, x ≡

(

x1, x2, . . . , xn
)T

∈ Rn, i = 1, 2, . . . , m

D6�4 ��6�29 �� ��
���R6�� �����
�2���� � �C�K � ��� ����F� ���6�
�
x ∈ Rn. 8�F����� 2�6��C ��2��K5B ����
�6�� ���������� �������
������������� � ���������� ��������� �������� �����������
�������� ������� x1, x2, . . . , xn, �������������� ����� 
������
���� ������
Q 6� ��6K ���6����R�� 2�2C2 � ������ �H� E


f (x) ≡
m

∑

i=1

{∆i (x)}2 , x ∈ Rn. �L�

8P�
2C�
������� E
���� 2�6��� ��2��K5B ����
�6�� �96����6 �
������ ��C��� ��� 
��E
������� ��
��6���6�4 ��C��4�9B E�F
�5���6�4�
	��
����� �� D6�2 �2�Q ��E
2�
Q �T7��

3 �����2 ��C��� C����� ��� 2���6 �96K ��E���� � ���
n

∑

j=1

xj 〈ai, aj〉m = 〈ai, b〉m , i = 1, 2, . . . , n, �0M�

F�� b ≡
(

b1, b2, . . . , bm
)T

, ai ≡ (a1i, a2i, . . . , ami)
T � i−94 �6����G 2�6
�

G9 (aij) .
��6
G� K ��DPPG��6�� ���4��4 ��6�29 �0M� �����6��Q

��



�������Q E
��������2 (n × m)−2�6
G9 (aij)
T �� (m × n)−2�6
GC

(aij) :

K ≡









〈a1, a1〉m 〈a1, a2〉m · · · 〈a1, an〉m
〈a2, a1〉m 〈a2, a2〉m · · · 〈a2, an〉m

· · · · · · · · · · · ·
〈an, a1〉m 〈an, a2〉m · · · 〈an, an〉m









=

=









aT
1

aT
2���

aT
n









·
(

a1 a2 · · · an

)

≡ (aij)
T · (aij) .
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D6�4 P�
2C�� �E
����6��K 2�6
G9 K 
���� �C22� E
�������4 ����
���2���9B 2��
�� 2���2��K��F� E�
���� 2�6
G9 (aij)

T �� ���6��6�
�6�CR�� 2��
9 2�6
G9 (aij) . 1�� ��� (aij)

T = (aij) , 6� �E
�����
6��K 2�6
G9 K 
���� �C22� ����
�6�� ������2���9B 2��
�� n−F�
E�
���� 2�6
G9 (aij) . 1�� ��� 
��F (aij)


���� n, 6� �
�� D6B 2�
��
�� ��6K �6���94 �6 �C��  E�6�2C �E
����6��K 2�6
G9 K ��

���� �C�R� 1��2 ��
���2Q ��6�2� �0M� 2��6 ����6������ 
�5���
x ≡

(

x1, x2, . . . , xn
)T

. 1���� x � ����6������ �6�G���
��� 6���� PC���
G �L�� �6� �������6Q �6� 
���2�6
���2�� ������ �H� �� 2���6 2�6K
����� ����F� 
�5���Q � ��� ��� 2��6 
�5��� ������K��� � F�����K�
����Q 6� D6� 
�5���  ��6K 6���� x.A� ��2�2 ���� C D6�4 ����� �C���6�C�6 F�����K��� 
�5���� �6�
�96����6 � �����6�� 0�7Q 6�� ��� ��� PC��G �L�

lim
x→∞

f (x) = +∞ �00�

�� �����2 ��C��� X = Rn�� I�� ������6��K�6�� �00� ���K2�2 ����6�
94
2��
 n−F� E�
���� 2�6
G9 (aij) , �6���94 �6 �C��� 	C�6K i1, i2, ..., in� ��2�
� �6
�� 2�6
G9 (aij) , � ��6�
9B ���6����� D6�6 2��
Q 
��E��
������9� E� ���
��6��R� ��
2C�9

∆i =
n

∑

j=1

aijx
j − bi, i = i1, i2, . . . , in

C�6�������R6 ���2�������������� ���6��6�6�� 2���C E
��6
���6��2
Rn ���6�
�� x ≡

(

x1, x2, . . . , xn
)T ��������2 �F� Rn (x))  E
��6
���

�6��2 Rn ���6�
�� ∆ ≡ (∆i1, ∆i2, . . . , ∆in)
T ��������2 D6� E
��6
���

�6�� Rn (∆)).
	
 D6�2 ���6��6�6� ������ �F
�������� 2�����6��

�X



E
��6
���6�� Rn (x) E�
�B��6 � �F
�������� 2�����6�� E
��6
���6��
Rn (∆)  �����
�6� 	
�����K�� P��
C�2 ε > 0.

	
 C�������2 ���
�6��6�6� 2���C ���6�
�2 ∆  x 5�
 Uε (0n)

E
��6
���6�� Rn (∆)E�
�B��6 � ����6�
�� �F
�������� 2�����6�� P E
��6
���6�� Rn (x) .3��K2�2 � E
��6
���6�� Rn (x) �R��4 5�
 Uδ (0n) , ����
���4 2�����
�6�� P. ��� ���6�
 x ���6 ��� Uδ (0n) , 6� ���6��6�6�CR�4 �2C ���6�

∆ ��B��6�� ��� 5�
� Uε (0n)

Q �������6��K��Q f (x) > ε2.
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1��2 ��
���2Q 2�6�� ��2��K5B ����
�6�� 
���2���C�6 ���6K �

�����6�� �
�5���� ��6�29 �J� ���6�
��Q ��E�2�2Q 2���6 �����6K�� 
�����2��6��4� ���6�
 x, ����R�4�� 
�5���2 ��6�29 �0M�� 1���4 ����
6�
Q E
��2 6��K�� ���Q ���F�� �C���6�C�6� ��� ��6�2� �J� ���2��6��Q
6� x � �� 6����� 
�5����

��������	� ��� 	
���
K6�Q �6� ��� PC��G �L� C����� ��� 2���6
�96K ��E���� � ��� �0M����+�V���� : � N���2�6
����� � E
2�
� 7�0 ������ � ��B�����
������6�9B ����� x1, x2, . . . , xn, C�����6��
�R�B ����6�92 E
�������� ���6��5���2 �J�Q ��EC����6 ����CR�CR �6�
E
�6�GR ��2�Q
��E
2�
Q ��1�Q 8�@M�@0�� 	
����6�� ��
� �E96��Q � B��� �����F� �
��6�
9B �����6�� ����6�
94 ����
 E�
�2�6
�� y1, y2, . . . , yn ��B���9�
E�
�2�6
9�  ����R���6�� ����6�
94 E�
�2�6
 z ��9B����4 E�
�2�6
��
1����� ����2��6K 2���C �B���92 E�
�2�6
�2 y1, y2, . . . , yn  �9�
B���92 E�
�2�6
�2 z ������6��Q �� E
��E���F��6��Q �6� ��� ���4��O

z =
n

∑

j=1

xj · yj ; �07�

��DPPG��69 x1, x2, . . . , xn ���4��4 PC��G �07� �C��� ��46� 	C�6K
E
������� ��
� � m �E96��Q ��6�
92 E
�����9 ��2�
� 1, 2, . . . , m,E
��2 � i−�2 �E96� E��C���9 ����9�O

y1 = ai1, y2 = ai2, . . . , yn = ain, z = bi,

i = 1, 2, . . . , m.
�6� �������6Q �6� ������6�9� ��DPPG��69 x1, x2, . . .

. . . , xn E�����R6�� ���6��5���2 �J�� 3 �����6�� ���C�5�F� ����
�
D6B ��DPPG��6�� 2�6�� ��2��K5B ����
�6�� E
����F��6 �
�6K 
��
5��� ����� �� ���C�����94 2�2C2 PC��G �L����������	� ��� 0� I�� �G��� ����6�
�4 ������6��4 �����
��4
�����9 �����6��69�

x E
������� m ������29B �2�
��4 E
 ���
�����9B C�����B  E��C���9 ����9�O

x = bi, i = 1, 2, . . . , m.
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1��2 ��
���2Q E��C���� ��6�2� �J�Q � ��6�
�4 n = 1, x1 = x ∈ R, ai1 =
1 (i = 1, 2, . . . , m).

	����6�Q �6� E� 2�6��C ��2��K5B ����
�6��
���C�52 E
������2 � ���2�4 ������ x �������� ��
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P2�6������ m−1(b1 +
b2+ . . . +bm) ����9B �2�
����
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�C�5CR � �29��� 2�6��� ��2��K5B ����
�6�� ����2��6K ��� �07�O�� n = 1, m = 2,
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n = 1, m = 3,

A�2�
 �E96� y1 z
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 �E96� y1 z

0 0 7
7 7 @Q�
@ @ �Q�

�
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 �E96� y1 y2 z
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7 0 M MQ�
@ M 0 7Q�

�
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 �E96� y1 y2 z
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7 0 M MQ�
@ M 0 7Q�
H �0 0 0Q�
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2 ��� PC��G

f (x) ≡
(

x1
)3

− 3
(

x1
)2

−
(

x2
)2

, x ∈ R2 �0@�
�����C �H� �� ���C�����94 2�2C2� 3 �����2 ��C���

5f (x) =
(

3
(

x1
)2

− 6x1 , −2x2
)

, x ∈ R2

 PC��G� f (·) 2��6 ��� �6�G���
�9� 6���Ox1 = (0, 0)T , x2 = (2, 0)T .

��



39���2 2�6
GC �����9

52f (x) =

(

6x1 − 6 0
0 −2

)

� �6�G���
�9B 6����BO52f (x1) =

(

−6 0
0 −2

)

, 52f (x2) =

(

6 0
0 −2

)

.
	� �
6�
R 8�K���6
� � � ����4 � D6B 6���� 2�6
G� ����� �� ���
���6�� ���6
G�6��K�� �E
��������4 2�6
G�4� 	�D6�2C E� 6��
�2� 7�7
C PC��G �0@� ��6 6���� 2�2C2�� ������� 
���2�6
���2�4 �����
�H� 
���� (−∞), 6�� ��� f (x) = −

(

x2
)2 E
 x1 = 0  f (x) → (−∞) E


x2 → ∞, x1 = 0.N���2�6
2 6�E�
K ��� 6�4 �� PC��G �0@� �����C �� ���C�����94
2���2C2

f (x) → max, x ∈ R2. �0H���� D�������6�� ������ �� 2�2C2

(−f (x)) → min, x ∈ R2. �0��
86�G���
�9� 6��� � ������ �0�� 6� ��Q x1, x2, x3.

39�����2 2�6�

GC ����� 2�2�
C�2�4 PC��G � D6B 6����BO (

−52 f (x1)
)

=
(

6 0
0 2

)

,
(

−52 f (x2)
)

=

(

−6 0
0 2

)

. 3 6���� x1
��� �����6�� E����

�6��K�� �E
��������4Q � 6���� x2
� ��������E
��������4� ����6Q E�

6��
�2� 7�7 6���� x2
�� �����6�� 6����4 �����K��F� 2�2C2� � ������

�0��Q �Q �������6��K��Q �� �����6�� 6����4 �����K��F� 2���2C2� � ���
���� �0H�� 	� 6��
�2� 7�@ 6���� x1

���6 �6
�F4 �����K�94 2�2C2 �
������ �0�� Q �������6��K��Q ���6 �6
�F4 �����K�94 2���2C2 � �����
�� �0H�� ������Q 6���� x1

�� �����6�� 6����4 F�����K��F� 2���2C2� �
������ �0H�� I�4�6�6��K��Q ������� D6�4 ����� 
���� (+∞) , 6�� ���
E
 x2 = 0 PC��G� f (x) =

(

(

x1
)3

− 3
(

x1
)2

)  f (x) → (+∞) , ���
x1 → (+∞) , x2 = 0.1��2 ��
���2Q 
���2�6
���2�� � �����2 E
2�
� ���
� ���
���
���� ���������� �0@� ����� ������������ ���
� ������������ ��
���
���� 	
�������� �� ���������� ���
�� ������������ ���������� 	
��
������� 1�Q �6�Q ��� C������ �95�Q PC��G� ����4 E�
�2����4 �� 2��
��6 ������6K E�����92 ���4�6��2Q ��E��
���6����� �96����6 � E
�
�������F� � ����CR��2 ��� CE
����� 7�0� ���4�6�� �� ��E
�
9���4
PC��G f (·) : R → R.��������	� ��� 	C�6K f (·) : R → R � ��E
�
9���� PC��G�� ���
E��K�C� 6��
�2C 3�4�
56
����Q E����6�Q �6�O

��



�� ��� f (·) 2��6 ����6����CR 6���C �����K��F� D��6
�2C2�Q 6� D6�
6���� �����6��  6����4 F�����K��F� D��6
�2C2� f (·) ;�� 2���C �R�92 ��C2� 6����2 �����K��F� 2�2C2� ����6�� 2���
�2C2�� PC��G f (·) ���6 E� �
�4��4 2�
� ���� 6���� �����K��F�
2���2C2� ����6�� 2�2C2�� D6�4 PC��G ��2� ��1�Q ������ 7�7J��

: )� U��+��� �&��?�' �=�?��' �#=� %���+���$�� ��&����
���' "V�/�$+ V�"&�+ /�V�? "/������ &�?�&����� +�?"�+=+��
= ?�/���- ��/ /�V�? &�?�&����� +���+=+� �� E
�������F� �
CE
����� 7�0� ���4�6�� �� ��E
�
9���4 PC��G ����F� ��4�6�6��K�
��F� E�
�2����F� f (·) : R → R ����C�6Q �6� ��� 6���� PC��G� 2��6
k > 1 6���� �����K��F� 2���2C2� ����6�� 2�2C2��Q 6� 6���� �����K�
��F� 2�2C2� ����6�� 2���2C2�� C ��� �� 2����Q ��2 (k − 1) ; ��� ��
6���� �����K��F� 2���2C2� ����6�� 2�2C2�� ����������� ����Q 6� 
6���� �����K��F� 2�2C2� ����6�� 2���2C2�� 6���� ����������� ���
��� �C��G� ��CB E�
�2���9B f (·) : R2 → R 2���6 C�� �� ������6K
6��2 ���4�6��2� 	
����2 E
��6�4 E
2�
�

��	
�� �� ���1�Q E�0�HQ E
2�
 07�� 	C�6K

f (x) ≡ sin
(

x2
)

−
(

x1
)2

, x ∈ R2. �0��
�C��G� f (·) , � �2��6� � ��4  PC��G� (−f (·)) 2��6 ���6��� ����
�6�G���
�9B 6����O

xm = (0 , (π/2) + m · π)T , m = 0,±1,±2, . . . .

��6
G� ����� 52f (x) =

(

−2 0
0 − sin

(

x2
)

)

, x ∈ R2 �� �����6��
���6
G�6��K�� �E
��������4 2�6
G�4 � � ����4 � �6�G���
�9B 6��
���� 	�D6�2C PC��G� �0�� �� 2��6 6���� �����K��F� 2�2C2�� 3 6�
�� �
�2� 2�6
G� ����� 52 (−f (x)) = −52 f (x) �����6�� E����6��K�
�� �E
��������4 � 6����B xm

E
 m = 0, ±2, ±4, ��� � 	�D6�2C D6 6���
����R6�� 6����2 �6
�F�F� �����K��F� 2�2C2� PC��G (−f(·)) Q
�������6��K��Q 6����2 �6
�F�F� �����K��F� 2���2C2� PC��G f (·) .1��2 ��
���2Q ���
��� �0�� ������ ������� ������ ����
 �����
���� ��
������ �
������ �� � ��� ��� �� ����� ���
� ��
������
�������� 3�� 6��� �����K��F� 2���2C2� PC��G f (·) ����R6�� ��
6����2 F�����K��F� 2���2C2�� ������� ����� ���C������4 2�2�
��G �H� ��� PC��G �0�� 
���� (−∞) .: )) U��+��� <���V� �/�-���� N���2�6
2 E
��6�454 ��
�
��6 6�� ���9���2�4 ����� S6�4��
�10 ��2� �	�Q 8�@@@�@@H� �1�Q 8�@H�@��
���Q 8�H@H�H@���

��



��	
�� �� 3 E������6 6
��C�6�� ��46 6���CQ �C22� 
���6���4
��6�
�4 �� 6
�B ������9B 6���� x1, x2, x3

D6�4 E������6Q �� �����B ��
����4 E
�2�4Q 2�2��K��� �6� �������6Q �6� �C��� ��46 F�����K���

�5��� ����� �� ���C�����94 2�2C2

f (x) ≡
3

∑

i=1

‖x − xi‖2 → min, x ∈ R2. �0(�

������ �0(� 2��6 F�����K��� 
�5��� E� �����6�R 0�7 �����K X =
R2�� �C��G� �0(� �PP�
��G
C�2� ����� � R2 �� ���R����2 6����
x1, x2, x3,

E
 D6�2

5f (x) =
3

∑

i=1

((x − xi) / ‖x − xi‖2) , x ∈ R2, x 6= xi (i = 1, 2, 3) .

������ ��� 2��6 ��

3
∑

i=1

((x − xi) / ‖x − xi‖2) = 02, x 6= xi (i = 1, 2, 3)

 �9E�����6�� � 6�2  6��K�� � 6�2 ��C���Q ��F�� �����9� ���6�
9
((x − xi) / ‖x − xi‖2) (i = 1, 2, 3) ��
��CR6 2���C ����4 
���9� CF�9Q
6� ��6K ��� �6�
��9 6
�CF��K��� 4x1x2x3

���9 � 6��� x E�� �����
���92 CF��2O

∠x1xx2 = ∠x2xx3 = ∠x1xx3 = 2π/3 �0J�

�29 �� 
������2 CF�9
∠xixxj


∠xjxxi

�� 1���� x ∈ R2, C�����6���

�R��� C����R �0J�Q ���9���6�� ���
�� 	���������11 6
�CF��K���
4x1x2x3.

1���� 1�

���� 6
�CF��K��� 4x1x2x3
Q �������2 �� xT , �C�

���6�C�6 6�F��  6��K�� 6�F��Q ��F�� ��� CF�9 D6�F� 6
�CF��K��� 2��K�
5� ��2 2π/3, E
 D6�2 6���� 6���� ����6�����  ���6 �6
�F� ��C6

6
�CF��K��� 4x1x2x3 ��2� ��� CE
������ 7�0(��

1��2 ��
���2Q ����6�����4 �6�G���
��4 6����4 ����� �0(� �����
�6��Q ��� ��� �C���6�C�6Q 6���� 1�

���� xT

6
�CF��K��� 4x1x2x3.����6 �96K ���� � ��CBO ��� 6
�CF��K�� 4x1x2x3
2��6 6CE�4 CF��

 D6�6 6CE�4 CF�� ���K5� � 
���� 2π/3, ��� ��� CF�9 6
�CF��K���
4x1x2x3

�6
�F� 2��K5� 2π/3. 3 E�
��2 ��C��� PC��G� �0(� �� 2��6
�6�G���
�9B 6���� Q �������6��K��Q F�����K�92 
�5���2 ����� �0(������6�� ���� � 6���� x1, x2, x3 �D6 6��� ��6�R6�� E����
6��K�92
�� 6��� 2�2C2�Q 6�� ��� PC��G� �0(� � �B ���PP�
��G
C�2���

��



8
������ ������� f (x1) , f (x2) , f (x3) , ��B��2Q �6� F�����K�92 
��
5���2 ����� �0(� �����6�� ��
5�� 6CE�F� CF�� 6
�CF��K���4x1x2x3

������� f (xi)

���� �C22� ��� �6�
�� 6
�CF��K��� 4x1x2x3,

�9B��
���B � ��
5�9 xi;

����6��Q �6� � 6
�CF��K��� ��E
�6� � ′��K5�F�
CF�� ���6 � ′��K5�� �6�
����� 3� �6�
�2 ��C��� E����
6��K�92 ��
6��� 2�2C2� ����R6�� 6��� x1, x2, x3, xT �xT

� ����6������ �6��
G���
��� 6���� PC��G �0(�Q � x1, x2, x3

� 6���Q � ��6�
9B D6� PC���
G� ���PP�
��G
C�2��� 	
2��2 � 6
�CF��K��C ∆x1xTx2,

� ��6��

�2

∠x1xTx2 = 2π/3, �6��
�2C ����C����O
‖x1 − x2‖

2
2 = ‖xT − x1‖

2
2 + ‖xT − x2‖

2
2 + ‖xT − x1‖2 · ‖xT − x2‖2 .

�6�R�� ‖x1 − x2‖
2
2 > ((1/2) ‖xT − x1‖2 + ‖xT − x2‖2)

2 Q �������6��K��Q

‖x1 − x2‖2 > (1/2) ‖xT − x1‖2 + ‖xT − x2‖2 .
�����F���

‖x1 − x3‖2 > (1/2) ‖xT − x1‖2 + ‖xT − x3‖2 .
	�D6�2C

f (x1) = ‖x1 − x2‖2 + ‖x1 − x3‖2 >
> ‖xT − x1‖2 + ‖xT − x2‖2 + ‖xT − x3‖2 = f (xT ) .

1���� 6�� �� f (x2) > f (xT )  f (x3) > f (xT ) . 8������6��K��Q � 
���
�2�6
���2�2 ��C��� ����6�����4 6����4 F�����K��F� 2�2C2� �����
�6�� 6���� xT .��������	� ���I����6�Q �6� 6���� 1�

���� �C���6�C�6 C 6
��
CF��K��� 6�F��  6��K�� 6�F��Q ��F�� ��� CF�9 6
�CF��K��� 2��K5�
��2 2π/3, E
 D6�2 6���� 6���� ����6�����  ���6 �6
�F� ��C6
 6
��
CF��K��� ��2� �1�Q 8�@���

: ): �#����/�V�$� �=�?��� 8C���6�CR6 ����9� ��� E
�����
�4 �����9 PC��G4Q � ��6�
9B ����6�
9� � �P�
2C�
�����9B �95�
���B ����B��29B C����4 D��6
�2C2� E
��
���R6�� � �
6�
 D���
6
�2C2�� T 6��2 ������2 PC��G4 �6����6��Q ��E
2�
Q ����� �9EC��
�9B PC��G4  ����� ����
�6��9B PC��G4� ��6����2�� �� ������
����
�6��9B PC��G4 �� �9EC��9B PC��G�B �2�Q ��E
2�
Q ��3����
T���
�6���4 ���9���6�� PC��G� ���

f (x) =

n
∑

i,j=1

aijx
ixj −

n
∑

i=1

bixi + c, x ∈ Rn, �0L�

��



F�� aij (i, j = 1, 2, . . . , n)Q bi (i = 1, 2, . . . , n) , c � ��4�6�6��K�9� ��DPP�
G��69� ��2�62Q �6� 2���� ����
�6���4 �����6��Q ��E
2�
Q PC���
G� �L�Q 
���2�6
���2�� � 2�6��� ��2��K5B ����
�6���

N���2�6
2 �����C �H� � ����
�6���4 PC��G�4 �0L�� 	�����2Q �6�
��� � ����6�
�4 6���� x ∈ Rn ��� D6�4 PC��G �9E����R6�� C�����
���  ���Q 6� 6���� x �����6�� F�����K�92 
�5���2 ����� �H�� I�4�
�6�6��K��Q ��� ����
�6���4 PC��G f (x) P�
2C�� 1�4��
� �6�
�F�
E�
���� � G��6
�2 � 6���� x 2��6 ��

f (x) = f (x)+〈5f (x) , x − x〉n+2−1
〈

52f (x) (x − x) , (x − x)
〉

n
, x ∈ Rn,

�6� �2��6� � P�
2C��4 ��� ���6

f (x) − f (x) = 2−1
〈

52f (x) (x − x) , (x − x)
〉

n
, x ∈ Rn.

�6�R��Q � ��C ���Q 2��2 ∀ x ∈ Rn ��
�����6�� f (x)−f (x) ≥ 0, �������
R���Q �6� x � 6���� F�����K��F� 2�2C2� � ������ �H�� 1��2 ��
���2Q
� 6��
�2 7�0  7�7 E��C���2 ����CR�� C6��
������

�&��"/#�� : ) ��� 
��������� ���
��� f (·)
���
�� ��
�����

������� ���� �H� �������� ��������� �������� 	��� �����	�D6�2C � ��C��� ����
�6���4 PC��G f (·)
�C��2 F���
6K �� �F������K��� 
�5���� � ������K��� 
�5����Q � E
��6� �
�5���� �����

�H���&��"/#�� : : ��� 
��������� ���
��� f (·) ���
 x ��������
�������� ���� �H� ���� � ����
� ����� 
��� ����������� �������
��� � ����8 C��6�2 6�F�Q �6� 2�6
G� �����52f (x) ����
�6���4 PC��G f (·)�����6�� E��6�����4 2�6
G�4Q �� �������4 �6 x, C����� ��E��6K �
�
6�
4 2�2C2� � �����6�� 7�7 ������K�� ����� A� �F
������ ����
���6Q 2���� ��6�6KQ �6� ����
�6���� PC��G� 2��6 ��

f (x) = 2−1 〈Ax, x〉n − 〈b, x〉n + c, x ∈ Rn, �7M�
F�� A � �22�6
���� ��4�6�6��K��� (n × n)−2�6
G�� � P�
2� �7M�
E
���6������ ����
�6���4 PC��G �6 P�
29 �0L� ��F�� E�
�46Q ����
E��K�����5�K ������92 6�����6��2

n
∑

i,j=1

aijx
ixj ≡ 2−1

n
∑

i,j=1

(aij + aji)xixj, x ∈ Rn.

3 ��C��� E
���6������ ����
�6���4 PC��G � P�
2� �7M� 2��2O

5f (x) = Ax − b, 52f (x) = A, x ∈ Rn.

X�



��������	� ��� I����6� C������9� P�
2C�9 ��� F
����6� 
2�6
G9 ����� ����
�6���4 PC��G �7M��

I�� ����
�6���4 PC��G �7M� C����� ��� E
�2��6 ��

Ax = b, �70�
� C����� ��� � ��

A ≥ 0. �77�
T
6�
4 2�2C2� � �����6�� 7�7 2���6 �96K E�
�E��� ����CR�2
��
���2�

�&��"/#�� : � 	��
 x �������� �������� ���� �H� ��� 
����
������ ���
��� �7M� ���� � ����
� ����� 
��� ����������� �����
��� �70� � �77��

��
2� �7M� E
���6������ ����
�6���4 PC��G E�������6 ��F��
������6K ����CR�CR 6��
�2C �C���6������ 
�5��� ����� �H� ��2�
��1�Q 6��
�2� 0�@��

W�++� : � ���� ��� �H� ��� 
��������� ���
��� f (·) �����

������� �������� �� 	� ��� �������� ����� �������� ���
���� ������� �� ����������� �� ������� ���� ���� (−∞) .��������	� ���I����6� ��22C 7�H � E�2��KR ��2��9 E�
�2���9B
x = By � ��229 7�7� �82�Q ��E
2�
Q ��1�Q ������ 0�70��

��������	� ��� 0� 	
���6� E
2�
 ����
�6���4 PC��G ���
�7M�Q ��� ��6�
�4 ������ �H� �� 2��6 
�5���Q E
��2 C����� �77� �9�
E�����6��� 7� 	
���6� E
2�
 ����
�6���4 PC��GQ C ��6�
�4 ��6K
�6�G���
��� 6����Q �� ����R����� 6����4 ���C������F� 2�2C2� D6�4
PC��G�

��������	� ��� 	����6�Q �6� � ������ ����
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