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§ 1. Интегралы по бесконечному промежутку, или несобственные ин-

тегралы первого рода 

 

 Для функций )(xf , ограниченных на конечном промежутке ],[ ba , ранее 

[8, гл.9] рассматривался определѐнный интеграл 
b

a

dxxf )(  – как предел инте-

гральных сумм. Если интеграл существует, то функция )(xf  называется интег-

рируемой на промежутке ],[ ba  (по Риману); будем называть его «собственным» 

интегралом. В частности, он существует для функций )(xf , непрерывных на 

],[ ba . Сейчас и в § 1.2 понятие определѐнного интеграла распространим на 

случаи бесконечного промежутка и неограниченной функции. При этом суще-

ственно используется теория пределов функции одного переменного. 

1. Пусть функция )(xf  непрерывна на бесконечном промежутке 

 xa  или, вообще, интегрируема на любом конечном промежутке ],[ Ba , 

aB  , так что существует интеграл 

     
B

a

dxxf )(                                                        (1.1) 

– это есть функция от переменной B. Предел этого интеграла при B  на-

зывается интегралом от функции )(xf  по промежутку ),[ a , или несобствен-

ным интегралом первого рода, и обозначается символом  

    


a

dxxf )(



B
lim 

B

a

dxxf )( .                                   (1.2) 

Если существует конечный предел (1.2), то говорят, что несобственный инте-

грал сходится (существует), и функция )(xf  интегрируема на промежутке 

),[ a  (в несобственном смысле), а само число (1.2) называется величиной или 

значением интеграла. В противном случае, т.е. если предел (1.2) не существует, 

в частности, равен бесконечности, говорят, что интеграл расходится (не суще-

ствует). 

 Аналогично определяются несобственные интегралы 

    


a

dxxf )(



A
lim 

a

A

dxxf )( ,    (1.3) 

    




dxxf )(






B

A
lim 

B

A

dxxf )( .    (1.4) 

Однако, интеграл (1.3) сводится к виду (1.2) заменой tx  , а (1.4) к интегра-

лам (1.2) и (1.3) посредством равенства 

    




dxxf )( 



a

dxxf )( 


a

dxxf )( .                             (1.5) 
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При этом интеграл (1.4) сходится (существует), когда сходятся интегралы (1.2) 

и (1.3). В силу сказанного, достаточно изучить интегралы вида (1.2). 

 Говорят, что интеграл (1.2) имеет особенность в точке x , а (1.3) – в 

точке x . 

 В определении (1.4) присутствует предел функции двух переменных  A,   

B и имеется в виду, что A , B  независимо друг от друга. Если же 

считать BA  , то будем иметь предел функции одного переменного B – он на-

зывается главным значением интеграла (по Коши) и обозначается так: 

    




dxxfpv )(.. 





B

B
B

dxxf )(lim     (1.6) 

(v.p. – первые буквы от фр. valeur principal – главное значение). 

 Выясним геометрический смысл, например, интеграла (1.2). Пусть 

0)( xf , то интеграл (1.1) определяет площадь BS  криволинейной трапеции 

под кривой )(xfy   на участке Bxa  . Поэтому естественно считать, что 

интеграл (1.2), если он существует, выражает площадь S неограниченной кри-

волинейной трапеции (рис. 1.1).  

 

 

Пример 1) 2
1

1
2









dx
x




0
21

1
dx

x 


B
lim2 



B

dx
x0

21

1




B
lim2 

B
x

0
][arctg  

Рис. 1.1 

y 

a O B 

 xfy   

BS  

x 

Рис.1.2 

x 

y 

21

1

x
y


  

O 

1 
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B
lim2  )0arctg(arctgB  – такова площадь бесконечной криволинейной тра-

пеции, изображѐнной на рис. 1.2. 

 Как по-иному вычислять, например, интеграл (1.2)? Пусть функция )(xf  

непрерывна на промежутке  xa  и F(x) какая-либо еѐ первообразная. Тогда 

   
B

a

dxxf )(
B

a
xF )( )()( aFBF  .                                   (1.7) 

Обозначим  

    )(lim)( xFF
x 

 .                                             (1.8) 

Если этот предел существует (конечный), то )(F  – определѐнное число. Если 

же не существует, то )(F  символ, не имеющий смысла. В обоих случаях, пе-

рейдя в (1.7) к пределу при B , можем формально записать 

   


a

dxxf )(



a

xFaFF )()()( .                                (1.9) 

Это есть формула Ньютона-Лейбница для несобственных интегралов. Под 

«подстановкой» при x  понимается именно предел (1.8). 

Пример 2) Рассмотрим так называемый «интеграл сравнения» 


a
p

dx
x

1
, 

где 0a . При 1p  имеем 


a
p

dx
x

1







a

pxp 1)1(

1
. Если 1p , то интеграл 

имеет конечное значение 
1)1(

1
 pap

; если же 1p , то подстановка при x  

равна   – интеграл расходится. При 1p  имеем 




 a
a

xdx
x

ln
1

. Итак, при 

0a  интеграл  

   


a
p

dx
x

1









1,расходится

1,сходится

pесли

pесли
.                                   (1.10)  

Здесь гипербола 
x

y
1

  отделяет кривые 
px

y
1

 , ограничивающие вместе с 

осью Ox и прямой 0 ax  конечные (при 1p ) и бесконечные (при 1p ) 

площади (рис. 1.3).  

В этом примере для функции 0
1

)( 
px

xf  замечаем, что одного стрем-

ления 0)( xf  при x  недостаточно для сходимости интеграла (случай 

10  p ), но чем быстрее 0)( xf , тем лучше для наличия сходимости (слу-

чай 1p ). 
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Пример 3) 





0
0

cossin xdxx . Интеграл расходится, т.к. подстановка при 

x  лишена смысла: предел x
x

coslim


 не существует. Отметим, что этот инте-

грал расходится, несмотря на то, что интеграл 
B

dxx
0

sin  ограничен B : 

2sin 
B

o

dxx . 

Замечание. Если интеграл 


a

dxxf )( , то, хотя он расходится, иногда 

говорят, что он имеет значение, равное   (в отличие, например, от интеграла 

из примера 3). 

2. Свойства несобственных интегралов. Допустим, интеграл (1.2) сходит-

ся. Тогда имеют место следующие утверждения. 

1 . Аддитивность. При любом aB   сходится интеграл по промежутку 

),[ B , причѐм  

   


a

dxxf )(  
B

a

dxxf )(  


B

dxxf )( .                                   (1.11) 

2 . Из (1.11) при B  обнаруживаем, что (для сходящегося интеграла) 

    





B
B

dxxf 0)(lim ,                                               (1.12) 

т.е. )(,0  NN  :  NB 


B

dxxf )( . Таким образом, имеем прибли-

женную формулу для вычисления несобственного интеграла: с любой погреш-

ностью 0  будет 

Рис.1.3 

x O 

y 

x
y

1
  

1,
1

 p
x

y
p

 

1,
1

 p
x

y
p

 

1 

1 a 



 6 

   


a

dxxf )( 
B

a

dxxf )( , если )( NB .                           (1.13) 

3 . Линейность.  













aaa

aa

dxxgdxxfdxxgxf

CdxxfCdxxfC

)()())()((

const,,)()(

                            (1.14) 

– если последний интеграл тоже сходится. Таким образом, из сходимости инте-

гралов от функций )(xf  и )(xg  следует сходимость интеграла от их суммы (и 

справедливость равенства (1.14)). Обратное не всегда верно, как легко убедить-

ся на примерах  dx
xx



















0

2

1

1

1
 или dx

xx










 


1

11
. 

3. Достаточные признаки сходимости интегралов от положительных 

функций. Важно знать, сходится или нет данный интеграл. Для этого прибега-

ют к признакам сходимости.  

Теорема 1.1 (Первая теорема сравнения, «обычная»). Пусть при ax   

выполняется неравенство  

    )()(0 xxf  .                                              (1.15) 

Тогда: 1) Если сходится интеграл  

     



a

dxx)( ,                                                    (1.16) 

то сходится и интеграл (1.2), причѐм 

    


a

dxxf )(  



a

dxx)( .                                         (1.17) 

2) Если интеграл (1.2) расходится, то расходится и интеграл (1.16) (от боль-

шей функции). 

  Пусть дано, что сходится интеграл (1.16), т.е. существует 




Mdxx
B

a
B

)(lim . 

Поскольку 0)(  x , то 
B

a

dxx)(  есть возрастающая функция от B, поэтому она 

меньше предела: Mdxx
B

a

 )( . Тогда в силу условия (1.15) 

    
B

a

dxxf )(  Mdxx
B

a

 )( .                                      (1.18) 
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Но так как 0)( xf , то интеграл (1.1) есть возрастающая функция (от B), и она 

ограничена, поэтому существует 


B

a
B

dxxf )(lim , т.е. интеграл (1.2) сходится. То-

гда из неравенства (1.18) при B  получаем неравенство (1.17). 

2) Пусть интеграл (1.2) расходится. Допуская от противного, что интеграл 

(1.16) сходится, получим по случаю 1), что и интеграл (1.2) сходится, – а это не 

верно.   ▲ 

Замечания. 1) При условии (1.15) функция )(x  называется мажорантной 

или усиливающей функцией по отношению к )(xf . 

2) Теорема 1.1, кроме неравенства (1.17), верна и когда неравенство (1.15) 

выполняется axx  0 , – в силу свойства 1°. 

3) Если интеграл от положительной функции )(xf  расходится, то он рас-

ходится к бесконечности: 


a

dxxf )( . Действительно, т.к. 0)( xf , то инте-

грал (1.1) есть положительная возрастающая функция от B. Если бы, допуская 

от противного, она была ограниченной, то интеграл (1.2) сходился бы. Но это 

не так, поэтому положительная возрастающая функция (1.1) есть функция бес-

конечно большая при  B . 

 Это неверно для интегралов от функций, меняющих знак, как показывает 

пример 3. 

 В силу сказанного, условие сходимости интеграла от положительной 

функции 0)( xf  записывается в виде 


a

dxxf )(  (а условие расходимости – 

в виде 


a

dxxf )( ). 

Теорема 1.2 (Вторая теорема сравнения, предельная). Пусть 0)( xf , 

0)(  x  и существует конечный или бесконечный предел 

    K
x

xf

x


 )(

)(
lim , (  K0 ).    (1.19) 

Тогда:  

1) при   K0  из сходимости интеграла (1.16) следует сходимость инте-

грала (1.2); 

2) при  K0  из расходимости интеграла (1.16) следует расходимость ин-

теграла (1.2). 

(Таким образом, при  K0  оба интеграла (1.16) и (1.2) сходятся или рас-

ходятся одновременно.) 

   1) Пусть  K0 . Тогда в силу (1.19), по определению предела, 0 , 

ax  0 : 0xx   будет  
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 K
x

xf
K

)(

)(
.                                         (1.20) 

Отсюда, в частности, )()()( xKxf  , и остаѐтся применить п.1) теоремы 

1.1 и замечание 2. 

2) Пусть   K0 . При K : 0q  0x : 0xx  q
x

xf





)(

)(
 , т.е. 

)()( xqxf  . Такое же неравенство при  K0  получим из левой части 

неравенства (1.20), положив 2K  и 2Kq  .  ▲ 

 Обычно при исследовании интеграла (1.2) на сходимость в качестве 

«функции сравнения» )(x  берут 
px

C
x  )( , 0,0  pC , и используют резуль-

тат (1.10).  

  Как частный случай теорем 1.1 и 1.2 получается 

Теорема 1.3. 1) Если найдутся числа 1p  и 0C , что 

px

C
xf  )(0 , 0xx  , либо 


)(lim

1

)(
lim xfx

x

xf p

x

p

x
, то интеграл (1.2) схо-

дится. 

2) Если же существуют числа 10  p  и 0C , что 
px

C
xf )( , 0xx  , либо 

0)(lim
1

)(
lim 


xfx

x

xf p

x

p

x
, то интеграл (1.2) расходится. 

Замечание. Если  K0 , в (1.19), то говорят, что функции )(xf  и )(x  

имеют одинаковый порядок при x , или что функции )(xf  и )(xK  эквива-

лентны и пишут )(xf ~ )(xK  при x . При этом исследование на сходи-

мость интеграла (1.2) можно заменить исследованием интеграла (1.16). 

Примеры. 1) dx
x

x



0
2

2

1

sin5
. Здесь  )(0 xf )(

5

1

5

1

sin5
222

2

x
xxx

x






; ин-

теграл dx
x




1
2

1
 сходится (взяли 010 x ); 12 p , следовательно, сходится и 

данный интеграл. 

2) dxe
xx

x x



1

1

46

5

323
. Подынтегральная функция )(xf  положительна и 

непрерывна на промежутке интегрирования, и при больших значениях x (гово-

рят: при x ) имеем 1~

1

xe , 
xx

x
xf

1

3

1
1

3
~)(

6

5

 ; 1p , поэтому интеграл 
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расходится. Отметим, что здесь определили главную часть функции )(xf , или 

еѐ асимптотическое поведение при x . 

3) dx
xxx





2

)2)(1(

1
. Подынтегральная функция )(xf  имеет оценку 

3

11
)(0

xxxx
xf 


 ; 13 p , интеграл сходится. 

4. Интегралы от функций, меняющих знак. Абсолютная сходимость. 

Определение 1. Если сходится интеграл 

     


a

dxxf )( ,                                                   (1.21) 

то интеграл (1.2) называется абсолютно сходящимся, а функция )(xf  абсо-

лютно интегрируемой на промежутке ),[ a . 

Теорема 1.4 (Коши). Абсолютно сходящийся интеграл и сам сходится, 

причѐм 

    


a

dxxf )( 


a

dxxf )( .                                      (1.22) 

   Функцию )(xf  представим как разность двух положительных функ-

ций. 

Положим 
2

)()(
)(

xfxf
x


 , 

2

)()(
)(

xfxf
x


 . (См. рис. 1.4.) Легко видеть, 

что )()(0 xfx  , )()(0 xfx   и )()()( xfxx  . Тогда, поскольку да-

но, что интеграл (1.21) сходится, по теореме 1.1, п.1), будут сходиться и инте-

гралы от функций  )(x  и )(x , а вместе с ними и от функции )(xf  – по свой-

ству 3 . В таком случае из неравенства 
B

a

dxxf )( 
B

a

dxxf )(  в пределе при 

B  получим оценку (1.22). ▲ 

Пример. dx
x

x



0
21

sin
. Здесь 

222

1

1

1

1

sin
)(

xxx

x
xf 





 , а dx

x



3
2

1
 сходится. 

Поэтому данный интеграл сходится, притом абсолютно. 

Теорема 1.4 полезна тем, что позволяет установить сходимость интеграла (1.2) 

(но только сходимость), если сходится интеграл (1.21), а к нему можно приме-

нять признаки сходимости – теоремы 1.1, 1.2, 1.3. Однако есть ситуации, когда 

интеграл (1.21) расходится, хотя сам интеграл (1.2) сходится. В этих случаях 

интеграл (1.2) называется условно или неабсолютно сходящимся. Понятно, что 

такие ситуации возможны лишь когда функция )(xf  меняет знак бесконечно 



 10 

много раз. Например, интеграл dx
x

x



0

sin
 сходится, но не абсолютно: интеграл 

dx
x

x



0

sin
 расходится (см. далее § 1.3, п.3). 

 

 
  

 

§ 2. Интегралы от неограниченных функций, или несобственные ин-

тегралы второго рода 

 

 Пусть функция )(xf  непрерывна в полуоткрытом промежутке ),[ ba , т.е. 

при bxa  , и неограничена при подходе к точке b: при 0bx ; тогда точка 

разрыва bx   называется особой точкой функции )(xf . В этом случае говорят 

для краткости: функция неограничена в точке b (слева). В собственном смысле 

Рис. 1.4 

 x  

 x  

 xf  

 xf  
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функция не интегрируема на ),[ ba , однако вводится  

Определение 2. Несобственным интегралом второго рода называется 

предел 

    
b

a

dxxf )(
0

lim


 
b

a

dxxf )( .                                   (1.23) 

Если существует конечный предел, то говорят, что интеграл сходится (сущест-

вует), а функция )(xf  интегрируема на ),[ ba  (в несобственном смысле). В про-

тивном случае интеграл называется расходящимся (не существует). 

 Аналогично, если функция )(xf  непрерывна при bxa   и неограниче-

на в точке a, определяется интеграл 

    
b

a

dxxf )(
0

lim


 


b

a

dxxf )( .    (1.24) 

 Если особой является точка c, лежащая внутри ],[ ba , то  

   
b

a

dxxf )(

0

0

2

1

lim


















 


 b

c

c

a

dxxfdxxf

2

1

)()( .   (1.25) 

Этот интеграл сводится к сумме интегралов вида (1.23) и (1.24) по формуле 

   
b

a

dxxf )( 
с

a

dxxf )( 
b

с

dxxf )( .                           )52.1(   

 
 Аналогично, когда на промежутке ],[ ba  имеется несколько особых точек. 

Свойства рассмотренных интегралов – такие же, как и для интегралов первого 

рода. 

 Если F(x) – первообразная для (непрерывной) функции )(xf , то  

   
b

a

dxxf )( )()()( aFbFxF
b

a
 ,                                  (1.26)  

где )0()(lim)(
0




bFxFbF
bx

 – в случае интеграла (1.23), и 

)0()(lim)(
0




aFxFaF
ax

 – в случае интеграла (1.24). F(b) и F(a) есть опре-

[ ] 

( 

) 
b  x 

x a  

1c  c 2c  

a 

a 

a 

b 

b 

b 

] 

[ 
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делѐнные (конечные) числа в случае сходимости интегралов или просто симво-

лы, не имеющие смысла – в случае расходимости. И наоборот. Таким образом, 

интегралы (1.23) и (1.24) сходятся тогда и только тогда, когда первообразную 

F(x) можно доопределить в точке b или a так, чтобы она стала непрерывной, со-

ответственно слева или справа. 

 Для вычисления по формуле Ньютона-Лейбница интегралов вида (1.25) 

надо их сначала разбить на сумму )52.1(  ; но можно их вычислить и непосред-

ственно по формуле (1.26), если F(x) доопределима по непрерывности в точке с: 

)()0()0( cFcFcF  . 

 Если в случае (1.25) брать  21 , то определится главное значение 

интеграла (по Коши): 

  .. pv 
b

a

dxxf )(
0

lim











 


 b

c

c

a

dxxfdxxf )()( .                    (1.27) 

Главное значение может существовать и когда интеграл (1.25) в обычном 

смысле расходится. 

Примеры. 1)  


1

0
21 x

dx

0
lim








1

0
21 x

dx

0
lim



1

0
arcsin x

2


 . 

2)  

b

a

dx
xb )(

1
  
b

a

xbdxb )()( ]1 при[  



 

b

a
xb 1)(

1

1
 















.1..,01,

1..,01,)(
1

1 1

етесли

етеслиab
 При 1 : 



b

a

dx
xb

1


b

a
xb )ln( . 

Осознать этот факт можно так. Запишем 



 














xbxb
xf

1

)(

1
)( )0(  . Го-

ворят, что при 0bx  эта функция имеет порядок (порядок роста)   относи-

тельно функции 
xb 

1
 (или: при bx   обращается в бесконечность вида  ): 

чем больше , тем хуже для сходимости ( 1 ), наоборот, чем меньше , тем 

лучше для сходимости ( 1 ). См. рис. 1.5. 

 Итак,  

    

b

a

dx
xb )(

1
 








.1,

,1,

еслирасходится

еслисходится
   (1.28) 

 Аналогично для интеграла  

b

a

dx
ax )(

1
 ( ba  ) (рис. 1.6):   

    

b

a

dx
ax )(

1
 








.1,

,1,

еслирасходится

еслисходится
   (1.29) 
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Это «интегралы сравнения», а подынтегральные функции – функции сравнения. 

 Учитывая (1.28) и (1.29), имеем: интегралы 


b

a

dxxb )(  и  


b

a

dxax )(  

( ba  )  сходятся при 1  и расходятся 1 . 

Упражнение. Сравнить в смысле сходимости интегралы  

a

dx
x0

1
 и 




a

dx
x

1
, 

0a  (и пояснить это геометрически). 

3) Формально применяя правило (1.26) для положительной функции 

2

1
)(

x
xf  , найдѐм  0

2

311
2

1

2

1
2






x

dx
x

, что совершенно абсурдно и из 

геометрических соображений (см. рис. 1.7). Применить формулу (1.26) нельзя, 

ибо здесь первообразная 
x

xF
1

)(   в точке 0x  вообще не имеет смысла (тем 

более не является непрерывной). Правильный результат получим, если разо-

бьѐм данный интеграл по формуле )52.1(   на  сумму интегралов 


0

1
2

1
dx

x
  и 

dx
x


2

0
2

1
 . Эти три интеграла расходятся (не существуют). 

4) Аналогично dx
x




2

1

1
2lnln

2

1



x , хотя интеграл расходится: расходят-

ся интегралы 


0

1

1
dx

x
  и dx

x

2

0

1
 . Однако, данный интеграл существует 

в смысле главного значения: 

Рис.1.5 Рис. 1.6 

ax
y




1
 

1  

 


ax
y

1
 

1 

a+1 

1  

( ] 
b 

a 

xb
y




1
 

1  

 


xb
y

1
 

1 

b-1 

1  

[ ) b 
a x x 
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2

1

1
.. dx

x
pv

0
lim

















 



 1

2 11
dx

x
dx

x 0
lim


  







2

1
lnln xx   

0
lim


  )ln2(ln)1ln(ln  2ln . 

Этот результат вполне объясним из геометрических соображений (рис. 1.8). 

 
Для интегралов (1.23) и (1.24) тоже вводится понятие абсолютной сходимости и 

справедливы теоремы типа 1.1– 1.4. (Интегралы (1.23) сравнивают с интегра-

лом (1.28), интегралы (1.24) – с интегралом (1.29).) Сформулируем одну из них, 

обычно применяемую на практике. 

Теорема 1.5 (Признаки сходимости интегралов второго рода).  

Первый признак («обычный»). Пусть функция )(xf  непрерывна в про-

межутке bxa   и неограничена в точке b.  

1) Если существуют такие числа 0C  и 1 , что  




)(
)(

xb

C
xf , при bx  , 

то интеграл (1.23) сходится, и притом абсолютно. 

2) Если найдутся числа 0C  и 1  такие, что 

)(xf 
 )( xb

C
, при bx  , 

то интеграл (1.23) расходится. 

Второй признак (предельный). Пусть 0)( xf  и найдѐтся число 0  

такое, что существует конечный или бесконечный предел 

Рис. 1.8 

Рис. 1.7 

O 

O x 

y 

y 

x 

-1 

1 

-1 -1 

1 

1 

1 

+ 

+ 

+ 

- 

2

1

x
y   

2 
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)(

1

)(
lim

0

xb

xf
K

bx
 )()(lim

0
xfxb

bx




 , )0(  K . 

Тогда: 1) если  1  и  K0 , то интеграл (1.23) сходится; 2) если 1  и 

 K0 , то интеграл (1.23) расходится. 

Примеры. 5) 


1

0
21

6sin3
dx

x

x
; здесь особая точка 1 bx . 

2

122

)1(

3

11

3

1

3

1

6sin3

x
xxxx

x












; 1
2

1
,3 C  – интеграл сходит-

ся, и притом абсолютно. 

6) Найдѐм площадь S «бесконечного шпиля», ограниченного осью Ox, 

прямыми 0,0  bxax   и линией 
3 2

1

x
y  . Здесь первообразная 

33)( xxF   доопределима в точке 0x  как непрерывная функция и поэтому 

можем применить формулу (1.26): 

 dx
x

b

a
3 2

1
0)(33 333  abx

b

a
. 

Однако, для интегралов 


2

1
2

1
dx

x
 и 



2

1

1
dx

x
 (см. примеры 3) и 4)) так поступить 

нельзя: получатся ошибочные результаты. 

7) Пусть )(xf



















21,

)1(

1
;10,

1

1

3 22
x

x
x

x
. В качестве перво-

образной возьмѐм функцию )(xF }21,
2

13;10,{arcsin 3 


 xxxx  - она 

непрерывна в особой точке 1x  функции )(xf . Поэтому  

 
2

0

)( dxxf
2

3)0()2()(
2

0


 FFxF . 

Так же для интегралов (1.25) можно поступать и в общем случае: если у взятой 

первообразной )(xF  существуют конечные пределы )0( cF  и )0( cF , то за 

счѐт подбора произвольной постоянной C, например, на промежутке bxc  , 

можем получить первообразную, непрерывную в точке c. Но делать так вряд ли 

целесообразно. 
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§ 3. Определённые интегралы, зависящие от параметра 

 

 Пусть при некоторых значениях величин ...,,  существует определѐн-

ный интеграл  
b

a

dxxf ,...),,( . Его значение, вообще, меняется вместе с величи-

нами ...,,  (их называют параметрами интеграла), поэтому это есть функция 

(однозначная) от ...,,  – обозначим еѐ буквой F: 

    ...),,(F  
b

a

dxxf ,...),,( .                                  (1.30) 

(С подобными интегралами встречались при сведении двойных интегралов к 

повторным.) 

 Наша задача: изучить свойства функции F по заданным свойствам функ-

ции f. Будем рассматривать интегралы, зависящие только от одного параметра 

: 

    )(F  
b

a

dxxf ),( .                                            (1.31) 

При этом потребуется понятие равномерной непрерывности функции двух пе-

ременных. 

Определение 3. Пусть функция ),( yxf непрерывна в области D, т.е. не-

прерывна в каждой еѐ точке ),( yx : 

yy

xx




lim ),( yxf ),( yxf , или: 

0,0  : Dyx  ),( :  yyxx ,  ),(),( yxfyxf .    (1.32) 

Число  может по существу меняться, быть разным для разных точек ),( yx , т.е. 

),,( yx  (рис. 1.9). Однако, если найдѐтся число 0 , не зависящее от 

),( yx , а зависящее только от , )( , такое, что неравенство (1.32) будет вы-

полняться сразу для всех точек Dyx ),( , то функция f называется равномерно 

непрерывной в D.  

Теорема Кантора. Если функция  yxf ,  непрерывна в ограниченной 

замкнутой области D, то она и равномерно непрерывна в D
1
. (Без доказатель-

ства.) 

Условие замкнутости области существенно. Например, функция ),( yxf
y

x

1

2

 

непрерывна в области }10,10{  yxD , однако не является равномерно 

непрерывной. Действительно, возьмѐм xx  , так что условие  0xx  ав-

томатически выполнится, при всяком , а разность  

                                                 
1
 Кантор Георг (1845-1918) – известный немецкий математик, основатель современной тео-

рии множеств. Родился в Петербурге, там же получил начальное образование. 
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 ),(),( yxfyxf 




)1)(1(

)(2

yy

yyx
 

при 1y , следовательно, не может быть меньше  (хотя бы при 1 ) сразу 

для всех y из какого бы ни было интервала  yy . 

 
  

Теорема 1.6. (Непрерывность интеграла, зависящего от параметра). Если 

функция ),( xf  непрерывна в прямоугольнике },{ dcbxaR   , то 

функция (1.31) непрерывна в промежутке dc  . 

   Берѐм произвольную точку ],[ dc . В силу равномерной непрерыв-

ности функции  ),( xf , 0)(0  , что при h  будет выполняться 

неравенство 
ab

xfhxf



 ),(),( для всех ],[ bax  (в (1.32) положено 

hyxx  , ). Имеем 

 )()()( FhFF  
b

a

b

a

dxxfdxhxf ),(),(

 
b

a

dxxfhxf )),(),(( ]при[),(),(   hdxxfhxf
b

a

 





b

a

dx
ab

.  

Это означает, что функция )(F непрерывна в точке , а  – произвольная точ-

ка из ],[ dc . ▲ 

Следствие. (Переход к пределу по параметру под знаком интеграла.) Если 

точка ],[0 dc , то при условиях теоремы 1.6 

  
0

lim

 
b

a

dxxf ),( 
b

a

( dxxf ),(lim
0




.                             (1.33) 

   По теореме 1.6 функция )(F непрерывна в точке 
0

 , следовательно 

 

0

lim

 
b

a

dxxf ),(
0

lim


 )(F )( 0 F  
b

a

dxxf ),( 0 dxxf
b

a

 


),(lim
0

. ▲ 

D 

Рис. 1.9 
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 На практике бывает, что пределы интегрирования a и b сами зависят от 

параметра : 

Теорема 1.6*. Функция 

     )( 





)(

)(

),(
b

a

dxxf                                            (1.34)  

при выполнении условий теоремы 1.6 тоже непрерывна на промежутке ],[ dc , 

если непрерывны и функции )(a  и )(b , причѐм )( aa  и bb )( . 

Теорема 1.7. (Дифференцирование интеграла по параметру.) Если функ-

ция ),( xf  непрерывна и имеет непрерывную частную производную ),(  xf  по 

 в прямоугольнике },{ dcbxaR  , то функция (1.31) дифференци-

руема на промежутке dc  , причѐм 

   )(F 

















b

a

dxxf
d

d
),(  



b

a

dxxf )),(( .                  (1.35) 

(Это есть правило Лейбница о перестановке операций дифференцирования и 

интегрирования.)  

   Произвольно взятой, но фиксированной, точке ],[ dc  даѐм прира-

щение 0h . Будем иметь  )( hF  
b

a

dxhxf ),( , 

)(F  )()( FhF  
b

a

dxxfhxf )),(),((   


b

a

dxhhxf ),( , где 

)1,0(  (по теореме Лагранжа о конечном приращении функции); 




h

FhF )()( 
 

b

a

dxhxf ),( . 

В силу условия о непрерывности производной


f  , можем, согласно следствию к 

теореме 1.6, перейти к пределу при 0h  под знаком интеграла. Получим, что 


0

lim
h




h

FhF )()(
 



b

a
h

dxhxf ),(lim
0

  

b

a

dxxf ),( , 

т.е. существует производная )(F  и верно равенство (1.35). ▲ 

Теорема 1.8. При условиях теоремы 1.7 и дополнительном предположе-

нии дифференцируемости функций )(a  и )(b , функция (1.34) тоже имеет 

производную, причѐм 

 )(





















dxxf
d

d
b

a

)(

)(

),( 




 
)(

)(

),(
b

a

dxxf )()),((  bbf )()),((  aaf .    (1.36) 

   Функцию (1.34) рассматриваем как сложную функцию от   (учиты-

вая, что переменное  входит и в подынтегральную функцию, и в пределы ин-

тегрирования), обозначим еѐ ))(),(,()(  ba . По правилу дифференци-
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рования сложной функции находим 




d

d















d

db

bd

da

a
1 . Отсюда и по-

лучается равенство (1.36): именно, 



 находится по формуле (1.35), а 

b


 и 

a


 как производные интеграла по верхнему пределу, например,  

   
a


)),((),(

)(

)(




















 





afdxxf
a

a

b

. ▲ 

Упражнение. Доказать, что функция )(ty  



t

dxxtxf
0

)(sin)(
1

, 

const , является решением дифференциального уравнения 

)()()( 2 tftyty  , и удовлетворяет нулевым начальным условиям 

0)0()0(  yy . (Воспользоваться формулой (1.36), заметив, что переменная t 

входит как в верхний предел, так и в подынтегральное выражение.) 

Теорема 1.9. (Интегрирование по параметру). Если функция ),( xf не-

прерывна в прямоугольнике },{ dcbxaR   , то существуют и равны 

повторные интегралы 

     









d

c

b

a

ddxxf ),(  









b

a

d

c

dxdxf ),( .                        (1.37) 

   Утверждение сразу следует из формул сведения двойного интеграла  

 
R

ddxxf ),(  к повторным интегралам.  ▲ 

Замечание. Условие непрерывности функции ),( xf  существенно. Что-

бы убедиться в этом, рассмотрим, например, функцию 
222

22

)(
),(

yx

yx
yxf




 , 

022  yx , 0)0,0( f  в прямоугольнике }10,10{  yxR . Она не явля-

ется непрерывной в точке )0,0(O , ибо неограничена в еѐ окрестности: напри-

мер, на прямых kxy   имеем 





)1(

)1(
),(

24

22

kx

kx
yxf  при 0x  (если 1k ) 

(рис. 1.10). Находим: 

  













1

0

1

0
222

22

)(
dxdy

yx

yx
A 















 dx
yx

y
y

y

1

0

1

0
22 






1

0
2 41 x

dx
, 

 

4)(

1

0

1

0
222

22 













   dydx

yx

yx
B , BA   ! 
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Пример. Вычислим интеграл dx
x

xx
bF

ab





1

0
ln

)( , ba 0 . Точки 0x  и 

1x  особыми не являются – в них подынтегральную функцию можно доопре-

делить по непрерывности (считать непрерывной); существование конечного 

предела в точке 1x  можно проверить по правилу Лопиталя. Интеграл зависит 

от двух параметров, но положим, что 0 consta . Подобные интегралы ино-

гда удаѐтся вычислить при помощи предварительного дифференцирования по 

параметру. По теореме 1.7:  

 



1

0
1

1

b
dxx

db

dF b CbbF  )1ln()( . Поскольку 0)( 
ab

bF , то отсюда 

при ab  : )1ln()1ln(0  aCCa . Итак,
1

1
ln

ln

1

0








a

b
dx

x

xx ab

. ( 73.1  ) 

 
 

 

§ 4. Несобственные интегралы, зависящие от параметра 

 

1. Предыдущие теоремы распространим на несобственные интегралы. 

Для них в первую очередь обязательно требование сходимости (существова-

ния), и в качестве дополнительного условия – требование «одинаковой» сходи-

мости сразу для всех значений параметра, именно: равномерной сходимости. 

Пусть }{Y  некоторое бесконечное множество значений величины , напри-

мер, промежуток dc  , и интеграл  

    )(F 



a

dxxf ),(                                            (1.38)  

сходится для всех значений параметра Y .Значит, при каждом Y  

0),( 


B

dxxf  при B . 

Потребуем, чтобы этот «хвост» интеграла (1.38) стремился к нулю при 

B  одинаково быстро сразу для всех Y , а именно: вводится  

Рис. 1.10 

x 

1 

1 

y 

R 
 yx,  

 0,0O  

kxy   
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Определение 4. Интеграл (1.38) называется равномерно сходящимся (от-

носительно ) на множестве Y, если 1) он сходится при каждом Y  и если 2) 

0  сразу для всех Y  можно найти такое число )( NN , что   

 B )(N  


dxxfdxxf
B

aa

),(),( 


dxxf
B

),( .  (1.39) 

Смысл этого понятия в том, что в отличие от обычной сходимости в каждой от-

дельно взятой точке  (так называемая поточечная сходимость), число N «об-

служивает» сразу все точки Y , от  не зависит (а зависит только от задан-

ной погрешности , какой бы малой еѐ ни задали). 

Пример. Покажем, что интеграл 




0

dxey xy  сходится при каждом 0y , 

причѐм равномерно на всяком отрезке  yc , если 0c , и не равномерно на 

всѐм промежутке  y0 . 

   Сходимость интеграла при 0y  очевидна. Пусть 0y . Тогда  






B

xydxey 




B

xye 0Bye  при B . 

Найдѐм N. Требуем: Bye ,  то 



1Bye , 



1
lnBy , 



1
ln

1

y
B  ),( yNN  . 

Итак, если NB  , то Bye . Но это N зависит от y, и хотя найденное N 

наименьшее возможное, оно, тем не менее, неограниченно возрастает при 

0y . Однако, если число 0c , то существует N (самое большое из всех воз-

можных ),( yN  ) одно и то же сразу для всех ),[  cy , именно, 

)(
1

ln
1




 N
c

N , так что  )(NB Bye , ),[  cy  - сходимость рав-

номерная. Для промежутков же ],0[ d , d – любое (а также и для ),0[  ) при лю-

бых B будет 1Bye  при 0y . Следовательно, даже, например, для 5,0  

не может быть  5,0Bye  при )( NB  сразу для всех ],0[ dy , какое бы 

большое )(N  ни взяли. (Это легко установить рассуждением от противного.) 

Равномерная сходимость нарушается именно в окрестности точки 0y . Опи-

санную ситуацию можно объяснить тем, что сходимость интеграла при 0y  

создана искусственно за счѐт постоянного множителя y. Без него имеем инте-

грал 




0

dxe xy , расходящийся при 0y , причѐм, чем ближе y к нулю (но 0y ), 

тем «хуже» сходится этот интеграл.  ▲ 
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Теорема 1.10. (Признак Вейерштрасса равномерной сходимости интегра-

ла). Если существует такая функция 0)(  x , что  для всех Y  будет вы-

полняться неравенство 

    ),(xf )(x ,                                                (1.40)  

начиная хотя бы с некоторого 
0

x , т.е. axx 
0

, причѐм 

    




0

)(
x

dxx                                                   (1.41)  

(интеграл сходится), то интеграл (1.38) сходится абсолютно и равномерно 

(относительно ) на множестве Y. 

   В силу условий (1.40) и (1.41), по признаку сравнения (теорема 1.1) 

интеграл (1.38) сходится абсолютно при всяком Y . Так как (1.41) сходится, 

то 0 , )( NN 0x , такое, что   )(NB 



B

dxx)( . Следователь-

но, при )( NB : 





B

dxxf ),(  



B

dxxf ),( 



B

dxx)(  – 

и это сразу для всех Y . (Число )(N  не зависит от : оно подобрано для ин-

теграла (1.41), не содержащего .) ▲ 

При указанных условиях функция )(x  называется мажорантной, или 

усиливающей, для функции ),( xf  и говорят, что интеграл (1.38) при 0xa   

мажорируется сходящимся интегралом (1.41) (не содержащим параметра). 

Обычно мажоранту )(x  находят как наибольшее значение функции ),( xf  

для всех Y . 

Пример. Интеграл 






0
22

cos
dx

xk

x
, где 0 constk , сходится равномерно 

относительно параметра  на всей оси  , т.к. мажорируется сходя-

щимся интегралом 


0
22

1
dx

xk
. 

Теорема 1.11. (О непрерывности равномерно сходящегося интеграла). 

Если функция ),( xf  непрерывна в полуполосе },{ dcxaD   и ин-

теграл (1.38) равномерно сходится на промежутке ],[ dc , то определяемая им 

функция )(F  непрерывна на этом промежутке. 

  Пусть 0  любое наперѐд заданное число. В силу равномерной схо-

димости интеграла, по  найдѐтся число )( NN  такое, что  при NB   будет  

   
3

),(





B

dxyxf ,  ],[ dcy .                                  (1.42) 
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Фиксируем какое-нибудь число )( NB  и запишем  

)(F  
B

a

dxxf ),(  


B

dxxf ),( )( 



B

dxxf ),( , 

где через )(  обозначили интеграл по конечному промежутку ],[ Ba . 

Берѐм точку ],[ dc , ей даѐм приращение 0h . Имеем   

dxxfdxhxfh

dxxfdxhxfhFhF

BB

BB













),(),()()(

),(),())()(()()(

      (1.43) 

По теореме 1.6 функция )(  непрерывна, поэтому найдѐтся число 0  такое, 

что при h  будет 
3

)()(


 h . В силу этого и неравенств (1.42) для 

y  и hy  , из (1.43) получим 









333

)()( FhF , если h . 

Это означает непрерывность функции )(F . ▲ 

Следствие. (Переход к пределу под знаком несобственного интеграла). 

При условиях теоремы 1.11, если ],[0 dc  имеем 

0

lim





a

dxxf ),( 



a

( dxxf ),(lim
0




. 

Доказывается так же, как и следствие к теореме 1.6. 

Замечание. Следствие установлено для конечных чисел 0 . На практике 

же часто требуется перейти к пределу при  . Однако, это не всегда воз-

можно. Например, )(F 








1
3

2
dxe

x

x 





1

)(
2

1 2xed
2

1
)1(

2

1
 e  при  . 

Однако, 









1

3
)lim(

2
dxe

x

x

2

1
00

1




dx . 

Теорема 1.12. (Интегрирование несобственного интеграла по параметру). 

В условиях теоремы 1.11  

  
d

c

dF )(  


dxxfd
a

d

c

),( 


dxfdx
d

ca

),(                   (1.44) 

(т.е. можно менять порядок интегрирования). 

   В силу равномерной сходимости интеграла (1.38), 0 , )( NN  

такое, что ],[ dc  при  NB  

cd
dxxf

B







),( .                                          (1.45) 
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По теореме  (1.9)   dxxfd
B

a

d

c

),(  dxfdx
d

c

B

a

),( . Составим и затем оценим 

разность  

  
d

c

B

a

d

c

dxfdxdF ),()(   
d

c

d

c

B

a

dxxfddF ),()(  

  









d

c

B

aa

ddxxfdxxf ),(),(   
d

c B

dxxfd ),(  


ddxxf
d

c B

),(  

<[при  ,NB  в силу (1.45)] 



  d

cd

d

c

. 

Это и означает, что 




B
lim  dxfdx

d

c

B

a

),(  


dxfdx
d

ca

),(  
d

c

dF )( dxxfd
a

d

c




 ),( .  ▲ 

Иногда приходится переставлять интегралы, взятые оба по бесконечным про-

межуткам: 

    


dxxfd
ac

),( 


dxfdx
ca

),( .                            (1.46) 

Оправдать такую перестановку сложно, и это удаѐтся сделать лишь для узкого 

класса функций. Например, справедлива  

Теорема 1.13. Пусть функция ),( xf  непрерывна при 

 xa , c , 0),( xf , внутренние интегралы в (1.46) сходятся и яв-

ляются непрерывными функциями от параметров  и  x  соответственно. То-

гда если один из повторных интегралов в равенстве  (1.46) существует, то 

существует и другой и это равенство имеет место. (Без доказательства.) 

Теорема 1.14. (Дифференцирование по параметру под знаком несобст-

венного интеграла). Пусть функция ),( xf  и еѐ частная производная ),(  xf  

непрерывны в области },{ dcxaD  , интеграл (1.38) сходится, а 

интеграл  

 


 

a

dxxf ,                                                  (1.47) 

равномерно сходится на промежутке ],[ dc . Тогда функция )(F  дифференци-

руема на этом промежутке, причѐм 

    )(F



















a

dxxf
d

d
),(  







a

dx
xf ),(

.                     ( 74.1  ) 

   Возьмѐм любое ],[ dc . Поскольку интеграл (1.47) равномерно схо-

дится на ],[ dc , и тем более на ],[ c , то по теореме 1.12 
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dxxfd
ac

),( 






dxfdx
ca

),( 



a

c dxxf )],([  



a

dxxf ),( 



a

dxcxf ),( . 

Последнее равенство справедливо в силу условия сходимости интеграла (1.38), 

при этом второе слагаемое в правой части есть некоторая постоянная (обычный 

сходящийся несобственный интеграл). По теореме 1.11 функция (1.47) – это не-

прерывная функция от . Тогда по теореме о производной интеграла по верх-

нему пределу существует производная (по ) от левой части, а, следовательно, 

существует производная и от правой части. Продифференцировав по , полу-

чим равенство:  
 

 

















a a

dxxf
d

d
dxxf ),(),( . ▲ 

Замечание. Мы доказали, что функция (1.38) имеет производную. Но то-

гда она тем более непрерывна на ],[ dc . Хотя равномерная сходимость самого 

интеграла (1.38) не требовалась в отличие  от требования теоремы 1.11, зато 

вместо этого использовалась равномерная сходимость интеграла (1.47). 

2. Случай несобственных интегралов второго рода. Мы рассмотрели ин-

тегралы вида (1.38), для которых единственной особой точкой является x . 

Пусть теперь функция ),( xf  при каждом Y  непрерывна на интервале 

bxa  , за исключением точки bx  , и эта точка является особой. 

Определение 5. Интеграл 

      
b

a

dxxf ),(                                                      (1.48)  

называется равномерно сходящимся (относительно ) на множестве }{Y , 

если: 1) он сходится при каждом Y  и 2) 0 , 0)(  , не зависящее 

от , такое, что при 0  будет выполняться неравенство 

  


 b

b

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf ),(),(),(  

сразу для всех Y .  

Аналогично, если особой точкой является точка ax  . Если же имеется 

конечное число особых точек bxxxa n  ...21  (допустимо  ab , ), 

то промежуток ],[ ba  разбивают на частичные так, чтобы для них единственной 

особой точкой был один из концов. Тогда интеграл называется равномерно 

сходящимся на множестве Y, если равномерно сходятся интегралы на каждом 

из частичных промежутков. 

 Для равномерно сходящихся интегралов второго рода остаются в силе все 

теоремы об интегралах первого рода: теоремы 1.10-1.12, 1.14. 

3. «Тонкие» признаки равномерной сходимости (признаки Абеля-

Дирихле). 

Рассмотрим интегралы  
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a

dxxgxf )(),( ,                                            (1.49) 

    



a

dxxgxf ),()( ,                                          )94.1(    

где  f  и  g непрерывные функции от x при каждом Y , и функция g, сверх то-

го, монотонна и имеет непрерывную производную по x. Тогда  

I. Первый признак. Интеграл (1.49) сходится равномерно на множест-

ве Y, если: 1) такой интеграл по конечному промежутку ],[ Ba  ограничен при 

всех aB   и Y  (говорят: равномерно ограничен), именно выполняется не-

равенство constKdxxf
B

a

 ),(  , 2) 0)( xg  при x , причѐм монотонно. 

II. Второй признак. Интеграл )94.1(   сходится равномерно на множест-

ве Y, если: 1) интеграл 


a

dxxf )(  сходится и 2) функция ),( xg  равномерно ог-

раничена для всех ),[  ax  и Y :  constKxg ),( . 

(Для положительных функций  f  и  g этот признак очевиден в силу при-

знака Вейерштрасса.)  

Оба признака – без доказательства. 

 Если функции  f  и  g  от  не зависят, т.е. являются функциями только 

переменной x, то здесь имеем «тонкие признаки» обычной сходимости несобст-

венных интегралов. Эти признаки применяются чаще всего для исследования 

сходимости интегралов от функций, меняющих знак. 

Примеры. 1) При 0  интегралы  

   



a

dx
x

xsin
, 



a

dx
x

xcos
, 0a ,                                     (1.50)  

сходятся при любом >0  по признаку I: 2sin 
B

a

xdx , а 0
1

)( 
x

xg  при 

x , монотонно. 

При 1  интегралы (1.50) сходятся абсолютно (т.к. 



xx

x 1sin
 и 




xx

x 1cos
). Если же 10  , то они сходятся неабсолютно. Докажем это для 

первого из этих интегралов: надо установить, что расходится интеграл 





a

dx
x

xsin
. Рассуждаем от противного: если бы он сходился, то в силу неравен-

ства xxxx 2sinsinsinsin   сходился бы интеграл (по теореме 1.1) 
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a

dx
x

x2sin

2

1
 







a

dx
x

x2cos1

2

1
 




a

dx
x

1






a

dx
x

x2cos

2

1
, 

что неверно, поскольку в правой части второй из слагаемых интегралов сходит-

ся по тому же признаку I, а первый расходится. 

 В силу доказанного и интеграл 


0

sin
dx

x

x
 ( 1,0 a ) сходится неабсо-

лютно; здесь точка 0x  не является особой. 

2) Убедимся, что интегралы 


0

2 )sin( dxx  и 


0

2 )cos( dxx  сходятся – это ин-

тегралы Френеля или дифракции. Рассмотрим первый из них. Формально за-

пишем 


0

2 )sin( dxx 
1

0

2 )sin( dxx 



1

2 )sin( dxx . Первый интеграл справа – обыч-

ный определѐнный интеграл от непрерывной функции, он существует. Второй 

интеграл исследуем двумя способами.  

 Сначала представим подынтегральную функцию в виде произведения 

двух сомножителей: )sin(
1

)sin( 22 xx
x

x  . Здесь )(xg 0
1


x
 при x  мо-

нотонно, а 
B

dxxx
1

2sin 
B

xdx
1

22 )(sin
2

1
1cos

2

1

1

2 
B

x , т.е. выполняются оба 

условия первого тонкого признака сходимости для несобственных интегралов. 

Значит второй интеграл, а вместе с ним и интеграл по промежутку ],0[   суще-

ствует. 

 Иначе: сделаем замену tx  , то 


1

2 )sin( dxx
2

1
 



1

sin
dt

t

t
, а полученный 

интеграл сходится. 

 Интересно отметить, что подынтегральная функция )sin( 2xy   не стре-

мится к нулю при x  (не имеет никакого предела), график еѐ колеблется 

между прямыми 1y  и 1y . А сходимость обусловлена тем, что расстояние 

между соседними нулями  nxn  ...)2,1,0( n  стремится к нулю при n , 

и положительные и отрицательные значения интегралов по промежуткам 

],[ 1nn xx  «взаимно погашаются».  

 (Оказывается, что 


0

2 )sin( dxx
22

1
)cos(

0

2 
 



dxx .) 

4. Вычисление интегралов с помощью предварительного дифференциро-

вания по параметру. Предположим, требуется вычислить, например, интеграл 

(1.38). Иногда это удаѐтся сделать с помощью следующего приѐма. Допустим, 

можем вычислить этот интеграл при некотором значении 0 : 00 )( FF   
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(возможно 0 , т.е. когда  ), и можем вычислить интеграл (1.47) – его 

обозначим )( . Тогда, согласно (1.47), будет известна производная 

)()( F . Как решение этого дифференциального уравнения, с начальным 

условием 00 )( FF  , восстанавливается сама функция  )(F . Таким способом 

ранее был найден интеграл )73.1(  . 

Примеры. 1) )(aF 




0

sin
dx

x

x
e ax . Интеграл сходится равномерно при 

всех 0a  - по второму признаку (Абеля-Дирихле), поэтому функция )(aF  не-

прерывна при 0a .  

Дифференцируем под знаком интеграла: 

    )(aF 



0

sin dxxe ax

21

1

a
 ;                               (1.51)  

это законно и равенство верно 0a . Именно, при всяком 0  интеграл 

(1.51) сходится равномерно 0a , т.к. он мажорируется сходящимся инте-

гралом 




0

dxe x , а всякое число 0a  можно поместить в соответственно по-

добранный промежуток ),[  . Из (1.51), интегрируя, получим 

 )(aF Ca arctg ; ?C  Имеем 

 )(aF 




0

dxe xa 0
1


a
 при a 0 . Следовательно, при a  

находим C



2

0 , 
2


C . Итак,  

   )(aF 




0

sin
dx

x

x
e ax aarctg

2



 .                                (1.52)  

Это было получено при 0a . Однако, в силу непрерывности функции )(aF  в 

точке 0a , отсюда имеем )0(F 


0

sin
dx

x

x

2
)(lim

0





aF

a
, т.е. 



0

sin
dx

x

x

2


 . 

В этом интеграле сделаем замену tx  . При 0  получим  




2

 

0

sin
dt

t

t
, и при 0 : 



2

 

0

sin
dt

t

t
]  замена[ ut  

 


0

sin
du

u

u
. 

Итак (рис. 1.11), 

 )(I 





0

sin
dt

t

t























.0,
2

,0,0

,0 ,
2

если

если

если

                                    (1.53) 
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Отсюда для известной нам функции «сигнум » имеем интегральное представ-

ление 

  sign 






0

sin2
dt

t

t















0,1

0,0

0 ,1

.                              ( 35.1 ) 

 

Замечания. 1) Следствие 2 и теорема 1.14 к интегралу (1.53) непримени-

мы: здесь 
2

)(lim
0





I , так что 

0
lim








0

sin
dt

t

t








0
0

0
sin

lim dt
t

t
. И диффе-

ренцирование по параметру  под знаком интеграла приводит к расходящемуся 

при всяком  интегралу 



0

cos dtt .  

2) Равномерная сходимость  интеграла )(aF  на любом ( 0 ) проме-

жутке  a0  устанавливается непосредственно по признаку Вейерштрас-

са. Однако, для исследования интеграла на всей полуоси  a0 , именно в 

окрестности точки a (справа), этого было бы недостаточно. 

3)  )(a 
  

0

dx
x

ee xbxa

, 0,0  ba ; считаем constb  . 

 )(a  
 

0

dx
x

xe xa





x

x

xa

a

e

0


a

1
 )(a Ca  ln ; ?C  Положим ba  , 

то 0)( 
ba

a , и  Cbln0 bC ln , так что  )(a ba lnln  . Итак,  


  

0

dx
x

ee xbxa

a

b
ln ; 0,0  ba . Обоснование очевидно. 

4) Аналогично устанавливается, что  
  

0

22

dx
x

ee xbxa

2

1


a

b
ln ; 

0,0  ba . Впрочем, это сразу получается из интеграла )(a  в результате за-

мены tx  . 

)( Iy  

2


 

2


  

y 

O  

Рис.1.11 
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 Достаточно общие методы вычисления подобных и других интегралов 

доставляет «Теория вычетов» – раздел курса «Комплексный анализ». 

 

 

§ 5. Эйлеровы интегралы: Г (гамма) и В (бета) функции 

 

 Ознакомимся с некоторыми свойствами гамма-функции )(  и бета-

функции ),(   Эйлера. Эти функции относятся к разряду так называемых 

«Специальных функций», широко применяются в разных разделах науки. Яв-

ляются функциями не элементарными, но изучены так же глубоко и подробно, 

как привычные нам элементарные функции. Изучение этих функций – прекрас-

ный пример применения изложенной теории интегралов, зависящих от пара-

метра. 

1. Интеграл Эйлера 2-ого рода, или Г- функция. Так называется функция, 

определяемая интегралом  

    dxxe x 1

0

)( 



 .                                          (1.54) 

Найдѐм, где сходится этот интеграл. Он является «смешанным» несобственным 

интегралом: первого рода (особая точка x ), и второго – при 1  (особая 

точка 0x ). Поэтому разбиваем его на две части: 

   dxxe x 1

0





 dxxe x 1

1

0


 dxxe x 1

1





 .                       (1.55) 

1) Если 0x , то 11 ~  xxe x , поэтому интеграл по промежутку 10  x  

сходится, если 11  , т.е. 0 . Найдѐм, где он сходится равномерно. Для 

этого надо немного отступить от точки  0  – потребуем, чтобы было  

0 . Тогда при 10  x : 



 
1

111 1
1

x
xxxe x . 

Поскольку 11  , то мажорантный интеграл dxx


1

0

1  сходится, поэтому сам 

интеграл сходится равномерно – при 0 . 

2) Если  r , где число r любое (и по желанию как угодно большое), 

то 
2

11 1

x
xexe rxx    при достаточно больших x. Поэтому интеграл в (1.55) 

по промежутку  x1  сходится равномерно при r . Следовательно, инте-

грал (1.54) сходится равномерно на всяком промежутке  r0 . Но то-

гда функция )(  по теореме 1.11 непрерывна на этом промежутке. Поскольку 

любое число 0  можно поместить в надлежаще подобранный промежуток 

],[ r , то интеграл (1.54) сходится при всех 0  и определяемая им функция 

)(  непрерывна при  0 . 
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 Таким же образом можно убедиться в существовании и непрерывности 

производных любого порядка: 

  xdxxe x ln)( 1

0





 , dxxxe x 21

0

)(ln)( 



  ,…              (1.56) 

 Получим некоторые свойства гамма-функции. 

1 . В интеграле (1.54) заменим  на 1  и получающийся при этом ин-

теграл проинтегрируем по частям, считая 0 : 

    dxxe x 




0

)1(   ],[ dxedvxu x



0

xex + dxxe x 1

0





  )( . 

Итак, 

     )1( )( .                                         (1.57) 

Это – основное функциональное уравнение для Г-функции (оно относится к типу 

так называемых разностных уравнений), или: формула приведения  Г- функции 

к аргументу, меньшему единицы (или коротко: формула понижения аргумента). 

Последнее обусловлено следующим. Всякое число 0  можно записать в виде 

 n , где n – целое неотрицательное число и 10  . Применяя к )(  n  

свойство (1.57) последовательно n раз, найдѐм  

).()1)...(2)(1(

...)2()2)(1()1()1()(





nn

nnnnnn
    (1.58) 

 Таким образом, вычисление Г для любого аргумента 0 n  может 

быть приведено к вычислению Г для 10  . 

  Положим в (1.58) 1 . Так как 1)1(
0

 


 dxe x , получим  

  !)1( nn   .                                                    (1.59)  

Поэтому функция )(  носит название «обобщѐнный факториал»: она является 

естественным обобщением на область любых положительных значений аргу-

мента функции целочисленного аргумента ( !n ). Из (1.59) при 0n  получаем 

известное соглашение 1!0  . 

 2 . Интеграл (1.54) для 0  расходится, однако формула (1.57) позво-

ляет доопределить или, как говорят, продолжить, функцию )(  и для отрица-

тельных значений . Это осуществляется «по шагам», с шагом 1h . Имеем 

    )1(
1

)( 


 .                                           (1.60) 

Первый шаг: функция )1(   определена и непрерывна, когда 01 ,т.е. 

1 , а функция 


1
 – при всех , кроме 0 . Поэтому левая часть равенства 

(1.60), именно )( , определится как непрерывная функция при всех 1 , 

кроме 0 . 

 Второй шаг: применяя равенство (1.60) к функции )1(  :  



 32 

)1(
1

)( 


 )2(
1

11






 , 

приходим к тому, что )(  оказывается непрерывной функцией при всех 

2 , кроме 0  и 1 . Продолжая далее этот процесс, получаем, что 

функция )( , заданная при 0  интегралом (1.54), а при 0  исходя из ра-

венства (1.60), определена и непрерывна на всей оси  , кроме нуля и 

целых отрицательных значений: ,...2,1,0  . 

 Примечание. Описанное доопределение функции )(  на случай 0  в 

определѐнном смысле единственно, именно в силу единственности так назы-

ваемого аналитического продолжения. 

 3 . Так как 1)1(  , то из (1.60) имеем  


















 0

1)1(
lim)(lim

00
, 

















 0

1)1(
lim)(lim

00
. 

Тогда  




















 1

)1(
lim)(lim

0101
, 














 1
)(lim

01
,…. 

То есть в точках ,...2,1,0   функция )(  имеет разрывы второго рода, 

именно бесконечный скачок. 

 4 . Теперь можно выяснить график функции )(y , сначала при 0 . 

Так как 1)1(1)2(   и )(  существует в интервале (1;2), то по теореме 

Ролля между 1 и 2 есть нуль 0  производной )( : 0)( 0  . Поскольку, как 

видно из (1.56), 0)(  , то производная  )(  строго возрастает при 0 . 

Следовательно, 0)(   при 00  , значит здесь )(  убывает, и 

0)(   при 0 , так что )(  возрастает: в точке 0  – единственный ми-

нимум. Оказывается, что ...4616,10  , min  )( ...8856,0)( 0   

 Так как )(  возрастающая функция при 0 , то при 12  nn  

,...)2,1( n  будет  )!1(n )( !n , т.е.  )(  при   как !n  (рис 

1.12). 

При 0  график строится по шагам, исходя из (1.60). 

 Наряду с «мистическими» числами , e, во многих исследованиях всплы-

вает постоянная Эйлера-Маскерони   )1(C  


 x d xe x ln
0

 

du
u

ee uu




 


1

0

1

1
 ...5772157,0

1
ln

1
)ln

1
...

2

1
1(lim

1








 
 



 nm n

n

n
m

m
.
2
 

                                                 
2
 Подробные таблицы Г-функции впервые составил французский математик Адриан Мари 

Лежандр (1752-1833). 
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 2. Интеграл Эйлера первого рода, или бета-функция. 

Так называется функция двух переменных  и β, определяемая интегралом 

    ),( dxxx
 

1

0

11 )1( .                                      (1.61) 

Это несобственный интеграл второго рода с особыми точками 0x  (при 1 ) 

и 1x  (при 1 ). Поскольку 111 ~)1(   xxx при 0x , и 
111 )1(~)1(   xxx  при 1x , то интеграл (1.61) сходится, если 11  , 

11  , т.е. 0  и 0 , ибо при этом сходятся интегралы dxx


1

0

1  и 

dxx


1

0

1)1( . Легко убедиться, что сколь бы мало ни отступили от концов, 

именно, при  110 r ,   220 r , интеграл будет сходиться 

равномерно, и тогда ),(   есть непрерывная функция при 0 , 0 . 

 Установим связь между функциями В и Г. В интеграле (1.61) заменим: 

1


t

t
x , 

2)1( 


t

dt
dx . Будем иметь 

Рис. 1.12. График Г-функции. 

y 

x 
1 

-1 
2 3 

-2 -3 

1 

-1 

O 
0  

0,8 

1n  

!n  
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  ),(
2

1

0
1

1

)1(1
1

)1( t

dt

t

t

t

t






















  dt
t

t







0

1

)1(
.  (1.62) 

Это – другое интегральное представление функции ),(  .  

 В интеграле (1.54) заменим tyx   ( )0 constt : 

   t)( dyye ty 1

0





 , 


t

)(
dyye ty 1

0





 .                         (1.63) 

Здесь заменим  на   и t на 1t : 





)1(

)(

t
dyye yt 1

0

)1( 



 . 

Умножим на 1t  и потом проинтегрируем по t от 0 до  : 

)(  dt
t

t







0

1

)1(
dtt




0

1 dyey yt





0

)1(1 . 

Считая 1  и 1 , переставим пределы интегрирования, что законно в силу 

теоремы 1.13: 

dtt




0

1 dyey yt





0

)1(1 dyey y




0

1 dtet ty





0

1 . 

Внутренний интеграл находим по формуле (1.63): 

dyey y





0

1 


 dtet ty

0

1





0

1 yey 



dy
y

)(
 )( 


 dyey y

0

1  )( )( . 

Итак, в силу (1.62): 

     ),(
)(

)()(




.                                            (1.64) 

Изложенный вывод этого соотношения Эйлера принадлежит Дирихле. 

 Из (1.64):  ),( ),(  , т.е. В – функция симметрична относительно 

переменных  и  (впрочем, это получается непосредственно из определения 

(1.61) после замены tx 1 ).  

 При натуральных m , n  из (1.64) получаем  ),( nm
)!1(

)!1()!1(





mn

mn
. 

 Приведѐм без доказательства некоторые другие формулы: 

 1) Формула дополнения. 

  )( )1(   )1,(




sin
, 10  . (Название формулы идѐт от 

того, что числа  и 1  дополняют друг друга до 1.) 

Отсюда при 
2

1
 : 










2

1
. Но поскольку  
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2

1
dxxe x 2

1

0






2tx

зам ена



  dte t 2
0

2




 ,  

то 

    
2

0

2 



 dte t .                                                  (1.65) 

Это – интеграл Эйлера-Пуассона
3
 от 

2te . Тогда, при 0 : 

  )( [
0

2




 dxe x замена  ]tx











2

1

0

2 dt
e t ,                (1.66) 




 ][
0

2 2

txdxex xk 






t

dt
et tk

k 2)(

1

0
2





 

  dtet t
k

k
0

2

1

12)(

1

2

1
 














 2

1

2

1

)(

1
12

k
k

. 

Применяя равенство (1.57) k раз, получим:  











  2

1

2

1

)(

1
12

k
k 112 2

!)!12(







kk

k
, ,2,1k . 

Здесь воспользовались первым из следующим обозначений для произведения 

нечѐтных либо чѐтных чисел: )12)(32(...531!)!12(  kkk , 

kkk 2)22(...642!)!2(  . 

 Приведѐнные интегралы встречаются, в частности, в теории вероятностей 

и молекулярно-кинетической теории газов. 

2) Формула Лежандра или формула удвоения:  

122   )( 









2

1
)2(  . 

3) Асимптотическое разложение или формула Стирлинга 
4
 (1730г.): 

  ))(1(2)1( xxexx xx   , 0)(  x  при x . (1.67)  

Отсюда можно подсчитывать )(x  для больших x со сколь угодно малой отно-

сительной погрешностью )(x . Известно, что 1)(0 12

1

 nex , где )(xEn   

(целая часть x). В частности, 

 nennn nn   2~!)1(  или n

n

e
e

n
nn 122!











 , 10  .  (1.68) 

 Существует ещѐ много других формул, выявляющих глубокие свойства 

функций   и  . Некоторые из них получил также Н.И. Лобачевский (1792-

                                                 
3
 Дени Симон Пуассон (1781-1840) – французский математик. 

4
 Джемс Стирлинг (1692-1770) – английский математик. 
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1856) – один из создателей неевклидовой геометрии (именно: геометрии Лоба-

чевского). 

3. Приведѐм примеры вычисления некоторых интегралов с помощью 

функций Г и В. 

1) Считая 0,0,0  mqp , найдѐм следующие интегралы от дифферен-

циального бинома: 

a) В интеграле dxxx qmp


 
1

0

11 )1(  сделаем замену myx

1

 . Получим:  


 dxxx qmp

1

0

11 )1( 






 dyy
m

yy mqm

p
1

11

0

1

1
1

)1( 







 q

m

p

m
,

1





















q
m

p

q
m

p

m

)(
1

. 

b)  В интеграле  




 dba 1
2

0

1 cossin , 0,0  ba , сделаем замену: xx sin , 

 ddx cos . Получим:  

 




 dba 1
2

0

1 cossin  

 




 dxxxx

b

a
1

0

122

1

21 )1()1( 


 dxxx

b

a
1

0

1
221 )1( 










2
,

22

1 ba








 




















2

22

2

1

ba

ba

.   

Заметим, что данный интеграл симметричен относительно a и b. 

Полагая 1b  или 1a , найдѐм  





 da
2

0

1sin 



 da
2

0

1cos 








 




















2

1

2

1

2

2

1

a

a








 














2

1

2

2 a

a

. 

Отсюда, используя равенство (1.57), при 1ma , m N, можно найти интегра-

лы:  





dm
2

0

sin 



dm
2

0

cos















mнечѐтномпри
m

m

mчѐтномпри
m

m

,
!!

!)!1(

,
2!!

!)!1(

. 

2) Докажем: 
2

2

22
4

0
2

cos)( kxk e
k

dxxeJ




 
  , 0k . Имеем: 
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d

dJ



 dxxxe xk

0

sin
22

)(sin
2

1 22

0
2

22

xkdxe
k

xk 



частямпо

минтегрируе

  

22

1

k
 )(

2
cossin

2
0

0

2222


















 


 J

k
dxxexe xkxk .  

Отсюда 


 d
kJ

dJ
22

, интегрируем: Jln C
k

ln
2

1

2 2

2




 , 
2

2

4kCeJ




 . Полагая 

0 , получим 
22

1
)0(

k
JC


  (см. (1.66)). Равенство доказано. 

3) Найдѐм иное представление для интеграла dxxeF x



 
0

sin)(
2

.  

dxxxe
d

dF x



 


0

cos
2

2
cos

2

1
0

2 


 xe x
dxxe x




 
0

sin
2

)(
22

1



 F . Полу-

чили линейное неоднородное дифференциальное уравнение с линейными ко-

эффициентами: 

    
2

1

2






F

d

dF
.                                                    (1.69) 

 

Решаем соответствующее однородное уравнение 0
2







F
d

dF
, 


 d

F

dF

2
. 

Интегрируем: Fln Cln
4

2




 4

2

)(




 CeF , constC  , включая 0C . 

Неоднородное уравнение (1.69) решаем методом Лагранжа вариации произ-

вольных постоянных: решение ищем в том же виде 4

2

)()(




 eCF , но здесь 

считаем )(CC  новой искомой функцией (в уравнении (1.69) производим 

замену переменной). Имеем 44

22

)(
2

1
)(










eCeС
d

dF
. Подставляя в 

уравнение (1.69), будем иметь 




2

1
)( 4

2

eС 1

0

4

2

2

1
)( CdeC  

 

, 

constC 
1

. Получили 44
1

22

2

1
)(







 eeСF 
 

de
0

4

2

. Замечая, что 0)0( F , 

при 0  найдѐм 01 C . Итак, dxxeF x



 
0

sin)(
2

4

2

2

1




 e dte

t




0

4

2

. 
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 Эта функция (как и все решения уравнения (1.69)) обладает свойством: 

0)( F  при  , что легко проверить по правилу Лопиталя. 

 

 

§ 6. Несобственные двойные и тройные интегралы 

 

 Понятие двойного и тройного интегралов расширим на случаи бесконеч-

ной области и неограниченной функции. При этом ограничимся общими заме-

чаниями без достаточного обоснования приводимых результатов. 

1. Случай бесконечной области. Пусть D –  бесконечная область плоско-

сти Oxy и в ней задана непрерывная (для простоты) функция ),( yxf . Рассмот-

рим ограниченную часть B области D и будем расширять еѐ до области D. 

Именно, пусть  – замкнутый контур, содержащий внутри начало O(0,0), R – 

наименьшее из расстояний от точек ),( yxP  до начала координат (часто за   

достаточно брать окружность 222 Ryx  ), то полагаем )( IDDB R   

(рис. 1.13). Несобственным интегралом от функции ),( yxf  по области D назы-

вается предел  

    
D

dxdyyxf ),(
R

lim 
RD

dxdyyxf ),( .                          (1.70) 

Если существует конечный предел, то говорят, что интеграл сходится (сущест-

вует), в противном случае – расходится (не существует). 

 Подобным образом вводится и несобственный тройной интеграл по бес-

конечной области V. 

Теорема 1.15. (Достаточные условия существования двойного и тройного 

интегралов по бесконечной области.) Пусть r – расстояние от произвольной 

точки  P области D или V до начала координат и функция )(Pf  при больших r  

удовлетворяет условию 

pr

C
Pf )( , 0,0 rrconstC  . Тогда 

1 . Если 2p , то двойной интеграл (1.70) сходится. 

2 . Если 3p , то сходится тройной интеграл 

    
V

dxdydzzyxf ),,( .                                             (1.71) 

Замечание. Пусть функция )(Pf  удовлетворяет условию



r

C
Pf )( , где 

0
,0 rrconstC  . Тогда в случае 2  расходится интеграл (1.70), а в случае 

3  расходится интеграл (1.71). Это можно пояснить тем, что при r  

функция )(Pf  даже если и стремится к нулю, то достаточно медленно (в отли-

чие от ситуаций 1  и 2 ). По сравнению с несобственным интегралом по про-

межутку ),[ a , сказанное (в случае расходимости) верно и когда оценивается 

модуль функции, а не только сама функция. Вычисляются интегралы (1.70) и 
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(1.71) как обычно сведением к повторным интегралам. 

 

Пример. Пусть D – вся плоскость Oxy. Найдѐм интеграл dxdyeI
D

yx



22

. 

Если 22 yxr  , то 
3

1222

r
ee ryx    при достаточно больших  r. 

Здесь 23 p , поэтому интеграл сходится. Переходим к полярным координа-

там  sin,cos yx ;  20,0 : 
 dxdye

D

yx 22







ded
0

2

0

2


2

1
2 . 

С другой стороны, в декартовых координатах: 


 dxdye

D

yx 22






 dxe x2

( 




 dye y2

)

2
2














 





 dxe x . 

Сравнивая полученные результаты, находим 




 dxe x2

. Это интеграл Эй-

лера – Пуассона (1.65), вычисленный ранее с помощью Г-функции. 

 Интеграл I выражает объѐм бесконечного тела, ограниченного плоско-

стью Oxy и поверхностью 
22 yxez  , которая образована вращением кривой 

Гаусса 
2xez  (в плоскости Oxz) вокруг оси Oz (колокол с бесконечным осно-

ванием). 

2. Случай неограниченной функции. Пусть функция ),( yxf  непрерывна в 

конечной области D, за исключением одной внутренней точки ),( 000 yxP , в ок-

рестности которой функция неограничена (для краткости говорят, что функция 

неограничена в точке 0P ). 

 Вырежем из области D малую область  , содержащую точку 0P  ( 2  – 

диаметр области  ; в частности   – круг 22
0

2
0 )()(  yyxx ). Остав-

шуюся часть области обозначим B , т.е. B  \D  (рис. 1.14).  

Рис. 1.14 

 D 

O 

D 

RD  

0P  

B    

Рис. 1.13 
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Несобственным двойным интегралом от функции ),( yxf  по области D 

называется предел 

    

    
D

dxdyyxf ),(
0

lim


B

dxdyyxf ),( .                               (1.72) 

Если существует конечный предел, то говорят, что интеграл сходится (сущест-

вует), в противном случае – расходится (не существует). 

Подобным образом вводится и несобственный тройной интеграл от неог-

раниченной функции (только из области вырезается не круг, а шар малого ра-

диуса с центром в точке 0P ). 

Теорема 1.16. (Условия сходимости и расходимости интегралов от неог-

раниченной функции.) Пусть функция )(Pf  непрерывна в конечной области D 

или объѐме V, за исключением внутренней точки 0P  и вблизи этой точки удов-

летворяет условию 



r

C
Pf )( ,  PPr 0 , 0 constC . Тогда: 

1  если 2 , то интеграл (1.72) сходится; 

2  если 3 , то сходится тройной интеграл 

    
V

dxdydzzyxf ),,( ;                                           (1.73) 

3  если же  



r

C
Pf ,  r0 , то при 2  расходится интеграл (1.72), а 

при 3  расходится интеграл (1.73). 

Пример. Пусть }1{ 22  yxD . Переходя к полярным координатам, 

найдѐм : 




 dxdy
yxD

22

1
ln   dd

D

ln 



2

0

d 
1

0

ln d  
242

ln2

1

0

22 








 



  

(здесь  
1

0

ln d  берется по частям). Этот интеграл выражает объѐм  бесконеч-

ного цилиндрического тела, ограниченного снизу кругом 122  yx  (в плоско-

сти Oxy) и сверху поверхностью 0
1

ln
22





yx
z . Она образована вращени-

ем кривой 10,
1

ln  x
x

z  (в плоскости Oxz) вокруг оси Oz. 
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