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ВВЕДЕНИЕ

Исследование различных явлений или процессов математическими методами  осуществляется с помощью математической модели. Математическая модель представляет собой формализованное описание  исследуемого объекта при помощи систем линейных, нелинейных или дифференциальных уравнений, систем неравенств, определенного интеграла, многочлена с неизвестными коэффициентами и т. д. Математическая модель должна охватывать важнейшие характеристики исследуемого объекта и отражать связи между ними.

После того, как математическая модель составлена, переходят к постановке вычислительной задачи.  При этом устанавливают, какие характеристики математической модели являются исходными (входными) данными, какие  –  параметрами модели, а какие – выходными данными. Проводится анализ полученной задачи с точки зрения существования и единственности решения.

На следующем этапе выбирается метод решения задачи. Во многих конкретных случаях найти решение задачи в явном виде не представляется возможным, так как оно не выражается через элементарные функции. Такие задачи можно решить лишь приближенно. Под вычислительными (численными) методами подразумеваются приближенные процедуры, позволяющие получать решение в виде конкретных числовых значений. Вычислительные методы, как правило, реализуются на ЭВМ. Для решения одной и той же задачи могут быть использованы различные вычислительные методы, поэтому нужно уметь оценивать качество различных методов и эффективность их применения для данной задачи. 

Затем для реализации выбранного вычислительного метода составляется алгоритм и программа для ЭВМ. Важно уметь преобразовать задачу к виду, удобному для реализации на ЭВМ и построить алгоритм решения такой задачи. 

В настоящее время широко используются как пакеты, реализующие наиболее общие методы  решения широкого круга задач (например, Mathcad, 
MatLAB), так и пакеты, реализующие методы  решения специальных задач. Результаты расчета анализируются и интерпретируются. При необходимости корректируются параметры метода, а иногда математическая модель, и начинается новый цикл решения задачи.
Материал настоящего пособия направлен на формирование общих компетенции ОК-1, ОК-2, ОК-3, ОК-4, ОК-5, ОК-6, ОК-7, ОК-8, ОК-9, и профессиональных компетенций ПК 2.1,ПК 2.2,ПК 2.3 образовательного стандарта специальности 09.03.03 «Информационные системы(по отраслям)»
В результате изучения дисциплины студент должен:

Знать: особенности математических вычислений, реализуемых на ЭВМ;  учет погрешности вычислений;  основные численные методы решения задач линейной алгебры, математического анализа и дифференциальных уравнений
Уметь использовать языки программирования, строить логически правильные и эффективные программы; применять алгоритмы численных методов для решения практических задач; учитывать погрешности приближенных вычислений; анализировать результаты, полученные в результате применения методов.

1. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Постановка задачи

Пусть дана некоторая функция 
[image: image1.wmf]f(x)

 и требуется найти все или некоторые значения 
[image: image2.wmf]x

, для которых 
[image: image3.wmf]f(x)=0

. 
Значение 
[image: image4.wmf]*

x

, при котором 
[image: image5.wmf]*

f(x)= 0

, называется корнем (или решением) уравнения. Относительно функции 
[image: image6.wmf]f(x)

 часто предполагается, что 
[image: image7.wmf]f(x)

 дважды непрерывно дифференцируема в окрестности корня.

Корень 
[image: image8.wmf]*

x

 уравнения называется простым, если первая производная функции 
[image: image9.wmf]f(x)

 в точке 
[image: image10.wmf]*
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 не равна нулю, т. е. 
[image: image11.wmf]*
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. Если же 
[image: image12.wmf]*
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, то корень 
[image: image13.wmf]*
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 называется кратным корнем.
Геометрически корень уравнения есть точка пересечения графика функции 
[image: image14.wmf]y=f(x)

с осью абсцисс. На рис. 1 изображен график функции 
[image: image15.wmf]y=f(x)

, имеющей четыре корня: два простых 
[image: image16.wmf](
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 и два кратных 
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Рис. 1

Большинство методов решения уравнения ориентировано на отыскание простых корней.
Основные этапы отыскания решения

В процессе приближенного отыскания корней уравнения обычно выделяют два этапа: локализация (или отделение) корня и уточнение корня.

Локализация корня заключается в определении отрезка 
[image: image19.wmf][

]

a,b

, содержащего один и только один корень. Не существует универсального алгоритма локализации корня. Иногда удобно бывает локализовать корень с помощью построения графика или таблицы значений функции 
[image: image20.wmf]y=f(x)

. На наличие корня на отрезке 
[image: image21.wmf][

]

a,b

 указывает различие знаков функции на концах отрезка. Основанием для этого служит следующая теорема.

Теорема. Если функция 
[image: image22.wmf]f

 непрерывна на отрезке
[image: image23.wmf][

]

a,b

 и принимает на его концах значения разных знаков так что 
[image: image24.wmf](
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, то отрезок 
[image: image25.wmf][

]

a,b

 содержит, по крайней мере, один корень уравнения. 

Однако корень четной кратности таким образом локализовать нельзя, так как в окрестности такого корня функция 
[image: image26.wmf]f(x)

 имеет постоянный знак. На этапе уточнения корня вычисляют приближенное значение корня с заданной точностью 
[image: image27.wmf]>0

e

. Приближенное значение корня уточняют с помощью различных итерационных методов. Суть этих методов состоит в последовательном вычислении значений 
[image: image28.wmf]01n

x,x,...,x,...

, которые являются приближениями к корню 
[image: image29.wmf]*

x

.

Метод половинного деления

Метод половинного является самым простым и надежным способом решения нелинейного уравнения. Пусть из предварительного анализа известно, что корень уравнения находится на отрезке 
[image: image30.wmf][

]
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, т. е. 
[image: image31.wmf][
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, так, что 
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f(x)=0

. Пусть функция 
[image: image33.wmf]f(x)

 непрерывна на отрезке 
[image: image34.wmf][

]
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a,b

 и принимает на концах отрезка значения разных знаков, т.е. 
[image: image35.wmf](
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Разделим отрезок 
[image: image36.wmf][

]
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 пополам. Получим точку 
[image: image37.wmf]00
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. Вычислим значение функции в этой точке: 
[image: image38.wmf]0

f(x)

. Если 
[image: image39.wmf]0

f(x)=0

, то 
[image: image40.wmf]0

x

 – искомый корень, и задача решена. Если 
[image: image41.wmf]0

f(x)0
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, то 
[image: image42.wmf]0

f(x)

 – число определённого знака: 
[image: image43.wmf]0

f(x)0

>

 либо 
[image: image44.wmf]0

f(x)0
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. Тогда либо на концах отрезка 
[image: image45.wmf][
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, либо на концах отрезка 
[image: image46.wmf][

]

00

х,b

 значения функции 
[image: image47.wmf]f(x)

 имеют разные знаки. Обозначим такой отрезок 
[image: image48.wmf][
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. Очевидно, что 
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 и длина отрезка 
[image: image50.wmf][

]
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 в два раза меньше, чем длина отрезка 
[image: image51.wmf][

]
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. Поступим аналогично с отрезком 
[image: image52.wmf][

]
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. В результате получим либо корень 
[image: image53.wmf]*

x

, либо новый отрезок 
[image: image54.wmf][
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 и т. д. (рис. 2).
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Рис. 2
Середина 
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[image: image58.wmf][

]

nn

a,b

 будет равна 
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(1)

Критерий окончания. Из соотношения (1) следует, что при заданной точности приближения 
[image: image62.wmf]e

 вычисления заканчиваются, когда будет выполнено неравенство 
[image: image63.wmf]nn
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 или неравенство 
[image: image64.wmf]00

2

ba

n>log1

e

-

æö

-

ç÷

èø

. Таким образом, количество итераций можно определить заранее. За приближенное значение корня берется величина 
[image: image65.wmf]n

x

.
Метод простой итерации

Пусть уравнение 
[image: image66.wmf]f(x)0

=

 можно заменить эквивалентным ему уравнением

 
[image: image67.wmf]x=(x)

j

. 





(2)

Выберем каким-либо образом начальное приближение 
[image: image68.wmf]0

x

. Вычислим значение функции 
[image: image69.wmf](x)

j

 при 
[image: image70.wmf]0

x=x

 и найдем уточненное значение 
[image: image71.wmf]10

x=(x)

j

. Подставим теперь 
[image: image72.wmf]1

x

 в уравнение (1) и получим новое приближение 
[image: image73.wmf]21

x=(x)

j

 и т. д. Продолжая этот процесс неограниченно, получим последовательность приближений к корню:

 
[image: image74.wmf]n+1n
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(3)

Формула (3) является расчетной формулой метода простой итерации.

Если последовательность 
[image: image75.wmf]{

}

n

x

 сходится при 
[image: image76.wmf]n
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, т. е. существует
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и функция 
[image: image78.wmf](x)

j

 непрерывна, то, переходя к пределу в (3) и учитывая (4), получим: 
[image: image79.wmf](
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Таким образом, 
[image: image80.wmf](
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x=x
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, следовательно, 
[image: image81.wmf]*

x

 – корень уравнения (2).

Сходимость метода. Сходимость метода простой итерации устанавливает следующая теорема. Приведем ее формулировку, опустив доказательство.
Теорема. Пусть функция 
[image: image82.wmf](x)

j

 определена и диффе​ренцируема на отрезке 
[image: image83.wmf][

]

a,b

, причем все ее зна​чения 
[image: image84.wmf][
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(x)a,b

j

Î

. Тогда, если выполняется условие 
[image: image85.wmf](
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[image: image86.wmf]a<x<b

:

1) процесс итерации 
[image: image87.wmf](
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 сходится независимо от начального значения 
[image: image88.wmf][
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;

2) предельное значение 
[image: image89.wmf]*

n

n

x=limx

®¥

 является единственным корнем уравнения 
[image: image90.wmf](
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x=x
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 на отрезке 
[image: image91.wmf][
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.

Приведение уравнения 
[image: image92.wmf](
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=

 к виду 
[image: image93.wmf]x(x)

=j

 для обеспечения выполнения неравенства 
[image: image94.wmf](
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В общем случае получить подходящую итерационную форму возможно, проведя равносильное преобразование исходного уравнения, например, умножив его на коэффициент 
[image: image95.wmf]l

: 
[image: image96.wmf](
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. Прибавив затем к обеим частям уравнения 
[image: image97.wmf]x

 и обозначив 
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 можно потребовать выполнения достаточного условия 
[image: image99.wmf](
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. Отсюда определяется необходимое значение 
[image: image100.wmf]l

 
[image: image101.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2fx0,signsignfx

¢¢

-<l<l=-

. Так как условие 
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 должно выполняться на всем отрезке 
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, то для выбора 
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 следует использовать наибольшее значение 
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 на этом отрезке, т.е. 
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. Это соотношение определяет диапазон значений коэффициента 
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, изменяющий величину 
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Обычно принимают 
[image: image110.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

{

}

1

,signsignfx

maxfx

¢

l=l=-

¢

.

На рис. 3–6 показаны четыре случая взаимного расположения линий 
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 и 
[image: image112.wmf](

)

yx

=j

 и соответствующие итерационные процессы. Рис. 3 и 4 соответствуют случаю 
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, и итерационный процесс сходится. При этом, если 
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 (рис. 3), сходимость носит односторонний характер, а если 
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 (рис. 4), сходимость носит двусторонний, колебательный характер. Рис. 5 и 6 соответствуют случаю 
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 – итерационный процесс расходится. При этом может быть односторонняя (рис. 5) и двусторонняя (рис. 6) расходимость. 
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5
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Рис. 6

 Пример 1. Используем метод простой итерации для решения уравнения 
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Нетрудно убедиться, что корень уравнения находится на отрезке 
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, т. е. функция на концах отрезка имеет разные знаки, 

поэтому внутри отрезка есть корень. Расположение корня наглядно иллюстрирует рис. 7.
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Рис. 7

Подсчитаем первую и вторую производные функции 
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Так как 
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 монотонно возрастает на этом отрезке и принимает максимальное значение на правом конце отрезка, т. е. в точке 
[image: image135.wmf]/3

p

. Поэтому справедлива оценка:


[image: image136.wmf](

)

(

)

x/30,312

¢¢

j£jp»

.

Таким образом, условие выполнено, 
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 и можно воспользоваться критерием окончания вычислений. В табл. 1 приведены приближения, полученные по расчетной формуле. В качестве начального приближения выбрано значение 
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 Таблица 1
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Критерий окончания выполняется при 
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Пример 2. Решить методом простой итерации уравнение 
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 с точностью 0,025. Для решения исходное уравнение приводится к виду 
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[image: image148.wmf](

)

}

{

(

)

λ=1/maxfx=1/2x=1/2

¢

---

. Тогда расчетная формула имеет вид 
[image: image149.wmf]2

i11i

x0,5xx0,3

+

=-++

. В качестве начального приближения можно выбрать верхнюю границу заданного отрезка 
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Так как 
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Метод Ньютона (метод касательных)

Метод Ньютона является наиболее эффективным методом решения нелинейных уравнений. Пусть корень 
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Рис. 8

Уравнение касательной будет иметь вид: 
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Первое пересечение получим, взяв абсциссу точки пересечения этой касательной с осью 
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Аналогично поступим с точкой 
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 и т. д., в результате получим последовательность приближений 
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Формула (5) является расчетной формулой метода Ньютона.

Метод Ньютона можно рассматривать как частный случай метода простых итераций, для которого 
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Выбор начального приближения. Пусть 
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 – отрезок, содержащий корень. Если в качестве начального приближения 
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, то итерации (6) сходятся, причем монотонно. Рис. 8 соответствует случаю, когда в качестве начального приближения был выбран правый конец отрезка: 
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Критерий окончания. При заданной точности 
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 вычисления нужно вести до тех пор, пока не будет выполнено неравенство
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Пример 3. Вычислить методом Ньютона отрицательный корень уравнения 
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 с точностью до 0,0001. Проведя отделение корня, можно убедиться, что корень локализован на интервале 
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2. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
Постановка задачи. 
Требуется найти решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), которую можно записать в следующей (канонической) форме
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или в матричной форме
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где
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Будем считать, что 
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, т. е. решение (1) существует и единственно.

Численные методы решения СЛАУ делятся на следующие две группы: точные или прямые методы и итерационные.

Методы, которые позволяют найти решение задачи при помощи конечного числа элементарных арифметических и логических операций (сложить, вычесть, перенести результат из одного места в другое), относят к точным методам. Название этих методов вытекает из того, что, если исходные данные задачи определены точно и вычисления проводятся точно (без ошибок округления), то решение также получается точное. В точных методах число необходимых для решения вычислительных операций зависит только от вида вычислительной схемы и от порядка матрицы, определяющей данную задачу.

Итерационные методы (методы последовательных приближений) решения СЛАУ характеризуются тем, что точное решение системы они могут, вообще говоря, давать лишь как предел некоторой бесконечной последовательности векторов 
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 к решению задачи (1). На практике при использовании итерационных методов ограничиваются вычислением конечного числа приближений в зависимости от допустимого уровня погрешности.

Решением системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (1) является вектор 
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, который будем рассматривать как элемент векторного пространства 
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 также являются элементами пространства 
[image: image205.wmf]n

R

. Для того чтобы анализировать методы решения систем, необходимо уметь количественно оценивать «величины» векторов 
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 ( вектор приближенно заданных правых частей. Удобной для этой цели количественной характеристикой является широко используемое понятие нормы вектора.

Нормой вектора
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Примеры норм:
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Пример 1. Для вектора 
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По формулам (2) определяем
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Пространство с введенной в нем нормой называют нормированным. Одновременно оно является  метрическим, т. к. норма определяет метрику ( расстояние между элементами пространства: 
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Замечание. Справедливы неравенства 
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Абсолютная и относительная погрешность вектора. 
Пусть в пространстве n(мерных векторов 
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 введена и фиксирована некоторая норма 
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 (например, одна из норм (2)). В этом случае в качестве меры степени близости векторов 
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Выбор той или иной конкретной нормы в практических задачах диктуется тем, какие требования предъявляются к точности решения. Выбор нормы 
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 фактически отвечает случаю, когда малой должна быть суммарная абсолютная ошибка в компонентах решения; выбор 
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 соответствует критерию малости среднеквадратичной ошибки, а принятие в качестве нормы 
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 означает, что малой должна быть максимальная из абсолютных ошибок в компонентах решения.

Нормой квадратной матрицы 
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 называется число, обозначаемое 
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 и удовлетворяющее свойствам:
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Норма матрицы 
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 согласована с нормой вектора 
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Норма матрицы A называется подчиненной норме вектора X, если 
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 вводится следующим образом: 
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Здесь 
[image: image253.wmf]E
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 ( величина, называемая евклидовой нормой матрицы A.

Пример 2. Вычислить 
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В соответствии с формулами (4), (6) и неравенством (5) имеем
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Обусловленность СЛАУ. 
Теоретически решение системы 
[image: image260.wmf]B
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 матрица, обратная к A. Как известно, 
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 существует в том и только в том случае, если 
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. Матрица системы A и ее правая часть B во многих случаях задаются приближенно. Причины погрешности могут быть самые разные – от ошибок округления при вводе чисел в ПК до ошибок измерения, если система связана с обработкой экспериментальных данных. Ошибки вносит также вычислительный процесс. Однако если элементы матрицы A заданы приближенно, возможно, что даже сам вопрос о том, имеет ли матрица A отличный от нуля определитель или нет, лишен смысла. Именно, может случиться, что при точном вычислении определителя, исходя из приближенных значений элементов матрицы, принятых за точные, определитель оказывается отличным от нуля, но изменение элементов в пределах точности их задания может привести к матрице с нулевым определителем. Ясно, что система с матрицей, обладающей указанным свойством, не может быть решена со сколько-нибудь удовлетворительной точностью. Система практически оказывается несовместной.

Будем называть обратную матрицу устойчивой, если малым изменениям в элементах матрицы будут соответствовать малые изменения в элементах обратной матрицы.

Будем называть матрицу плохо обусловленной, если соответствующая ей обратная матрица будет неустойчивой.

Чувствительность решения к возмущению (погрешностям) входных данных можно охарактеризовать с помощью так называемого числа обусловленности, обозначаемого 
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[image: image266.wmf]1

A

A

)

A

cond(

-

×

=

.




  (7)

Таким образом, число обусловленности зависит от выбора нормы векторов в пространстве 
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Число обусловленности как характеристика системы 
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Теорема. Пусть правая часть линейного уравнения (1) где A ( невырожденная матрица, получила погрешность ( приращение 
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Относительная погрешность 
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 решения удовлетворяет неравенству

     
[image: image280.wmf]B

B

)

A

(

X

X

D

£

D

cond

.



    (9)

Так как 
[image: image281.wmf]1
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, оценка относительной погрешности результата хуже оценки относительной погрешности правой части. Если 
[image: image282.wmf])
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 велико, то дело плохо, ибо малые ошибки правой части приводят к большим ошибкам результата.

Метод исключения Гаусса.
Рассмотрим один из самых распространенных прямых методов решения СЛАУ – метод Гаусса. Этот метод (который называют также методом последовательного исключения неизвестных) известен в различных вариантах уже более 2000 лет.


Типичная схема реализации метода Гаусса разделяется на два этапа: прямой ход  и обратный ход. Прямой ход метода Гаусса заключается в последовательном исключении неизвестных из системы (1) для преобразования ее к эквивалентной системе с верхней треугольной матрицей. Вычисление значений неизвестных производят на этапе обратного хода. Если точно выполнить все требуемые в нем действия, то мы получим точное решение системы. В этом смысле способ Гаусса называют точным. Практически, впрочем, поскольку арифметические действия приходится выполнять с округлением, точного решения получить не удается.
Подробная блок-схема метода Гаусса приведена ниже 

[image: image283]

[image: image284]
Итерационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений. Метод Зейделя
Основная идея итерационных методов состоит в том, чтобы получить решение системы путем последовательных приближений - итераций, на каждой из которых находится уточненные значений оп​ределяемых величин - компонентов вектора неизвестных. Для начала итерационного процесса не​обходимо задать нулевое приближение вектора неизвестных 
[image: image285.wmf]0

X

.  Итерации осуществляются до тех пор, пока не будет достигнута необходимая точность:
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Для того, чтобы применить итерационные методы к решению систем линейных уравнений, необходимо систему (1) привести к виду 
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где 
[image: image288.wmf]B

 – квадратная невырожденная матрица с элементами 
[image: image289.wmf]ij
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, 
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 – вектор-столбец неизвестных 
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 – вектор-столбец с элементами 
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. Существуют различные способы приведения системы (1) к виду (10). В настоящем пособии рассматривается один из итерационных методов- метод Зейделя.
Основная идея этого метода состоит в том, что при вычислении очередного 
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Сходимость метода Зейделя. Известно следующее достаточное условие сходимости метода Зейделя.

Если элементы матрицы 
[image: image301.wmf]A

 удовлетворяют условию:
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то итерационная последовательность 
[image: image303.wmf]k

x

 сходится к точному решению 
[image: image304.wmf]*

x

 при любом выборе начального приближения.

Условие (12) называют условием преобладания диагональных элементов матрицы 
[image: image305.wmf]A

, так как оно означает, что модуль диагонального элемента 
[image: image306.wmf]i

-ой строки больше суммы модулей остальных элементов этой строки, 
[image: image307.wmf]i = 1,2,...,n

.

Необходимо помнить, что условие сходимости (12) является лишь достаточным. Его выполнение гарантирует сходимость метода Зейделя, но его невыполнение, вообще говоря, не означает, что метод расходится.

Критерий окончания. Если требуется найти решение системы с точностью 
[image: image308.wmf]e

, то итерационный процесс следует закончить, как только на 
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Пример 3.

Применим метод Зейделя для решения системы уравнений 
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Заметим, что метод Зейделя сходится, так как выполняется условие преобладания диагональных элементов:
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Пусть требуемая точность 
[image: image316.wmf]3

ε=10

. Вычисления будем проводить с четырьмя знаками после десятичной точки.

Приведем систему к виду:


[image: image317.wmf]1234

2134

3124

4123

x=0,0574x0,1005x0,0431x+1,0383

x=0,0566x0,0708x0,1179x+1,2953

x=0,1061x0,0758x0,0657x+1,4525

x=0,0280x0,0709x0,0405x+1,5489

---

ì

ï

---

ï

í

---

ï

ï

---

î

 В качестве начального приближения возьмем элементы столбца свободных членов: 
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. Вычисления будем вести до тех пор, пока все величины 
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Последовательно вычисляем:
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При вычислении 
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При вычислении 
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При вычислении 
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Аналогичным образом проведем вычисления при 
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3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Постановка задачи

Многие практические задачи сводятся к решению системы нелинейных уравнений. Пусть для вычисления неизвестных 
[image: image342.wmf]12n
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 требуется решить систему 
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 нелинейных уравнений:
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, иначе 
[image: image345.wmf](
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В отличие от решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) не существует прямых методов решения систем нелинейных уравнений. Лишь в отдельных случаях эту систему можно решить непосредственно. Например, для случая двух неизвестных иногда удается выразить одно неизвестное через другое и таким образом свести задачу к решению одного нелинейного уравнения относительно другого.

В общем случае для решения систем нелинейных уравнений обычно используются итерационные методы.

Метод Ньютона для системы нелинейных уравнений

В основе метода Ньютона для системы уравнений лежит использование разложения функций 
[image: image346.wmf](
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 в ряд Тейлора, причем члены, содержащие вторые производные (и производ​ные более высоких порядков), отбрасываются. Пусть приближенные значения неизвестных системы (например, полученные на предыду​щей итерации) равны соответственно 
[image: image347.wmf]12n
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. Задача состоит в нахождении приращений (поправок) к этим значениям 
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, благодаря которым решение исходной системы запишется в виде: 
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. Проведем разложение левых частей уравнений исходной системы в ряд Тейлора, ограничиваясь лишь линейными членами относительно приращений: 
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Поскольку левые части этих выражений должны обращаться в нуль, то можно приравнять к нулю и правые части:
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в матричном виде: 
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Значения 
[image: image353.wmf]12n

F,F,....,F

 и их производные вычисляются при 
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Определителем последней системы является якобиан:
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Для существования единственного решения системы якобиан должен быть отличным от нуля на каждой итерации.

Таким образом, итерационный процесс решения системы нелинейных уравнений методом Ньютона состоит в определении приращений 
[image: image357.wmf]12
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 к значениям неизвестных на каждой итерации. Счет прекращается, если все приращения становятся малыми по абсолютной величине:
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В методе Ньютона также важен удачный выбор начального приближения для обеспечения хо​рошей сходимости. Сходимость ухудшается с увеличением числа уравнений системы. Итак, за расчетную формулу примем
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Сходимость метода. Теорема. Пусть в некоторой окрестности решения 
[image: image362.wmf]x

 системы нелинейных уравнений функции 
[image: image363.wmf](
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 дважды непрерывно дифференцируемы и определитель матрицы Якоби 
[image: image364.wmf]f

не равен нулю. Тогда найдется такая малая 
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 – окрестность решения 
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, что при произвольном выборе начального приближения 
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 из этой окрестности, итерационная последовательность метода Ньютона не выходит за пределы окрестности и справедлива оценка: 
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 – метод сходится с квадратичной скоростью.

В качестве примера можно рассмотреть использование метода Ньютона для решения систе​мы двух уравнений: 
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, где 
[image: image371.wmf]1

F

 и 
[image: image372.wmf]2
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 – непрерывно дифференцируемые функции. Пусть начальные значения неизвестных равны 
[image: image373.wmf]a,b

. После разложения исходной системы в ряд Тейлора можно получить:
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Предположим, что якобиан системы при 
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 отличен от нуля:
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Тогда значения 
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D

 и 
[image: image379.wmf]y
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 можно найти, используя матричный способ следующим образом:
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Вычислив значения 
[image: image382.wmf]x
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 и 
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 можно найти 
[image: image384.wmf]x

 и 
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 следующим образом:


[image: image386.wmf]2121

1212

FFFF

11

xaFF;ybFF

JyyJxx

æö

¶¶¶¶

æö

=-××-×=+××-×

ç÷

ç÷

¶¶¶¶

èø

èø

.

Величины, стоящие в правой части, вычисляются при 
[image: image387.wmf]xa
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 и 
[image: image388.wmf]yb
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Критерий окончания. Будем считать, что заданная точность достигнута, если 
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Пример 1. Методом Ньютона решить систему двух уравнений:
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 с точностью до 0,001.
Решение.
1) Начальные приближения можно определить графическим способом. Для этого перепи​шем систему в виде: 
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Первое из преобразованных уравнений определяет эллипс, а второе – гиперболу. Данная система имеет два решения. Для уточнения выбирают одно из них, принадлежащее области 
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За начальное приближение принимают 
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2) Находим 
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Поскольку 
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Окончательный ответ: 
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4. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ
Постановка задачи

Данную функцию 
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 требуется приближенно заменить (аппроксимировать) некоторой функцией 
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 так, чтобы отклонение (в некотором смысле) 
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 в заданной области было наименьшим. Функция 
[image: image414.wmf])
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 при этом называется аппроксимирующей.

В процессе численной реализации этого подхода необходимо рассмотреть следующие четыре основных вопроса: 

1. об имеющейся информации относительно функции 
[image: image415.wmf])
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, т.е. о виде, в котором задана функция 
[image: image416.wmf])
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2. о классе аппроксимирующих функций, т.е. о том, какими функциями 
[image: image417.wmf])
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 будет аппроксимирована функция 
[image: image418.wmf])
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3. о близости аппроксимируемой и аппроксимирующей функций, т. е. о выборе критерия  согласия,  которому  должна  удовлетворять функция 
[image: image419.wmf])
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; 

4. о погрешности, т.е. об определении разности между точным и приближенным значениями.

В вопросе об информации относительно функции  f  различают два основных случая: либо функция задана аналитически, либо в виде таблицы. Графический способ задания функции относят либо к первому, либо ко второму случаю в зависимости от конкретной задачи.

В вопросе о классе аппроксимирующих функций следует руководствоваться двумя главными факторами. Во-первых, аппроксимирующая функция должна отражать характерные особенности аппроксимируемой, а во-вторых, быть достаточно удобной в обращении, т. е. при выполнении над ней необходимых операций.

В численном анализе широкое применение имеют три группы аппроксимирующих функций. Первая – это функции вида 
[image: image420.wmf]n
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, линейные комбинации которых порождают класс всех многочленов степени не выше n. Вторую группу образуют тригонометрические функции 
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, порождающие ряды Фурье. Наконец, третья группа состоит из экспоненциальных функций 
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, определяющих явления типа распада и накопления, часто встречающиеся в реальных ситуациях.

Вопрос о критерии согласия, по существу, заключается в том, чтобы определить некоторым образом «расстояние» между аппроксимируемой функцией и аппроксимирующими функциями. Затем из всего класса аппроксимирующих функций выбрать ту, для которой это «расстояние» минимально.


Наконец, последний вопрос – о точности получаемого решения – во многих отношениях является основным, т.к. в конечном итоге качество метода определяется в первую очередь быстротой получения решения с требуемой точностью, или, как еще говорят, скоростью сходимости. Поэтому понятно, что выбор узловых точек, класса аппроксимирующих функций и критерия согласия должен быть подчинен одному вопросу – о  требуемой точности.


На первый взгляд вопрос о точности получаемого решения кажется довольно простым: необходимо, чтобы приближенное решение отличалось от точного решения не более чем на заданное число ε.

Однако вопрос о возможности сколь угодно точного приближения функции f, зависящий от перечисленных выше «параметров» (узлы 
[image: image424.wmf]i
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, класс функций G, критерий согласия f  и G), в общем случае остается открытым и подлежит исследованию для каждого конкретного аппроксимационного процесса.

Если приближение строится на заданном дискретном множестве точек 
[image: image425.wmf]n
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, то аппроксимация называется точечной. К ней относятся интерполирование, среднеквадратичное приближение и др. При построении приближения на непрерывном множестве точек (например, на отрезке [a; b]) аппроксимация называется непрерывной (или интегральной).

Метод наименьших квадратов

В инженерной деятельности часто возникает необходимость описать в виде функциональной зависимости связь между величинами, заданными таблично или в виде набора точек с координатами 
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 – общее количество точек. Как правило, эти табличные данные получены экспериментально и имеют погрешности.
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Рис. 9
При аппроксимации желательно получить относительно простую функциональную зависимость (например, многочлен), которая позволила бы «сгладить» экспериментальные погрешности, вычислить значения функции в точках, не содержащихся в исходной таблице.

Эта функциональная зависимость должна с достаточной точностью соответствовать исходной табличной зависимости. В качестве критерия точности чаще всего используют критерий наименьших квадратов, т.е. определяют такую функциональную зависимость 
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 обращается в минимум. Погрешность приближения оценивается величиной 
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. Условия минимума 
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 можно записать, приравнивая нулю частные производные 
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 по всем переменным, 
[image: image436.wmf]012m

a,a,a,...,a

. 

Получим систему уравнений 
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Эту систему уравнений перепишем в следующем виде: 
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Введем обозначения: 
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Её можно переписать в развернутом виде: 
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Матричная запись системы имеет следующий вид: 
[image: image446.wmf]Cab
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. Для определения коэффициентов 
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, и, следовательно, искомого многочлена, необходимо вычислить суммы 
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 и решить последнюю систему уравнений. Матрица 
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 этой системы является симметричной и положительно определенной.

Погрешность приближения в соответствии с исходной формулой составит
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. Рассмотрим частные случаи 
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Линейная аппроксимация 
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Отсюда система для нахождения коэффициентов 
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 имеет вид: 
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Её можно решить методом Крамера.

Квадратичная аппроксимация 
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Или в развёрнутом виде 
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Решение системы уравнений 
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 находится по правилу Крамера.

Пример 1. Построим по методу наименьших квадратов многочлены первой и второй степени и оценим степень приближения. Значения 
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 приведены в следующей таблице.
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Вычислим коэффициенты 
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Для линейной аппроксимации система уравнений определения коэффициентов 
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Решая эту систему, получим:
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Для квадратичной аппроксимации система уравнений определения коэффициентов 
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И коэффициенты равны:
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Сравним значения, рассчитанные для функциональной зависимости, с исходными данными. Результаты приведены в табл. 2.

Таблица 2
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Погрешность приближения в соответствии с исходными формулами составит:
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Построение интерполяционных многочленов
Пусть на отрезке 
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Известно, что существует единственный полином степени не выше 
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Определитель этой системы есть определитель Вандермонда, и, следовательно, система имеет единственное решение.

Пример 2. Построить интерполяционный многочлен 
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Решение. Пусть 
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Отсюда 
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Поэтому 
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Многочлен Лагранжа

Будем искать многочлен в виде линейной комбинации множеств степени 
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При этом потребуем, чтобы каждый многочлен 
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Действительно, 
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Подставив эти формулы в исходный многочлен, получим:
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Эта формула называется интерполяционным многочленом Лагранжа.

Пример 3. Построить интерполяционный многочлен Лагранжа 
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Решение. Составим таблицу
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Подставляя эти значения в формулу Лагранжа, получим:
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Если функция 
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где 
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 – внутренняя точка минимального отрезка, содержащего узлы интерполирования 
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Многочлен Ньютона с конечными разностями

Рассмотрим случай равноотстоящих узлов интерполяции, т. е. 
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Введем понятие конечных разностей. Пусть известны значения функции в узлах 
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Эти разности называются разностями первого порядка.

Можно составить разности второго порядка:
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Аналогично составляются разности k-го порядка:
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Выразим конечные разности непосредственно через значение функции:
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Таким образом, для любого k можно записать:
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Запишем эту формулу для значений разности в узле 
[image: image550.wmf]i

x

:


[image: image551.wmf]i

k

2

i

k

1

i

k

i

k

i

k

y

)

1

(

...

y

!

2

)

1

k

(

k

y

k

y

y

-

+

-

-

+

×

-

=

D

-

+

-

+

+

.

Используя конечные разности, можно определить
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Перейдем к построению интерполяционного многочлена Ньютона. Этот многочлен будем искать в виде
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График многочлена должен проходить через заданные узлы, то есть 
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Найдем отсюда коэффициенты 
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Таким образом, для любого 
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-го коэффициента формула примет вид


[image: image559.wmf]n

,

0

k

,

h

!

k

y

a

k

0

k

k

=

D

=

.

Подставляя эти формулы в выражение многочлена Ньютона, получим его следующий вид:
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 Полученную формулу можно записать в другом виде. Для этого введем переменную 
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С учетом этих соотношений формулу многочлена Ньютона можно записать в виде
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Полученное выражение может аппроксимировать данную функцию 
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Пример 4. Используя интерполяционный полином Ньютона, вычислить 
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Пример 5. Задана таблица. Найти 
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При вычислении 
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Формулы приближенного дифференцирования основаны на первой интерполяционной формуле Ньютона. Интерполяционный многочлен Ньютона имеет вид 
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Производя перемножение биномов, получим
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так как 
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Аналогично можно вычислять производные функции любого порядка.

В некоторых случаях требуется находить производные функций 
[image: image598.wmf]y

 в основных табличных точках 
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Для производной многочлена Ньютона первого порядка погрешность может быть вычислена по формуле 
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 – число конечных разностей в многочлене Ньютона.

Пример 6. Найти 
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	х
	у
	
[image: image606.wmf]y

D


	
[image: image607.wmf]y

2

D


	
[image: image608.wmf]y

3

D



	50
	1,6990
	
	
	

	
	
	0,0414
	
	

	55
	1,7404
	
	-0,0036
	

	
	
	0,0378
	
	0,0005

	60
	1,7782
	
	-0,0031
	

	
	
	0,0347
	
	

	65
	1,8129
	
	
	


Здесь 
[image: image609.wmf]5

h

=

; 
[image: image610.wmf](

)

1

y(50)0,04140,00180,00020,0087

5

¢

=++=

.

Вычисляя погрешность, получим:
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Таким образом, результаты совпадают до четвертого знака.

5. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ
Постановка задачи

Рассмотрим способы приближенного вычисления определенных интегралов вида
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Наиболее часто приближенное значение интеграла  (1) ищут в виде линейной комбина​ции значений функции 
[image: image623.wmf])

(

x

f

 на отрезке 
[image: image624.wmf]]

;

[

b

a

:

   
[image: image625.wmf]å

ò

=

»

n

k

k

k

b

a

x

f

A

dx

x

f

x

p

0

)

(

)

(

)

(

.


  (2)

Приближенное равенство (2) называют квадратурной формулой. Выражение в правой части (2) называют квадратурной суммой, точки 
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называется погрешностью квадратурной формулы. Погрешность зависит как от расположения узлов, так и от выбора коэффициентов. Будем говорить, что квадратурная формула (2) точна для многочленов степени m, если для любого многочлена степени не выше m эта формула дает точное значение интеграла, т. е. 
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Интерполяционное квадратурное правило

1) Пусть узлы 
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 избраны каким-либо образом и фиксированы.

2) По заданной системе узлов 
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 построим интерполяционный многочлен Лагранжа и положим в интеграле (1) 
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Получим правило приближенного вычисления интеграла, которое характеризуется определенным законом выбора коэффициентов 
[image: image634.wmf]k
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. В связи со способом получения оно названо интерполяционным квадратурным правилом:
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Правила Ньютона(Котеса
1) Отрезок интегрирования 
[image: image636.wmf]]

;

[

b

a
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2) Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами и конечным отрезком интегрирования будем применять для вычисления интеграла 
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 Для этого случая интерполяционное квадратурное правило (3) может быть записано в виде
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  (4)

Квадратурные формулы (4) называют формулами Ньютона(Котеса.

Положим 
[image: image642.wmf]1
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Формула трапеций получается путем замены подынтегральной функции 
[image: image644.wmf])
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 интерполяционным многочленом первой степени.

Если 
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который получается путем замены подынтегральной функции 
[image: image647.wmf])
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 интерполяционным многочленом второй степени (параболой). Эту формулу называют элементарной квадратурной формулой Симпсона или формулой парабол.

Для уменьшения погрешности предварительно разбивают отрезок 
[image: image648.wmf]]

;
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 на достаточно большое число интервалов и к каждому из них применяют простейшую квадратурную формулу.

Так, разбивая отрезок 
[image: image649.wmf]]
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 и применяя к частичному отрезку 
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 формулу (5), после суммирования по всем частичным отрезкам получаем так называемую составную формулу трапеций
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где 
[image: image653.wmf]m
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Если 
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, то оценка погрешности формулы трапеций
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Пусть m ( четное число 
[image: image657.wmf])
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. Возьмем удвоенный частичный отрезок 
[image: image658.wmf][
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 и применим к нему формулу Симпсона; в результате после суммирования по всем удвоенным частичным отрезкам найдем
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Приближенную формулу (9) называют составной формулой Симпсона. Для оценки погрешности имеем неравенство
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Для практической оценки погрешности квадратурной формулы можно использовать правило Рунге. Для этого проводят вычисления на сетках с шагом 
[image: image661.wmf]h
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, получают приближенные значения интеграла 
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 и за окончательные значения интеграла принимают величины: 
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 – для формулы трапеций; 
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– для формулы Симпсона. При этом за погрешность приближенного значения интеграла принимают величину: 
[image: image665.wmf]3
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Квадратурные формулы Гаусса
 В квадратурных формулах типа формулы Гаусса
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коэффициенты 
[image: image668.wmf]n
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  подбирают так, чтобы приближенное равенство (11) было точным для всех многочленов возможной наивысшей степени 
[image: image670.wmf]N

(обратим внимание, что здесь для удобства изложения нумерация узлов начинается со значения 
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, то установлено ([4]), что коэффициенты и узлы определяются однозначно:

1) квадратурная формула (11) должна быть интерполяционной,

2) а многочлен 
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 должен быть ортогонален по весу 
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 на отрезке 
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Квадратурная формула Гаусса 
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имеет своими узлами корни многочлена Лежандра 
[image: image678.wmf]n
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При вычислении интеграла 
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 следует сделать замену переменной интегрирования 
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где
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Пример 1. При значении 
[image: image683.wmf]10
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 вычислить интеграл 
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Поскольку 
[image: image686.wmf]0
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Это означает, что если вести вычисления с 6 цифрами после десятичной точки, то результат будет иметь пять верных цифр после десятичной точки.

Вычисления можно организовать следующим образом: 
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По составной формуле Симпсона находим
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6.ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Постановка задачи Коши

Известно, что обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид: 
[image: image696.wmf](
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Решением этого уравнения является дифференцируемая функция 
[image: image697.wmf](
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, которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. На рис. 10 приведен график решения исходного дифференциального уравнения. График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.
[image: image698.png]k=tga=sty





Рис. 10
Производную 
[image: image699.wmf](
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 в каждой точке 
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 можно геометрически интерпретировать как тангенс угла 
[image: image701.wmf]a

 наклона касательной к графику решения, проходящего через эту точку, т е.: 
[image: image702.wmf](
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Исходное уравнение определяет целое семейство решений. Чтобы выделить одно решение, задают начальное условие: 
[image: image703.wmf](
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 – некоторое заданное значение аргумента 
[image: image705.wmf]t

, а 
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 – начальное значение функции.
Задача Коши заключается в отыскании функции 
[image: image707.wmf](
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, удовлетворяющей исходному уравнению и начальному условию. Обычно определяют решение задачи Коши на отрезке, расположенном справа от начального значения 
[image: image708.wmf]0
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, т. е. для 
[image: image709.wmf][
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. Разрешимость задачи Коши определяет следующая теорема.

Теорема. Пусть функция 
[image: image710.wmf](
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 определена и непрерывна при 
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 и удовлетворяет условию Липшица: 
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[image: image714.wmf]L

 некоторая постоянная, а 
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 – произвольные значения. Тогда для каждого начального значения 
[image: image716.wmf]0

y

 существует единственное решение 
[image: image717.wmf](
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 задачи Коши для 
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Даже для простых дифференциальных уравнений первого порядка не всегда удается получить аналитическое решение. Поэтому большое значение имеют численные методы решения. Численные методы позволяют определить приближенные значения искомого решения 
[image: image719.wmf](
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 на некоторой выбранной сетке значений аргумента 
[image: image720.wmf](
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[image: image721.wmf]i
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 называются узлами сетки, а величина 
[image: image722.wmf]ii1i
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 – шагом сетки. Часто рассматривают равномерные сетки, для которых шаг 
[image: image723.wmf]i
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 постоянен, 
[image: image724.wmf]0
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. При этом решение получается в виде таблицы, в которой каждому узлу сетки 
[image: image725.wmf]i
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 соответствуют приближенные значения функции 
[image: image726.wmf](
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 в узлах сетки 
[image: image727.wmf](
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Численные методы не позволяют найти решение в общем виде, зато они применимы к широкому классу дифференциальных уравнений.

Сходимость численных методов решения задачи Коши. Пусть 
[image: image728.wmf](
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 – решение задачи Коши. Назовем погрешностью численного метода функцию 
[image: image729.wmf](
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, заданную в узлах сетки 
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. В качестве абсолютной погрешности примем величину 
[image: image731.wmf](
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Численный метод решения задачи Коши называется сходящимся, если для него 
[image: image732.wmf]R0
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 при 
[image: image733.wmf]h0
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. Говорят, что метод имеет 
[image: image734.wmf]p

-ый порядок точности, если для погрешности справедлива оценка 
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[image: image736.wmf]C

 – константа, 
[image: image737.wmf]C0
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Метод Эйлера

Простейшим методом решения задачи Коши является метод Эйлера. Будем решать задачу Коши 
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на отрезке 
[image: image739.wmf][
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 и построим сетку с системой узлов 
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. В методе Эйлера вычисляются приближенные значения функции 
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 конечными разностями на отрезках 
[image: image745.wmf][
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Эти формулы и начальное условие являются расчетными формулами метода Эйлера.
Геометрическая интерпретация одного шага метода Эйлера заключается в том, что решение на отрезке 
[image: image751.wmf][
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 заменяется касательной 
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[image: image753.wmf](
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 к интегральной кривой, проходящей через эту точку. После выполнения 
[image: image754.wmf]n

 шагов неизвестная интегральная кривая заменяется ломаной линией (ломаной Эйлера).
Оценка погрешности. Для оценки погрешности метода Эйлера воспользуемся следующей теоремой.

Теорема. Пусть функция 
[image: image755.wmf]f

 удовлетворяет условиям:
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Тогда для метода Эйлера справедлива следующая оценка погрешности: 
[image: image757.wmf](
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, где 
[image: image758.wmf]l

 – длина отрезка 
[image: image759.wmf][
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. Мы видим, что метод Эйлера имеет первый порядок точности.

Оценка погрешности метода Эйлера часто бывает затруднительна, так как требует вычисления производных функции 
[image: image760.wmf](
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. Грубую оценку погрешности дает правило Рунге (правило двойного пересчета), которое используется для различных одношаговых методов, имеющих 
[image: image761.wmf]p

-ый порядок точности. Правило Рунге заключается в следующем. Пусть 
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[image: image765.wmf]h

. Тогда справедливо приближенное равенство:
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Таким образом, чтобы оценить погрешность одношагового метода с шагом 
[image: image767.wmf]h/2

, нужно найти то же решение с шагом 
[image: image768.wmf]h

 и вычислить величину, стоящую справа в последней формуле, т .е. 
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. Так как метод Эйлера имеет первый порядок точности, т. е. 
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Используя правило Рунге, можно построить процедуру приближенного вычисления решения задачи Коши с заданной точностью 
[image: image772.wmf]e

. Для этого нужно, начав вычисления с некоторого значения шага 
[image: image773.wmf]h

, последовательно уменьшать это значение в два раза, каждый раз вычисляя приближенное значение 
[image: image774.wmf]h/2
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y

, 
[image: image775.wmf]i = 0, 1,..., n

. Вычисления прекращаются тогда, когда будет выполнено условие: 
[image: image776.wmf]h/2h
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. Для метода Эйлера это условие примет вид: 
[image: image777.wmf]h/2h
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. Приближенным решением будут значения 
[image: image778.wmf]h/2
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[image: image779.wmf]i = 0, 1,..., n

.
Пример 1. Найдем решение на отрезке 
[image: image780.wmf][
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 следующей задачи Коши: 
[image: image781.wmf](
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[image: image783.wmf]h0,2
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Расчетная формула метода Эйлера имеет вид:
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Решение представим в виде таблицы 4:

Таблица 4
	
[image: image787.wmf]i
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	1
	2
	3
	4
	5
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	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1,0

	
[image: image789.wmf]i
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	1,0000
	1,2000
	1,3733
	1,5294
	1,6786
	1,8237


Исходное уравнение есть уравнение Бернулли. Его решение можно найти в явном виде: 
[image: image790.wmf]y2t1
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.

Для сравнения точного и приближенного решений представим точное решение в виде таблицы 5:

Таблица 5
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	1,1832
	1,3416
	1,4832
	1,6124
	1,7320


Из таблицы видно, что погрешность составляет 

[image: image794.wmf](
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Модифицированные методы Эйлера

Первый модифицированный метод Эйлера. Суть этого метода состоит в следующем. Сначала вычисляются вспомогательные значения искомой функции 
[image: image795.wmf]i1/2
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Затем находится значение правой части исходного уравнения в средней точке 
[image: image798.wmf]111
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 и затем полагается 
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Эти формулы являются расчетными формулами первого модифицированного метода Эйлера.

Первый модифицированный метод Эйлера является одношаговым методом
со вторым порядком точности.
Второй модифицированный метод Эйлера – Коши. Суть этого метода состоит в следующем. Сначала вычисляются вспомогательные значения 
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Затем приближения искомого решения находятся по формуле:
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Эти формулы являются расчетными формулами второго модифицированного метода Эйлера – Коши.

Второй модифицированный метод Эйлера – Коши так же, как и первый, является одношаговым методом со вторым порядком точности.

Оценка погрешности. Приближенная оценка погрешности модифицированных методов Эйлера осуществляется как и для простого метода Эйлера с использованием правила Рунге. Так как оба модифицированных метода Эйлера имеют второй порядок точности, т. е. 
[image: image803.wmf]p2
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, то оценка погрешности примет вид: 
[image: image804.wmf]h/2h
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Используя правило Рунге, можно построить процедуру приближенного вычисления решения задачи Коши модифицированными методами Эйлера с заданной точностью 
[image: image805.wmf]e

. Нужно, начав вычисления с некоторого значения шага 
[image: image806.wmf]h

, последовательно уменьшать это значение в два раза, каждый раз вычисляя приближенное значение 
[image: image807.wmf]h/2
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. Вычисления прекращаются тогда, когда будет выполнено условие: 
[image: image808.wmf]h/2h
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Приближенным решением будут значения 
[image: image809.wmf]h/2
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Пример 2. Применим первый модифицированный метод Эйлера для решения задачи Коши 
[image: image810.wmf](
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, рассмотренной ранее в предыдущем примере. Возьмем шаг 
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Решение представим в виде таблицы 6.
Таблица 6
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	0
	0
	1
	0,1
	0,1
	1,1
	0,1836

	1
	0,2
	1,1836
	0,0850
	0,3
	1,2682
	0,1590

	2
	0,4
	1,3426
	0,0747
	0,5
	1,4173
	1,1424

	3
	0,6
	1,4850
	0,0677
	0,7
	1,5527
	0,1302

	4
	0,8
	1,6152
	0,0625
	0,9
	1,6777
	0,121

	5
	1
	1,7362
	
	
	
	


Третий столбец таблицы 6 содержит приближенное решение 
[image: image825.wmf]i

y,i = 0, 1,..., 5

. Сравнивая полученное приближенное решение с точным решением, представленном в таблице 5, видим, что погрешность составляет 
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Пример 3. Применим второй модифицированный метод Эйлера – Коши для решения задачи Коши 
[image: image827.wmf](
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, рассмотренной ранее в примерах 1 и 2. Так же, как и ранее, зададим шаг 
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В соответствии с данными формулами получим расчетную формулу метода Эйлера – Коши: 
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где 
[image: image831.wmf](

)

i

iii

i

2t

ft,yy

y

=-

, 
[image: image832.wmf](

)

i

i1iiiii

i

2t

yyhft,yy0,1y

y

+

æö

=+=+-

ç÷

èø

%

, 
[image: image833.wmf]0

t0

=

, 
[image: image834.wmf]0

y1

=

, 
[image: image835.wmf]i0,1,...,4

=

.

Решение представим в виде таблицы 7.

Таблица 7
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	0
	1
	0,1
	0,2
	1,2
	0,867

	0,2
	1,1867
	0,0850
	0,4
	1,3566
	0,767

	0,4
	1,3484
	0,0755
	0,6
	1,4993
	0,699

	0,6
	1,4938
	0,0690
	0,8
	1,6180
	0,651

	0,8
	1,6272
	0,0645
	1
	1,7569
	0,618

	1
	1,7542
	
	
	
	


Таблица 7 заполняется последовательно по строкам, сначала первая строка, затем вторая и т. д. Третий столбец таблицы 7 содержит приближенное решение 
[image: image842.wmf]i
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Сравним полученное приближенное решение с точным решением, представленном в таблице 5. Видим, что погрешность составляет 
[image: image843.wmf](
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Метод Рунге – Кутта
Метод Рунге – Кутта является одним из наиболее употребительных методов высокой точности. Метод Эйлера можно рассматривать как простейший вариант метода Рунге – Кутта.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения 
[image: image844.wmf](
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 с начальным условием 
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Как и в методе Эйлера, выберем шаг 
[image: image846.wmf]0
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 и построим сетку с системой узлов 
[image: image847.wmf]i0
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Обозначим через 
[image: image848.wmf]i
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 приближенное значение искомого решения в точке 
[image: image849.wmf]i
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.

Приведем расчетные формулы метода Рунге – Кутта четвертого порядка точности: 
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[image: image855.wmf]i = 0, 1,..., n
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Оценка погрешности. Оценка погрешности метода Рунге – Кутта затруднительна. Грубую оценку погрешности дает правило Рунге. Так как метод Рунге – Кутта имеет четвертый порядок точности, т. е. 
[image: image856.wmf]p4

=

, то оценка погрешности примет вид: 
[image: image857.wmf]h/2h
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Используя правило Рунге, можно построить процедуру приближенного вычисления решения задачи Коши методом Рунге – Кутта четвертого порядка точности с заданной точностью 
[image: image858.wmf]e

. Нужно, начав вычисления с некоторого значения шага 
[image: image859.wmf]h

, последовательно уменьшать это значение в два раза, каждый раз вычисляя приближенное значение 
[image: image860.wmf]h/2
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. Вычисления прекращаются тогда, когда будет выполнено условие: 
[image: image861.wmf]h/2h
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Приближенным решением будут значения 
[image: image862.wmf]h/2
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Пример 4. Методом Рунге-Кутта четвертого порядка точности найдем решение на отрезке 
[image: image863.wmf][
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 следующей задачи Коши 
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Возьмем шаг 
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Расчетные формулы имеют вид:
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Задача имеет точное решение: 
[image: image873.wmf](
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, поэтому погрешность определяется как абсолютная величина разности между точными и приближенными значениями 
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Найденные приближенные значения решения 
[image: image875.wmf]i
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 и их погрешности 
[image: image876.wmf]i
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 представлены в таблице 8.
Таблица 8
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Контрольные задания

1. Вычислить определенный интеграл методом Симпсона с точностью 
[image: image892.wmf]3
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e

, где пределами интегрирования являются два наибольших значения корня системы уравнений (табл. 9, вар.1). Подынтегральной является функция 
[image: image893.wmf]3
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2. Решить нелинейное уравнение 
[image: image894.wmf]0
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 (произвольным методом, выбор которого обосновать) ,где А есть номер первого положительного корня системы уравнений (табл. 9, вар. 2).

3. Вычислить определенный интеграл методом трапеций с точностью [image: image895.wmf]02

-

1E

, где пределами интегрирования являются номер и наибольшее значение корня системы уравнений (табл.9, вар. 3). Задана подынтегральная функция [image: image896.wmf]3
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4. Методом Рунге-Кутта вычислить значение функции у в точках [image: image897.wmf],
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 если задано дифференциальное уравнение 
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 с начальным условием 
[image: image899.wmf]a
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, где a есть наименьшее значение корня системы уравнений (табл. 9, вар. 3).

5. Вычислить определенный интеграл методом парабол с точностью 
[image: image900.wmf]001

.
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, где пределами интегрирования являются два наименьших значения корня системы уравнений (табл. 9, вар. 4). Задана подынтегральная функция 
[image: image901.wmf]3
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6. По схеме Горнера вычислить полином 
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 в точке 
[image: image903.wmf]01

,

0

z

=
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 - корни системы уравнений (табл. 9, вар. 7). 

7. Решить нелинейное уравнение 
[image: image906.wmf]0
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 (произвольным методом, выбор которого обосновать), где С есть сумма всех значений положительных корней системы уравнений (табл. 9, вар. 4).

8. Методом Рунге-Кутта вычислить значение функции у в точках 
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 начальным условием 
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, где В есть наибольшее значение корня системы уравнений (табл. 1, вар. 5).

9. Вычислить определенный интеграл методом трапеций с точностью 0,01, где пределами интегрирования являются среднее математическое и среднее геометрическое значений положительных корней системы уравнений (табл. 9, вар. 6). Задана подынтегральная функция 
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10. Решить нелинейное уравнение 
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 (произвольным методом, выбор которого обосновать), где a и b (
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) – два наименьших значения корня системы уравнений (табл. 9, вар. 2).
11. По схеме Горнера вычислить многочлен: 
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, где a и b – соответственно наименьшее значение и среднее математическое значение отрицательных корней системы уравнений (табл. 9, вар. 7).
12. Используя линейную интерполяцию (
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 задана в виде таблицы (табл. 2), где 
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, а c и d – соответственно номер и наименьшее значение корня системы уравнений (табл. 9, вар. 7). Корни системы вычислять методом Зейделя.

13. Используя линейную интерполяцию по Лагранжу, вычислить значение функция в точках 
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 задана в виде таблицы (табл. 2), где a, b, c и d – корни системы уравнений (табл. 9, вар. 3), расположенные в порядке убывания (a – наибольшее значение корня). Корни системы вычислить методом  Гаусса, оставляя в ответе не менее трех знаков после запятой.
14. Используя квадратичную интерполяцию по Лагранжу, вычислить значение функции в точках 
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 задана в виде таблицы (табл. 10), где a, b, c и d – корни системы уравнений (табл. 10, вар. 1), расположенные в порядке возрастания (a – наименьшее значение корня). Корни системы вычислить методом  Гаусса, оставляя в ответе не менее пяти знаков после запятой.
15. Вычислить определенный интеграл (выбор метода обосновать) с точностью 0,01. Подынтегральная функция задана в виде таблицы (табл. 10), где a, b, c и d - корни системы уравнений (табл. 10, вар. 1), причем 
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16. Вычислить определенный интеграл (выбор метода обосновать) с точностью 0,001. Подынтегральная функция задана в виде таблицы (табл. 10), где 
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, a и c – соответственно номер и значение наибольшего положительного корня системы уравнений (табл. 9, вар. 3).

17. Используя метод трапеций, вычислить определенный интеграл с точностью 0,01, где пределами интегрирования являются два наибольших значения функции, вычисленной методом линейной интерполяции (
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18. Применив метод простой итерации, решить уравнение 
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x

3

)

x

3

(

arctg

T

=

-

-

, где Т – наибольшее значение функции, вычисленное методом линейной интерполяции по Лагранжу в точках 
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19. Методом Рунге-Кутта вычислить значение функции у в точках 
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2

,

1

,

0

x

=

 если задано дифференциальное уравнение 
[image: image933.wmf]0

y

'

y

x

2

2

=

+

-

 с начальным условием 
[image: image934.wmf]Q

)

1

(

y

=

-

, где Q – наименьшее значение функции, вычисленное методом квадратичной интерполяции по Лагранжу в точках 
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20. Используя метод Симпсона, вычислить определенный интеграл с точностью 0,001, где пределами интегрирования являются сумма и произведение значений функции, вычисленных методом квадратичной интерполяции по Лагранжу в точках 
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21. Методом Рунге-Кутта вычислить значение функции у в точках 
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, где w и Q – аргумент и наибольшее значение функции, вычисленной методом линейной интерполяции по Лагранжу в точках 
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22. Применив метод Ньютона, решить уравнение 
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, где t и v – соответственно наибольшее и наименьшее значения функции, вычисленные методом квадратичной интерполяции по Лагранжу в точках 
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23. Используя линейную интерполяцию по Лагранжу, вычислить значе​ние функции в точке 
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 задана в виде таблицы (табл. 2), где  
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 - значение первого корня системы уравнений (табл. 9, вар. 7).
24. Методом Гаусса решить систему из четырех линейных уравнений. Коэффициенты матрицы заданы в табл. 9 (вар. 2). Недостающие коэффициенты 
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25. Используя метод трапеций, вычислить определенный интеграл с точностью 0,001, где пределами интегрирования являются номер и наименьшее значение корня системы уравнений (табл. 9, вар. 1). Задана подынтегральная функция 
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26. Методом Зейделя решить систему из четырех линейных уравнений. Коэффициенты матрицы заданы в табл.9 (вар. 7). Неизвестные коэффициенты 
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), являются соответствующими значениями определенного интеграла, вычисленного методом трапеций для трех пар пределов интегрирования: 
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27. Используя квадратичную интерполяцию по Лагранжу, вычислить значение функции в точке 
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 задана в виде таблицы (табл. 10), где 
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- значение второго корня системы уравнений (табл. 9,  вар. 7). 
28. Методом Гаусса решить систему из четырех линейных уравнений. Коэффициенты матрицы заданы в табл. 9 (вар. 3). Неизвестные коэффициенты 
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29. Применив метод половинного деления, решить уравнение 
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, где z и f – соответственно наибольшее и наименьшее значение функции, вычисленные методом линейной интерполяции (
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30. Методом Зейделя решить систему из четырех линейных уравнений. Коэффициенты матрицы заданы в табл. 9 (вар. 7). Неизвестные коэффициенты 
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Приложение к контрольным заданиям

Задана система:
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Значения коэффициентов матрицы системы линейных уравнений :

Таблица 9

	№ варианта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
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Задание функции 
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Таблица 10

	х
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7

	у
	0,376+a
	1,827+b
	2,401+с
	2,872+d
	3,394
	3,904
	4,425
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Учебно-методическое пособие
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aij=aij-c*akj





j=k,n





c=aik/akk





i=k+1,n





Нет





bi=bi-c*bk





w=bk


bk= bm


bm =w








w=akl


akl= aml


aml=w








l=k,n





Нет





КОНЕЦ





«Решений нет!»





Да





m>n





Нет





m=m+1





Да





amk=0 & m<=n





m=k+1





Да





akk=0





k=1,n-1





Ввод матрицы А, размерности n и столбца правых частей b





КОНЕЦ





Вывод Xi





Xi=(bi-S)/aii





S=S+aij*xj





j=i+1,n





S=0





i=n-1,1,-1





Xn=bn/ann





.





.
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