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Распределение ресурсов в иерархических системах 
транспортного типа с интервальными значениями 

критериев оптимальности 
 

В учебно-методическом пособии рассматривается проблема 
многокритериального распределения ресурсов в иерархических системах 
транспортного типа с интервальными значениями частных критериев 
оптимальности. Строится общая математическая модель, в рамках которой ставятся 
задачи многокритериальной оптимизации, проводится её исследование. 
Приводятся примеры прикладных задач, формализуемых как задачи распределения 
ресурсов в иерархических системах транспортного типа. Материал учебно-
методического пособия предназначен для студентов 4 курса направления 
подготовки «Прикладная информатика», изучающих курс «Теория систем и 
системный анализ». 
 
 

1. Введение 
 
Широкий класс прикладных задач связан с проблемой эффективного 

распределения ограниченных ресурсов. При постановке задач распределения 
ресурсов обычно задаются директивные показатели, к которым необходимо 
стремиться. Учет этих показателей осуществляется с помощью так называемых 
контролируемых ограничений, от выполнения которых зависит эффективность 
функционирования системы, что приводит к постановке многокритериальных 
многоиндексных задач транспортного типа. В работе предлагается для 
формализации критериев оптимальности указывать границы для величин 
отклонений от заданных директивных показателей, в которых эти величины 
являются «отличными», «очень хорошими», «хорошими», «удовлетворительными» 
и др. Отсюда следует, что функции отклонений от директивных показателей 
должны быть кусочно-постоянными. Тогда такие функции разбивают множество 
величин отклонений по каждому критерию на области качества отклонений.  

В работе предлагаются эффективные алгоритмы решения поставленных 
многокритериальных задач путем поиска «оптимальных» вершин некоторых 
подмножеств многомерного (по количеству критериев) многозначного (по 
количеству областей качества отклонений) куба, где каждая вершина куба 
определяет свою систему линейных алгебраических двусторонних неравенств 
транспортного типа. 

В качестве примеров, иллюстрирующих полученные результаты, рассмотрены: 
задача объемно-календарного планирования для подразделений предприятия [1-2, 
6], многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами [3-4] и 
задача переработки газового конденсата [7, 17].  
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2. Постановки задач распределения ресурсов 

2.1. Задача объёмно-календарного планирования для подразделений 
предприятия 

Необходимо определить на заданный период планирования программу 
производства в объёмных показателях, удовлетворяющую некоторым заданным 
характеристикам. 

Пусть I – множество номеров подразделений предприятия, J – множество 
номеров заказов, K – множество номеров изделий, S – множество номеров деталей, 
T – множество номеров тактов планирования. Обозначим через aijkst  объём работ, 
оставшийся невыполненным в подразделении i по заказу j изделию k детали s в 
такт планирования t; Bjkst – объем работ, запланированный к выполнению по заказу 
j изделию k детали s в такт t; 

kstC и 
kstC  – минимальный и максимальный объем 

работ, который должен быть выполнен по изделию k детали s в такт t,   kstkst СC0 ; 

ktD  и 

ktD  – минимальный и максимальный объем работ, который должен быть 
выполнен такт t по изделию k,   ktkt DD0 ; 

tE  и 
tE  – минимальный и 

максимальный объем работ, который должен быть выполнен всеми 
подразделениями в такт t в планируемом периоде,   tt EE0 ; G – общий объем 
запланированных работ; i  I, j  J, k  K, s  S, t  T. 

Тогда формально задача объёмно-календарного планирования для 
подразделений предприятия может быть поставлена как задача определения таких 
величин xijkst (объём работ, который будет выполнен в подразделении i по заказу j 
изделию k детали s в такт планирования t), i  I, j  J, k  K, s  S, t  T, для 
которых выполняются ограничения: 

Gx
Ii Jj Kk Ss Tt

ijkst 
    

 (1) 

(выполнение общего объема запланированных работ в планируемом периоде), 
TtExE t

Ii Jj Kk Ss
ijkstt  

   

  ,  (2) 

(ограничения на объемы работ, которые должны быть выполнены по тактам 
планирования), 

TtKkDxD kt
Ii Jj Ss

ijkstkt  

  

  ,,  (3) 

(ограничения на объёмы работ, которые должны быть выполнены по изделиям в 
заданные такты планирования), 

TtSsKkCxC kst
Ii Jj

ijkstkst  

 

  ,,,  (4) 

(ограничения на запланированные объёмы работ по изделиям, деталям в заданные 
такты планирования),  

TtSsKkJjBx jkst
Ii

ijkst 


,,,,  (5) 

(ограничения на запланированные объёмы работ во всех подразделениях по 
заказам, изделиям, деталям и тактам планирования), 

TtSsKkJjIiax ijkstijkst  ,,,,,0  (6) 
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(естественные условия на переменные, формализующие требования запрета 
выпуска внеплановой продукции), с учетом минимизируемых критериев, которые в 
рассматриваемой постановке определяются контролируемыми ограничениями 
системы. В качестве контролируемых ограничений, могут выступать, например, 
ограничения на объемы работ, которые должны быть выполнены по тактам 
планирования. 

2.2. Многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами 

Имеются пункты производства, промежуточные пункты, пункты потребления 
разнородной продукции и такты функционирования системы. Заданы ограничения 
на производство, потребление продукции и возможности перевозки продукции с 
учетом промежуточных пунктов. Требуется определить такие объемы производства 
по тактам планирования, которые бы удовлетворяли заданным ограничениям и 
были бы эффективны по определенным (директивным) показателям. 

Пусть I – множество пунктов производства, J – множество промежуточных 
пунктов, K – множество пунктов потребления, S – множество видов продукции, T – 
множество тактов функционирования системы, Обозначим через A– и A+ – 
минимально и максимально возможные объемы перевозимой продукции, 0 ≤ A–

 ≤ A+; Bst – минимальный объем продукции s , который должен быть перевезен в 
такт t ; 

jtС  и 
jtC  – минимальный и максимальный объем продукции, который 

может быть перевезен в промежуточный пункт j в такт t,   jtjt СС0 ; Dist – 
максимальный объем продукции s, который может быть произведен пунктом i в 
такт t; Eijkt – минимальный объем продукции, который должен быть перевезен из 
пункта производства i через промежуточный пункт j в пункт потребления k в такт t, 
i  I, j  J, k  K, s  S, t  T. 

Тогда формально многопродуктовая транспортная задача с промежуточными 
пунктами может быть поставлена как задача определения таких величин xijkst 
(количество продукта s, которое будет перевезено из пункта производства i через 
промежуточный пункт j потребителю k в такт планирования t, i  I, j  J, k  K, 
s  S, t  T, для которых выполняются ограничения:  



    

   AxA
Ii Jj Kk Ss Tt

ijkst  (7) 

(ограничения на общий объем перевозимой продукции в планируемом периоде), 
TtSsBx st

Ii Jj Kk
ijkst  

  
,,  (8) 

(ограничения на объемы каждого вида перевозимой продукции в заданные такты 
планирования), 

TtJjCxC jt
Ii Kk Ss

ijkstjt  

  

   ,,  (9) 

(ограничения на объёмы продукции, которые могут перевозить промежуточные 
пункты по тактам планирования), 

TtSsIiDx ist
Jj Kk

ijkst 
 

,,,  (10) 

(ограничения на объемы по каждому виду продукции, производимой пунктами 
производства по тактам планирования), 
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TtKkJjIiEx ijkt
Ss

ijkst 


,,,,  (11) 

(ограничения на объемы продукции, которые могут быть перевезены из пункта 
производства через промежуточный пункт в пункт потребления в заданные такты 
планирования), 

TtSsKkJjIixijkst  ,,,,,0  (12) 
(естественные условия на переменные), с учетом минимизируемых критериев, 
которые в рассматриваемой постановке определяются контролируемыми 
ограничениями системы. В качестве контролируемых ограничений могут 
выступать, например, ограничения, связанные с объёмами продукции, которые 
могут перевозить промежуточные пункты по тактам планирования.  

2.3. Задача переработки газового конденсата 

Рассматриваются производственные системы, в которых из сырья (газовый 
конденсат), в соответствии с технологическими режимами, изготавливаются 
продукты производства (бензин, дизельное топливо, пропан, бутан и др.). 
Основными элементами рассматриваемых производственных систем являются 
резервуарные парки, в которые поступает сырьё, технологические установки, в 
которых сырьё перерабатывается в готовую продукцию, резервуарные парки 
отгрузки готовой продукции, потребители готовой продукции. Рассматриваемые 
производственные системы функционируют по следующей схеме. Сырье поступает 
в резервуарные парки для сырья, откуда по трубопроводам в технологические 
нитки основных технологических установок. В технологических установках, под 
воздействием технологических режимов, из поступающего сырья производятся 
продукты производства. Продукты производства по трубопроводам поступают в 
ёмкости резервуарного парка отгрузки готовой продукции, откуда готовая 
продукция отправляется потребителям. Требуется определить такие объемы 
продуктов производства по тактам планирования, которые бы удовлетворяли 
заданным ограничениям и были бы эффективны по определенным (директивным) 
показателям. 

Пусть T – множество тактов функционирования системы, I – множество 
ёмкостей под сырьё, J – множество технологических установок, K – множество 
различных видов готовой продукции, которые выпускает предприятие, S – 
множество ёмкостей под готовую продукцию, R – множество потребителей готовой 
продукции. 

Обозначим через G– и G+  – минимально и максимально возможные объемы 
сырья, которые могут быть использованы для изготовления продуктов 
производства, 0 ≤ G– ≤ G+; Ai – максимальный объём сырья, который может быть 
помещён под сырьё в ёмкость i,  Bjk, Cjk – минимально и максимально возможные 
производительности технологической установки j по готовой продукции k, 
0 ≤ Bjk ≤ Cjk; Dks – максимальный объём готовой продукции k, который можно 
поместить в ёмкость для готовой продукции s; Ekrt, Hkrt – минимальный и 
максимальный объёмы продукции k, которые требуется отгрузить потребителю r в 
такт t, 0 ≤ Ekrt ≤ Hkrt, i  I, j  J, k  K, s  S, r  R, t  T.  

Тогда формально задача переработки газового конденсата может быть 
поставлена как задача определения таких величин xijksrt (количество сырья, которое 
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из ёмкости i поступит на установку j для изготовления продукта k, который через 
ёмкость s будет отправлен потребителю r в такт t), i  I, j  J, k  K, s  S, r  R, 
t  T, для которых выполняются ограничения:  



     

   GxG
Ii Jj Kk Ss Rr Tt

ijksrt  (13) 

(ограничения на общий объем используемого сырья), 
TtIiAx i

Jj Kk Ss Rr
ijksrt 

   
,,  (14)  

(количество  сырья, поступившее из каждой ёмкости, не должно превышать объёма 
этой ёмкости в любой такт планирования),  

TtKkJjCxB jk
Ii Ss Rr

ijksrtjk 
  

,,,  (15) 

(количество готового продукта, полученное с каждой установки  не должно быть 
меньше минимальной и больше максимальной производительности этой установки 
по этому продукту каждый такт планирования),  

TtSsKkDx ks
Ii Jj Rr

ijksrt 
  

,,,  (16) 

(каждый такт планирования количество продукта, которое поступит в ёмкость 
готовой продукции, не должно превышать максимальный вместимости этой 
ёмкости) 

TtRrKkHxE krt
Ii Jj Ss

ijksrtkrt 
  

,,,  (17)  

(каждый такт планирования количество готовой продукции, которое поступит 
потребителю, должно быть ограничено минимальным и максимальным объёмами 
продукции, который ему требуется), 

0ijksrtx , TtRrSsKkJjIi  ,,,,,  (18) 
(естественные условия на переменные), с учетом минимизируемых критериев, 
которые в рассматриваемой постановке определяются контролируемыми 
ограничениями системы. В качестве контролируемых ограничений могут 
выступать, например, показатели, связанные с количеством готовой продукции, 
которое поступит потребителю.  

Для всех таких задач общим является то, что варьируемые параметры 
математической модели являются многоиндексными; ограничения математической 
модели представляют собой систему линейных алгебраических в общем случае 
двусторонних неравенств транспортного типа (коэффициенты перед переменными 
принадлежат множеству {0, 1, -1}), каждое из которых получается суммированием 
по некоторым индексам; функции, формализующие критерии оптимальности, 
определяются контролируемыми ограничениями.  

Функции критериев мы будем задавать в виде кусочно-постоянных функций, 
которые разбивают множество величин отклонений по каждому критерию на 
области качества отклонений. Будем считать, что функции, определяющие 
критерии оптимальности, имеют одинаковую область значений, равную множеству 
целых чисел от 0 до p (0 – «превосходно», 1 – «отлично», 2 – «очень хорошо», и 
т.д., p – «удовлетворительно»). 
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3. Постановка многокритериальной задачи 
 
Перенумеровав  переменные и ограничения рассматриваемой задачи получим: 

qiBxA i
iQj

ji ,,1,
)(

 


, (19)  

где 0 ≤ Ai ≤ Bi < ∞, Q(i) – множество номеров индексов, по которым происходит 
суммирование для ограничения i, а q – число всех ограничений. Не уменьшая 
общности, будем считать, что первые n ограничений являются контролируемыми и 
определяют критерии рассматриваемой многокритериальной задачи.  

Будем интерпретировать величины xi – как объемы распределяемого ресурса: 
это объемы выполняемых работ для задачи 1, объёмы перевозок груза для задачи 2 
и объемы поставляемой продукции для задачи 3, а саму общую задачу называть 
задачей распределения ресурсов. 

Как и в [6] рассмотрим задачу распределения ресурсов в наиболее общей 
постановке. Заданы булевы матрицы A и B, соответственно, размерностей m×k и 
n×k, действительный неотрицательный вектор c  размерности m и векторная 
функция )( yF 

, определенная на множестве n-мерных векторов из Rn  со 
значениями из {0, 1, …, p} (здесь m – число ограничений в рассматриваемых 
задачах, n – число контролируемых ограничений (критериев задачи), k – число 
неизвестных)». Введенная функция )( yF 

 отображает пространство Rn  на 
множество вершин n-мерного (по числу контролируемых ограничений) p + 1-
ичного куба (по количеству областей "качества" отклонений от заданных величин). 
Требуется найти вектор x , удовлетворяющий ограничениям cxA 

  с учетом 
минимизируемых критериев )( xBF 

. Полученная задача является n-критериальной 
задачей с линейными ограничениями и частными критериями оптимальности, вид 
которых зависит от вида функции )( yF 

. Система ограничений cxA 
  эквивалентна 

системе линейных алгебраических неравенств транспортного типа 



)(iRj

ij cx , 

mi ,,1  , где R(i) – множество индексов, соответствующих i-ой строке булевой 
матрицы А, mi ,,1  , а вектор xB  имеет координаты 

 )(iGj
jx , ni ,,1 , где G(i) – 

множество индексов, соответствующих i-ой строке булевой матрицы В, ni ,,1 .  
Определим функцию )( yF 

 следующим образом. Для каждой компоненты i 
рассмотрим совокупность вложенных друг в друга сегментов it

iS , 1 ii t
i

t
i SS , 

2,0  pti , 2p , ni ,,1 . Тогда i
iGj

ji txF 


)(
)(

, если ,
)(

it
i

iGj
j Sx 


 но 1

)(




 it

i
iGj

j Sx . 

После проделанных преобразований общая задача распределения ресурсов 
ставится следующим образом: требуется найти вектор x , удовлетворяющий 
ограничениям 




)(iRj
ij cx , mi ,1, , с учетом минимизируемых критериев 

i
iGj

ji txF 


)(
)(

, },,1,0{ pti  , ni ,,1  .  

Решение поставленной многокритериальной задачи будем осуществлять 
сведением её к однокритериальной, путем задания на множестве вершин n-мерного 
p + 1-ичного куба некоторых порядков, осуществляя при этом поиск решения на 
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различных подмножествах вершин куба, которые определяются из условий 
постановок исходных задач. 

 
 

4. Задача поиска оптимальной вершины многомерного 
многозначного куба 

 
Поставленная задача распределения ресурсов является задачей 

многокритериальной оптимизации. Предполагая, что выбранные показатели 
«качества» распределения ресурса упорядочены с точки зрения их значимости при 
определении эффективности функционирования системы, в качестве схемы 
компромисса будем рассматривать только линейное упорядочивание частных 
критериев оптимальности. 

Зададим на множестве вершин n-мерного p + 1-ичного куба некоторый полный 
порядок π. Это можно сделать, так как множество значений критериев (значений 
векторной функции )( yF 

) является конечным множеством. Тогда задача 
распределения ресурсов будет заключаться в определении такого k-мерного 
вектора 0x , для которого i

iRj
j cx 

 )(

0 , mi ,1, , и для любого x , для 

которого i
iRj

j cx 
 )(

, mi ,1, , выполняется отношение )()( 0 xBFxBF 
 .  

Каждой вершине куба ),..,,( 21 nvvvv  поставим в соответствие систему )(vD   
линейных алгебраических неравенств, всегда включающую в себя совокупность 
ограничений i

iRj
j cx 

 )(
, mi ,1, , и, в зависимости от вершины куба, совокупность 

двусторонних ограничений iv
i

iGj
j Sx 

 )(
, ni ,1, . Зададим на множестве вершин 

куба двузначную функцию )(vg  , принимающую значение 1, если система )(vD   
совместна и 0 в противном случае. Для функции )(vg   выполняется: если для 
вершин куба   и   имеет место  

  (покомпонентно), то )()(   gg  , отсюда 
функция )(vg   является монотонной.  

Таким образом, для решения задачи распределения ресурсов необходимо уметь 
решать две задачи: задачу поиска оптимальной вершины многомерного 
многозначного куба и задачу проверки на совместность систем двусторонних 
линейных алгебраических неравенств транспортного типа.  

 
 

5. Решение задачи поиска оптимальной вершины 
многомерного многозначного куба 

 
Множество вершин n-мерного 1p -ичного куба будем обозначать V(p+1),n. 

Пусть заданы вершина куба npVv ),1( 

 , l-ая координата которой определяет 

предельно допустимое значение l-ого критерия оптимальности; и вершина куба 
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npVv ),1( 



 , l-ая координата которой определяет значение l-ого критерия 
оптимальности, к которому необходимо стремиться, nl ,,1  . Полагаем, что 

  ll vv , nl ,,1   и   vv  . Через },,,1,|{),( ),1( nplll VvnlvvvvvV v 
 





 

обозначим множество таких вершин куба, координаты которых принимают 
значения из соответствующего интервала, определяемого заданными вершинами 
куба v , npVv ),1( 

 . Таким образом, нас будут интересовать только те вершины 

куба, которые принадлежат множеству ),(  vvV  . Тогда задача распределения 
ресурсов будет заключаться в определении такого k-мерного вектора 0x , для 
которого i

iRj
j cx 

 )(

0 , mi ,1, , и для любого x , для которого i
iRj

j cx 
 )(

, mi ,1, , 

выполняется отношение )()( 0 xBFxBF 
 , при условиях i

iGj
ji txF 


)(

)(
, 

},...,1,{   iiii vvvt , ni ,1, . Здесь и далее вершину 
))(),...,(),((

)(

0

)2(

0
2)1(

0
1

0 
 nGj

jnGj
j

Gj
j xFxFxFv  будем называть оптимальной вершиной 

на множестве ),(  vvV  . 
В качестве порядка π выберем лексикографическое отношение порядка: 21 vv 

  
тогда и только тогда, если 21

ll vv  , sl ,,1  , 2
1

1
1   ss vv . 

В [6] предложен алгоритм решения задачи поиска оптимальной вершины 
многомерного многозначного куба для случая, когда ),...,,( pppv  , а 

)0,...,0,0(v . Для множества вершин ),(  vvV   этот алгоритм включает в себя 
следующие шаги. На первом шаге среди вершин вида ),...,,,( 321


nvvvv , находится 

такое значение 0
1v , }...,1,{ 111

0
1

  vvvv , которое обеспечивает 1),...,,,( 32
0
1 

nvvvvg , и 

1
0
1 vv  , для всех тех }...,1,{ 1111

  vvvv , для которых 1),...,,,( 321 
nvvvvg . На втором 

шаге среди вершин вида ),...,,,( 32
0
1


nvvvv  аналогично находится вторая координата 

оптимальной вершины, }...,1,{ 2222
  vvvv . На n -ом шаге находим искомую 

оптимальную на множестве ),(  vvV   вершину. Так как функция )(vg   является 
монотонной, то, используя на каждом шаге двоичный поиск по соответствующей 
этому шагу координате вершины куба, алгоритм решения поставленной задачи 

будет включать в себя порядка )]([log
1

2




  i

n

i
i vvn  проверок совместности систем 

ограничений типа (19).  
Иногда при функционировании системы могут возникать дополнительные 

условия, тогда нас может интересовать не всё множество вершин ),(  vvV  , а 
только некоторое его подмножество W. В этом случае будем рассматривать задачу 
поиска такой оптимальной на подмножестве W вершины 0x , для которой 

WxBF )( 0
. Рассмотрим следующую схему построения множества W. 

Пусть дополнительными условиями для рассматриваемых задач являются 
следующие условия: 
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 Задача объемно-календарного планирования для подразделений предприятия 
Ttxx

Ii Jj Kk Ss
ijkst

Ii Jj Kk Ss
ijkst 

   


   
,1 , (20)  

– общий объем выполненных работ в текущий такт не должен превышать объема, 
работ, выполненного в предыдущий такт. Данные условия являются естественными 
в случае, когда работы последующего такта планирования напрямую зависят от 
объёмов работ, выполненных на текущем такте планирования. 
 Многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами 

TtJjxx
Ii Kk Ss

ijkst
Ii Kk Ss

ijkst  
  


  

,,1 , (21)  

 – промежуточный пункт в следующий такт планирования не может «вместить» 
больше груза, чем в предыдущий такт. Данные ограничения могут возникать в силу 
условий контрактов (договоров) на аренду складских помещений, заключённых для 
каждого из промежуточных пунктов и устанавливающих ограничения на 
максимальные объёмы продукции, которые могут «вместить» промежуточные 
пункты. 
 Задача переработки газового конденсата 

TtRrKkxx
Ii Jj Ss

ijksrt
Ii Jj Ss

ijksrt 
  


  

,,,1 , (22) 

– количество готовой продукции, которое хочет получать потребитель, в каждый 
последующий такт планирования не может быть меньше, чем в предыдущий (в 
пределах общих ограничений). Данные ограничения также могут возникать в силу 
условий контрактов, заключённых между производителями и потребителями, 
которые сами могут использовать получаемую продукцию для производства или 
продажи, а, значит, быть связанными своими контрактными обязательствами. 

Для построения множества W, в силу   vv  , можем найти координату с 
наименьшим по порядку номером s такую, что:   ss vv  и nsvv si

si

,,1,max
1,1

 



. 

Далее, используя двоичный поиск по координате s (согласно изложенной выше 
схеме поиска оптимальной вершины куба) найдём значение 0

sv . 

Вначале полагаем:  ll vw0 , nslsl ,,1,1,,1   , 00
ss vw  . Затем найдём 

такое значение s1, что  
11

0
sss vvv , nss ,,11  . Если s1 не найдено, завершаем 

процесс построения множества W. В противном случае, если i – текущий шаг 
построения множества W, 1,2,...i , тогда i-ая вершина W имеет вид:  

1 i
l

i
l ww , nslsl ,,1,1,,1 11   ;  

0
1 s

i
s vw  ,  

откуда в силу 
11

0
ss

i
s vvw , 1

11

  i
ss wv  следует, что 1

11

 i
s

i
s ww , и, значит, справедливо 

1ii ww  , ||,,1 Wi  . Множество W содержит не более n элементов. 
Для решения задачи поиска оптимальной вершины среди вершин множества 

W, предложим следующую вычислительную процедуру. В силу 1ii ww  , 
||,,1 Wi  , организуем двоичный поиск по элементам множества W и найдём 

такое наибольшее значение i, которое обеспечивает 1( ) iwg , ||,,1 Wi  . Тогда 
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iwv 
0 , причём 0)( 1 iwg , если ||Wi  . Алгоритм решения поставленной задачи 

будет включать в себя порядка log2|W| проверок совместности систем ограничений 
типа (19). 

 
 

6. Решение задачи проверки на совместность систем 
двусторонних линейных алгебраических неравенств 

транспортного типа 
 
Так как в рассматриваемых задачах распределения ресурсов варьируемые 

параметры являются многоиндексными, а ограничения представляют собой 
систему неравенств транспортного типа, для описания многоиндексных задач 
можно воспользоваться следующей формализацией, используемой в [10]. 

Пусть заданно множество индексов N(s) = {1, 2, …, s} и множество M, 
M  2N(s) . Тогда через D(M) будем обозначать систему линейных алгебраических 
неравенств транспортного типа с множеством индексов N(s) и системой 
ограничений, состоящей, для каждого f  M, из ограничений на подсуммы, в 
которых суммирование происходит по всем индексам множества f при 
фиксированных наборах значений индексов из N(s) \ f. Как и в [1] будем говорить, 
что множество M является k-вложенным, если существует такое разбиение 
множества M на k подмножеств kifffM i

m
ii

i i
,,1},...,,,{ )()(

2
)(

1  , 

что kimjff i
i

j
i

j ,,1,1,,1,)(
1

)(    .  
В общем случае для исследования вопроса совместности системы D(M) можно 

воспользоваться классическими вычислительными методами линейной алгебры 
[11]. Однако, учитывая транспортную специфику рассматриваемых систем, для их 
проверки на совместность можно воспользоваться специальными, более 
эффективными методами. 

6.1. Задача объёмно-календарного планирования для подразделений 
предприятия 

Преобразуем систему ограничений (1)-(6) задачи объёмно-календарного 
планирования в систему с двусторонними ограничениями.  



    

   GxG
Ii Jj Kk Ss Tt

ijkst   (23)  

TtExE t
Ii Jj Kk Ss

ijkstt  

   

  ,  (24) 

TtKkDxD kt
Ii Jj Ss

ijkstkt  

  

  ,,  (25) 

TtSsKkCxC kst
Ii Jj

ijkstkst  

 

  ,,,  (26) 

TtSsKkJjBxB jkst
Ii

ijkstjkst  



  ,,,,  (27)  

TtSsKkJjIiax ijkstijkst  ,,,,,0  (28) 
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Здесь GGG   , jkstjkst BB  , GB jkst 
 , TtSsKkJj  ,,, .  

Для задачи объёмно-календарного планирования система (23)-(28) является 
системой вида D(M), где s = 5, N(s) = {i, j, k, s, t}, 
M = {{i, j, k, s, t}, {i, j, k, s}, {i, j, s}, {i, j}, {i}, Ø}. Так как выполняется 
Ø ⊂ {i} ⊂ {i, j} ⊂ {i, j, s} ⊂ {i, j, k, s} ⊂ {i, j, k, s, t}, то множество M является 1-
вложенным и согласно [8] система ограничений (23)-(28) моделируется корневым 
ориентированным деревом, в котором ограничение (23) соответствует корню 
дерева, ограничения (28) – листьям, ограничения (24)-(27) – промежуточным 
вершинам дерева. 

Найдем величины: 



 
Ii

ijkst
p
jkst aB , TtSsKkJj  ,,, , 

),max( 


 
Jj

p
jkstkst

p
kst BCC , ),min( 



 
Jj

p
jkstkst

p
kst BCC , 




 
Ss

p
kstkt

p
kt CDD ),max( , 



 
Ss

p
kstkt

p
kt CDD ),min( , (29) 

),max( 


 
Kk

p
ktt

p
t DEE , ),min( 



 
Kk

p
ktt

p
t DEE , 

),max( 


 
Tt

p
t

p EGG , ),min( 


 
Tt

p
t

p EGG . 

Теорема 1. Система ограничений (23)-(28), а тем самым и исходная система 

(1)-(6), совместна тогда и только тогда, когда 

.,,,,

;,,,

;,,

;,;

TtSsKkJjBB

TtSsKkCC

TtKkDD

TtEEGG

p
jkst

p
jkst

p
kst

p
kst

p
kt

p
kt

p
t

p
t

pp

















 

Доказательство теоремы 1 основано на использовании теоремы о 
«приведенных границах» из ([8]). 

Проверка на совместность системы ограничений (1)-(6) требует линейного 
числа операций относительно переменных рассматриваемой задачи. 

6.2. Многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами 

Преобразуем систему ограничений (7)-(12) многопродуктовой транспортной 
задачи в систему с двусторонними ограничениями.  



    

   AxA
Ii Jj Kk Ss Tt

ijkst  (30)  

TtSsBxB st
Ii Jj Kk

ijkstst  

  

   ,,  (31) 

TtJjCxC jt
Ii Kk Ss

ijkstjt  

  

   ,,  (32)  

TtSsIiDx ist
Jj Kk

ijkst  
 

,,,0  (33) 

TtKkJjIiExE ijkt
Ss

ijkstijkt  



  ,,,,  (34) 

TtSsKkJjIiAxijkst   ,,,,,0 . (35) 
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Здесь stst BB  ,   ABst , TtSs  , ; TtKkJjIiAEEE ijktijktijkt   ,,,,, ; 

TtSsIiDD istist  ,,, . Для многопродуктовой транспортной задачи система (30)-
(35) является системой вида D(M), где s = 5, N(s) = {i, j, k, s, t}, 
M = {{i, j, k, s, t}, {i, j, k}, {i, k, s}, {j, k}, {s}, Ø}. Для множества M  существует 
разбиение M1 = {{i, j, k, s, t}, {i, j, k}, {j, k}, {s}, Ø}, M2 = {{i, k, s}}, таким образом, 
множество M является 2-вложенным.  

Согласно [5] условие 2-вложенности многоиндексных задач является 
достаточным условием сводимости (в рамках исследуемой схемы сведения) к 
задаче поиска потока в сети. Таким образом, если для множества М существует 
соответствующее разбиение, то может быть построена транспортная сеть с 
двусторонними пропускными способностями дуг.  

Теорема 2. Система ограничений (30)-(35), а тем самым и исходная система 
(7)-(12), совместна тогда и только тогда, когда существует допустимый поток у 
соответствующей транспортной сети. 

Доказательство теоремы 2 основано на использовании теоремы из [5] о 
достаточном условии сводимости многоиндексных задач к потоковым алгоритмам. 

Существует много работ, посвященных методам решения потоковых задач. 
Алгоритм поиска потока минимальной стоимости заданной величины, обладающий 
оценкой O(mlog(logn(m+nlogn)) (где n – число вершин, а m – число дуг) предложен 
в работе  [16]. Алгоритм  поиска максимального потока, обладающий  оценкой 
O(nmlogn), предложен в [18].  Обзор оценок вычислительной сложности для 
известных потоковых алгоритмов можно найти, например, в [16, 14-15].  

6.3. Задача переработки газового конденсата 

Преобразуем систему ограничений (13)-(18) в систему с двусторонними 
ограничениями.  



     

   GxG
Ii Jj Kk Ss Rr Tt

ijksrt  (36) 

TtIiAx i
Jj Kk Ss Rr

ijksrt  
   

,,0  (37) 

TtKkJjCxB jk
Ii Ss Rr

ijksrtjk 
  

,,,  (38)  

TtSsKkDx ks
Ii Jj Rr

ijksrt 
  

,,,0  (39) 

TtRrKkHxE krt
Ii Jj Ss

ijksrtkrt 
  

,,,  (40)  

 Gxijksrt0 , TtRrSsKkJjIi  ,,,,,  (41)  

Система (36)-(41) является системой вида D(M), где s = 6, N(s) = {i, j, k, s, r, t}, 
M = {{i, j, k, s, r, t}, {j, k, s, r}, {i, s, r}, {i, j, r}, {i, j, s}, Ø}. Множество M  в данном 
случае не является 2-вложенным, а значит, согласно [5] задача проверки на 
совместность системы (36)-(41) не может быть сведена к задаче поиска потока в 
сети 

Для исследования совместности соответствующей системы можно 
воспользоваться предложенным в [9] алгоритмом, являющимся обобщением 
релаксационного метода ортогональных проекций Агмона-Моцкина [12, 15].  
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Перенумеровав переменные и ограничения рассматриваемой задачи, от 
многоиндексной системы ограничений типа (36)-(41) перейдём к системе линейных 
двусторонних алгебраических неравенств типа (19) над N-мерным евклидовым 
пространством RN . Пусть задана совместная система линейных двусторонних 
алгебраических неравенств транспортного типа: qiBxA i

iQj
ji ,1,

)(
 


. Пусть 

nRx 0  произвольный вектор (например, с нулевыми компонентами). Если 0x  
удовлетворяет всем q ограничениям системы, то задача решена. Пусть s – первое по 
порядку ограничение, условия которого нарушены. Построим вектор 1x  по 
следующему правилу:  

,)(\},...,2,1{,

),(,
,)()(

,)()(

01

)( )(

0100
)( )(

0100

1

если

если

sQqjxx

sQj
BxsQBxx

xAsQxAx
x

jj

sQi sQi
sisij

sQi sQi
isisj

j

















 

 

 


 



 

и перейдем к следующему (s + 1)-ому ограничению. Так для всех ограничений.  

Теорема 3. Если система ограничений (36)-(41), а тем самым и исходная 
система (13)-(18), совместна, то, при ν → , последовательность x сходится к её 
решению. 

Доказательство теоремы 3 основано на использовании теоремы Агмона-
Моцкина ([12, 15]). 

В случае, когда для рассматриваемых задач принципиальными являются 
ограничения типа (20)-(22), для проверки совместности возникающих систем также 
можно воспользоваться обобщением релаксационного метода Агмона-Моцкина. 

 
 

7. Численные примеры 

7.1. Решение задачи проверки на совместность систем двусторонних линейных 
алгебраических неравенств транспортного типа 

 Задача объемно-календарного планирования для подразделений предприятия 
Пусть I = {1, 2}, J = {1}, K = {1}, S = {1, 2}, T = {1, 2}, и система ограничений 

задачи объёмно-календарного планирования имеет вид:  
1414

2

1

2

1

2

1
11 

  i s t
stix ; (42) 

148
2

1

2

1
111 

 i s
six , (43) 

135
2

1

2

1
211 

 i s
six ; (43) 

186
2

1

2

1
111 

 i s
six , 144

2

1

2

1
211 

 i s
six  (45) 

144
2

1
1111 

i
ix , 103

2

1
1121 

i
ix , 92

2

1
1112 

i
ix , 73

2

1
1122 

i
ix ; (46)  

142
2

1
1111 

i
ix , 144

2

1
1121 

i
ix , 141

2

1
1112 

i
ix , 140

2

1
1122

i
ix ; (47) 
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50 11111  x , 100 21111  x , 70 11121  x , 20 21121  x ,  
40 11112  x , 30 21112  x , 10 11122  x , 50 21122  x . (48) 

Система (42)-(48) моделируется корневым ориентированным деревом, 
графическое изображение которого представлено на рис. 1. 

 
Рис. 1. Корневое ориентированное дерево, моделирующее систему ограничений (42)-(48) 

Согласно соотношениям (29) приведённые границы элементов имеют вид: 
14,2 11111111   pp BB , 9,4 11211121   pp BB , 7,1 11121112   pp BB , 7,1 11221122   pp BB ; 

144, 111111   pp CC , 94, 121121   pp CC , 72, 112112   pp CC , 63, 122122   pp CC ; 
818, 1111   pp DD , 315, 1512   pp DD ; 418, 11   pp EE , 315, 11   pp EE ; 14pG , 

14pG . 
Из теоремы 1 следует совместность системы (42)-(48). 

 Многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами 
Пусть I = {1}, J = {1, 2}, K = {1, 2}, S = {1, 2}, T = {1} и система ограничений 

многопродуктовой транспортной задачи имеет вид:  
2020

2

1j

2

1

2

1
11 

  k s
jksx ; 

208
2

1

2

1
111  

 j k
jkx  , 2010

2

1

2

1
211  

 j k
jkx ; 

200  ijkstx , }1{},2,1{},2,1{},2,1{},1{  TSKJI ; (49) 

Kkx
s

s 


,202
2

1
1111 , 204

2

1
1121 

s
sx , 208

2

1
1122 

s
sx ; 

105
2

1

2

1
111  

 k s
ksx  , 2013

2

1

2

1
112  

 k s
ksx .  
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Транспортная сеть, соответствующая рассматриваемой задаче, моделируемой 
системой (49), приведена на рис. 2. С дугами сети связаны сегменты, 
соответствующие пропускным способностям. Дуги, у которых сегменты не 
приведены, имеют нулевую нижнюю и неограниченную верхнюю пропускные 
способности.  

 
Рис. 2. Транспортная сеть, соответствующая задаче, моделируемой системой (49) 

Существование допустимой циркуляции у построенной транспортной сети 
определяет совместность системы (49), допустимым решением которой является: 
x11111 = 1, x11211 = 0, x12111 = 1, x12111 = 1, x12211 = 7, x11121 = 2, x11221 = 3, x12121 = 4, 
x12221 = 2. 
 Задача переработки газового конденсата 

Пусть I = {1, 2}, J = {1, 2}, K = {1}, S = {1, 2}, R = {1}, T = {1} и пусть 
переменные исходной задачи перенумерованы следующим образом: x1 = x111111, 
x2 = x111211, x3 = x121111, x4 = x121211, x5 = x211111, x6 = x211211, x7 = x221111, x8 = x221211. 
Система ограничений задачи переработки газового конденсата имеет вид:  

2016
8

1


j
jx , (50) 

100 4321  xxxx , (51) 
80 8765  xxxx , (52) 
1512 6521  xxxx , (53) 

41 8743  xxxx , (54) 
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100 7531  xxxx , (55) 
100 8642  xxxx , (56) 

2012
8

1


j
jx , (57)  

8,,1,200  jx j . (58) 
Сеть, соответствующая рассматриваемой системе, представлена на рис.3. 

 
Рис. 3. Сеть, соответствующая системе ограничений (50)-(58) 

Матрица ограничений системы (50)-(58) не является абсолютно 
унимодулярной, так как содержит минор 

 2
110
101
011

 ,  

расположенный на пересечении строк, соответствующих ограничениям (51), (52), 
(54) и столбцов с номерами 2, 3 и 5, поэтому, согласно [5], задача определения 
совместности системы (50)-(58) не может быть сведена к потоковым алгоритмам. 

Для отыскания решения системы (50)-(58) воспользуемся обобщением 
релаксационного метода ортогональных проекций Агмона-Моцкина. Пусть 

8,,1,00  jx j  – начальное итерационное решение.  

1. Ограничение (50) нарушено, поэтому: 18

1

001 8)16( 


 

j
jjj xxx , так как 





8

1

016
j

jx , откуда 8,,1,21  jx j . 

2. Ограничение (52) нарушено, поэтому: 11
6

1
5

1
2

1
1

12 4))(12(  xxxxxx jj , так 

как 1
6

1
5

1
2

1
112 xxxx  , }6,5,2,1{j , откуда 31

6
1
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1
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1
1  xxxx ; и, кроме того, 

22,2,2, 1
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2
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1
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2
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1
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2
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1
3

2
3  xxxxxxxx . 

3. Ограничение (53) нарушено, поэтому: 12
8

2
7

2
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2
3

23 4)4)((  xxxxxx jj , так 
как 2

8
2
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2
34 xxxx  , }8,7,4,3{j , откуда 13
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3
7
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3
3  xxxx ; и, кроме того, 

33,3,3, 2
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3
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2
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2
2

3
2

2
1

3
1  xxxxxxxx . 

Среди ограничений системы (50)-(58) больше нет нарушенных, получено 
следующее решение системы: 33

6
3
5

3
2

3
1  xxxx , 13

8
3
7

3
4

3
3  xxxx . 
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7.2. Решение задачи поиска оптимальной вершины многомерного 
многозначного куба 

Пусть задача объёмно-календарного планирования имеет вид (42)-(48) и в 
качестве контролируемых ограничений выступают ограничения (43)-(44) на 
объемы работ, которые должны быть выполнены по тактам планирования. Пусть 
совокупности вложенных интервалов для контролируемых ограничений (43)-(44) 
имеют вид: [8, 8] ⊂ [8, 9] ⊂ [8, 12] ⊂ [8, 13] ⊂ [8, 14] и 
[11, 13] ⊂ [10, 13] ⊂ [8, 13] ⊂ [6, 13] ⊂ [5, 13], соответственно. 

Здесь p = 4 и задача моделируется двумерным пятеричным кубом, каждая 
вершина которого определяется двумерным вектором с компонентами из 
множества {0, 1, 2, 3, 4}. Графическое изображение куба представлено на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Графическое изображение двумерного пятеричного куба 

Будем предполагать, что контролируемое ограничение (43) лексикографически 
предпочтительнее ограничения (44). Пусть также )10,(v  и )34,(v . 

Прежде чем приступить к решению задачи 1, проверим на совместность 
систему (2), которая отличается от системы (1) только ограничением (44), которое 

теперь имеет вид 136
2

1

2

1
211 

 i s
six . Воспользовавшись соотношениями (29) найдём 

новые приведённые границы для ограничения (42) 14pG , 14pG , откуда 
согласно теореме 1 система (2) совместна, поэтому можем начать поиск 
оптимальной вершины куба.  

На первом шаге работы алгоритма среди вершин вида (ν1, 3), 
ν1  {0, 1, 2, 3, 4}, найдём наименьшую по лексикографическому порядку вершину 
куба. Рассмотрим вершину куба (2, 3). Соответствующая этой вершине система 
ограничений (3) отличается от системы (2) только ограничением с номером (43), 

которое теперь имеет вид 128
2

1

2

1
111 

 i s
six . Приведённые границы для ограничения 
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(42) имеют вид: 14pG , 14pG . Из того, что   pp GG , по теореме 1 система 
(3) совместна. Рассмотрим вершину куба (0, 3). Соответствующая этой вершине 
система ограничений (4) отличается от системы (3) только ограничением с номером 
(43), которое теперь имеет вид 88

2

1

2

1
111 

 i s
six . Приведённые границы для 

ограничения (42) имеют вид 14pG , 14pG , откуда согласно теореме 1 система 
(4) совместна. 

На втором шаге работы алгоритма среди вершин вида (0, ν2), ν2  {1, 2, 3} 
найдём наименьшую по лексикографическому порядку вершину куба. Рассмотрим 
вершину куба (0, 2). Соответствующая этой вершине система (5) отличается от 
системы (4) только ограничением с номером (44), которое теперь имеет вид 

138
2

1

2

1
211 

 i s
six . Приведённые границы для ограничения (42) имеют вид 16pG , 

14pG , откуда согласно теореме 1 система (5) не совместна. Тем самым, 
оптимальной (по введённому лексикографическому порядку) вершиной будет 
вершина (0, 3). Оптимальным решением задачи является следующее решение: 

20
11111

x , 20
21111 x , 20

11121 x , 20
21121 x , 20

11112 x , 10
21112 x , 10

11122 x , 20
21122 x . 

 
 

8. Заключение 
 
В статье рассмотрена проблема распределения ресурсов в иерархических 

системах транспортного типа. Решение поставленной многокритериальной задачи 
осуществляется сведением её к однокритериальной, путем задания на множестве 
вершин многомерного многозначного куба некоторых порядков, при этом поиск 
решения осуществляется на различных подмножествах вершин куба, которые 
определяются из условий постановок исходных задач. В качестве примеров 
прикладных задач, формализуемых как задачи распределения ресурсов в 
иерархических системах транспортного типа, рассмотрены ([1-4, 6-7, 17]): задача 
объемно-календарного планирования для подразделений предприятия, 
многопродуктовая транспортная задача с промежуточными пунктами, задача 
переработки газового конденсата. 
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