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Введение 

При движении транспортного средства по земле на определенной 
скорости могут возникнуть самовозбуждающиеся колебания колес – шимми. 
Это может привести к разрушению опор, поэтому данное явление недопустимо 
[1].  

На этапе проектирования  проводятся расчеты и выбираются средства по 
обеспечению безопасности от автоколебаний. Для этого разрабатываются 
новые физические модели опоры, их математические модели, описывающие 
боковые и угловые смещения колеса опоры, находятся жесткостные, массовые 
и демпфирующие параметры [2–10].  

При этом важной частью аналитических работ по предотвращению 
шимми является выбор процесса и составление уравнений, отражающих 
механизм взаимодействия шины с землей [13–14].  

Успех в достижении цели (предотвращение явления шимми в каждом 
конкретном случае) существенно зависит от тщательного анализа уже 
существующих теорий качения и моделей шины, устранения (если необходимо) 
недостатков с целью развития теории качения и, наконец, нахождение 
соотношений для расчета действующих на колесо усилий со стороны земли. 

Настоящее учебно-методическое пособие посвящено решению 
перечисленных выше проблем и является непосредственным обобщением и 
продолжением работ [11, 12, 15, 16]. 
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1. Теория М.В. Келдыша и частотные характеристики шины  

В работе [1] приводится результат изучения качения колеса с упругой 
шиной в составе передней опоры самолета. В ней предполагается, что шина 
обладает вертикальной, боковой и пяточной жесткостями. При поперечных 
смещениях обода деформация шины характеризуется тремя составляющими, 
причем масса деформируемой части предполагается пренебрежимо малой. 
Также не учитывается диссипация энергии, связанная с деформацией шины, и 
не рассматривается продольная деформация шины.  

В настоящем учебно-методическом пособии приводятся исследования 
динамики опоры при движении самолета по земле, для чего составлены 
выражения для величин сил реакции, действующих на колесо, и указана связь 
составляющих деформации шины с координатами и параметрами опоры. 

 
 

1.1. Силы реакции со стороны земли,  
возникающие при качении шины 

 
Рассмотрим вначале неподвижное колесо с упругой шиной, обжатое 

вертикальной нагрузкой (рис. 1.1). В месте контакта с землей образуется 
площадка. Равнодействующая N элементарных вертикальных усилий в 
площадке приложена в центре кО . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.1. Колесо с упругой шиной, обжатое вертикальной нагрузкой  
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Рис. 1.2. Колесо, наклоненное к вертикальной плоскости 

Назовем экваториальной линией шины линию пересечения средней 
плоскости колеса с поверхностью недеформированной шины. Пусть колесо 
смещено вбок, затем повернуто на угол ϕ  относительно вертикальной оси 
колеса и окончательно наклонено к вертикальной плоскости на угол χ к 
(рис. 1.2).  

Обозначим линию пересечения диаметральной плоскости смещенного 
обода с опорной плоскостью через 1Δ , а Δ  – касательную к средней линии 
площадки контакта в центре контакта. Деформация шины характеризуется 
координатами λ ,ϕ , kχ , где λ – расстояние от линии  1Δ  до центра кО  контакта, 
ϕ  – угол между прямымиΔ  и 1Δ . 

Реакции опорной плоскости на шину при смещении колеса, приведенные 
к точке K пересечения прямой наибольшего наклона, проходящей в средней 
плоскости колеса через его центр, с опорной плоскостью, приводятся к 
нормальной силе N, поперечной F и моментам M и M kχ  соответственно 
относительно вертикальной оси и оси, перпендикулярной плоскости чертежа: 

F = aλ+σшNχ к       
M = b φ                                                                                                          (1.1) 

M χ к = N (σшλ+ρшχ к), 
где a, b – боковая и пяточная жесткости шины, σш и ρш – коэффициенты. 
Константы a, b, σш, ρш должны определяться экспериментально. 

Для колеса, катящегося с постоянной угловой скоростью, находящегося 
под постоянной вертикальной нагрузкой, совершающего малые поперечные 
смещения из положения невозмущенного качения, введены аналогичные 
параметры деформации шины λ ,ϕ , χ к. Считаем, что реакции опорной 
поверхности также определяются выражениями (1.1). 

N
Kχ

KOK
λK

KO

λ ϕ
1Δ

Δ

M

F
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1.2. Кинематические связи, возникающие при качении шины  
по опорной плоскости 

Отсутствие проскальзывания поверхности контакта шины является 
предположением, на основании которого в теории М.В. Келдыша составляются 
уравнения кинематических связей. Так как деформация шины характеризуется 
тремя параметрами kχϕλ ,, , отсутствие скольжения будет учитываться только 
для поверхности контакта в целом. 

Назовем геометрическое место центров кО  площадки контакта при 
качении шины линией качения. Отсутствие скольжения шины учитывается 
следующими двумя условиями:  

1. Касательная к линии качения шины совпадает с осью поверхности 
контакта (при этом экваториальная линия деформированной шины совпадает в 
площадке контакта с линий качения, имея с ней общую касательную в точке O 
и общую кривизну).  

2. Кривизна линии качения шины однозначно определяется параметрами 
деформации kχϕλ ,, . 

Сформулированные выше два условия отсутствия скольжения шины при 
её качении по плоскости приводят к двум уравнениям кинематических связей. 
Обозначая через 1Z  абсциссу центра площадки контакта шины, а через θ  – угол 
между направлением невозмущенного движения (осью S) и следом средней 
плоскости колеса на дороге (рис.1.3), из первого условия качения шины без 
проскальзывания получим уравнение 

,0
ds

dz1 =++ ϕθ                                                                                       (1.2) 

где τVs =  – путь, пройденный колесом за время τ .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1.3. Линии качения шины   
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Далее, принимая во внимание, что кривизна линии качения равна  

,)(
R
1

ds
d ϕθ +

=  

и, в то же время, принимая 

,
R
1

кγχβϕαλ −−=  

запишем второе условие качения шины без проскальзывания в виде 

.
ds

)d(
кγχβϕαλϕθ

−−=
+                                                                   (1.3) 

где α, β, γ – кинематические коэффициенты. 
Заменяя в (1.2), (1.3) ds  на τVd  и учитывая, что ,1 λ+= zz  получим 

уравнения: 
0,VVz =+++ ϕθλ&&                                  (1.4) 

,0)( =−−−+ кV γχβϕαλϕθ &&                                 (1.5) 

которые представляют уравнения кинематических связей, накладываемых на 
упругую шину при качении ее по плоскости без проскальзывания. 

При рассмотрении устойчивости качения колеса необходимо 
анализировать зависимости параметров деформации шины, а также 
действующих на шину сил, от частоты колебаний. Для этого представим колесо 
в виде динамического звена, обладающего передаточными функциями.  

1.3. Частотные характеристики шины 

Пусть колесо с упругой шиной катится прямолинейно с постоянной 
скоростью V, находясь под постоянной вертикальной нагрузкой, в составе 
опоры шасси летательного аппарата (рис. 1.4).  

Свяжем с точкой O крепления стойки к фюзеляжу прямоугольную 
систему координат OXYZ. Будем считать невозмущенным движение колеса в 
плоскости OXY. Опишем возмущенное движение обода смещением )z(τ  оси 
колеса, углом )(τθ  поворота колеса относительно оси стойки и углом  )(τψ  
поворота стойки относительно оси OX. 

Пусть величина z связана с углами θ  и ψ  следующим образом: 

,Ltz cψθ +=                                                                                           (1.6) 

где t и L – параметры установки колеса на опоре шасси летательного аппарата:. 
0,VVLt c =++++ ϕθλψθ &&&                                 (1.7) 

.0=−+−+ ψγϕβλαϕθ VVV&&                                 (1.8) 

Координаты ϕλθψ ,,,  являются функциями времени τ  или пути S. 
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Рис. 1.4. Опора шасси летательного аппарата 

Предположим, что колесо при качении совершает гармонические 
колебания по углу θ  или по углу ψ . Выразим λ и φ через θ  и  ψ . Обозначая 
символ дифференцирования pdd =τ/ , представим уравнения (1.7), (1.8) в 
операторном виде. Подставляя ωjp = , получим 

( ) ( )[ ],~ImRe~ImReW~ ψθλ λψλψλθλθ WjWWj +++−=                                        (1.9) 

( ) ( )[ ],~ImRe~ImReW~ ψθϕ ϕψϕψϕθϕθ WjWWj +++−=                                      (1.10) 

где волнистая черта обозначает преобразование Фурье, а 

,
)2(

)(ReW 422224

42224

VV
VttVt

ααβωω
βαβαβωω

λθ +−+
+−−+

=                                       (1.11) 

,
)2(
)(ImW 422224

3

VV
tV

ααβωω
βαωβ

λθ +−+
−

=                                        (1.12) 

,
)2(

)(LReW 422224

42224

VV
VLLV

ααβωω
γαγαβωω

λψ +−+
+−−+

=                                       (1.13) 

,
)2(
)(ImW 422224

3

VV
LV

ααβωω
γαωβ

λψ +−+
−

=                                        (1.14) 

,
)2(
)2(ReW 422224

42224

VV
VtV

ααβωω
αβαωω

ϕθ
+−+

+−+
=                                        (1.15) 

ZX
O

V

ψ

сL

Z

z

t

θ
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,
)2(

))((ImW 422224

22

VV
VtV
ααβωω

αωβαω
ϕθ

+−+

+−−
=                                        (1.16) 

,
)2(
)(ReW 422224

2

VV
LV

ααβωω
γαβω

ϕψ
+−+

−
=                                        (1.17) 

.
)2(

))(L(ImW 422224

22

VV
VV
ααβωω

αωγαω
ϕψ

+−+

+−−
=                                        (1.18) 

Считая входными воздействиями ψ и θ , а выходными ϕ  и λ , можно вычислять 
отношение амплитуд и фазы этих координат. 

Введем обозначение путевой частоты V/s ωω = . С целью уменьшения 
числа параметров в выражениях (1.11) – (1.18), приведем их к безразмерной 
форме. В качестве масштабов для перехода к безразмерным координатам 
выберем радиус колеса r, массу колеса m и боковую жесткость шины а. 
Соотношения между размерными (без черточек сверху) и безразмерными 
(черточки сверху) параметрами следующие 

r,tt =  ,rLL =  ,2r
αα =  ,

r
ββ =  ,

r
γγ =  

m
aωω = ,  ,r

m
aVV =  .

r
s

s
ω

ω =  

С учетом этих соотношений действительные и мнимые части 
передаточных функций между смещениями обода колеса и параметрами 
деформации шины будут иметь вид: 

,
)2(

])[(ReW
2224

224
s

ααβωω
αββαβωω

λθ +−+
+−−+

=
ss

s ttr                                       (1.19) 

,
)2(
)(ImW

2224 ααβωω
βαβω

λθ +−+
−

=
ss

s tr                                        (1.20) 

,
)2(

))[(LReW
2224

224

ααβωω
αγγαβωω

λψ +−+
+−−+

=
ss

ss Lr                                       (1.21) 

,
)2(
)(ImW

2224 ααβωω
γαβω

λψ +−+
−

=
ss

s Lr                                        (1.22) 

,
)2(
)2(

ReW
2224

224
s

ααβωω

αβωαω
ϕθ

+−+

+−+
=

ss

s t                                    (1.23) 

,
)2(

))((ImW 2224

2

ααβωω
αωβαω

φθ
+−+

+−−
=

ss

ss t                                        (1.24) 

,
)2(
)(

ReW
2224

2

ααβωω

γαωβ
ϕψ

+−+

−
=

ss

s L                               (1.25) 
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.
)2(

))(L(
ImW

2224

2

ααβωω

αωγαω
ϕψ

+−+

+−−
=

ss

ss                                   (1.26) 

При ωs →0  ReW λθ→ αβ /r , ImW λθ→0, ReW λψ→γ/ α, ImW λψ→0,  ReWφθ→1, 
ImW φθ→0, 0ReW →ϕψ , 0ImW →ϕψ . 

Согласно (1.1), реакция земли на шину в плоскости контакта при 
пренебрежении составляющими, зависящими от N и стремящимися к нулю, 
приводится к поперечной силе λaF =  и моменту ϕbM = . Отметим, что для сил 
и моментов в преобразованном по Фурье виде, имеют место соотношения  

ψθ FFF ~~~ += , ψθ MMM ~~~ += ,                                                                    (1.27) 

где 

θF~  =a θλ
~ =a ( ReW λθ+ j ImW λθ) θ                                                          (1.28) 

ψF~ = a ψλ
~ = a ( ReW λψ+ j ImW λψ) ψ                                                          (1.29) 

θM~ = b θϕ~ = b ( ReWφθ+ j ImW φθ) θ                                                          (1.30) 

ψM~ = b ψϕ~ = b ( ReWφψ+ j ImW φψ)ψ                                                          (1.31) 

В качестве примера на рис. 1.5 приведены графики передаточных функций  
 

* *

*
,

*
,

Re Re , Im ,
Re 0 Re 0

Re
ImW ,Re Re ,

Re 0

Im , ImW ,Re
Re 0

W ImWW W

W
W W

ImW
W W

λθ λθ
λθ λθ

λθ λθ

λψ
ϕθ ϕθ λψ

λθ

λψ
λψ ϕψ ϕψ

λθ

ω ω

ω

ω

= =
→ →

=
→

=
→

       

4, 1, 2, 0.2,0,0.2.CL tα β γ= = = = = −  

На рисунке 1.5 кривые (черные и красные) рассчитаны для значений 
(начиная с верхней) t=0.2,0,-0.2 соответственно. Характер изменения 
составляющих передаточных функций от частоты sω  и их количественные 
значения определяются соотношением 
                          ,                     , ,ReW ImW ReW ImWϕθ ϕθ λθ λθ                                          (1.32) 

 (         между значением выноса t  и величиной /β α .  
Существенным является то, что при /t β α<  мнимые части ImW λθ ,   

ImW φθ  (при малых sω ) отрицательны. Значения  ImW λψ  ,    ReWφψ     ,      ImWϕψ  ,  

ImW φ  ,  ReW λψ  положительны при 
2

2

( ) 0,

0, 0
c

c s

L

L

β α γ

α γ α ω

− − >

− > − >
.                                                                                    (1.33) 
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                                           a                                                            b 
 
                                                                                                  

      
 

                                c                                                              d 
Рис. 1.5. Зависимости действительных и мнимых частей депередаточных функций от частоты 
 

Рассмотрим линейный упругий элемент с демпфированием (рис. 1.6). 
Жесткость пружины обозначим эфC , а коэффициент сопротивления .эфh   

При гармоническом перемещении x   сила сопротивления элемента  

эф эфP=C x +jωh x .                                                                                             (1.34) 

Динамической жесткостью элемента является комплексное выражение 

эф эфD=P/x=C   +jωh ,                                                                                         (1.35) 

где коэффициенты эфC  и эфh   постоянны в случае идеальных пружины и 
демпфера. В общем случае эти значения зависят от частоты ω и амплитуды 
колебаний координаты x. 

В случае схематизации конструкции, действующей при повороте 
подвижного элемента, перемещение х является углом поворота, а вместо 
усилия P будет момент М. Проведем аналогию между шиной и элементом 
(рис. 1.6). 



13 
 

 
 

 
 

Рис. 1.6. Схема линейного упругого элемента с демпфированием 
 

В системе уравнений шимми ориентирующегося колеса (1.2)–(1.7) 
моменты yM  относительно оси стойки и xM  относительно продольной оси 
записываются следующим образом 

yM ,Ft M at bλ ϕ= − − = − −                                                                               (1.36) 

xM .c cFL aL λ= − = −                                                                                         (1.37) 

При гармонических колебаниях можно записать в размерном виде 

( Re ) ( Re ) ]

[( Re ) ( Re ) ],
yM at W jJmW W jJmW

b W jJmW W jJmW
λθ λθ λψ λψ

ϕθ ϕθ ϕψ ϕψ

θ ψ

θ ψ

= − − − + − − −

− − − + − −                                    (1.38) 

[( Re ) ( Re ) ]x CM aL W jJmW W jJmWλθ λθ λψ λψθ ψ= − − − + − −                                   (1.39) 

Обозначим 
,Re θλθ FCWa =  ,Im ωθλθ FhWa =                                                                    (1.40) 

,Re ψλψ FCWa = ,Im ωψλψ FhWa =                                                                 (1.41) 

b Re ,MW Cϕθ θ=  b Im ,MW hϕθ θω=                                                                       (1.42) 

b Re ,MW Cϕψ ψ=  b Im .MW hλψ ψω=                                                                     (1.43) 

Тогда (1.38) и (1.39) можно представить как 
++++= thhjCCM FFFFy )]([ ψθωψθ ψθψθ  

),( ψθωψθ ψθψθ MMMM hhjCC ++++                                   (1.44) 

.)]([ LhhjCCM FFFFx ψθωψθ ψθψθ +++=                                                         (1.45) 

где ,FC θ  , , ,F М МC C Cψ θ ψ  , , ,F F М Мh h h hθ ψ θ ψ −  соответственно жесткости пружин и 
коэффициенты демпфирования упругих элементов, представляющих шину при 
колебаниях, ω  – частота колебаний. 
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                                                 a                                                           b 

                                  
                                      
                                                 c                                                               d 

Рис. 1.7. Зависимости действительных и мнимых частей депередаточных функций от частоты 
 
При гармоническом отклонении колеса от линии невозмущенного 

движения на величину θtZ =  (стойка бесконечно жесткая в боковом 
направлении) воздействие шины на опору эквивалентно воздействию пружины 
с жесткостью Re

yF M MC t C Wθ θ θ+ =  и демпфера с коэффициентом демпфирования 
/

yF M Mh t h JmWθ θ θ ω+ = , создающих момент yM . При гармоническом перемещении 
колеса на ψcLz = (стойка бесконечно жесткая на кручение) воздействие шины 
на опору эквивалентно воздействию пружины с жесткостью Re

xF MС Wψ ψ=  и 
демпфера с коэффициентами демпфирования /

xF Mh JmWψ ψ ω= , создающих 
момент xM .  
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Приведем (1.44) и (1.45) к безразмерному виду и запишем их как 

(Re ) (Re )
y y y yy M M M MM W jJmW W jJmWθ θ ψ ψθ ψ= + + +  

(Re ) (Re )
x x xx Mx M M MM W jJmW W jJmWθ θ ψ ψθ ψ= + + +  

где  

Re Re Re
yMW t W b Wθ λθ ϕθ

β
α

∗= +          yMJmW tJmW bJmWθ λθ ϕθ
β
α

∗= +    

Re Re Re
yMW t W b Wψ λψ ϕψ

β
α

∗= +
xM CJmW L JmWθ λθ

β
α

∗=  

yMJmW tJmW bJmWψ λψ ϕψ
β
α

∗= + ,  Re Re
xM CW L Wθ λθ

β
α

∗=  

Re Re
xM CW L Wψ λψ

β
α

∗= ,   
xM CJmW L JmWψ λψ

β
α

∗=  

По характеру изменения кривых (рис.1.7) и по их знаку можно судить о 
величине и знаке жесткостей и коэффициентов демпфирования эквивалентных 
пружин и демпферов.  

1.4. Случаи упрощения кинематических связей 

Предположим, что скорость качения колеса достаточно велика. Вводя 
малый параметр ,

V
1

=μ  запишем уравнения (1.7)–(1.8) в виде 

,
ds
dt

ds
dL

d
d

с
θψϕθ

τ
λμ −−−−=                                                

.
ds
d

d
d θγψβϕαλ
τ
ϕμ −+−=                                                    

При малом μ  ≈ 0 можно записать 

,0=+++
ds
dt

ds
dLс

θψϕθ                           

.0=−+−
ds
dθγψβϕαλ                                                    (1.46) 

Выражая из (1.46) ϕ , 

,
ds
dt

ds
dLс

θψθϕ −−−=  
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приходим к соотношению 

.1t θψ
β
γλ

β
αψθ

β
VVVLс −−−=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− &&  

Используя преобразование Лапласа ][xL , запишем 

],[][][)1(t λ
β
αψ

β
γθ

β
LVLVpLLVp с −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−  

откуда  

].[][

1

][ ψ

β
α

β
γ

θ

β
α
β

λ L
V

VpL
L

V

Vpt
L

с +
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=  

Предполагая изменение переменных θ  и ψ  по гармоническому закону, 
вводя обозначение путевой частоты и выражая параметры в безразмерной 
форме, получим действительные и мнимые части передаточных функций λθW  и  

λψW  в виде 

,rReW
α
β

λθ =       

,)1(ImW str ωβ
αλθ −=                         

,rReW
α
γ

λψ =       

.ImW scLr ωβ
αλψ =                                   

Действительные части передаточных функций представляют собой 
постоянные величины. Мнимые части пропорциональны sω . 

Рассмотрим случай больших величин коэффициентов .,, γβα  Выражая 
конечные величины 000 ,, γβα  так, что 

,,, 000 μγγμββμαα ===  

где  μ  – малый параметр, запишем второе уравнение (1.8) следующим образом: 

.V)( 000 ψγϕβλαϕθμ +−=+ VV&&  

Как и выше, имеем дифференциальное уравнение с малым параметром при 
производной.  

При μ ≈ 0 

,0000 =+− ψγϕβλα                                                                            (1.47) 
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или, что-то же самое, 
.0=+− γψβϕαλ                                                                                            (1.48) 

Находя ϕ  из (1.48) и подставляя в уравнение (1.7), получим 

.0=+++++ ψ
β
γλ

β
αθλψθ VVVLt с

&&&  

Связь преобразований Лапласа переменной λ  и переменных θ  и ψ  
записывается следующим образом 

].[][t][ ψ

β
α
β
γ

θ

β
α

λ L
Vp

VLp
L

Vp

VpL
+

+
−

+

+
−=  

Составляющие передаточных функций  λθW  и  λψW  имеют вид 

,
t

rReW
2

2

2

2
s

sω
β
α

β
αω

λθ

+

+
= ,

1
rImW

2
2

2 s

s

t
ω

ω
β
α

β
α

λθ

+

+−
=   

,
L

rReW
2

2

2

2sс

sω
β
α

β
αγω

λψ

+

+

= .
L

rImW
2

2

2

с

s

s

ω
ω

β
α

β
γ

β
α

λψ

+

−
=  

 

1.5. Уравнения шимми одноколесной передней опоры с демпфером 

Движение колеса опоры при малых отклонениях от стационарного 
состояния можно описать следующими уравнениями [4] 

0)(

0)(

0)(

0)(/

0/2

=+−−+

=++++

=−−

=−−−++−

=−+++

γψβϕαλθϕ

ϕθλθψ

χθχ

ϕλχθθψψ

λθθψψ

θ

θ

ψ

V

VtL

Ch

batCJrViJ

aLrViJlCJ

C

yxy

Cxyx

&&

&&&

&

&&&&&

&&&&&

 

где  
xyyx JJJ ,,  – моменты инерции установки колес относительно осей х, y и 

центробежный момент инерции,  
i  – момент инерции колеса относительно оси вращения, 

ψC  – боковая жесткость заделки стойки на планере ЛА, 
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θC  – жесткость стойки на кручение, 
h  – коэффициент сопротивления демпфера. 
Первые два уравнения выражают равновесие моментов сил, действующих 

на колесо относительно осей х и y, третье – равновесие моментов сил на 
демпфер, причем демпфер представлен в виде идеального демпфера, 
смещающегося на угол χ  и соединенного последовательно с пружиной 
жесткостью θС . 

В случае движения с большой скоростью V со стороны колеса на стойку 
действует момент 

)//( VtVLbatM Cy θψθλ && −−−−= , 

а вместо двух уравнений кинематических связей имеем одно: 
0)//()/1( =++++− VLt C θβγψβαλψθβ && . 

При больших значениях кинематических параметров γβα ,,  

βγψαλλ /)( +−−= batM y , 

а уравнение кинематической связи имеет вид 
0)//( =+++++ VLt C θβγψβαλλψθ &&& . 
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2. Струнная модель 

Модель Шлиппе [10] (струнная модель) основана на замене реальной 
шины натянутой струной на упругом основании. В недеформированном 
состоянии струна располагается по экваториальной линии шины. При 
исследовании взаимодействия с землей катящегося колеса не учитывается 
масса струны и рассеяние энергии при колебаниях.    

2.1. Описание модели и силы реакции земли при деформации шины 

На рис. 2.1 представлена струна, схематизирующая шину и 
располагающаяся по ее деформированной экваториальной линии. Струна 
упруго закреплена по своей длине боковыми пружинами так, что при смещении 
элемента струны из среднего положения на него действует сила, 
пропорциональная смещению, с коэффициентом пропорциональности К. По 
длине контакта 1 – 2 на струну действует распределенная боковая нагрузка Р. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                         
 
 
 
 

Рис. 2.1. Струнная схема упругой шины 

Для определения усилий, действующих на шины со стороны опорной 
поверхности, рассмотрим вначале вывод уравнения малых поперечных 
колебаний струны. 

Пусть струна (рис. 2.2), натянутая с силой Т, находилась в 
прямолинейном положении равновесия. Введем оси координат ν , λ  так, чтобы 

ободаплоскостиПроекция
ьповерхностопорнуюнаколеса

контактаДлина

Струна

"К"жесткостьюпружиныБоковые

1

2

P
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ось ν  совпала с равновесным положением струны, а ось λ  была ей 
перпендикулярна. При отклонении струны от среднего положения отдельно 
взятый участок струны длиной νΔ  будет находиться в равновесии под 
действием распределенной боковой нагрузки ),P( τν , силы упругости пружин 

ντνλ Δ),(K  и усилий натяжения струны, приложенных к концам участка. Под 
струной понимается тонкая нить, которая не сопротивляется изгибу, не 
связанному с изменением ее длины. Таким образом, если разрезать 
отклоненную струну в точке  ν , то действие одного участка струны на другой 
(сила натяжения Т) будет направлена по касательной к струне в точке ν . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

      
 
 
 

Рис. 2.2. Струнная схема упругой шины 

Выделим участок струны от ν  до ν + νΔ  и спроектируем все 
действующие на этот участок силы на оси координат. Сумма проекций всех сил 
должна равняться нулю. Примем во внимание, что рассматриваются малые 
колебания струны. Это значит, что в процессе вывода уравнений мы будем 
пренебрегать квадратом величины 

ν
λ
∂
∂ . 

Длина ABS  дуги АВ выражается интегралом 

.1S
2

AB νν
ν
λνν

ν

Δ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+= ∫
Δ+

d  

Это означает, что удлинения участков струны в процессе колебаний 
практически не происходит и величина натяжения Т не зависит от  ν . 

Найдем проекции всех сил в момент τ  на ось λ : 

;),(),(K-)](sin-)(T[sin ντνντνλναννα Δ−=ΔΔ+ P  

=Δ−
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎣
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−
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ννα ),(
)(1

)(

)(1
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22

K
tg

tg
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tgT  

λ

ν( )νT
( )να

O

( ) νΔτνλ ,k
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Следовательно, равновесие струны в зоне действия распределенной нагрузки 
выражается формулой 

),,P(),(K),(T 2

2
τντνλτν

ν
λ

=+
∂

∂
−                                           (2.1) 

а вне зоны распределенной нагрузки – формулой  

.0),(K),(T 2

2
=+

∂

∂
− τνλτν

ν
λ                                           (2.2) 

Струна, схематизирующая упругую шину катящегося колеса и 
располагающаяся по его деформированной экваториальной линии, 
представлена на рис. 2.3.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 2.3. Струнная схема упругой шины 

Предполагается, что струна связана с ободом колеса боковыми 
пружинами. Введем прямоугольную систему координат 1О ,λ ,ν , χ , причем ось 
ν  расположим в средней плоскости колеса по окружности шины, а ось λ  – в 

V

χ

KZ

λ l2

1 2

ν

1O ν

2
1
λ
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плоскости опорной поверхности. Обозначим длину участка струны 1 – 2 в 
контакте с землей через 2l, а длину струны вне контакта – L. Будем считать 
отклонение струны от средней плоскости обода функцией пути S и координаты 
ν , то есть ).S,( νλλ =  Тогда уравнение равновесия струны в контакте и вне его 
запишутся аналогично (2.1) и (2.2) в виде: 

),,P(),(K),(T 2

2
SSS ννλν

ν
λ

=+
∂

∂
−                                           (2.3) 

.0),(K),(T 2

2
=+

∂

∂
− SS νλν

ν
λ                                  (2.4) 

Общее решение уравнения (2.4) не зависит от пути S и записывается 
следующим образом: 

,''C 21
σ
ν

σ
ν

λ
−

+= eCe                                                      (2.5) 

где .
K
T

=σ  Решение уравнения (2.5) можно переписать для удобства 

следующим образом: 

,C
2

2

L)l2(

1
σ
ν

σ
ν

λ
−+−

+=
l

eCe                                                     (2.6) 

приняв постоянные 1C  и 2C  соответственно равными 

,'C
2

11
σ

Ll

eС
+

−
=    .'C

2

22
σ

l

eC=   

Подстановка в (2.6) граничных условий 

1λλ =        при L,2l +=ν  

2λλ =        при 2l,=ν  

дает 

,
2

2

L)l2(

1
σ
ν

σ
ν

λλλ
−+−

+=
l

ee  

откуда можно получить важное условие 

σ
λ

ν
λ

ν

1

Ll2
=

∂
∂

+=
 

при пренебрежении членом ,
L)l2(2

2
σλ
+−l

e  так как величина σσ −−
≈ ee

L

 близка к 
нулю. 

Если перенести начало системы координат в центр проекции средней 
плоскости обода колеса на опорную поверхность и изменить направление 
продольной оси ν  по сравнению с предыдущим случаем (рис. 2.4), то можно 
записать 
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Рис. 2.4. Схема упругой шины 

Уравнение равновесия струны в площадке контакта имеет вид (2.3). Сила 
F(S) и момент M(S), действующие со стороны земли на шину, выражаются так: 

∫=
l

l-

,),(F(S) νν dSP                                                                (2.7) 

∫=
l

l-

.),(M(S) ννν dSP                                                                (2.8) 

Раскроем значения интегралов в (2.7) и (2.8): 
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∂
−=

l

l- 2

2l

l-

)],(),([),( ννλ
ν

νλνν dSKSTdSP +
∂

∂
− ∫ ν

ν
νλ dST

l

l-
2

2 ),(   

 ∫+
l

l-

;)],( ννλ dSK  

=
∂

∂
− ∫ ν

ν
νλ dST

l

l-
2

2 ),(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
∂

∂
−

−==− ll

l

l
TS

νν ν
λ

ν
λ

ν
νλ ),(T  

 )];()([)()(
21

21 SSKSST λλσ
σ

λ
σ

λ
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +=  

∫∫ +
∂

∂
−=

l

l- 2

2l

l-

;)],(),([),( ννλ
ν

νλνννν dSKSTdSP  

lλ l−

1 21O

ν

χ



24 
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−=
∂

∂
− ∫∫

−

νν
ν
νλ

ν
νν

ν
νλ dSTdST

l

l

),(),(l

l-
2

2
 

=
∂

∂
−

∂
∂

−= ∫
−−

l

l

),(),(T ν
ν
νλν

ν
νλ dSS l

l
 

)].()()[(

))()((-l)
)()(

(

21

21
21

SSlK

SS
SS

T

λλσσ

λλ
σ

λ
σ

λ

−+=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−=  

Таким образом 

∫ ++=
l

l-
21 )],()([),()( SSKdSKSF λλσννλ                                                            (2.9) 

∫ −+−−=
l

l-
21 )].()()[(),()( SSlKdSKSM λλσσνννλ                                             (2.10) 

В данном случае принимается, что боковая жесткость «К» струны одинакова 
как в площадке контакта, так и вне ее. 

При ином расположении системы координат λ ,ν  (рис. 2.3) сила F и 
момент M определяются по формулам  

∫ ++=
2l

0
21 )],()([),()( SSKdSKSF λλσννλ                                                         

∫ −+−−=
2l

0
21 )()()[())(,()( SSlKdlSKSM λλσσνννλ m                                   

Для более подробной записи боковой силы F и момента M обратимся к 
уравнению кинематической связи, накладываемой на качение упругой шины 
без проскальзывания. 

2.2. Кинематическая связь, накладываемая на качение шины 

Пусть конструкция, с которой связано колесо, крепится в точке «О» 
(рис. 2.5) к перемещающемуся прямолинейно и равномерно со скоростью V 
изделию. Предположим, что шина катится без проскальзывания. Будем 
полагать, что участок струны 1 – 2, находящийся в контакте с опорной 
поверхностью, совпадает с траекторией качения шины, а отклонение струны от 
средней плоскости обода вне контакта определяется уравнением (2.4). 
Обозначим через n – n линию пересечения плоскости колеса с опорной 
плоскостью. Свяжем с прямой n – n систему координат νλ,,O1 , центр которой 
лежит в точке, совпадающей с передней точкой контакта 1 при наличии лишь 
радиальной деформации шины. 
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При малых отклонениях колеса от прямой «m – m» расстояние от прямой 
«m – m» до точки С – проекции центра колеса на прямую «n – n» – и угол Iθ  
отклонения прямой «n – n» от прямой «m – m» можно считать функциями пути 
центра С и обозначать z(S) и )(I Sθ . Боковое смещение любой точки 
экваториальной линии шины в контакте с опорной поверхностью относительно 
прямой «m - m» обозначим через v. 

Предположим, что в точке 1 – передней точке контакта, которая является 
границей между участком действия боковой нагрузки )P(S,ν  и участком, 
свободным от этой нагрузки, угол экваториальной линии по отношению к 
прямой n – n непрерывен. Это сводится к тому, что, когда шина прокатывается 
на бесконечно малую величину вперед, бесконечно малая дуга средней линии, 
расположенная непосредственно перед контактом, накатывается на свою 
проекцию на земле и становится частью контакта.  

Таким образом, средняя линия непосредственно перед контактом имеет 
общую касательную со средней линией внутри контакта. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.5. Схема конструкции крепления опоры самолета с колесом 

Рассмотрение углов касательной и экваториальной линии шины в точке 
«1» по отношению к прямым «m – m» и «n – n» (рис. 2.5) приводит к 
соотношению: 

.
dS
dv 11

Id
d θ
ν
λ

−=−                                                     (2.11) 
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ν
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l2 t

1λ−
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1θ
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dv1−

2v−

z−

1v−
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Подставляя вместо 
ν
λ

d
d 1  величину 

σ
λ1  и выражая  1λ , из уравнения 

,11 λθ −−= Ilzv                                                     (2.12) 

получим искомое уравнение кинематической связи: 

.v
dS
dv 11

I
Ilz θ

σ
θ

σσ
−=+−+                                                    (2.13) 

Поскольку качение шины происходит без проскальзывания, абсолютная 
скорость в поперечном направлении любой точки экваториальной линии, 
находящейся в контакте с опорной поверхностью, равна нулю. Это означает, 
что в период прохождения какой-либо точкой экваториальной линии участка 
контакта 1 – 2 расстояние от прямой m – m до этой точки остается постоянным 
и равным расстоянию, при котором точка вошла в контакт, будучи точкой 1. 
Эта особенность качения выражается формулой 

).(v)v(S, 1 νν −= S                                                                        (2.14) 

Для любой точки контакта отклонение λ  выражается следующим 
образом 

).()()(v)()(S, SlSSz Iθνννλ −−−−=  

Используя (2.14), можно записать 
),()()(v)()(S, 1 SlSSz Iθνννλ −−−−=                                                  (2.15) 

),()(v)()()0(S, 11 SlSSzS Iθλλ −−==                                                  (2.16) 

).()2(v)()()2(S, 12 SllSSzSl Iθλλ +−−==                                       (2.17) 

Подставляя в (2.9) и (2.10) формулы (2.15) – ( 2.17), получаем 

+−−−= ∫
2l

0
1 )]()()(v-[z(S)KF(S) νθνν dSlS I  

        )],2()()(2[ 11 lSvSvSzK −−−+ σ   

+−−−−−= ∫
2l

0
1 ))](()()(v-[z(S)KM(S) ννθνν dlSlS I  

        )].(2)2()()[( 11 SllSvSvlK Iθσσ −−−−+−   

Расстояние 1v  от прямой m – m до передней точки контакта «1» связано с 
переменными z(S) и )(I Sθ  посредством уравнения кинематической связи (2.13).  

Если обозначить ϕ
σ
λ

ν
λ

== 11

d
d  и принять ψθ сLtz += , то уравнение (2.11) с 

учетом (2.12) можно записать в виде 
.0)( =+−−+− ψϕϕσθθ &&&

сLVVlt                                                                     (2.18) 
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2.3. Частотные характеристики шины 

Обозначая чертой сверху преобразование Лапласа, запишем его для силы 
F(S) и момента M(S) в виде: 

+−−−= ∫
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0
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Обозначая в выражении (2.19) коэффициенты при (S)z  и )(SIθ  через  
)( sz pF  и  )( sI

pFθ , запишем (2.19) следующим образом: 

).()()()()( SSFSzSFSF IIz θθ+=                                                   (2.21) 

Коэффициент )( sz pF  представляет собой передаточную функцию шины 
при наличии боковых перемещений колеса z(S) и отсутствии угловых 
поворотов на угол ).(I Sθ  Соответственно )( sI

pFθ  представляет собой 
передаточную функцию только от угловых поворотов колеса ).(I Sθ  

Подставляя в (2.19) вместо Sp  выражение Sjω  и используя формулу 
Эйлера 

,2sin2cose S-2lj
SS ljl ωωω −=  

получим после несложных преобразований следующее выражение для 
частотной передаточной функции )( Sz jF ω : 
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Частотная передаточная функция )(
I SjF ωθ  имеет вид: 
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На основании (2.21)–(2.23) (S)F  записывается так 
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Аналогичным образом получим выражение для (S)M : 
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При ψθ L+= Itz  формулы для частотных характеристик примут вид 
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,)(Im)(Im LjFjF SzS ωωψ =  

,)(Re)(Re LjMjM SzS ωωψ =  

.)(Im)(Im LjMjM SzS ωωψ =  

При 0S →ω  

,)(2)(Re 2σωθ +→ lKjF SI
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[2)(Re

2
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Эти выражения представляют собой коэффициент сопротивления 
боковому уводу и пяточную жесткость шины. 

Частотные передаточные функции ,Fθ  θM , ψF  и ψM  представляют собой 
комплексные жесткости шины по усилию и моменту при установившихся 
гармонических колебаниях по углам θ  и  ψ . 

Графики зависимостей  
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от путевой частоты Sω  приведены на рис. 2.6.  

,)(Re)(Re LjFjF SzS ωωψ =
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a                                    b 

 

 
c                                                         d 

Рис. 2.6. Частотные передаточные функции 

2.4. Приближенные выражения частотных характеристик шины 

Если к уравнению кинематической связи 
0V--l)-(t =++ ϕσϕψθθ &&

стLV  

применим преобразование Лапласа (при нулевых начальных условиях), тогда 
получим 

0.V)p(-][][]l)-[(t =+++ ϕσψθ pLLLVp ст  

Положим .0=ψ  
Отношение преобразований Лапласа есть передаточная функция вида  

).()(
]L[
]L[ pW
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При гармоническом изменении угла θ  частотная передаточная функция 
)(W ωϕθ j  выглядит следующим образом: 
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Усилие, действующее на шину ϕувKF = , можно записать в виде 
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Аналогично получаем выражения для ϕbM =  
Теперь положим .0=θ  

.0][)(][Lст =+− ϕσψ LVppL  

Передаточную функцию запишем как отношение преобразований 
Лапласа: 

).(
Vp]L[

]L[ pWpLст =
+

=
σψ

φ  

При гармоническом изменении угла частотная передаточная функция 
выглядит следующим образом: 
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Усилие, действующее на шину ϕувKF = запишем 
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Аналогично получаем выражения для .bM ϕ=  

2.5. Уравнения шимми колеса опоры с демпфером 

Линеаризованные уравнения движения колеса относительно 
невозмущенного положения имеют вид 
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Предполагается, что струна, моделирующая шину, на участке контакта с 
землей прямолинейна и расположена под углом σλϕ /1= . 

Система уравнений с использованием частотных характеристик шины 
записывается следующим образом  
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где zF  определяется из (2.2.21), )()Re( θθθ FtFjJmFtFFtF zzz +++=+ ,  

zM находится из (2.22), а )()Re( θθθ MtMjJmMtMMtM zzz +++=+ .  
(Систему обозначим через (2.25)). 

Используя эту систему уравнений для составления характеристического 
полинома, можно произвести Д-разбиение по параметрам ηCh,  для различных 

sω . 
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3. Теория качения с учетом продольной деформации шины 

Одним из средств борьбы с шимми двухколесной или управляемой опоры 
шасси самолета является блокировка колес, то есть соединение их между собой 
валом. Этот вал с двух сторон жестко соединен с ободами колес. Вал имеет 
возможность вращаться в подшипниках, установленных в нижней части штока 
(рис. 3.1). Здесь 1 – цилиндр стойки, 2 – шток, 3 – подшипники, 4 – 
блокирующий вал, 5 – обод колеса. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.1. Схема блокировки колес опоры шасси самолета 

В работе Гоздека В.С. [14] развита теория качения шины 
сблокированного колеса, в которой рассмотрены вопросы связи поперечных и 
продольных колебаний колеса с параметрами деформации шины, а также даны 
выражения реакций земли, действующих на колесо при его колебаниях.  

3.1. Связи между функциями, описывающими движение обода 
колеса и деформации шины 

Пусть колесо с упругой шиной, прижатой к земле постоянной 
вертикальной нагрузкой, катится с постоянной скоростью V, совершая малые 
поперечные колебания. Выберем движущуюся с той же скоростью V 
прямоугольную систему координат OXYZ, ось OX которой лежит на земле и 
направлена против движения, а ось OY перпендикулярна земле (рис. 3.2). 

Свяжем с недеформируемым ободом колеса прямоугольную систему 
координат O’X’Y’Z’, причем расположим ось O’X’ на поверхности земли в 
диаметральной плоскости колеса, а ось O’Y’ направим через центр колеса. 
Выразим возмущенное движение обода смещением  )(*z τ  точки O’ вдоль оси 
OZ, углом )(τθ  между осями OX и O’X’ и углом  )(τψ   между осями OY и O’Y’.  
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Рис. 3.2. Схема колеса с упругой шиной, прижатой к земле 

Будем называть линию, образованную точками поверхности шины, 
лежащими в диаметральной плоскости колеса при невозмущенном качении, 
средней линией шины, а точку средней линии, совпадающую при 
невозмущенном движении с точкой O’ – центром контакта. Шину будем 
считать идеально упругим невесомым телом. Будем характеризовать точки 
средней линии при невозмущенном движении расстоянием x’ от точки O’ вдоль 
дуги средней линии, принимая положительными значения x’, отсчитываемые в 
направлении оси O’X’. Пусть точки нx'  и кx'  лежат соответственно в начале и в 
конце зоны контакта шины с землей. Предположим, что вызываемая 
поперечными колебаниями обода реакция на шину со стороны земли 
определяется углом ψ  и смещением ),x'( τΛ  из плоскости X’O’Y’ точек средней 
линии внутри зоны ее контакта с землей, причем ),x'( τΛ  представимо рядом 

),(
2

x')(x')(),x'(
2

τετϕτλτ ++=Λ                                      (3.1) 

где )(),(),( τετϕτλ  – смещение и поворот средней линии относительно обода 
колеса, а также кривизна при x’ = 0. 

Если предположить, что при качении шины не происходит 
проскальзывания вбок точек средней линии относительно земли, то функция 

),x'( τΛ  должна удовлетворять уравнению, отражающему равенство нулю 
абсолютной скорости перемещения вбок любой точки средней линии. 
Абсолютная скорость складывается из переносной скорости в системе 
координат OXYZ 
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и относительной 
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=
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Подчиним функцию (3.1) уравнению (3.2) в окрестности точки O’ с 
точностью до слагаемых, пропорциональных 2x' . Это приводит к следующей 
зависимости между функциями, характеризующими движение обода и 
деформацию шины: 

,0
d

*dz
=+++

τ
λϕθ

τ d
dVV  

                           (3.3) 

.0
d
dV =++

τ
θ

τ
ϕε

d
d  

Допустим, что благодаря условиям равновесия элементов шины кривизна 
ее средней линии в плоскости земли в обе стороны от зоны контакта с землей 
линейно зависит от угла ψ , а также от значений функции ),x'( τΛ  и ее первых 
производных по x’ в точках нx'  и кx' . В передней точке контакта материал шины 
свободно прилегает к земле, поэтому кривизна средней линии в плоскости 
земли, определяемая до сцепления точек шины с землей равновесием элементов 
шины, должна оставаться непрерывной в точке нx' . Следовательно, функция 

)(τε  связана линейной зависимостью с функциями )(),(),( τψτϕτλ  

),()(-)()( τγψτβϕταλτε +=                                   (3.4) 

где γβα ,,  – постоянные, зависящие от реального обжатия шины и его 
геометрических и жесткостных характеристик. 

Условия (3.3) и (3.4) связывают поперечные колебания катящегося колеса 
с деформацией шины.  

Движение обода колеса при продольных колебаниях характеризуется 
смещением )(*x τ  точки O’ вдоль оси ОХ, смещением )(*y τ  центра колеса 
вдоль оси OY, и приращением )(τω  угловой скорости вращения обода в 
сравнении с невозмущенным движением. Пусть точки средней линии внутри 
зоны контакта смещаются вдоль оси O’X’ на величину ),x'( τΞ  из положения, 
занимаемого этими точками при невозмущенном движении 

)(x')(),x'( τντξτ +=Ξ    )'''( кн xxx <<                                                          (3.5) 

где )(τξ  и )(τν  – смещение центра контакта и продольное относительное 
растяжение материала шины в точке O’. 
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При отсутствии проскальзывания точек средней линии в продольном 
направлении функция ),x'( τΞ  должна удовлетворять уравнению 

0*
x'

V 0 =++
∂
Ξ∂

+
∂
Ξ∂ ω

ττ
r

d
dx    )'''( кн xxx <<                                                          (3.6) 

где 0r  – радиус качения шины при невозмущенном движении колеса. Пусть 
функция (3.5) удовлетворят уравнению (3.6) только в точке O’. Тогда функции 

)(τξ , )(τν , )(*x τ  и )(τω  связаны соотношением 

.0*
d
d)(V 0 =+++ ω

ττ
ξτν r

d
dx                                                      (3.7) 

Предположим, что вызываемая продольными колебаниями обода реакция 
на шину со стороны земли зависит как от смещения ),x'( τΞ , ток и от 
приращения радиального обжатия )(*y τ . Принимая во внимание особенность 
процесса качения шины, аналогично изложенной при рассмотрении 
поперечных колебаний обода, получим следующую зависимость между 
функциями )(τξ , )(τν  и  )(*y τ : 

),(*)()( τστμξτν y+=                                             (3.8) 

где μ  и σ  – постоянные, характеризующие свойства шины. Условия (3.7) и 
(3.8) связывают продольное движение обода колеса с деформацией его шины. 

3.2. Реакции земли на шину 

Представим реакции со стороны земли на колесо при его поперечных 
колебаниях боковой силой zF  и моментом yM , приложенными в точке O′ , без 
учета перераспределения нормальной нагрузки на шину при ее деформации. 
Выразим компоненты реакции земли функциями переменных εϕλψ ,,, , 
учитывая симметрию шины: 

ϕψελ bMaaaF yz =++= ;21  

где a и b  – боковая и пяточная жесткости шины соответственно. 
Коэффициенты 21 , aa , стремящиеся к нулю с уменьшением вертикальной 
нагрузки на колесо, примем равными нулю в связи с относительной малостью 
составляющей силы zF , зависящей от переменных ψε , , на режимах шимми 
колес. 

Если пренебречь влиянием смещения точки приложения 
равнодействующей сил нормального давления со стороны земли на шину при 
его деформации, то дополнительная реакция со стороны земли при продольных 
колебаниях может быть представлена силами  

)(, 1
* νξ kkyFcF yx +−== , 
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приложенными в точке O′ . Здесь cи k - продольная и радиальная жесткости 
шины. Коэффициент 1k , стремящийся к нулю при уменьшении радиальной 
усадки шины, примем равным нулю из-за относительной малости на режимах 
шимми колес составляющей силы zF , зависящей от переменной ν . 

3.3. Уравнения шимми передней опоры со сблокированными 
колесами 

Представим опору шасси схемой (рис. 3.3).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.3. Схема передней опоры шасси со сблокированными колесами 

Абсолютно жесткий в боковом направлении цилиндр 1 упруго заделан на 
фюзеляже ЛА в точке О и может поворачиваться относительно оси ОХ на угол 
ψ . В цилиндре установлена ориентирующаяся часть 2, способная 
поворачиваться относительно оси ОY на угол θ . Между цилиндром и 
ориентирующейся частью включены последовательно демпфер с 
коэффициентом сопротивления h и пружина жесткостью θC . Колеса 3 
соединены между собой упругим на кручение валом.  

Обозначим долю угла θ , обусловленную перемещением демпфера через 
χ , а углы поворота левого и правого колес относительно оси вращения – через 

1η и 2η .  
Так как для данной схемы ηθ rdx +=* и ψdy =* , на основании (3.8), (3.9) 

уравнение кинематической связи примет вид 
0// =−+++ rdvrvrd ψσξμξηθ &&&                                                                    (3.12) 

Обозначим через 0
2

0
1

00 ,,, MMMM yx  моменты сил, действующих со стороны 
земли на два колеса относительно осей уч ОО ,  и на каждое из колес 

y

2

1

O X Z O

ψ

θC h
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относительно оси вращения, а углы поворота левого и правого (по движению 
самолета) относительно оси вращения – через 21 ,ηη . Тогда будем иметь  
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Малые колебания колес относительно невозмущенного качения можно 
описать системой линеаризованных уравнений вида  
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                                   (3.14) 

Приведем (3.14) к безразмерной форме, используя следующие 
соотношения между размерными и безразмерными величинами в виде 
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Здесь m  – масса колеса, a  – боковая жесткость шины, r  – радиус шины. 
Система уравнений (черточки над переменными опущены) запишется в виде 
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3.4. Частотные характеристики при продольных колебаниях колес 

Влияние блокировки колес отражено в (3.16) дополнительным слагаемым 
ξξ cdM −=  в уравнении моментов относительно оси «y» по сравнению с опорой 

с независимо вращающимися колесами. Выразим ξ  через координаты θψ , , а 
момент ξM  представим как θψ ξθξψξ

~~~ WWM += , где ξθξψ WW ,  – передаточные 
функции. 

Для этого рассмотрим четвертое и седьмое уравнения (3.15) 
,04 =−= ξηη η cCi &&                                                                                         (3.16) 

0)( =−−++ μξψσξηθ dVd &&&                                                                            (3.17) 

Применяя к (3.16), (3.17) преобразование Лапласа и подставляя ωjp = , 
выразим действительные и мнимые части передаточных функций в виде 

)4(

,)4(),4(

,),4(

,/,/Re

,/,/Re

2
4

2
3

2
2

2
1

24
2

43

2121

η

ηη

η

ξθξθ

ξψξψ

ω

ωωμ

σω

ωω

ω

CidB

CCiBCivB

dvACiAB

zBcdBJmWzBcdBW

zBcdBJmWzBcdBW

nn

nn

+−−=

++−=+−=

=+−=

−=−=

=−=

                                               (3.18) 

В качестве примера построим зависимости (3.18) для следующих 
значений параметров  .2...5.0],2,0[,5.0,2,3;1,25.0,33.0,1 =∈====== VdCCi ωσμ η  

На рис. 3.4  приведены зависимости (3.18) от ω  при двух значениях ηC  
для скоростей ]2;5.0[∈V . Видно, что значения ξψWRe  отрицательны и с ростом 
ω  уменьшаются по модулю, а значения ξψJmW положительны и имеют 
максимум по ω . Изменение жесткости ηC  и скорости v  слабо влияет на 
составляющие передаточной функции ξψW .  

Аналогичные зависимости составляющих передаточной функции ξθW  
показаны на рис. 3.4.  

Видно, что ξθWRe и ξθJmW  положительны и с изменением ω  имеют 
максимум. Можно показать, что для данной схемы опоры с двумя колесами 
применены блокировки эквивалентно введению между ориентирующейся и 
неориентирующейся частями дополнительного элемента, состоящего из 
параллельно соединенных пружины с коэффициентом жесткости ξθWCef Re=  и 
линейного демпфера с коэффициентом сопротивления  

/ξθJmWhef = ω  
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Рис. 3.4. Зависимости действительных и мнимых частей депередаточных функций от частоты 
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Рис. 3.5. Зависимости действительных и мнимых частей депередаточных функций от частоты 
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4. Проект настольного стенда для исследования моделей 
колесных опор шасси летательных аппаратов 

Стенд относится к области машиностроения и может быть использован 
для изучения динамики моделей колесных опор шасси летательных аппаратов, 
при качении колеса по ровной поверхности и при сбросе опоры с некоторой 
высоты на перемещающуюся поверхность, а также использован для учебных 
целей. 

Известны полноразмерные стенды для лабораторных динамических 
испытаний реальных опор шасси. На таких стендах проводятся испытания на 
шимми и работоемкость. Такие стенды содержат имеющую возможность 
вертикального перемещения клети копра, на которой установлено 
приспособление с укрепленной на нем опорой шасси, а также вращающейся 
барабан. При испытаниях на шимми колесо опоры опускается на барабан, 
обжимается заданной нагрузкой, принудительно выводится из состояния 
невозмущенного качения и резко отпускается. Характеристики последующего 
свободного поперечного движения колеса определяют соответствие 
требованиям по устойчивости качения или необходимость доработки опоры. 
При испытаниях можно изменять нагрузку на колесо и скорость качения 
колеса.  

Известен полноразмерный стенд, содержащий балку содержащий балку, 
на конце которой укреплена опора шасси, колесо которой имеет возможность 
по вращающемуся барабану. Балка схематизирует фюзеляж самолета. 
Испытания на таких стендах могут проводиться на реальных спроектированных 
и изготовленных опорах, имеющих неизменяемые геометрические, массовые и 
жесткостные параметры – при фиксированном обжатие амортизатора. Если по 
результатам испытаний требуется существенное изменение параметров для 
обеспечения устойчивости качения колеса, то это связано с большими 
материальными затратами и потерями времени. 

В связи с большим разнообразием конструкций опор шасси (передних и 
основных), для каждой конкретной опоры необходимо проведение отдельных 
испытаний на полноразмерном стенде. Исследование устойчивости колес 
различных опор и влияние отдельных параметров на подверженность шимми 
потребует существенных затрат на агрегаты и испытания. 

Целью настоящего проекта является повышение надежности 
конструктивных решений по обеспечению устойчивости колес от шимми, 
экономия средств, – путем проведения исследований на модели опоры во время 
проектирования реальной опоры. 

Указанная цель достигается созданием настольного стенда, содержащего 
плиту – основание с установленным на ней имеющим возможность вращения 
относительно горизонтальной оси, цилиндром (барабаном), приводимым во 
вращение электродвигателем постоянного тока, обороты которого 
регулируются рукояткой трансформатора, электрическая цепь между 
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трансформатором и электродвигателем содержит мостик из диодов, 
имитирующая фюзеляж самолета. Конструкция крепится к находящимся на 
некоторой высоте над верхней плоскостью стенда проушинам с параллельной 
оси барабана горизонтальной осью, установленным на вертикально 
расположенном и прикрепленном к плите-основанию стержне, а на другом 
конце – имитирующей фюзеляж конструкции прикреплена модель опоры с 
колесом (колесами) таким образом, что касание колесом вращающего барабана 
происходит при вертикальном положении опоры или под некоторым углом к 
вертикали, соответствующим положению реальной опоры на реальном 
самолете, при этом модель реальной опоры выполнена с геометрическими, 
инерциальными и жесткостными параметрами установки колеса (колес), 
рассчитанными на основании теории подобия  с использованием следующих 
масштабов для перехода к безразмерным параметрам: 

–  радиус модельного колеса “r”; 
– масса колеса “m”;  
– боковая жесткость модельной шины “a”. 
Соотношения между размерными и безразмерными параметрами 

определяются согласно соотношениям работы [3]. 
На рисунке 4.1 изображен общий вид настольного стенда, а на риcyнке 

4.2 – его принципиальная схема.  
 
 

 

Рис. 4.1. Общий вид настольного стенда 

Стенд имеет плиту 1 с двумя опорами 2 барабана, содержащими 
подшипники качения 3. В опорах установлена ось для вращения барабана 4.  
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С одной боковой стороны барабана имеется жестко связанный с ним 
шкив 5. На некотором расстоянии от барабана имеется электродвигатель 6 
постоянного тока, вал 7 которого соосен с осью барабана 4. На валу 7 имеется 
шкив 8. Передача вращения от шкива 8 на шкив барабана 5 осуществляется 
через ремень 9. К плите 1 прикреплена вертикально расположенная стойка 10, 
на верхнем конце которой имеются проушины 11 с отверстиями, ось которых 
параллельна оси барабана. К проушинам крепится имеющая возможность 
поворота в вертикальной плоскости узел 12 для установки модели 13 опоры. 
Модель опоры устанавливается на узле 12 таким образом, чтобы колесо 
(колеса) находилось на верхней части барабана, а угол установки модели опоры 
относительно вертикали был равен углу установки натурной опоры.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Принципиалбная схема стенда 

                                              
Рис. 2.4.2 

Рис. 4.2. Принципиальная схема стенда 

Испытания модели опоры на настольном стенде позволят устранить 
расходы на доработку реальной опоры в части обеспечения устойчивости колес 
от шимми. 
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Заключение 

В настоящем учебно-методическом пособии приведен ряд известных 
теорий (М.В. Келдыша, В.С. Гоздека, Шлиппе и других) качения упругой 
шины, используемых при исследовании явления шимми авиационных и 
транспортных колес в составе изделий различного назначения. При этом также 
приведены новые математические модели и результаты численно-
аналитических исследований авторов при изучении устойчивости и 
управляемости конкретных изделий, в частности, летательных аппаратов.  

Большая часть содержания пособия относится к разработке методик по 
составлению уравнений, отражающих механизм взаимодействия шины с 
землей, которые могли быть пригодными при решении вопроса по 
предотвращению шимми колес транспортных средств. 

Приведены новые физические и математические модели опор 
транспортных средств, описывающие боковые и угловые смещения колеса 
опоры, а также их  жесткостные, массовые и демпфирующие параметры.  

Следует заметить, что пособие содержит тщательный анализ уже 
существующих теорий качения и моделей шины, и современное развитие этих 
теорий качения. Найдены также аналитические зависимости для расчета 
действующих на колесо усилий и определены передаточные функции между 
угловыми, боковыми и продольными смещениями центра контакта шины и 
усилиями со стороны земли.  
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