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Тема 1.     Элементы комбинаторики

Литература:[5, с.46-81], [8, c. 10-21],  [7, c.32-37],  [12, с. 5-32].

     Данное занятие посвящено решению задач комбинаторики, которые играют основную роль при вычислении вероятностей различных событий классическим способом.

     Пусть 
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,...,

,

{

2

1

N

a

a

a

G

=

 - множество различных элементов произвольной природы. В комбинаторике рассматриваются комбинации из элементов множества G, составленные в соответствии с некоторыми правилами. Это могут быть упорядоченные и неупорядоченные множества, множества, содержащие все элементы из G или только часть этих элементов, множества с повторяющимися элементами или же множества, все элементы которых различны. Основной задачей комбинаторики является подсчет числа различных способов, которыми эти комбинации могут быть сделаны. При решении каждой задачи следует обращать внимание на то, как применяется основное правило комбинаторики – правило умножения.


Правило умножения.  Пусть некоторая операция 
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 состоит в последовательном выполнении k  действий 
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 и  действие
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 можно выполнить 
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 различными способами, действие 
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 - 
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 способами и так далее, k-е действие  выполняется 
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 способами. И пусть изменение результата любого из действий неизбежно ведет к изменению результата всей операции  
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. Тогда операция  
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 может быть выполнена 
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 различными способами. 


При решении комбинаторных задач используют такие стандартные комбинации как сочетания, размещения, перестановки. 


Рассмотрим множество 
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 где 
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- различные множества, составленные из элементов множества  
[image: image15.wmf].
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Определение 1. Множества  
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 1,2,…,M, называются различными сочетаниями  из  
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 элементов по 
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 если каждое из них содержит ровно 
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 различных элементов множества  
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,  и  все 
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 различаются между собой  хотя бы  одним элементом.


Число различных сочетаний  из 
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]или   
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Рассмотрим пример составления различных сочетаний. Пусть множество 
[image: image30.wmf]G

 - это  группа из семи студентов. Мы  пронумеруем студентов, тогда  
[image: image31.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]}.
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 Различные неупорядоченные наборы по три студента будут являться примерами различных сочетаний из семи по три. Например, множества {1,2,3},  {1,2,4}, {1,7,8}, {3,5,6}, {4,6,7} есть различные сочетания из семи по три. Всего можно составить 
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 различных сочетаний из семи элементов по три.  Если перед нами стоит задача вычисления числа различных способов, которыми  можно выбрать трех студентов для дежурства по столовой , то ответом будет 
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Определение 2.  Множества  
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 1,2,…,M, называют  различными размещениями из 
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 элементов по 
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 если  они упорядочены, содержат по 
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 различных элементов множества  
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 и различаются  между собой либо хотя бы одним элементом, либо порядком следования элементов.


Число различных размещений из 
[image: image41.wmf]N
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 обозначают символом 
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf].
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Примерами различных размещений из семи рассмотренных выше элементов по три могут служить следующие упорядоченные множества:  (1,2,3),  (2,1,3),  (3,1,2),  (1,5,7),  (5,1,2)  и т.д.  Всего можно составить 
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 различных размещений из семи элементов по три. Число различных размещений из семи по три получилось в шесть раз больше, чем число различных сочетаний из семи элементов по три. Это связано с тем, что размещения учитывают порядок следования элементов, а сочетания нет. Три различных элемента можно упорядочить ровно    шестью различными способами. Посчитаем сколько существует различных способов назначить трех студентов из семи на дежурство, если один  должен дежурить в столовой, другой в библиотеке, а третий  в университетском саду. Здесь можно использовать размещения  из семи элементов по три, если условиться, что первый элемент размещения соответствует номеру студента, назначенному в столовую, второй элемент размещения – это номер студента, которому досталось дежурство в библиотеке,  а третий элемент соответствует студенту, который пойдет работать в сад. Таким образом получим, что число различных таких назначений равно 
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            Определение 3. Упорядоченные множества
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1,2,…,M, называют различными перестановками из 
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 элементов, если каждое 
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 содержит все элементы множества 
[image: image55.wmf]G

, и  
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 различаются между собой порядком следования элементов.

Число различных перестановок из N элементов равно  
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В качестве примеров различных перестановок семи элементов можно рассмотреть следующие упорядоченные множества: (1,2,3,4,5,6,7),  (3,1,2,4,5,6,7),  (7,6,5,4,3,2,1),  (4,5,6,1,2,3,7)  и т.д.  Всего можно придумать  
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 различных перестановок семи элементов.  Используя эти стандартные комбинации можно посчитать, например, каким числом способов можно назначить семь студентов на дежурство в семь различных пунктов. Всего существует М=5040 различных таких назначений.

         Если множества 
[image: image59.wmf]i

B

,  
[image: image60.wmf],

,

1

M

i

=

 могут содержать одинаковые элементы множества
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, то аналогично сочетаниям и размещениям вводят понятия сочетаний с повторениями и размещений с повторениями. Число различных сочетаний с повторениями обозначают символом  
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,  количество различных размещений с повторениями -
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.  Вычисляют эти величины по формулам: 
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Рассмотрим как применяется основное правило комбинаторики и стандартные комбинации при решении задач.

Примеры решения задач

Задача 1.  Нужно составить комиссию из трех равноправных членов,  выбирать представителей комиссии можно из четырех семей (муж и жена), причём от каждой семьи не может избираться более одного человека.
Решение.  Операция  
[image: image69.wmf]A

 - составление комиссии может быть представлена  как последовательное выполнение четырех действий. Действие 
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 - выбор трех семей, члены которых будут представлены в комиссии. Это   можно  сделать   
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   различными  способами.  Действие  
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 - выбор одного человека  (мужа или жены) в одной из семей, представленной в комиссии,  это действие выполняется 
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n

=2 различными способами. Действия  
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 и
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 - выбор по одному представителю из двух других семей, члены которых включаются в комиссию. Каждое из действий  
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 и
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 выполняется  также двумя различными способами,  т.е.
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf].
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 Окончательно получаем  
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 и такую комиссию можно составить 32  различными способами. Ответ: 32.

Следует заметить, что действия 
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, выбирались таким образом, что изменение результата любого из них ведет к новому составу комиссии.

Рассмотрим другое решение этой задачи. Операцию А представим в виде последовательного выполнения действий  
[image: image82.wmf]2
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. Действие 
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означает выбор в каждой из четырех семей по одному члену. Затем выполняется действие 
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, заключающееся в выборе трех членов комиссии из четырех, отобранных в результате выполнения 
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.  Действие  
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 может быть выполнено 
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 различными способами, действие 
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 выполняется  
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  различными способами. В результате имеем  
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 различных вариантов комиссии. Ответы не совпали. Почему?  Всё дело здесь в том, что неверно применёно правило умножения. Можно изменить результат действия 
[image: image91.wmf]1
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 и получить опять тот же состав комиссии. Поясним  сказанное на конкретном примере. Пусть есть четыре семьи. Перечислим их членов по именам  и результат действий 
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 и 
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 изобразим  на следующей схеме:

Семьи                1                2                3               4

 
               Валентина         Надежда             Нина                 Елена

                              Павел               Сергей              Александр         Андрей

Действие                   (                       (                          (                       (
       
[image: image94.wmf]1

D

                  Павел                 Сергей             Александр       Андрей

[image: image1.wmf]Действие                                                             (
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                                       { Павел, Сергей, Александр}   

В данном примере результат  первого действия – это выбор Павла, Сергея, Александра и Андрея. Результат второго действия и есть комиссия в составе Павла, Сергея и Александра. Но можно изменить результат действия 
[image: image96.wmf]1
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, выбрав на первом этапе Павла, Сергея, Александра, Елену, и получить тот же состав комиссии. При этом на втором этапе опять же выбираем  Павла, Сергея, Александра как показано на следующей схеме :

Семьи:            1               2                 3                  4

Действие                 (                     (                         (                          (
      
[image: image97.wmf]1

D

                 Павел               Сергей             Александр          Елена

                                                                         (
Действие 
[image: image98.wmf]2
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                         { Павел, Сергей, Александр }
Таким образом, изменение результата действия 
[image: image99.wmf]1
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 не привело к изменению результата всей операции.

Задача 2.  Сколько различных четырехзначных чисел можно составить из цифр        0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,   если: а)  ни одна из цифр не повторяется;   б)  цифры могут повторяться?

Решение:  а)  Можно решать данную задачу с использованием основного правила комбинаторики. Процесс составления четырехзначного числа можно разбить на четыре последовательных действия: 
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- выбор первой цифры,  
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- выбор второй цифры,  
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 - выбор третей цифры, 
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 - выбор четвертой цифры. На первом месте в числе может стоять одна из шести цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6.  Если первая цифра выбрана, то на второе место может быть поставлена любая из шести оставшихся цифр (второй цифрой может быть и ноль). После выбора первых двух цифр, третья выбирается пятью различными способами. Если первые три цифры в числе известны, то четвертую можно выбрать четырьмя различными способами. В результате  
[image: image104.wmf]  
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[image: image105.wmf].
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 Ответ: 720.


Можно решать эту задачу и используя стандартные комбинации. В данном случае подойдут размещения без повторений. Посчитаем сначала,  сколько различных векторов  
[image: image106.wmf])
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 можно составить, если все компоненты вектора 
[image: image107.wmf]a

 различны и могут быть цифрами  0,1,2,3,4,5,6. Всего таких векторов  
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. Далее посчитаем сколько существует различных векторов 
[image: image109.wmf]a

, у которых 
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, а все другие компоненты различны и могут быть цифрами  1,2,3,4,5,6. Таких векторов 
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. Четырехзначных чисел, удовлетворяющих условиям задачи будет столько, сколько можно составить различных векторов 
[image: image112.wmf]a

, у которых все компоненты различны, могут принимать значения 0,1,2,3,4,5,6  и 
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 Таких векторов  
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 = 720. Ответ: 720.

б)  Для данного варианта задачи опять предложим два способа решения. Основное правило комбинаторики используется аналогично п. а). В данном случае 
[image: image116.wmf].
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С использованием стандартных комбинаций получим: 
[image: image117.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf].
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 Ответ:  2058.

Задача 3.  Сколько различных пятизначных чисел  можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6,7, если есть одна цифра, которая повторяется в числе ровно два раза, а все другие цифры разные?

Решение:   Процесс составления числа, удовлетворяющего условию задачи представим в виде последовательного выполнения следующих действий:   
[image: image119.wmf]1

А

  - выбор цифры, которая будет повторяться два раза;  
[image: image120.wmf]2

А

 - выбор двух мест в пятизначном числе для повторяющейся цифры,  
[image: image121.wmf]3

А

 -выбор и расстановка трех разных цифр из оставшихся на три свободные места в пятизначном числе. Здесь получаем  
[image: image122.wmf] 
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 Ответ: 8400.


Задача 4.  Сколькими различными способами можно разложить в 
[image: image124.wmf]n

 различных  ящиков 
[image: image125.wmf]r

белых  и 
[image: image126.wmf]s

 чёрных  шариков, если в каждом ящике может находиться любое количество шариков, некоторые ящики могут оставаться  пустыми? 

Решение: Операцию размещения  шариков по ящикам  разобьем на два последовательных действия: 
[image: image127.wmf]1

А

-  распределение белых шариков; 
[image: image128.wmf]2

А

- распределение чёрных шариков по ящикам. Так что достаточно вычислить каким числом способов может быть выполнено каждое из действий, а далее использовать основной закон комбинаторики.  


Посчитаем количество различных разложений белых шариков по ящикам.  На  рис. 1а) и  1б) изображены два различных расположения белых шариков по ящикам. 
Нетрудно видеть, что разложения шариков, изображенные на рис. 1а) и 1б),  можно однозначно описать с помощью цепочки шариков и палочек, как это сделано на рис. 2а) и 2б). Если ящиков 
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, а белых шариков 
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, то в этой цепочке будет (
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-1) палочка и 
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шариков. Так что различных разложений белых шариков будет столько, сколько можно составить различных цепочек длины 
[image: image133.wmf]r

n

+

-

)

1

(

  из  
[image: image134.wmf])

1

(

-

n

 палочек и 
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 шариков.  А таких цепочек столько, сколькими различными способами можно выбрать  
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 мест в цепочке под шарики, т.е. 
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Таким образом получим 
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                                                                                            Рис. 1а)


                                                                                              Рис. 1б) 
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                                 Рис. 2а)                                                           Рис. 2б)

Аналогично подсчитывается число различных разложений черных шариков по ящикам, 
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. Количество распределений всех шариков по ящикам  согласно основному закону комбинаторики будет равным  
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Задача 4 может быть решена и с использованием стандартных комбинаций. Процесс распределения белых шариков по ящикам может быть выполнен следующим образом. Берем белый шарик и выбираем для него любой из n ящиков, далее берем следующий белый шарик, опять выбираем для него любой из n ящиков и т.д., процедуру повторяем r раз. Т.е. для каждого шарика выбираем ящик, причем каждый ящик может быть выбран несколько раз. Если некоторый ящик выбрали q раз, то это означает, что в нем окажутся q шариков. Различных распределений белых шариков по ящикам ровно столько, каким числом способов можно выбрать из n ящиков r  ящиков с повторениями, т.е. 
[image: image143.wmf].
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 Число различных разложений всех шариков (белых и чёрных) по 
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 ящикам будет ровно 
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 Решая эту задачу двумя различными способами  получаем формулу для вычисления числа различных сочетаний из 
[image: image146.wmf]n

 по 
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 с повторениями.


Задачи для самостоятельного решения
Задача1.1.  Имеется 7 пар ботинок. Каким числом способов можно выбрать из них один ботинок на левую ногу и один на правую?

Задача 1.2. В группе 20 человек. Необходимо выбрать старосту, его заместителя и профорга. Каким числом способов это можно сделать?

Задача 1.3.  В комнате общежития пять студентов. Каким числом способов  можно  выбрать  троих  на дежурство,  если они направляются:  а) в один и тот же пункт;  б)  в три разных пункта?

Задача 1.4.  Сколькими   способами можно составить из трех полос разных цветов флаг, если имеется ткань семи различных цветов. 

Задача 1.5. В ящике содержится  М деталей, среди которых m бракованных (m<M). Каким числом способов можно выбрать N деталей так, чтобы среди них было ровно n бракованных (n<m, N<M)?

Задача 1.6.  Из колоды в 52 карты выбрали 10 карт. Определить: а) во скольких случаях среди выбранных карт есть ровно один туз;  б) во скольких случаях  есть хотя бы один туз;  в) во скольких случаях ровно два туза;  г)  во скольких случаях среди выбранных карт не менее двух тузов;  д) во скольких случаях среди выбранных карт ровно два туза и две дамы; е) во скольких случаях среди выбранных карт ровно один туз, ровно одна дама и ровно два валета? 

Задача 1.7.  Расписание одного дня состоит из четырех уроков. Определить число вариантов расписания при выборе из 10 дисциплин, если:      а) все уроки разные; б) по каждой дисциплине   может быть не более двух уроков в день.

Задача 1.8.  Сколькими способами можно разделить между тремя людьми 3n  предметов так, чтобы каждый получил ровно  n  предметов?

Задача 1.9.  Сколькими способами можно распределить  k  одинаковых подарков среди  m  детей?  Сколько среди них способов, когда каждый ребенок получает хотя бы один подарок?

Задача 1.10.  На железнодорожной станции имеется  n светофоров. Сколько можно дать различных сигналов этими светофорами, если каждый светофор имеет три состояния: горит либо зелёный, либо жёлтый, либо красный цвет?

Задача 1.11.  Автомобильные номера  составляются из одной, двух или трех букв и четырех цифр. Найти число таких номеров, используя 32 буквы русского алфавита.

Задача 1.12.    20 человек голосуют по 4 предложениям. Сколькими способами могут распределиться голоса, если каждый голосует только за одно предложение и учитывается лишь число голосов, поданных за каждое предложение?

Задача 1.13.  Сколькими способами могут быть разделены 7 различных конфет между  тремя детьми, если каждый ребенок может получить любое количество конфет?

 Тема 2.        Стохастический эксперимент. Случайные события. Операции над случайными событиями.

Литература: [1, c.23-26], [2,c.23], [4, c.16-25], [6, c.9-16], [6, c. 15-23], [8, с.3-10], [9, с.7-12], [10, с. 10-15].

Занятие 2 предназначено для овладения исходными понятиями теории вероятностей, которыми являются понятия стохастического эксперимента, случайного события, алгебры случайных событий и вероятности случайных событий. В основе теоретико-множественного метода изложения теории вероятностей лежит предположение, что рассматриваемому стохастическому эксперименту  поставлено в соответствие некоторое множество (, точки которого изображают наиболее полную информацию о возможных результатах в данном эксперименте. Множество ( называют пространством описаний элементарных случайных событий, а его точки – описаниями элементарных случайных событий (описаниями элементарных исходов), если это множество состоит из взаимоисключающих исходов эксперимента , а каждый интересующий нас результат эксперимента может быть однозначно описан с помощью элементов этого множества. С множеством ( связывают некоторую систему подмножеств 
[image: image148.wmf]F

, обладающую определёнными свойствами, называемую алгеброй подмножеств множества (. Любое множество из 
[image: image149.wmf]F

 называется случайным событием. Раз событие формально есть подмножество множества (, то над событиями выполняются те же операции, что и над множествами.


Объединением 
[image: image150.wmf]B
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 событий  
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 и  
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 называется событие, состоящее из тех элементарных событий, которые входят в событие  
[image: image153.wmf]A

 или в событие 
[image: image154.wmf]B

, или и в то и другое одновременно (рис. 3 а ). Другими словами, событие  
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 наступает тогда и только тогда, когда наступает хотя бы одно из событий  
[image: image156.wmf]A

 или  
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.


Пересечением  
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 событий  
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 и  
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 называется событие, состоящее из тех элементарных событий, которые входят и в  
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 и в 
[image: image162.wmf]B

 одновременно  (рис. 3 б ). Т.е. событие 
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 наступает тогда и только тогда, когда наступают одновременно и  
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 и  
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Разностью  
[image: image166.wmf]A
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 называется событие, состоящее из тех элементарных событий, которые входят в  
[image: image168.wmf]A

 и не входят в 
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 (рис. 3 в). Т.е. событие 
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 наступает в случае, если наступает 
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 и не наступает  
[image: image173.wmf]B

.


Множество ( называется достоверным событием. Достоверное событие всегда наступает в результате однократного воспроизведения случайного эксперимента. Пустое множество (  называется  невозможным событием. Невозможное событие никогда не наступает в результате воспроизведения эксперимента.


События 
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 и 
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 называются несовместными, если 
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[image: image177.wmf]A

 и  
[image: image178.wmf]B

 никогда не наблюдаются одновременно. В том случае, когда 
[image: image179.wmf]Æ

=

Ç

B

A

, иногда пишут 
[image: image180.wmf]B

A

+

 вместо 
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 называется противоположным событию 
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, если  
[image: image184.wmf]Æ

=

Ç

A

A

  и  
[image: image185.wmf]W

=

È

A

A

 (рис. 3 д). События 
[image: image186.wmf]n

A

A

A

,...,

,

2

1

  образуют полную группу попарно несовместных событий, если  
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Если каждое появление события 
[image: image189.wmf]А

 сопровождается появлением 
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, то пишут  
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 и говорят, что 
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 влечет за собой 
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. Если  
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, то каждое элементарное событие, входящее в 
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, содержится в 

событии  
[image: image196.wmf]В

 (рис. 3 ж).
                                                                                                  


Для различных стохастических экспериментов, описанных в задачах этих занятий, необходимо построить множество (, выяснить, как случайному событию 
[image: image197.wmf]А

, связанному с данным экспериментом, ставится в соответствие подмножество пространства описаний элементарных исходов (, какая взаимосвязь результатов операций над случайными событиями и результатов соответствующих операций  над подмножествами пространства (. Часть задач требует выполнения некоторых преобразований с использованием законов для операций над событиями:

а)  ассоциативный закон (сочетательный)
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б)  коммутативный закон (переместительный)
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в)  два  дистрибутивных (распределительных) закона
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г)  связь операции пересечения и операции разности двух событий


[image: image202.wmf]B

A

B

A

Ç

=

\

;

д) закон де Моргана
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Примеры решения задач.
Задача 1.  Каждый из четырех  студентов, проживающих в одной комнате общежития, может  присутствовать или не присутствовать на лекции по теории вероятностей. Рассматриваются события:

A - на лекции присутствует ровно один из четырех студентов ;

B - на лекции присутствует хотя бы один из четырёх студентов;

C - на лекции присутствуют не менее двух из четырех студентов;

D - на лекции присутствуют ровно два из четырех студентов;

E - на лекции присутствуют ровно три из четырех студентов;

F - на лекции присутствуют все четыре студента.

Решение:   Начинать решение нужно с построения пространства элементарных исходов (элементарных событий) рассматриваемого эксперимента. Вспомним, что таким пространством называется любое множество ( взаимоисключающих исходов эксперимента такое, что каждый интересующий нас результат эксперимента может быть однозначно описан с помощью элементов этого множества. В данном случае случайный эксперимент заключается в наблюдении за четырьмя студентами и выяснении, посещают ли они лекции по теории вероятностей. Нас интересует только количество студентов, присутствующих на лекции. Пусть элемент 
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 описывает элементарный исход, означающий, что на лекции присутствовало ровно  i  студентов. Тогда 
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 Все случайные события формально есть подмножества множества описаний элементарных исходов. Выпишем формально все события, о которых идет речь в условии задачи. Для этого нужно перечислить описания элементарных исходов, благоприятствующих каждому из этих событий. Таким образом будем иметь: 
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 Применяя теоретико-множественные операции для множеств 
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Задача 2.  Пусть прибор состоит из трех блоков первого типа  и двух блоков второго типа. Для того, чтобы прибор работал нормально необходима исправность хотя бы двух блоков первого типа и хотя бы  одного блока второго типа. Пусть события 
[image: image216.wmf]i
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   означают исправность  блока 
[image: image217.wmf]i

 первого типа при 
[image: image218.wmf].
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 События  
[image: image219.wmf]j
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 означают исправность блока 
[image: image220.wmf]j

 второго типа при 
[image: image221.wmf].
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 Используя теоретико-множественные операции записать событие 
[image: image222.wmf]C

, означающее  что прибор исправен.

Решение:  Для наступления события  
[image: image223.wmf]C

 на самом деле необходимо наступление двух событий  
[image: image224.wmf].
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. Событие  
[image: image225.wmf]1
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 значит, что исправны хотя бы два блока первого типа. Событие 
[image: image226.wmf]2
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 значит, что исправен хотя бы один блок второго типа.  Таким образом получим  
[image: image227.wmf].
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 Осталось записать события  
[image: image228.wmf]1
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.  Событие 
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наступает в случае, если одновременно наступают 
[image: image231.wmf]1
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, т.е. имеет место событие 
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, или если одновременно появятся  
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,  или одновременно наступают 
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. При этом не исключается случай одновременного наступления всех трех событий 
[image: image239.wmf]1
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. Таким  образом используя определения операций объединения и пересечения событий, получим  
[image: image242.wmf]).
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 Заметим, что событие 
[image: image243.wmf]3
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 , означающее одновременное появление 
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,  содержится в каждом из трех объединяемых событий в  выражении для  
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Задача 3.  Используя законы для операций над событиями доказать справедливость следующего равенства: 
[image: image251.wmf].
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Решение.  Пользуясь свойством г)  для операций над событиями запишем: 
[image: image252.wmf].
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 Далее, используя закон де Моргана и первый распределительный закон, получим: 
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что и требовалось доказать. 

Задача 4.  Используя определения операций над событиями доказать, что  
[image: image254.wmf]B
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Решение:  Для решения задачи достаточно показать выполнение двух включений: 1) 
[image: image255.wmf].

\

 

2)

     

 

;

\

B

A

B

A

B

A

B

A

Ì

Ç

Ç

Ì

 Докажем первое включение,  второе доказывается аналогично. Будем предполагать, что 
[image: image256.wmf]
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 в противном случае первое включение очевидно. Выберем некоторый элементарный исход 
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\

B

A

Î

w

 Покажем, что тогда 
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Тогда по определению разности событий запишем:
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     .  Далее по определению операции пересечения событий 
[image: image262.wmf]А

 и 
[image: image263.wmf]В

 получаем, что 
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 Что и требовалось доказать.

Задачи для самостоятельного решения

Задача 2.1.  Из множества студентов, присутствующих на лекции по теории вероятностей, наудачу выбирают одного. Пусть событие 
[image: image265.wmf]А

 состоит в том, что выбранный студент закончил среднюю школу с медалью, 
[image: image266.wmf]В

 - победитель областной олимпиады,  
[image: image267.wmf]С

 - выпускник лицея. Используя теоретико-множественные операции  выразить через 
[image: image268.wmf]А

, 
[image: image269.wmf]В

 и  
[image: image270.wmf]С

 следующие события:  D - выбранный студент является выпускником лицея, победителем областной олимпиады;  Е - выбранный студент закончил школу с медалью, но не является победителем областной олимпиады;  F - выбранный студент или школу закончил с медалью или  победил в областной олимпиаде; G - выбранный студент школу окончил без медали и в областных олимпиадах не побеждал.

Задача 2.2.  Акционер имеет  четыре акции. Пусть событие 
[image: image271.wmf])
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  состоит в том, что 
[image: image272.wmf]i

- я  приобретенная им акция обесценилась. Описать события, заключающиеся в том, что:

           а) ни одна из акций не обесценилась;

           б) хотя бы одна акция упала в цене;

           в) только одна акция упала в цене;

           г) не более двух акций обесценились;

           д) по крайней мере две акции принесут прибыль;

           е) только две акции обесценились.

Задача 2.3. Имеется 4 изделия, каждое из которых может быть либо бракованным, либо хорошим. Введем события: 
[image: image273.wmf]А

 - хотя бы одно изделие бракованное; В - бракованных не менее двух изделий. Что означают события 
[image: image274.wmf]?
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Задача 2.4.  К механизмам управления автомобилем относятся рулевое управление и две тормозные системы.  Событие  А  означает, что исправно рулевое управление.  Событие
[image: image275.wmf])
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 означает, что  исправна 
[image: image276.wmf]k

-я тормозная система. Событие С означает работоспособность автомобиля, что будет в том случае, если  исправно рулевое управление и хотя бы одна тормозная система. Выразить события 
[image: image277.wmf]С

 и 
[image: image278.wmf]С

  через  А  и  
[image: image279.wmf]k
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Задача 2.5  Опыт состоит в том, что стрелок произвел 3 выстрела по мишени. Событие  Аi  - попадание в мишень при  i –м  выстреле (i=1,2,3). Выразить через A1,  A2, A3  следующие события: А – три промаха при трех выстрелах;  В  - три попадания при трех выстрелах;  С – хотя бы одно попадание при трех выстрелах;  D -  хотя бы один промах при трех выстрелах;  Е -  не менее двух попаданий при трех выстрелах;  F -  не более одного попадания при трех выстрелах.

Задача 2.6.  Опыт состоит в бросании трех монет. Пусть монеты занумерованы и события Г1,  Г2,  Г3  означают выпадение герба на первой, второй и третьей монетах, соответственно. Выразить через  Г1, Г2, Г3  следующие события:  А – выпадение одного герба и двух цифр;  В  - выпадение не более одного герба;  С  - количество выпавших гербов меньше количества выпавших цифр;  D – выпадение  хотя  бы двух гербов;  Е – на первой монете выпал герб, а на остальных – цифры;  F – на одной монете выпала цифра и хотя бы на одной из остальных выпал герб.  

Задача 2.7.  Двое играют в шахматы. Событие А означает, что выиграл первый игрок, событие В – выиграл второй игрок. Что означают события: а)
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Задача 2.8.  Найти все события Х такие, что 
[image: image284.wmf](
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,  где   А  и  В  - некоторые события.

Задача 2.9.  Используя определения операций над событиями доказать равенство  
[image: image285.wmf].
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Задача 2.10.  Используя законы для операций над событиями доказать равенства: а) 
[image: image286.wmf];
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Задача 2.11.  Доказать, что события 
[image: image289.wmf]B
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 образуют полную группу попарно несовместных событий.

Задача 2.12.   Совместны ли события  
[image: image290.wmf]А

  и  
[image: image291.wmf]В
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Задача 2.13.            Когда возможны равенства:  а) 
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;             б) 
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Задача 2.14.   Эксперимент состоит в радиолокационном обнаружении объекта. Наблюдаемый результат - положение светящейся точки (отраженного сигнала от цели) на экране индикатора цели, имеющего форму  круга радиуса 10 см с центром в начале координат. Событие А={цель находится в первом квадранте};  В={цель находится в круге радиуса 5 см, центр которого совпадает с центром экрана};  С={цель находится в круге радиуса 1 см, центр которого сдвинут на 2 см вдоль оси ординат в отрицательном направлении}. Построить пространство описаний элементарных исходов (  эксперимента и описать события А, В, С как подмножества множества (.

Тема 3.  Классический способ определения вероятности случайного события

Литература: [1, c. 20-38], [2, c.24-28], [3, c.15-20], [6, c.19-22], [7, c.30--37], [8, c.21-25], [9, с. 13-24], [10, с.15-25],[11,с.21-28].
 
Занятие предназначено для овладения методами вычисления вероятностей случайных событий, которые связаны со стохастическими экспериментами с конечным числом исходов.  Классическое определение вероятности применяется в том случае, когда пространство элементарных событий  (  состоит из конечного числа элементарных событий и все элементарные события равновозможны. В этом случае для определения вероятности случайного события  А  учитывается только количество элементарных случайных событий, составляющих событие  А , без учета их качественного различия. Согласно классическому способу определения вероятности случайного события имеем:
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 здесь 
[image: image296.wmf])
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- количество исходов, благоприятствующих наступлению события 
[image: image297.wmf]A

,   
[image: image298.wmf])
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 - число всех исходов, описания которых содержатся в множестве 
[image: image299.wmf]W

.  Основными методами вычисления вероятности случайного события для таких случайных экспериментов являются методы комбинаторики. Используют также свойства вероятности, позволяющие определить вероятность противоположного события, вероятности суммы случайных событий и другие.


Примеры решения задач

Задача 1.  В урне  
[image: image300.wmf]a

 белых и  
[image: image301.wmf]b

 черных шаров (
[image: image302.wmf]).
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 Из урны вынимают сразу два шара.  Найти вероятность того, что оба шара будут белыми.  

Решение:  Для того, чтобы описать пространство элементарных исходов данного эксперимента, пронумеруем все шары. Пусть белые шары имеют номера от 1  до 
[image: image303.wmf]a

, а черные – номера  от   
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 означает множество всех шаров. Случайный эксперимент заключается в случайном выборе двух элементов из множества G. Тогда  элементарный исход эксперимента может быть описан как множество из двух элементов, т.е.  
[image: image307.wmf]}
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, где 
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 - номера вынутых шаров.  Заметим, что порядок выбора элементов  
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 здесь не важен. Все  элементарные исходы равновозможны в силу симметрии эксперимента,  их общее число равно 
[image: image310.wmf]2
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.  Запишем событие  А,  означающее, что выбраны два белых шара ,  A=
[image: image311.wmf]}.
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 Число элементарных исходов, благоприятствующих наступлению события  А, равно  
[image: image312.wmf].
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 Вероятность события  А  вычисляется как  отношение числа элементарных исходов, благоприятствующих наступлению события  А  к общему числу элементарных исходов, т.е.  
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Задача 2.  В лифт 9-этажного дома входят 3 человека. Найти вероятность того, что все они выйдут на разных этажах.

Решение:   Случайный эксперимент заключается в случайном выборе номера этажа для каждого из трех пассажиров лифта.  Элементарный исход такого эксперимента может быть описан  как вектор с тремя компонентами, где первая компонента означает номер этажа первого человека, вторая – второго, а третья  -  номер этажа третьего человека. Будем считать, что в начальный момент лифт находится на первом этаже. Тогда естественно предположить, что пассажиры выбирают этажи со второго по девятый. Опишем множество всех элементарных исходов  
[image: image315.wmf] 

i

i

i

:

)

,

,

(

{

3

2

1

=

=

W

w



 EMBED Equation.3  [image: image316.wmf]}

,

,

}

9

,...,

3

,

2

{

3

2

1

Î

i

i

i

. Запишем формально событие  
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.  Посчитаем, сколько различных элементов содержит множество  (.  Их столько, сколько можно составить различных векторов с тремя компонентами,  для которых  каждая из трех компонент может   принимать различные значения из множества  {2,3,…9}.  Для выбора первой компоненты вектора подходит 8 вариантов, для выбора второй и третьей компонент так же существует по 8 различных вариантов. Таким образом получаем, что искомое количество векторов равно 8(8(8,  и 
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 Аналогично вычисляем количество элементов, содержащихся в множестве  A, 
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  Искомая вероятность получается равной  
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   Ответ:  Р(А)=21/32(0.656.

Задача 3.  Игральный кубик подбросили два раза. Найти вероятность того, что сумма выпавших очков равна 5.

Решение:  В данном случайном эксперименте случайно количество очков, выпавших на  кубике при каждом броске. Поэтому элементарный  исход такого случайного эксперимента может быть описан как вектор с двумя компонентами, где первая и вторая компоненты означают соответственно количество очков, выпавших при первом и втором броске игрального кубика. Все такие исходы будут равновозможными в силу симметрии случайного эксперимента. Опишем множество всех элементарных исходов 
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 Множество ( содержит 
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 различных элементов. Событие А формально запишется  следующим образом:
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. Для вычисления N(A)  можно просто перебрать все описания элементарных исходов, содержащиеся в множестве  А,  а именно  
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Замечание:  Следует заметить, что если описывать элементарные исходы как неупорядоченные двухэлементные множества, т.е. 
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,  то интересующее нас случайное событие можно описать с помощью элементов множества 
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, но в данном случае нельзя использовать классический способ определения вероятностей случайного события, так как элементарные исходы, описания которых содержатся в множестве 
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, не являются равновозможными.  Покажем это используя равновозможность исходов, описания которых составляют множество 
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.  Рассмотрим  два различных элементарных исхода, которым соответствуют элементы  
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.  Для наступления элементарного случайного события {
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} необходимо и достаточно появление  элементарного исхода, описанного элементом 
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.  Таким образом событиям  {
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} соответствует разное количество равновозможных элементарных  случайных событий, описанных элементами множества 
[image: image340.wmf]W

, следовательно такие случайные события не являются одинаково вероятными.

Задачи для самостоятельного решения

Задача 3.1. Слово «вероятность» разрезали на буквы, карточки с буквами  перемешали и наудачу выложили в ряд. Найти вероятность того, что будет сложено слово «вероятность».

Задача 3.2. Имеется 11 билетов, среди которых 3 выигрышных. Определить вероятность того, что среди взятых наудачу пяти билетов:  а) ровно 2 выигрышных;   б) ровно 3 выигрышных.

Задача 3.3. В цехе работают 6 мужчин и 7 женщин. По табельным номерам наудачу отобрали  5 человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц:   а) 4 женщины и один мужчина;   б)  все женщины;    в) хотя бы три женщины;  г) ровно два мужчины; д) хотя бы один мужчина.

Задача 3.4.  Найти вероятность того, что в k  цифр, каждая из которых выбрана наугад (выборка с возвращением):  а) не входит  ноль;  б) не входит единица;  в) не входит ни ноль, ни единица;  г) не входит или  ноль или единица.

Задача 3.5  Тестирование для получения двух грантов одинаково успешно прошли 7 студентов ННГУ, в том числе 2 студента ВШОПФ. Жюри наудачу выбирает двух студентов. Найти вероятность того, что один (хотя бы один) из обладателей грантов окажется студентом ВШОПФ. 

Задача 3.6. Подбрасывается 12 игральных кубиков. Какова вероятность того, что каждая грань выпадет ровно 2 раза? 

Задача 3.7.  При условии, что вероятности попадания дня рождения на каждый из 12 месяцев года равны, найти вероятность того, что:  а) дни рождения  пяти случайно выбранных людей придутся на разные месяцы года;  б) среди десяти случайно отобранных людей хотя бы у двоих совпадут дни рождения.

Задача 3.8.   Двенадцать участников турнира, среди которых 3 мастера спорта,  разбиваются   на 3 равные группы. Найти вероятность того, все мастера спорта окажутся в разных группах.

Задача 3.9.  В урне находится 3 шара различных цветов. Производится выборка с возвращением объема 6.  Найти вероятность того, что в выборке будет по  2 шара каждого цвета.

Задача 3.10. Имеются  n  частиц, каждая из которых может находиться с одной и той же вероятностью 1/N  в каждой из  N   (N>n) ячеек. Найти вероятность того, что  а) в определенных n ячейках окажется по одной частице;   б) в каких то  n  ячейках окажется по одной частице.

Задача 3.11
[image: image341.wmf]*

.  У театральной кассы стоят в очереди  2n  человек. Среди них  n   человек имеют монеты только десятирублевого достоинства, а остальные – только монеты по пять рублей.  Каждый покупатель приобретает по одному билету. В начальный момент времени в кассе денег нет. Найти вероятность того, что ни один покупатель не будет ждать сдачу.

Задача 3.12.  На экзамене  n студентов по очереди вытаскивают билеты, из которых  М – «легкие», а остальные   N-M  - «трудные». Какова вероятность того, что студенту, пришедшему на экзамен  k – м , достанется легкий билет, если:  а) вытянутые билеты назад не возвращаются;  б) вытянутые билеты возвращаются назад?

Задача 3.13.  Четыре письма случайно раскладываются по четырем конвертам с указанными адресами, по одному письму в каждый конверт. Найти вероятность того, что хотя бы одно письмо попадет в свой конверт.

Задача 3.14. Экзамен состоит из 7 вопросов. На каждый вопрос даны 3 возможных ответа, среди которых необходимо выбрать один правильный.  Какова  вероятность  того,  что методом простого угадывания  удастся сдать экзамен, если для этого необходимо ответить хотя бы на 5 вопросов?

Задача 3.15.  8 вариантов контрольной работы, написанные каждый на отдельной карточке, перемешиваются и распределяются случайным образом среди 5 студентов, причем каждый получает по одному варианту. Найти вероятности следующих событий:  А={варианты с номерами 1, 2, 3 останутся неиспользованными};  В={варианты 1 и 2 достанутся рядом сидящим студентам}; С={будут распределены 5 последовательных номеров вариантов}.

Задача 3.17.  В шкафу находятся 10 различных пар ботинок. Из них случайно выбирают 4 ботинка. Найти вероятность того, что среди выбранных ботинок отсутствуют парные.

Задача 3.18.   Имеется 5 персиков, 7 груш  и 6 яблок.  Все фрукты случайным образом  раскладывают в 3 вазы по 6 штук в каждую. Найти вероятность того, что в каждой вазе окажется по 2 яблока.
Задача 3.19.  На экзамен выносится по 20 вопросов по каждой из четырех изучаемых тем. Экзаменационный билет содержит 8 вопросов, по два вопроса из каждого раздела.  По каждой теме студент подготовил по 10 вопросов. Какова вероятность того, что студент сдаст экзамен, если для этого необходимо ответить хотя бы на один вопрос билета  по каждой из четырех тем. 

Тема 4. Геометрические вероятности

Литература:   [1, c.38-45],  [6 , c.23-24],  [7, c. 37-41],  [9, с.24-26], [11, с.47-50]

В данном случае рассматривается непрерывная вероятностная схема, т.е. пространство элементарных исходов представляет собой некоторую ограниченную область (отрезок, прямоугольник, круг, параллелепипед, шар и т.п.)   k – мерного пространства (прямой, плоскости, трехмерного пространства и т.д.). Естественно желание обобщить принцип равновероятности  элементарных исходов классической вероятности и на эту схему. Однако в непрерывном случае число элементарных исходов бесконечно и, воспользовавшись принципом равновероятности, мы не смогли бы приписать каждому элементарному исходу иной вероятности, кроме нуля. Поэтому геометрическая вероятность определяется по- другому. Рассмотрим  сначала отрезок [0,1] и предположим, что идеальная частица равномерно бросается на этот отрезок. Понятию равномерности придадим следующий смысл. Каждому интервалу 
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поставим в соответствие вероятность попадания частицы на этот интервал, равную его длине: 
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 В общем случае геометрическая вероятность определяется так. Пусть 
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 - некоторая область, имеющая меру 
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 Скажем, что точка равномерным образом попадает в 
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 (реализуется принцип геометрической вероятности), если вероятность 
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 попадания точки в каждую измеримую область    А, являющуюся подобластью 
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, пропорциональна мере этой области и, так как 
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Примеры решения задач

Задача1.  Задача о встрече.  Два лица  А  и  В  условились встретиться в определенном месте между 12 часами и часом  дня. Пришедший первым ждет другого в течении 20 минут, после чего уходит. Чему равна вероятность встречи лиц  А  и  В, если приход каждого из них в течение указанного часа может произойти наудачу и моменты прихода независимы.

Решение:  В данном случайном эксперименте случайны  моменты прихода лиц   А и  В. Обозначим их через  
[image: image354.wmf]x

 и   
[image: image355.wmf]y

 соответственно.  Тогда множество элементарных исходов можно представить так: 
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 EMBED Equation.3  [image: image357.wmf]}
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. Для того, чтобы  встреча произошла, необходимо и достаточно, чтобы 
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   (1/3 часа = 20 мин.), т.е. множество элементарных исходов, благоприятствующих наступлению интересующего нас события, запишется следующим образом: 
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 Изобразим  
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 и 
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 как декартовы координаты на плоскости. Возможные исходы             изобразятся точками квадрата со стороной, равной по длине единице.    Исходы, благоприятствующие событию  А, представляют из себя заштрихованную область на рис. 3.  Искомая вероятность равна отношению площади заштрихованной фигуры к площади всего квадрата, т.е.
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Ответ: Р(А)=5/9.                               y
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Задача 2.  Парадокс Бертрана.  Наудачу берется хорда в круге. Чему равна вероятность того, что ее длина превосходит длину стороны вписанного равностороннего треугольника?

Решение1.  По соображениям симметрии

  можно заранее задать направление хорды.

 Проведем диаметр [А, В], перпендикулярный 

к этому направлению.  Очевидно, что

 только хорды, пересекающие диаметр в 

промежутке от четверти до трех                       А                                В  

четвертей его длины, будут пре-

восходить стороны правильного

треугольника (рис. 5 ).

      Таким образом                                                         Рис. 5
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Решение 2.  По соображениям симметрии можно заранее закрепить один из концов хорды на окружности. Касательная к окружности в этой точке и две стороны правильного треугольника  с вершиной в этой точке образуют три угла по 
[image: image370.wmf]о
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(рис.6).

Условию задачи удовлетворяют 

только хорды, попадающие в

средний угол. Таким образом получим:
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                                                                       Рис.6

Решение 3.  Чтобы определить положение                 y          

хорды, достаточно задать ее середину. 

Чтобы хорда удовлетворяла

условию задачи, необходимо, чтобы

ее середина находилась внутри круга,

концентрического данному, но                                                         1       x                                                                       
половинного радиуса (рис. 7). В этом 

случае имеем:
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                                    Рис. 7
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Мы должны теперь выяснить, в чем причина неоднозначного решения нашей задачи. Лежит ли причина в принципиальной невозможности определения вероятности для случаев бесконечного числа возможных исходов или же причина в том, что мы приняли в процессе решения какие-либо недопустимые предпосылки.


Дело, как легко усмотреть, заключается в том, что за решение одной и той же задачи выдаются решения трех разных задач. Это происходит потому, что в условии не определено понятие проведения хорды наудачу.
Задачи для самостоятельного решения

Задача 4.1.  Стержень длиной   l  разломали в наудачу выбранной точке на две части. Какова вероятность того, что длина меньшей части не превосходит  l/3. 
Задача 4.2.  Стержень длины l разломали в двух наудачу выбранных точках на три части. Какова вероятность того, что из полученных частей можно составить треугольник?

Задача 4.3.  На луче случайно ставятся три точки. Найти вероятность того, что из трех отрезков, равных расстояниям  от этих точек до начала луча, можно составить треугольник.

Задача 4.4.  Два  судна должны подойти к одному и тому же причалу. Их появления – независимые случайные события, равновозможные в течение суток. Найти вероятность того, что одному из судов придется ждать освобождения причала, если время стоянки  первого судна – один час, а второго – два часа.

Задача 4.5.  К автобусной остановке через каждые 4 минуты подходит автобус линии   А  и через каждые  4 минуты – автобус линии  В.  Интервал времени между моментами прихода автобуса линии  А и  ближайшего следующего автобуса линии  В  равновозможен в пределах от 0 до 4 минут. Определить вероятность того, что:  а) первый подошедший автобус окажется автобусом линии  А;  б) автобус какой либо линии подойдет в течении 2 минут.

Задача 4.6.  По радиоканалу в течение промежутка времени (0,1)  передаются два сигнала длительностью 
[image: image377.wmf]);
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 каждый из них с одинаковой возможностью начинается в любой момент времени интервала (0, 1-().  Если сигналы перекроют друг друга хотя бы частично, оба они искажаются и приняты быть не могут. Найти вероятность того, что сигналы будут приняты без искажений.

Задача 4.7.  Имеется магнитофонная лента длины  L=100 м,   на обеих сторонах которой записаны сообщения; на одной стороне сообщение длины  L1=20 м, на другой – длины  L2=30 м;  местоположение записей неизвестно. В связи с повреждением ленты пришлось удалить ее участок длины  L0=10м, начинающийся на расстоянии 70 м  от начала ленты. Найти вероятности следующих событий: А={ни та, ни другая записи не повреждены};  В={первая запись повреждена, вторая - нет};  С={вторая запись повреждена, первая - нет};  D={обе записи повреждены}.

Задача 4.8.  Служебный автобус подходит к остановке в случайный момент времени от   7 часов до 7 часов 10 минут. Автобус стоит на остановке 5 минут, а затем уезжает.  Один из пассажиров подъезжает к остановке служебного автобуса в случайный момент времени от  6 часов 55 минут до 7 часов 5 минут.  Как часто данный пассажир опаздывает на служебный автобус?

Задача 4.9.  Деревянный брусок длиной 3 метра случайным образом распилили на две части.  Найти вероятность того, что длины получившихся частей различаются не более, чем на один метр.

Задача 4.10.  Монета радиуса  r  случайным образом бросается на стол, разграфленный на квадраты со стороной  l (2r<l).  Найти вероятность того, что:  а) монета не пересечет ни одной стороны квадратов;  б)  монета пересечет не более одной стороны квадратов.

Задача 4.11.  (задача Бюффона) На плоскость, разграфленную параллельными прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии  a, наудачу бросается игла длиною 2r (2r<a). Какова вероятность того, что игла пересечет одну из прямых?

Задача 4.12.  Определить вероятность подрыва корабля при форсировании минного заграждения, если якорные контактные мины поставлены в один ряд через интервал   l, а курс корабля с линией мин составляет угол (. Пересечение кораблем линии мин равно возможно в любой точке.  Ширина корабля равна b, диаметр мин равен d.

Задача 4.13.  На окружности радиуса R наугад выбрано две точки. Какова вероятность того, что расстояние между ними не превышает r?

Задача 4.14.  Лодка перевозит груз с одного берега пролива на другой, пересекая пролив за один час.  Какова вероятность того, что идущее вдоль пролива судно будет замечено, если с лодки обнаруживают судно в случае, когда пересекают его курс не ранее, чем за 20 мин  до пересечения судном курса лодки, и не позднее, чем через 20 мин  после пересечения судном курса лодки?  Любой момент и любое место пересечения  судном курса лодки равновозможны. Курс судна перпендикулярен курсу лодки.

Тема 5. Условные вероятности. Понятия независимости случайных событий. Теоремы умножения и сложения вероятностей.

Литература: [1,с.54-62], [2, с.37-53], [3,c.30-32], [4,c.35-44], [5, c.132-162], [6, с.26-39], [7,с.42-50], [8, с.42-49], [9,с.29-42], [10,с.34-41].

Данные занятия предназначено для овладения методами вычисления условной вероятности, изучения свойств независимых событий, изучения основных формул для вычисления вероятностей объединений и пересечений событий из алгебры событий  
[image: image378.wmf]Á

, связанных с некоторым случайным экспериментом   Е, для которого построено основное вероятностное пространство  
[image: image379.wmf])
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В ряде случаев необходимо находить вероятности событий при дополнительном  условии, что произошло некоторое событие  В, имеющее положительную вероятность. Такие вероятности называются условными и определяются по формуле: 
[image: image380.wmf]).
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 В теории  вероятностей, однако, чаще применяется не эта формула, а другая  
[image: image381.wmf])
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, которая позволяет вычислить вероятности  пересечений событий через условные вероятности. Эта формула называется теоремой умножения вероятностей случайных событий. Формула допускает обобщение на случай n событий 
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A

А

А

,...,

,

2

1

, связанных с одним и тем же случайным экспериментом  Е  и принадлежащих одной и той же алгебре событий  
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[image: image386.wmf]0
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.  Следует заметить, что условная вероятность обладает всеми свойствами вероятности.


Для вычисления вероятности объединения двух событий может оказаться полезной формула: 
[image: image387.wmf])
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. Она называется теоремой сложения вероятностей. Теорема сложения вероятностей обобщается на случай n  событий из одной и той же алгебры событий. В частности для трех событий  она имеет вид: 


[image: image388.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image389.wmf])
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.При изучении понятия независимости случайных событий следует обратить внимание на различие понятий попарной независимости и независимости событий в совокупности. 

Определение:  События  А  и  В  называются независимыми, если 

                                        
[image: image390.wmf]).
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Следует заметить, что для независимых событий
[image: image391.wmf]А

 и 
[image: image392.wmf]В

 условная вероятность одного из них, при условии, что другое имело место, совпадает с безусловной вероятностью, т.е. 
[image: image393.wmf])
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Определение: События 
[image: image395.wmf]n
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 независимы в совокупности, если для любых  k  из них 
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 выполняется соотношение:
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Если это соотношение выполняется лишь при  k=2 ,  то события называются попарно независимыми. Попарной независимости  n  событий  (n>2)  недостаточно для независимости этих событий в совокупности. Это показывает, например, задача Берштейна [3 , c. 37].

Не следует путать понятия независимости и несовместности событий.  Напомним, что события  А  и  В  из одной и той же алгебры событий 
[image: image398.wmf]Á

 несовместны, если они не могут наступать одновременно, т.е. 
[image: image399.wmf].
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 Можно доказать, что несовместные события ненулевых вероятностей всегда зависимы.

Примеры решения задач

Задача 1.  Из урны, содержащей 3 белых и 7 красных шаров, наудачу последовательно и без возвращения извлекаются 2 шара. Рассматриваются события:  A={первый шар белый};  B={второй шар белый};  C={по крайней мере один из вынутых шаров белый}.  Вычислить вероятности 
[image: image400.wmf]).

(

),

(

),

(

C

A

P

B

A

P

A

B

P

 Являются ли независимыми события  А  и  В,  А  и  С,  В  и  С.  Являются ли независимыми в совокупности события  А,  В  и  С?

Решение:  Для вычисления искомых условных вероятностей воспользуемся формулой  
[image: image401.wmf]).
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 Занумеруем белые шары числами 1,2,3,  а черные – числами 4,5,…,10. Согласно описанию эксперимента имеем следующую схему: выбор наудачу, без возвращения пары чисел из множества  {1,2,…,10} с упорядочиванием. Поэтому множество элементарных исходов можно записать в виде: 
[image: image402.wmf]:
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[image: image403.wmf]}.
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 Отсюда следует, что  
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  для всех 
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 События  А  и 
[image: image406.wmf]B

 формально можно записать так:
[image: image407.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image408.wmf]W
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[image: image411.wmf];
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[image: image412.wmf].
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 соответствует множество  
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[image: image415.wmf];
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[image: image417.wmf].
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[image: image420.wmf],
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[image: image421.wmf].
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  Для вычисления вероятности события
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[image: image426.wmf].
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          Проверяем независимость событий 
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 и 
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[image: image430.wmf]),
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 т.е. события  
[image: image431.wmf]A

 и 
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 не являются независимыми.  Далее проверяем независимость событий  
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 Следовательно, события
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 тоже зависимы. Наконец, 
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[image: image440.wmf](
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  поэтому и события  
[image: image441.wmf]B

 и  
[image: image442.wmf]C

 зависимы.


Так как события  
[image: image443.wmf]B
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  не являются попарно независимыми, то они тем более не являются независимыми в совокупности.

Задача 2.  События 
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  Найти вероятности событий: 

A ={не произойдет ни одного из событий 
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Решение: Если не произойдут события 
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  Воспользовавшись тем, что при независимости событий  
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 EMBED Equation.3  [image: image456.wmf]).
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 По определению операции объединения событий, событие  В  может быть представлено в виде:   
[image: image457.wmf].
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 Для независимых событий легко вычисляется вероятность пересечения этих событий, поэтому здесь целесообразно воспользоваться законом де Моргана. В результате будем иметь:
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Событие  С  может наступить одним из   n  возможных способов, при которых наступает лишь одно фиксированное событие  
[image: image461.wmf]i
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), а все другие не наступают. Обозначим через 
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 соответствующие события, т.е.
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. Событие С можно представить в виде объединения  n  попарно несовместных событий 
[image: image465.wmf]i
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, и по теореме сложения для несовместных событий получаем: 
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Задачи для самостоятельного решения

Задача 5.1.  Подбрасываются два игральных кубика. Найти вероятность того, что:  а) выпадет хотя бы один раз 6 очков, если известно, что сумма выпавших очков равна 8;  б) сумма выпавших очков больше 9, если известно, что один раз выпало 5 очков.

Задача 5.2.  Монету подбросили 5 раз. Найти вероятность того, что при первых двух бросках выпал герб, если известно, что всего выпало 3 герба.

Задача 5.3.  В урне содержатся 5 черных, 6 белых и 7 красных шаров. Последовательно без возвращения из урны извлекают три шара. Найти вероятность того, что:  а) первый шар – черный, второй – белый, третий – красный;    б) первый шар белый, а второй и третий – красные. 

Задача 5.4.  Вероятность того, что в результате четырех независимых испытаний событие А произойдет хотя бы один раз, равна 0.5.  Определить вероятность появления события  А  при одном испытании, если эта вероятность неизменна для всех испытаний.

Задача 5.5.  Сколько нужно произвести выстрелов, чтобы вероятность попадания в десятку хотя бы один раз была не менее 0.9? Вероятность попадания в десятку для всех выстрелов неизменна и равна 0.6.

Задача 5.6.  На железнодорожном вокзале пассажир воспользовался автоматической камерой хранения багажа, шифр которой состоит из оной буквы русского алфавита и четырех цифр. Пассажир набрал шифр, запер сейф, но, возвратившись,  смог вспомнить только две последние цифры кода. Найти вероятности событий:  а)  A={сейф откроется при первой попытке};   б)  B={сейф откроется после  k  попыток}.

Задача 5.7.  Достаточным условием сдачи коллоквиума является ответ на один из двух вопросов, предлагаемых преподавателем студенту. Студент не знает ответов на восемь вопросов из тех сорока, которые могут быть предложены. Какова вероятность сдачи коллоквиума?

Задача 5.8.  В жюри из трех человек два члена независимо друг от друга принимают правильное решение с вероятностью  
[image: image468.wmf]p

,  а третий для вынесения решения бросает симметричную монету. Окончательное решение выносится абсолютным большинством голосов. Жюри, состоящее из одного человека, выносит справедливое решение с вероятностью 
[image: image469.wmf]p

. Какое из этих двух жюри выносит справедливое решение с большей вероятностью?

Задача 5.9. Подбрасываются два игральных кубика. Рассмотрим события: 
[image: image470.wmf]1

А

={на первом кубике выпало четное число очков};  
[image: image471.wmf]2

А

={на втором кубике выпало нечетное число очков};  
[image: image472.wmf]3

А

={сумма выпавших очков нечетная}. Доказать, что события 
[image: image473.wmf]1

А

, 
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  попарно независимы, но не являются независимыми в совокупности.

Задача 5.10.  В спортивном зале мячи находятся в трех корзинах. В первой лежит  3 волейбольных мяча, 1 футбольный и 5 баскетбольных. Во второй корзине соответственно 1, 2  и  4 мяча указанных видов, в третьей – 7, 1, 2.  Из каждой корзины взяли по одному мячу. Найти вероятность того, что все они предназначены для одной игры.

Задача 5.11.   Каждая из m  радиолокационных станций за время  Т  делает  n  оборотов антенны и за один оборот обнаруживает объект с вероятностью   p  независимо от других станций. Найти вероятность того, что:  а) за время  Т  объект будет обнаружен хотя бы одной станцией;  б) за время  Т  объект будет обнаружен каждой станцией.

Задача 5.12.   Проблема Джона Смита.  Одинаковы ли шансы на успех у трех человек, если первому надо получить хотя бы одну шестерку при трех бросаниях игральной кости, второму – не менее двух шестерок при шести бросаниях, а третьему – не менее трех шестерок при девяти бросаниях?

Задача 5.13.  Двое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у кого раньше появится герб. Найти вероятность выигрыша у каждого игрока. Какова вероятность того, что игра закончится через  n  бросков? Не более, чем через n  бросков?

Задача 5.14.   Задача Чебышева.  Определить вероятность того, что написанная наудачу простая дробь несократима.

Задача 5.15.  На плоскости проведены две параллельные полосы, ширина которых 10 мм, а расстояние между ними 155 мм. Вдоль прямой, перпендикулярной этим полосам, на расстоянии 120 мм друг от друга расположены центры окружностей радиуса 10 мм. Определить вероятность того, что хотя бы одна из окружностей пересечет любую из полос, если центры окружностей расположены независимо от положения полос.

Задача 5.16. Игра между лицами А  и В ведется на следующих условиях: в результате первого хода, который всегда делает игрок А,  он может выиграть с вероятностью 0.3;    если первым ходом  игрок А не выигрывает, то ход делает игрок  В и может выиграть с вероятностью 0.5,  если в результате этого хода  В  не выигрывает, то  А  делает второй ход, который может привести его к выигрышу с вероятностью 0.4. Определить вероятности выигрыша для каждого игрока.

Задача 5.17.  Вероятность получения билета, у которого равны суммы трех первых и трех последних цифр шестизначного номера, равна 0.05525. Какова вероятность иметь такой билет среди двух взятых наудачу билетов, если оба билета: а) имеют последовательные номера;

б) получены независимо друг от друга?  

Тема 6.  Формула полной вероятности. Формула Байеса.

Литература: [1, c.54-62], [2, c.54-58], [3, c. 32-36], [4, с.35-44],[6, с.28-30], [7, с.50-54], [8, с.44-47], [9, с.45-47],[10, с.39-41],[11,с.59-81].

Данные занятия содержат задачи, которые обычно решаются при помощи формулы полной вероятности и формулы Байеса. 

Пусть 
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 -  наблюдаемые события для данного эксперимента. Причем, система множеств {
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}образует разбиение  множества 
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 (полную группу попарно несовместных событий). Кроме того, события 
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 имеют ненулевые вероятности. Для любого наблюдаемого в эксперименте события 
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 имеет место следующее равенство, называемое  формулой полной вероятности: 
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  События  
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 принято называть гипотезами.  Безусловные вероятности  
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 трактуются как априорные (доопытные)  вероятности гипотез. 

Общая схема применения формулы Байеса следующая. Пусть событие 
[image: image484.wmf]А

 может происходить в различных условиях, о характере которых можно выдвинуть 
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 гипотез 
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. Из каких-то соображений известны вероятности этих гипотез
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  Предположим, что произведен опыт, в результате которого наступило событие 
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, тогда условные вероятности гипотез (их называют апостериорными или послеопытными) определяются по формуле Байеса:
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Примеры решения задач

Задача 1.  В составе Думы  представлены  3 партии (по 100, 150, 50 человек от 1-й, 2-й  и  3-й  партий соответственно).  Кандидата на должность спикера Думы поддерживают  50% представителей первой партии, 70% - второй партии и 10% - третьей партии.   Какова вероятность того, что наудачу выбранный член Думы поддерживает выдвинутую кандидатуру на должность спикера Думы?

Решение:  Из условий задачи очевидно, что с рассматриваемым событием  A={наудачу выбранный представитель думы поддерживает выдвинутую кандидатуру}   тесно связаны три гипотезы:  
[image: image493.wmf]=

1

Н

{выбранное лицо представляет первую партию}; 
[image: image494.wmf]=

2

Н

{выбранное лицо представляет вторую партию};  
[image: image495.wmf]=

3

Н

{выбранное лицо представляет третью партию}.  Вероятности этих гипотез сразу определяются из условия задачи: 
[image: image496.wmf],
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 Условные вероятности события   А  даны в условии задачи:     
[image: image499.wmf].
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 Вероятность события   А  вычисляем по формуле полной вероятности:  
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  Ответ:  0,7.
Задача 2.  Страховая компания разделяет застрахованных по трем классам риска: 1 класс – малый риск, 2 класс – средний, 3 класс – большой риск. Среди всех клиентов компании 50%  - первого класса риска, 30% - второго и 20% - третьего. Вероятность наступления страхового случая для первого класса риска равна  0.01, второго – 0.03, третьего – 0.08. Какова вероятность того, что клиент, получивший денежное вознаграждение за период страхования, относится к группе малого риска?

Решение.  Пусть событие  А означает, что клиент компании получил вознаграждение.  Понятно, что событие  А может наступить лишь совместно с одним из трех попарно несовместных событий: 
[image: image502.wmf]1
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 -  клиент относится к первому классу риска;   
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H

 - клиент относится ко второму классу риска;  
[image: image504.wmf]3

H

 - клиент относится к третьему классу риска.  Необходимо определить условную вероятность  
[image: image505.wmf]).
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 Из условия задачи известны вероятности гипотез:  
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  Известны также условные вероятности: 
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 Искомую вероятность вычисляем  по формуле Байеса , т.е. 
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Ответ: 5/19.

Задачи для самостоятельного решения

Задача 6.1.   Партия транзисторов, среди которых 10% дефектных, поступила на проверку. Схема проверки такова, что с вероятностью 0.95    обнаруживает дефект, если он есть, а также существует ненулевая вероятность 0.03 того, что исправный транзистор будет ошибочно признан дефектным.  Какова вероятность того, что случайно выбранный из партии транзистор будет признан дефектным?

Задача 6.2.  В данный район изделия поставляются тремя фирмами в отношении  1:3:5. Среди продукции первой фирмы  стандартные изделия составляют 90%, второй – 80%, третьей -  95%. Найти вероятность того, что:  а) приобретенное изделие окажется нестандартным; б) приобретенное изделие окажется стандартным.

Задача 6.3.  В первой урне содержится 10 шаров, из них 8 белых;   во второй  урне 12 шаров, из них 4 белых. Из каждой урны наудачу извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наудачу взят один. Найти вероятность того, что взят белый шар.

Задача 6.4.  В первой урне находятся 1 белый и 9 черных шаров, а во второй – 1 черный и 5 белых шаров. Из каждой урны по схеме случайного выбора без возвращения   удалили по одному   шару, а оставшиеся шары ссыпали в третью урну. Найти вероятность того, что шар, вынутый из третей урны, окажется белым.

Задача 6.5.  В ящике 15 теннисных мячей, в том числе 10 новых и 5 игранных. Для игры наудачу выбирают 2 мяча и после игры возвращают обратно. Затем для второй игры также наудачу извлекается 2 мяча. Какова вероятность того, что вторая игра будет проводиться новыми мячами?

Задача 6.6.  Имеется три одинаковых на вид урны. В первой урне содержится 2 белых и 1 черный, во второй – 3 белых и 1 черный, а в третьей – 2 белых и два черных шара. Некто выбирает наудачу одну из урн и вынимает из нее шар. Найти вероятность того, что этот шар белый.

Задача 6.7.  В цехе работают 20 станков. Из них 10 марки А,  6 марки  В  и 4 станка марки  С. Вероятность того, что качество детали окажется отличным,  для этих станков соответственно равна: 0.9, 0.8, 0.7.  Какой процент отличных деталей выпускает цех в целом?

Задача 6.8.  Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат производит в среднем 60% деталей отличного качества, а второй – 80%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалась отличного качества. Найти вероятность того, что деталь произведена первым автоматом.

Задача 6.9.  В специализированную больницу поступают в среднем 50% больных с заболеванием К,  30% - с заболеванием    L, 20% - с заболеванием М. Вероятность полного излечения болезни К равна 0.99;  для болезней  L и М  эти вероятности соответственно равны 0.8 и 0.9. Больной, поступивший в больницу, был выписан здоровым. Найти вероятность того, что этот больной страдал заболеванием К.

Задача 6.10.  При рентгеновском обследовании вероятность обнаружить заболевание туберкулезом у больного туберкулезом равна  1-(.   Вероятность ошибочного обнаружения туберкулеза у здорового человека равна (.  Пусть доля больных туберкулезом по отношению ко всему населению равна (.  Найти условную вероятность того, что человек здоров, если он был признан больным при обследовании.

Задача 6.11.  На вход радиолокационного устройства  с вероятностью 0.8 поступает смесь полезного сигнала с помехой, а с вероятностью 0.2 – только помеха. Если поступает полезный сигнал с помехой, то устройство регистрирует наличие сигнала с вероятностью 0.7; если только помеха, - то с вероятностью 0.3. Известно, что устройство зарегистрировало наличие сигнала.  Найти вероятность того, что на его входе действительно есть полезный сигнал.

Задача 6.12.  Двадцать экзаменационных билетов содержат по два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся может ответить только на 30 вопросов. Определить вероятность того, что экзамен будет сдан, если для этого достаточно ответить на два вопроса  из одного билета или на один вопрос из одного билета и дополнительно  на указанный вопрос из другого билета.

Задача 6.13.  Три стрелка производят по одному выстрелу в одну и ту же мишень. Вероятности попадания в мишень при одном выстреле для каждого из стрелков соответственно равны 0.7, 0.8  и 0.9.  Какова вероятность того, что второй стрелок промахнулся, если после выстрелов в мишени оказалось две пробоины?

Задача 6.14.  Урна содержала  m  белых и  n  черных шаров, но один шар, цвет которого неизвестен, утерян. При испытании состава урны были вынуты сразу  k   белых и   l  черных  шаров. Какова вероятность того, что утерян белый шар?

Задача 6.15.  Имеется  n  урн, в каждой из которых по  m  белых и по  k  черных шаров.  Из первой урны наудачу извлекается один шар и перекладывается во вторую. Затем из второй урны наудачу извлекается один шар и перекладывается в третью урну и т. д.  Определить вероятность  извлечения после такого перекладывания белого шара из последней урны.

Задача 6.16.  В правом кармане лежат три монеты по 10 руб.  и четыре монеты по 5 руб, а в левом - шесть по 10 руб. и три по 5 руб. Из правого кармана в левый наудачу перекладываются пять монет. Определить вероятность извлечения из левого кармана после перекладывания монеты в 10 руб., если монета берется наудачу.

Задача 6.17.  Среди наблюдаемых спиральных галактик 23% принадлежат подтипу 
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,  31% - подтипу 
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 и   46%   -  подтипу 
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.  Вероятность вспышки в течение года сверхновой звезды в галактике 
[image: image517.wmf]a
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 составляет 0.0020, в галактике 
[image: image518.wmf]b
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 - 0.0035  и в галактике 
[image: image519.wmf]c
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 - 0.0055.  Найти вероятность вспышки в течение года сверхновой звезды в далекой спиральной галактике, подтип которой определить не удается.

Задача 6.18.  В условиях задачи 6.17 определить, что в течение года наблюдений далекой спиральной галактики  в ней обнаружена вспышка одной сверхновой звезды. Найти вероятность того, что галактика принадлежит подтипу 
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,  
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, 
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