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 Ряды вообще являются эффективным средством для приближѐнных вы-

числений, для решения всевозможных функциональных уравнений, исследова-

ния колебательных процессов и т.д. Сначала изучим ряды, членами которых 

являются числа: числовые ряды. 

 

 

§ 1. Числовые ряды 

 

1. Рассмотрим бесконечную последовательность чисел 

    ,...,...,, 21 nuuu .                                                    (2.1) 

Соединим их знаком  +; полученное символическое выражение 

    ......21  nuuu .                                             (2.2)  

называется числовым рядом. Числа (2.1) называются членами ряда: 1u  первый 

член, 2u  второй,…, nu  n – ый или общий член ряда ( ,...2,1n ). Что пони-

мать под символом (2.2), т.е. под «бесконечной суммой» чисел? Составим сум-

му n первых членов ряда 

    nn uuuS  ...21                                                 (2.3)  

– она называется частичной или частной суммой ряда порядка n. Получили чи-

словую последовательность }{ nS  ( ,...2,1n ). 

 Если существует (конечный) предел последовательности частичных сумм 

SSn
n




lim , то ряд называется сходящимся, а сам предел, т.е. число S, называет-

ся суммой ряда, и пишут  

   





1

21
......

n
nn

uuuuS .                                  (2.4)  

Если же конечного предела частичных сумм не существует, то ряд называется 

расходящимся, он суммы (конечной) не имеет. Однако, если nS  (или 

nS ), то говорят, что ряд расходится к сумме S  (или S ). Нуме-

рацию членов ряда иногда удобнее начинать не с 1, а с некоторого целого числа 

m: ......1   nmmm uuu . 

 Рассмотрение числовых рядов есть новая форма исследования числовых 

последовательностей, ибо: 1) каждому ряду (2.2) однозначно соответствует по-

следовательность (2.3) (его частичных сумм) и 2) каждой заданной последова-

тельности }{
n

S  однозначно соответствует ряд 

...)(...)( 1121  nn SSSSS  

с частичной суммой nS . 

2. Ряд геометрической прогрессии. Рядом бесконечной геометрической 

прогрессии ,...,...,,, 2 naqaqaqa  называется ряд 

     ...... 1 nn aqaqaqa 


0n

naq .   (2.5) 

Частичная сумма порядка n при 1q  есть  
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1...  n
n aqaqaS n

n

q
q

a

q

a

q

qaqa















111

1

.                (2.6) 

1) Пусть 1q  (в этом случае соответствующая геометрическая прогрес-

сия называется убывающей). Тогда 0nq  при n , поэтому  




n
n

Slim
q

a

1
, значит, ряд сходится и имеет сумму 

q

a
S




1
. 

2) Пусть 1q , то nq  при n  и 


n
n

Slim : конечного предела 

нет – ряд расходится. 

3) При 1q  формулой (2.6) суммы пользоваться нельзя. В этом случае 

имеем ряд ......

раз

 
n

aaa  с частной суммой  naS
n

 при n  (если 

0a ), ряд расходится. 

4) При 1q  ряд (2.5) имеет вид ...)1(... 1   aaaa n . У него 






,  ,0

,,

чѐтноеnесли

нечѐтноеnеслиa
Sn  и, следовательно, 

n
n

S


lim  не существует (если 0a ). 

 Таким образом, доказана  

Теорема 2.1. Ряд геометрической прогрессии (2.5) 1) в случае 1q  схо-

дится и имеет сумму 
q

a

1
: 

  





0n

naq  ...... naqaqa
q

a

1
, 1q ;   (2.7)  

2) а при 1q  расходится (если 0a ). 

(Например, для 1a  и 1x , имеем 
 x1

1
......1 2  nxxx . Этот 

результат можно получить формально  делением «уголком» 1 на ( x1 ).) 

3. Остаток ряда. 

Теорема 2.2. Отбрасывание, добавление или изменение конечного числа 

членов ряда не влияет на его сходимость или расходимость (а только на его 

сумму). 

  Это следует из того, что при достаточно больших  n частичная сумма 

нового ряда отличается от соответствующей частичной суммы исходного ряда 

(2.2) на некоторое постоянное число A, поэтому эти частичные суммы одновре-

менно имеют или нет предел при n . Например, отбросим k первых членов 

ряда (2.2). Получим ряд 

......21   nkkk uuu .                                        (2.8) 

Его частичную сумму порядка n обозначим n . Очевидно 

     knk SS n .                                                    (2.9) 

Поскольку kSA   - фиксированное число, то последовательность mS , где 
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knm  , и n  одновременно имеют предел при n  или нет. ▲ 

 Ряд (2.8) называется k-ым остатком ряда (2.2) или остатком ряда после 

k-ого члена. Допустим, что ряд (2.2) сходится, то ряд (2.8) тоже сходится, и 

сумму его обозначим kr  - она зависит от k. Из равенства (2.9) при n  полу-

чим  

     kk rSS  .                                                   (2.10) 

Этот факт естественно записывать так 

  
kk r

k

S

k uuuuS ...... 121   . 

Из (2.10) при k : 0 SSSSr kk , т.е. если ряд (2.2) сходится, то 

сумма kr  его остатка после k-ого члена стремится к нулю при k : 

0lim 


k
k

r . Таким образом, какой бы малой погрешностью 0  мы ни зада-

лись, по ней найдѐтся номер )( NN  такой, что  

 kk SSrNk )( , 

так что с погрешностью  имеем приближѐнное равенство 

    kSS  , Nk  .                                              (2.11) 

В этом – значение рядов для приближѐнных вычислений: сумму S находят при-

мерно как kS . Конечно, желательно, чтобы номер Nkk , , а значит N, можно 

было брать по возможности наименьшим. Встаѐт вопрос о скорости сходимо-

сти ряда. Говорят, что если 0kr  быстро (т.е. N невелико), то ряд быстро 

сходится; если же 0kr  медленно (т.е. N велико), – то медленно сходится. 

Понятно, что лучше иметь дело с быстро сходящимися рядами. (Обычно в 

(2.10) вместо k пишут n.)  

4. Арифметические действия над рядами. Сходящиеся ряды во многом 

ведут себя как конечные суммы чисел. 

Теорема 2.3. Если ряд (2.2) сходится и имеет сумму S, то при всяком 

constC   сходится также ряд 

   ......21  nCuCuCu                                        (2.12)  

и его сумма равна SC  . 

 Частичную сумму ряда (2.12) обозначим n . Имеем:  SCSC nn   

(при n ).  ▲ 

Теорема 2.4. Если ряды (2.2) и 

......
21


n

vvv                                            (2.13)  

сходятся и имеют суммы S и  соответственно, то сходятся также ряды 

...)(...)()(
2211


nn

vuvuvu ,                            (2.14) 

...)(...)()(
2211


nn

vuvuvu                              (2.15)  

и их суммы соответственно равны S  и S  (т.е. сходящиеся ряды можно 

почленно складывать и вычитать). 
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  Частичные суммы рядов (2.13), (2.14) и (2.15) обозначим n , nS  и n  

соответственно. Имеем: 
n

S  


SS
nnn , n  


SS

nnn . ▲ 

 Подчеркнѐм, что для расходящихся рядов сказанное теряет смысл. На-

пример, рассмотрим символы ......321  nS , 

2...2...642  n ...)...321(  n S2 . Казалось бы, что S , а 

с другой стороны S  в два раза.  

Понятно, что одна из первых и главных задач – установить признаки схо-

димости (и расходимости) рядов. 

5. Теорема 2.5. (Необходимый признак сходимости ряда.) Если ряд (2.2) 

сходится, то его общий член стремится к нулю при n : 0lim 


n
n

u . 

  Наряду с nS  возьмѐм ещѐ частичную сумму 1nS 121 ...  nuuu . В 

силу условия сходимости ряда, имеем nu nS - 1nS 0 SS . ▲ 

Следствие. Если общий член ряда не стремится к нулю, то ряд расхо-

дится. 

  Допустим противное утверждению: пусть ряд сходится. Тогда по тео-

реме 2.5 общий член должен стремиться к нулю – а это противоречит условию, 

что и доказывает теорему. ▲ 

Это следствие позволяет доказывать расходимость ряда - когда 
n

u  к нулю 

не стремится. Например, ряд 


 1 1n n

n
 расходится, т.к. 01

1
 




nn
n

n
u . 

 Согласно теореме 2.5, для сходимости ряда необходимо, обязательно вы-

полнение условия  0nu . Однако, одного этого требования не достаточно 

для сходимости: в случае, когда 0nu  есть ряды сходящиеся (например, ряд 

(2.5) при 1q ) и есть расходящиеся. Подтвердим последнее на двух примерах. 

1) ...
1

...
2

1

1

1


n
; 0

1


n
un . Оценим частичную сумму nS  

снизу, заменив все n слагаемых наименьшим – это 
n

1
. Имеем: 

n
S  nn

n

1
 (при n ), ряд расходится. 

2) Возьмѐм так называемый «гармонический ряд»: 

...
1

...
3

1

2

1
1 

n
.                                         (2.16)  

Здесь тоже 0
1


n
un , и докажем, что ряд расходится. Известно, что 

0),1ln(  xxx , см. [8, § 6.2], то  

nS 
n

1
...

2

1
1 )

1
1ln(...)

2

1
1ln()11ln(

n
  )]

1
1)...(

2

1
1(2ln[

n
 )1ln(n ,  

следовательно, ряд расходится. 
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 Исторически это был первый пример ряда, у которого общий член стре-

мится к нулю, однако ряд расходится. 

6. Между рядами 


1n
nu  и несобственными интегралами 



a

dxxf )(  сущест-

вует глубокая аналогия. Если процесс суммирования по n заменить процессом 

интегрирования по x, то аналогами будут: 

 

Общий член ряда 

nu  

 

Подынтегральная функция 
)(xf  

Частичная сумма ряда 


k

n
nu

1

 Собственный интеграл 
B

a

dxxf )(  

 

Сумма ряда 


1n
nu  – как предел час-

тичной суммы при k  

Несобственный интеграл 


a

dxxf )(  

– как предел собственного инте-

грала при B  

 

Остаток ряда 


 1kn
nu  «Хвост интеграла» 



B

dxxf )(  

 

Простейшие теоремы о рядах сходны с теоремами о несобственных интегралах 

из § 1.1, п. 2, 3, 4, и доказываются так же, как и в § 1.1, с использованием ука-

занной аналогии. 

7. Ряды с положительными членами (положительные ряды).  

Будем рассматривать ряды, члены которых неотрицательны: 

  





1

21 ......
n

nn uuuu , 0nu ,                            (2.17)    

  





1

21 ......
n

nn vvvv , 0nv .                            (2.18) 

Теорема 2.6. (Первая теорема сравнения, «обычная»). Пусть члены ряда 

(2.17) не превосходят соответствующих членов ряда (2.18), т.е. nn vu   

( ,...2,1n ). Тогда  

1) если сходится ряд (2.18), то ряд (2.17) тем более сходится, причѐм 

S , где S и  – суммы рядов (2.17) и (2.18) соответственно. 

2) если расходится ряд (2.17), то расходится и ряд (2.18). 

  Частичные суммы рядов (2.17) и (2.18) обозначим соответственно nS  и 

n . 1) Дано, что ряд (2.18) сходится, т.е. существует 


n
n
lim . Члены ряда 

положительны, поэтому n  увеличивается с ростом n: последовательность 
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}{ n  возрастающая, и тогда n . Так как nn vu  , то nS n , значит nS  . 

Последовательность }{ nS  также возрастающая, и она ограничена сверху, по-

этому имеет предел, SSn
n




lim , а это и означает, что ряд (2.17) сходится. Тогда 

из неравенства nS n  при n  получаем: S  . 

2) В этом случае расходимость ряда (2.18) доказывается обычным рассу-

ждением «от противного». ▲ 

Замечание. Для рядов (2.17) с положительными членами могут предста-

виться только две возможности: 1) частичные суммы ограничены, 

nS constM  , то ряд сходится, 2) nS  неограничены, а поскольку nS  возраста-

ет, то nS , –ряд расходится и nSlim ; в этом случае условно говорят, 

что сумма ряда равна   (или: ряд расходится к  ). Естественно, что схо-

димость или расходимость ряда с положительными членами отмечается соот-

ветственно соотношениями: 





1n

nu   или  





1n

nu  . 

Теорема 2.7. (Вторая теорема сравнения, предельная). Если существует 

конечный или бесконечный предел K
v

u

n

n

n



lim ,  K0  ( 0,0 nnvn  ), то:  

1) при  K0  из сходимости ряда (2.18) следует сходимость ряда (2.17); 

2) при  K0  из расходимости ряда (2.18) вытекает расходимость ряда 

(2.17). Таким образом, если  K0 , т.е. когда nn vKu ~  при n , оба 

ряда сходятся или расходятся одновременно. 

 Доказательство проводится по той же схеме, как и доказательство теоре-

мы 1.2  для несобственных интегралов (см. § 1.1, п.3) с учѐтом указанной в п.6 

аналогии.  

Примеры. 1) ...
2

1
...

23

1

22

1
1

12











nn
. Поскольку 

12

1
 nn


12

1
n

, то 

члены этого ряда не превосходят соответствующих членов ряда  





1
12

1

n
n

  –  а 

это есть ряд геометрической прогрессии со знаменателем 1
2

1
q , он сходит-

ся. Поэтому и первый ряд сходится. 

2) 





1

0,sin
n

constx
n

x
. При больших значениях n, 0nn  , члены ряда 

положительны (первые члены на сходимость не влияют), и 
n

x

n

x
sin , однако 

это неравенство ничего нам не даѐт: ряд 


1n n

x
 расходится вместе с рядом 
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1

1

n n
, однако, о сходимости или расходимости исходного ряда сказать ничего 

нельзя, т.к. теорема сравнения 2.6 не работает. Применим предельную теорему 

2.7: 
n

x

n

x
~sin  при n , в силу которой данный ряд расходится. 

 На теореме сравнения 2.6 основано доказательство следующих доста-

точных признаков Даламбера
1
 и Коши сходимости и расходимости рядов с по-

ложительными членами. 

Признак Даламбера. Пусть для ряда (2.17) существует конечный или 

бесконечный предел 

   L
u

u

n

n

n




1lim ,  L0  ( 0,0 nnun  ).                    (2.19) 

Тогда:  

1) если 1L , то ряд сходится; 

2) если 1L  – ряд расходится; 

3) в случае 1L  признак ответа не даѐт: здесь существуют ряды как сходя-

щиеся, так и расходящиеся. (Это «сомнительный случай».)  

   Пусть 1L . Тогда можем взять число q такое, что 1 qL . В силу опреде-

ления предела (2.19)  NnN : q
u

u

n

n 1 , или nn quu 1 . 

Распишем это неравенство для разных значений ,...1,  NNn : 

    















NNN

NNN

NN

uqquu

uqquu

quu

3
23

2
12

1

     (2.20) 

и сравним ряды 

    ...321   NNN uuu      (2.21) 

    ...32  quququ NNN .     (2.22) 

(2.22) есть ряд геометрической прогрессии со знаменателем )1;0(q  – он схо-

дится. Члены ряда (2.21) в силу (2.20) не превосходят соответствующих членов 

ряда (2.22), поэтому ряд (2.21) тоже сходится – по теореме 2.6. Ряд (2.17) отли-

чается от ряда (2.21) лишь на конечное число членов, поэтому по теореме 2.2 он 

сходится. 

2) Пусть 1L . Тогда для предела (2.19) найдѐтся номер N, начиная с ко-

торого, т.е.  Nn 11 

n

n

u

u
, nn uu 1 . Отсюда видно, что члены ряда (2.17) 

растут, общий член не стремится к нулю, поэтому ряд расходится. 

                                                 
1
 Жан Лерон Даламбер (1717-1783) – французский математик и механик. 
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3) Пусть 1L . Здесь надо просто привести примеры ряда сходящегося и 

ряда расходящегося. 

a) Было показано, что ряд 


1

1

n n
 расходится. Для него  

n
un

1
 , L

n

n

u

u

n

n 


 1
1

1 . 

б) ...
)1(

1
...

32

1

21

1








 nn
.; 

1

11

)1(

1







kkkk
u

k
, и частная сумма 

nS  порядка n преобразуется так: 

nS
1

1
1

1

111

1

1
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1






















































nnnnn
. 

1lim 


n
n

S , значит, ряд сходится. Находим:  

L
n

n

nn

nn

u

u

n

n 






 1

)2()2)(1(

)1(1 . 

(В силу этого, в случае 1L  приходится прибегать к другим признакам.) ▲  

Примеры. 1) 0...,
!

...
!2!1

1
2

 x
n

xxx n

.  

!n

x
u

n

n  ,  
)!1(

1

1






n

x
u

n

n ,  10
)1(

1  





 L
n

x

u

u
n

n

n  – ряд сходится 0x . 

(Позднее покажем, что сумма этого ряда равна xe .) 

2) 


1

2)3(

n

n

n

x
. Очевидно, при 0x  ряд сходится. Пусть  0x . 

n

x
u

n

n

2)3(
 ,   

1

)3( 22

1






n

x
u

n

n ,   Lx
n

nx

u

u
n

n

n  







 2
2

1 )3(
1

)3(
. Отсюда:  

 если 1)3( 2 x , т.е. 
3

1
x , то ряд сходится;  

 если 1)3( 2 x , т.е. 
3

1
x , то ряд расходится;  

 в случае 1)3( 2  xL  (т.е. 
3

1
x )  ряд имеет вид 



1

1

n n
 – он рас-

ходится. 

Признак Даламбера, как наиболее простой, при исследовании рядов на 

сходимость и расходимость употребляется чаще всего. 

Признак Коши (радикальный). Пусть для ряда (2.17) существует ко-

нечный или бесконечный предел 

Lun
n

n



lim , (  L0 ).                                          (2.23) 



 10 

Тогда:  

1) если 1L , то ряд сходится; 

2) если 1L  – ряд расходится; 

3) в случае 1L  исследуемый ряд может оказаться сходящимся или расходя-

щимся (это сомнительный случай). 

 1) Пусть 1L . Возьмѐм число q такое, что 1 qL . В силу условия 

(2.23)  NnN : qun
n  , откуда n

n qu  , Nn  , и сравним два ряда 

...21   NNN uuu  и 

...21   nnn qqq . 

Второй ряд – это ряд геометрической прогрессии со знаменателем 1q  ( 0q ) 

– он сходится, но тогда по теореме 2.6 сходится и первый ряд, ибо члены его не 

превосходят соответствующих членов второго ряда. 

2) Пусть 1L . Тогда в силу определения предела найдѐтся N, что 

 Nn 1n
nu , откуда 1nu  – общий член не стремится к нулю, ряд расхо-

дится. 

3) При 1L  надо привести примеры двух рядов, из которых один схо-

дится, а другой расходится. 

a) Гармонический ряд  


1

1

n n
, как мы видели, расходится. Для него 

n
un

1
 , 

Leen
n

u
n

nnnn
n 



1
1 0

ln
11

. 

б) Ряд 


1
2

1

n n
 сходится, т.к. 

)1(

1
~

1
2 nnn

 при n , и ряд 


 1 )1(

1

n nn
 

сходится, а Leen
n

u
n

nn

n

n
n 



1
1 0

ln
22

2
.   ▲ 

Интегральный признак Маклорена-Коши. Если члены ряда (2.17) 

представляют собой значения в целых точках nx   некоторой положитель-

ной и убывающей функции )(xf : )(nfun  , то: 

1) если несобственный интеграл 

  


1

)( dxxf                                                        (2.24) 

сходится, то и ряд (2.17) тоже сходится; 

2) если же этот интеграл (2.24) расходится, то и ряд (2.17) тоже расходит-

ся, 

 Доказательство проведѐм геометрически (для наглядности). Рассмот-

рим график функции )(xfy  , отметим ординаты в точках nx  : это nunf )( , 

( ,...2,1n ) (рис. 2.1).  
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1) Построим «входящие» прямоугольники с основаниями ]1,[ nn . Их 

площади равны nu , так что сумма площадей (т.к. )(xf  убывает) меньше пло-

щади криволинейной трапеции: 

   nuuu ...32 
n

dxxf
1

)( 


1

)( dxxf constA . 

Поэтому частичные суммы ряда (2.17) с положительными членами ограничены: 

nS  constMAuuuu n  121 ... , следовательно, ряд сходится. 

2) Пусть интеграл (2.24) расходится, а поскольку 0)( xf , то он расхо-

дится к  : 


1

)( dxxf . Здесь строим «выходящие» прямоугольники (см. 

рис.2.1); очевидно, что  nS  nuuu ...21  




 n

n

dxxf
1

1

)( ; nS , 

следовательно, ряд расходится.  ▲  

Понятно, что утверждение теоремы не изменится, если интегрирование в 

(2.24) начинать не с 1, а от некоторого числа 10 n . 

Оценка остатка ряда в признаке Маклорена – Коши.  

 Предполагаем, что интеграл (2.24) сходится. Оценим частичную сумму 

порядка k остатка nr  ряда (после n-ого члена). Строим «входящие» и «выходя-

щие» прямоугольники. Сравнивая сумму площадей прямоугольников и криво-

линейных трапеций (см. рис. 2.2), находим  

Рис. 2.1 

 xfy   

 nfun   

nu  

1nu  1u  

2u  

3u  

3 2 1 n x 

y 

O 1n  1n  
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1

1

)(
kn

n

dxxf   knnn uuu ...21 
kn

n

dxxf )( . 

Отсюда в пределе при k  получим 






n

n

rdxxf
1

)( ...21   nn uu 



n

dxxf )( .                    (2.25) 

 

Пример – обобщѐнный гармонический ряд: 

)( pS 


 ...
)1(

11
...

3

1

2

1

1

1
ppppp nn




1

1

n
pn

, ( 0p ).      (2.26) 

Здесь )(nfun  pn

1
 , и можем взять 

px
xf

1
)(   – это непрерывная положи-

тельная убывающая при 1x  функция. Мы знаем (см. § 1.1, формула (1.10)), 

что  











.1

11

1
расходитсяpпри

сходитсяpпри
dx

x p
 

Поэтому ряд (2.26) при 1p  сходится, а при 1p  расходится. Ранее было по-

казано, что для сходимости ряда (2.2) одного требования 0nu  не достаточно. 

Из приведѐнного примера следует, что если 0nu  медленно, то ряд может 

расходиться (случай 10  p ), если же 0nu  достаточно быстро, то сходи-

мость может иметь место (случай 1p ). 

  Для ряда (2.26) признаки Даламбера и Коши бессильны: легко проверить, 

что 1L . Интегральный признак является универсальным, однако здесь возни-

кает проблема исследования сходимости интеграла (2.24) . 

Рис. 2.2 

 xfy   

 nfun   

knu   

1knu  

x 

y 

O n 1n  1n  1 kn  1 kn  kn  
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 Оценим n-ый остаток ряда (2.26): 






n

n
p

rdx
x1

1
11 )1(

1

)1)(1(

11








 pnp

n
p np

r
np

dx
x

. 

В частности, при 2p : 
n

r
n

n

1

1

1



; поэтому полагая 

222 4

1

3

1

2

1
1)2( S , 

делаем ошибку 
4

1
4 r . А если надо найти )2(S  с точностью 0,01, то должны 

взять сумму 100 членов.  (В главе 3 будет установлено, что  







1

2

2 6

1

n n
.) По-

нятно, что обобщѐнный гармонический ряд медленно сходящийся (при 1p ), 

однако, наряду с рядом геометрической прогрессии, он часто используется для 

доказательства сходимости или расходимости других рядов. Например, ряд 




 1 )5)(1(

1

n nnn
 сходится, ибо члены его меньше соответствующих членов ря-

да 


1
3

1

n n
 ( 13 p ). Отметим, что гармонический ряд (2.16) есть частный слу-

чай ряда (2.26): при 1p . 

8. Знакочередующиеся ряды. Так называются ряды, знаки членов которо-

го чередуются. Их удобно записывать в виде 

  ...)1(... 1
321 n

n uuuu 





1

1)1(
n

n
n u ,                   (2.27)  

где ,...0...,,0,0 21  nuuu . Сами члены ряда имеют вид nu , а nu  – их абсо-

лютные величины. 

Признак Лейбница (сходимости знакочередующихся рядов). Пусть в 

знакочередующемся ряде (2.27): 1) абсолютные величины членов убывают, т.е. 

...321  uuu  и  2) 0lim 


n
n

u . Тогда ряд сходится, его сумма положительна 

и меньше первого члена: 10 uS  .  

  Рассмотрим частичные суммы чѐтного порядка 

  mS2 ( 0)(...)() 2124321   mm uuuuuu ; скобки положи-

тельны в силу условия 1), и последовательность }{ 2mS  возрастающая.  

Запишем mS2  иначе: mS2 121222321 )(...)( uuuuuuu mmm   . 

Итак, последовательность mS2  возрастает и ограничена, при этом 120 uS m  . 

Следовательно, существует SS m
m




2lim  и 10 uS  . 

Теперь рассмотрим частичные суммы с нечѐтными номерами. Имеем 

12mS SuS
mmm  

122 , в силу условия 2). Из сказанного заключаем, что 

SSn
n




lim .          ▲ 

 Ряд (2.27), удовлетворяющий условиям 1) и 2), называется рядом лейбни-
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цевского типа. Оценим его остаток nr . Имеем  

nr













нечѐтноеnеслиuu

чѐтноеnеслиuu

nn

nn

...),(

...,

21

21
. 

В обоих случаях 121 ...   nnnn uuur , ибо здесь имеем тоже ряд лейбни-

цевского типа. 

Вывод. Остаток ряда лейбницевского типа по абсолютной величине не 

превосходит модуля первого из отбрасываемых членов: 1 nn ur .  

 Этим фактом часто пользуются на практике. 

Пример. Ряд Лейбница 






 
1

11 1
)1(...

1
)1(...

3

1

2

1
1

n

nn

nn
                          (2.28)  

сходится – по признаку Лейбница. Пусть S  – его сумма (позже установим, что 

2lnS ). Если взять S
n

n 1
)1(...

3

1

2

1
1 1 , то ошибка этого равенства бу-

дет 
1

1




n
rn .  

В знакочередующихся рядах первый член не обязательно должен быть 

положительным: их можно записывать в виде 

...))1(...( 1
321  

n
n uuuu , 0nu  ,...)2,1( n . 

Замечание 1. Иногда указанный «Вывод» пытаются применить к произ-

вольным рядам. Однако, это может привести к грубой ошибке: подсчитать при-

ближѐнно не существующую или равную бесконечности сумму  расходящегося 

ряда (у которого общий член стремится к нулю). 

Замечание 2. В некоторых случаях исследовать сходимость несобствен-

ного интеграла можно с помощью рядов. Например, рассмотрим интеграл 








2

sin
dx

x

x
B , 0 . Из графика функции 




x

x
xfy

sin
)(  (см. рис. 2.3) замеча-

ем, что площади ,...,, 321 uuu  убывают и 0nu , следовательно, ряд 

...321  uuuS  сходится.  

Понятно поэтому, что и интеграл сходится, причѐм его значение SB  . 

9. Ряды с произвольными членами («произвольные» или знакоперемен-

ные ряды). Абсолютная сходимость. 

 Рассмотрим ряды, члены которых могут иметь любой знак. В них количе-

ство как положительных, так и отрицательных членов можно считать беско-

нечным (в силу теоремы 2.2). Исследуем вопрос о сходимости таких рядов. 

Теорема 2.8 (Коши). Если знакопеременный ряд 

......321  nuuuu                                        (2.29)  

таков, что ряд, составленный из абсолютных величин его членов 

......21  nuuu                                          (2.30)  
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сходится, то и данный ряд тоже сходится. При этом, если S – сумма ряда 

(2.29), а  – сумма ряда (2.30), то S . 

 
  Обозначим nS  и n  частичные суммы n-го порядка рядов (2.29) и 

(2.30) соответственно. По условию ряд (2.30) сходится, т.е. 


n
n
lim , и по-

скольку 0nu , то n . 

 Пусть 
nS  - сумма положительных членов ku , входящих в nS , 

nS  – сумма 

абсолютных величин ku  отрицательных членов. Тогда  

 
n

S 

n
S 

n
S ,                                                 (2.31) 

 n


n
S 

n
S .                                                (2.32) 

Из (2.32) замечаем, что 
nS n , и потому 

nS  ; аналогично 
nS  . Суммы 


nS  и 

nS  ограничены и растут с ростом n, поэтому имеют пределы; обозначим 



 SSn

n
lim , 


 SSn

n
lim . Тогда из (2.31) получаем, что  

1u  

2u  

3u  

4u  

+ 
+ + 

- 

- 

O 

y 

x 2 

3 
4 

5 

Рис. 2.3 
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nS 
nS  nS 


  SS

n
, 

следовательно, ряд (2.29) сходится и его сумма   SSS . При этом 
  SSS   SS .   ▲ 

Определение 1. Ряд (2.29) называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд, составленный из абсолютных величин его членов – т.е. ряд (2.30). 

 Пользуясь этим определением, теорему 2.8 можно сформулировать так: 

абсолютно сходящийся ряд сходится, или: если ряд сходится абсолютно, то 

он тем более и просто сходится. 

Определение 2. Если ряд (2.29) сходится, а ряд (2.30) расходится, то дан-

ный ряд (2.29) называется неабсолютно или условно сходящимся.  

Например, ряд 





1

1 1
)1(

n
p

n

n
 при 1p  сходится абсолютно, так как схо-

дится ряд 


1

1

n
pn

, и при 10  p  тоже сходится (по признаку Лейбница), но не 

абсолютно (т.к. ряд 


1

1

n
pn

 при 10  p  расходится). В частности, ряд Лейбни-

ца (2.28) (случай 1p ) – условно сходящийся. 

Между абсолютно и условно сходящимися рядами существует глубокая 

разница: абсолютно сходящиеся ряды ведут себя как конечные суммы чисел, а 

условно сходящиеся – нет. Абсолютно сходящиеся ряды сходятся благодаря 

достаточно высокой скорости стремления к нулю их членов, а условно сходя-

щиеся – за счѐт взаимного погашения членов ряда. В частности, для абсолютно 

сходящихся рядов мы имели S  (см. теорему 2.8), т.е. 

 ......21 nuuu ......21  nuuu , или 









11 n

n
n

n uu  – 

модуль суммы чисел не превосходит суммы их модулей. Для условно сходя-

щихся рядов это беспредметно уже потому, что ряд из модулей расходится. 

Ещѐ глубже указанную разницу выявляют следующие теоремы Дирихле и Ри-

мана. 

Теорема Дирихле (переместительное свойство абсолютно сходящегося 

ряда). Для абсолютно сходящегося ряда характер сходимости и его сумма не 

меняются при любой перестановке его членов. (Без доказательства.) 

Теорема Римана (для условно сходящихся рядов). Если ряд сходится ус-

ловно, то каково бы ни было число A (включая A ), можно так переста-

вить члены ряда, что сумма нового ряда будет в точности равна A. (Без дока-

зательства.) 

Например, возьмѐм ряд Лейбница (2.28). Обозначим его сумму через S; 

10 1  uS , так что 0S . Понятно, что сумму ряда можно подсчитать по 

формуле k
k

SS 2lim


 , где 
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kk

S k
2

1

12

1
...

4

1

3

1

2

1
12 


 .    (2.33) 

Переставим члены ряда так,  чтобы после одного положительного следовали 

два отрицательных, и покажем, что тогда сумма окажется 
2

S
: 

  ...
4

1

24

1

12

1
...

8

1

6

1

3

1

4

1

2

1
1 







kkk
.  (2.34) 

Обозначим сумму ряда (2.34) через A, и возьмѐм его частичную сумму mA3 . За-

пишем mA3 , сгруппировав по три члена (это сделать можно, т.к. сумма конеч-

ная): 




















m

k
m

kkk
A

1
3

4

1

24

1

12

1
















m

k kk1 4

1

24

1
















m

k kk1 2

1

12

1

2

1
mS2

2

1
 . 

Поскольку AA m 3 , а SS m 2 , то после перехода к пределу получаем, что 

SA
2

1
  – сумма ряда после изменения порядка суммирования уменьшилась 

вдвое. 

 Итак, свойство конечных сумм чисел: «от перестановки слагаемых сумма 

не меняется» для бесконечных сумм не всегда имеет место. 

 Таким образом, с рядами следует обращаться осторожно. В силу подоб-

ных фактов в математике возникали и возникают парадоксы. Они связаны с 

тем, что законы, справедливые для какой-то совокупности объектов, без допол-

нительных ограничений могут быть неверны для других совокупностей. На-

пример, чтобы обычные свойства конечных сумм и арифметических действий 

распространить на бесконечные суммы (ряды), в некоторых случаях требуется 

дополнительное условие абсолютной сходимости. 

 Отметим без доказательства ещѐ такое свойство: 

абсолютно сходящиеся ряды можно почленно перемножать произвольным об-

разом, например, так: 











11 k

k
n

n vu 






1 1n k
knvu  ...)()()( 132231122111 vuvuvuvuvuvu  

...)...( 121121   vuvuvuvu nnnn , 

причѐм, получающиеся ряды тоже абсолютно сходятся. (Индексы суммирова-

ния у исходных рядов обязательно должны быть разными; в каждой скобке 

сумма индексов сомножителей постоянна: соответственно 2, 3,..., n+1,….)  

10. Признаки Даламбера и Коши для произвольных рядов. 

 Пусть для ряда (2.29) существует конечный или бесконечный предел 

L
u

u

n

n 1lim  или Lun
n lim , )0(  L . 

Тогда:  

1) если 1L , то ряд сходится и притом абсолютно, так как при этом сходит-

ся ряд (2.30); 
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2) если 1L , то ряд (2.29) расходится, так как при 1L  у ряда (2.30) 0nu  

и потому 0nu ; 

3) случай 1L  остаѐтся сомнительным, ибо он сомнительный уже для поло-

жительных рядов. 

Примеры. 1) ...
!

...
!2!1

1
2


n

xxx n

; 
!n

x
u

n

n  , 
)!1(

1

1






n

x
u

n

n , 

10
1

limlim 1 







 n

x

u

u
L

nn

n

n
, следовательно, данный ряд сходится абсолютно 

при любых ),( x .  

2) ......
2

2


n

xx
x

n

; 
n

x
u

n

n  , x
n

nx

u

u
L

nn

n

n











 1
limlim 1 . 

При 1x , т.е. 11  x , ряд сходится абсолютно; при 1x  расходится.  

В сомнительном случае 1 xL : при 1x  ряд имеет вид 

...
1

...
2

1
1 

n
 - это гармонический ряд, он расходится; при 1x  имеем ряд 

...
)1(

...
3

1

2

1
1 




n

n

 –  это ряд Лейбница (с точностью до знака), он сходит-

ся условно. Ответ: данный ряд сходится при 11  x . 

Замечание. Отмеченная в п. 6 аналогия между рядами и несобственными 

интегралами не относится к вопросу об определении сходимости (или расходи-

мости) по поведению общего члена nu  и функции )(xf . Именно, если nu  к ну-

лю не стремится, то ряд расходится. Интеграл же может сходиться и когда 

0)(lim 


xf
x

. Для функций, меняющих знак, это видели на примере интегра-

лов Френеля (§ 1.4, п.3). Приведѐм пример с неотрицательной неограниченной 

функцией: 















),
2

1
[,2

)
2

1
,1[,0

)(

2

2

kkx

kkx

xf

k

k

k
,...)2,1( k . 

Имеем: 

 
n

dxxf
0

)(  
 


n

k

k

k

dxxf
1 1

)(  





n

k

k

k

k

k

dx
1

2

1
2

2 



n

k
k

k

1
22

1
2 1

12

1

2
1

2
1

2

1
2
1

1

 








 n

n

k
k

n

. 

Отсюда: левая часть равенства при n  имеет предел и можем заключить, 

что 



0

1)( dxxf . 

 Однако, если )(xf  непрерывна на промежутке ),[ a  и имеет предел 
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0)(lim 


Axf
x

, то интеграл 


a

dxxf )(  расходится. (Предлагаем это доказать 

самостоятельно.) В то же время от функций )(xf , стремящихся к нулю при 

x , есть интегралы сходящиеся и расходящиеся – см. (1.10). 

 

 

§ 2. Функциональные ряды 
 

1. Пусть все функции )(xfn  ( ,...)2,1n  определены на одном и том же 

множестве E. Тогда на этом множестве определѐн, имеет смысл, функциональ-

ный ряд  

    ...)()( 21 xfxf ...)( xfn .                              (2.35) 

Придавая x различные конкретные числовые значения, будем получать разные 

числовые ряды. Одни из них могут сходиться, другие расходиться. 

Определение 3. Множество 1E  всех значений x, для которых ряд (2.35) 

сходится, называется областью сходимости этого функционального ряда (по-

нятно, что EE 1 ).  

 Частичную сумму порядка n обозначим )(xSn , остаток ряда )(xrn : 

  )(...)()()( 21 xfxfxfxS nn  ,  ...)()()( 21   xfxfxr nnn . 

Если 1Ex , то существует предел 

    )()(lim xSxSn
n




     (2.36) 

 – это есть сумма ряда, она является функцией от x. Наглядны записи 

)(xS  ...)()( 21 xfxf ...)()( 1   xfxf nn , 1Ex ,              (2.37) 

)(xS )(xSn )(xrn ,                                       (2.37) 

)(xrn – сумма остатка ряда.  

 Области сходимости могут быть самыми разными. 

Примеры. 1) Ряд бесконечной геометрической прогрессии ,...,,1 2xx  схо-

дится только при 1x  и имеет сумму 
x

xS



1

1
)( : 

   ......1 2 nxxx  
x1

1
, 11  x .                          (2.38) 

2) Ряд 


1n

n

n

x
 имеет область сходимости 11  x  (см. § 2.1, п.10). 

3) Ряд 


0 !n

n

n

x
 сходится на всей оси:  x . 

4)  


1
2

n

n

n

x
; 

2n

x
u

n

n  , x
n

nx

u

u
L

nn

n

n











 2

2
1

)1(
limlim . Поэтому: при 1x  
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ряд сходится абсолютно, при 1x  – расходится. Если  1x , то 
2

1

n
un  , а ряд 




1
2

1

n n
 сходится. Итак, область сходимости 1E }11{  x . 

5) 





0

))1((!
n

nxxn  - сходится только в двух точках: 0x  и 1x . 

6) 


 0 1n
nx

x
; при 0x  ряд сходится, в точке 1x  смысла не имеет, при 

1x  ряд расходится: 0
2

1
nu ; если 11  x , 0x , то 

0
1 )(

 





x
x

x
u

nnn  – ряд расходится; если 1x , то ряд сходится (прове-

ряется по признаку Даламбера). Итак, область сходимости 1E }1{}0{  x . 

 Изучение функциональных рядов есть иная форма изучения функцио-

нальных последовательностей: каждому ряду (2.35) однозначно соответствует 

последовательность )}({ xSn  его частичных сумм, и каждой данной последова-

тельности )}({ xSn  соответствует ряд 

...)]()([...)]()([)]()([)( 123121   xSxSxSxSxSxSxS nn  (2.39)  

с частичной суммой )(xSn . 

Аналогия между функциональными рядами и несобственными интегра-

лами, зависящими от параметра. 

 

Ряд и его сумма 







1

)()(
n

n xfxS  

 

Интеграл и его значение 

dxxfF
a




 ),()(  

Переменная x, индекс  

суммирования n 

 

Параметр ,  

переменная интегрирования x 

Общий член ряда )(xfn  

 

Подынтегральная функция ),( xf  

Частичная сумма 


k

n
n xf

1

)(  

 

Интеграл dxxf
B

a

 ),(  

Остаток ряда 


 1

)(
kn

n xf  «Хвост» интеграла dxxf
B




),(  

  

 Основываясь на этой аналогии, последующие теоремы 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 

о рядах формулируются и доказываются подобно теоремам 1.10,  1.11, 1.12, 
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1.14 о несобственных интегралах, при аналогичных условиях. 

2. Известно, что сумма конечного числа непрерывных на множестве  1E  

функций есть тоже функция непрерывная на 1E . Для бесконечных сумм, т.е. 

для рядов, это, вообще говоря, неверно. Приведѐм пример ряда из непрерывных 

функций, у которого сумма – функция разрывная. 

 Возьмѐм ряд (2.39), у которого частичная сумма есть 
n

n

n
x

x
xS

2

2

1
)(


 ; 

имеем )(xSn )(xS
















1,1

1,
2

1

1,0

xесли

xесли

xесли

. (Рис. 2.4) 

 
Итак, ряд сходится и члены его непрерывны всюду, но сумма есть функ-

ция разрывная. Для подобных ситуаций характерно «вытягивание» графика 

частичных сумм по вертикали в окрестности точек разрыва суммы )(xS : здесь 

это точки 1x . 

Естественно встаѐт проблема: какое надо задать требование, чтобы функ-

циональные свойства конечных сумм функций, как-то непрерывность, интегри-

рование, дифференцирование, наверняка сохранились бы и для бесконечных 

сумм. Таковым является условие равномерной сходимости.  

3. Понятие равномерной сходимости ряда. Рассмотрим ряд (2.37), кото-

рый сходится в области D (т.е. сходится в каждой точке Dx , так что 
1

ED  ), 

и имеет сумму )(xS . Для каждого числа Dx  по определению предела (2.36) 

по любому наперѐд заданному числу 0  найдѐтся номер ),(, xNNN  , такой 

что  

 ),( xNn  )()( xSxS n .                              (2.40)  

Этот номер ),( xN   зависит от x, вообще говоря: для разных ,...,
21

xxx   найдут-

ся свои номера ),( 1xNN  , ),( 2xN  ,…, и может случиться, что при изменении 

x будет по существу  ),( xN , так что для подсчѐта суммы по формуле 
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)()( xSxS
n

  с ошибкой )(xrn  надо брать всѐ большие значения 

),(, xNnn  . Понятно, что лучшей будет ситуация, когда найдѐтся номер 

)( NN , зависящий только от , один сразу для всех значений Dx . 

Определение 4. Ряд (2.35) называется равномерно сходящимся в облас-

ти D, если:  

1) он сходится в области D (сумму его обозначим )(xS – см. (2.37)) и  

2) если 0  найдѐтся номер )( NN , не зависящий от x, такой, что 

 )(Nn  )()()( xrxSxS nn                              (2.41) 

сразу для всех Dx . 

 Термин «равномерно» (по x, относительно x) можно толковать как «оди-

наковость» для всех, ряд сходится одинаково быстро x : неравенство (2.41) 

выполняется для всех Dx , начиная с одного и того же номера 1 Nn . 

Пример. Рассмотрим ряд (2.39) с частичной суммой n
n xxS )( ; 












 
 1,1

10,0
)(

)( xесли

xесли
xS

nn )(xS . Докажем, что в окрестности точки 

1x  разрыва суммы  сходимость неравномерная. Допустим противное: 

 )(xSxn , )( Nn , ]1,0[x , в частности nx  при 10  x . Это 

должно выполняться 0 , в том числе и для 5,0 . Фиксируем )( Nn  и 

будем менять x: при 01x  в пределе получим 5,01 , что неверно. Однако,  

сколь бы мало ни отступить от точки 1x  влево, а именно, в любом замкнутом 

промежутке 10  rx  сходимость равномерная: здесь  nn rx  - это тре-

бование 0  выполнится, если 



r

n
ln

ln
)(N  – от x не зависит. (Рис. 2.5.) 

 

nm   

x 

y 

O   0 xSy  1 

1 

r 
] 

  11 S  nxy   

mxy   

Рис. 2.5 
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4. Устанавливать равномерную сходимость непосредственно по опреде-

лению дело весьма трудное. На практике часто это удаѐтся сделать с помощью 

простого, хотя только достаточного признака Вейерштрасса.  

Теорема 2.9. (Признак Вейерштрасса равномерной сходимости ряда). 

Пусть: 1) все члены ряда (2.35) для всех Dx  удовлетворяют неравенствам 

   nn uxf )(  ( ,...2,1n )                                          (2.42) 

и 2) сходится числовой положительный ряд  

   ......21  nuuu 





1n

nu .                                    (2.43)  

Тогда ряд (2.35) в области D сходится абсолютно и равномерно. 

  Из условий (2.42) следует, что ряд (2.35) сходится, причѐм абсолютно, 

в каждой точке Dx  – по теоремам 2.6 и 2.8. Запишем его в виде (2.37)-(2.37) 

и остаток ряда (2.43) после n-ого члена обозначим nR . В силу абсолютной схо-

димости ряда (2.37) и неравенств (2.42) имеем для всех Dx  

)(xrn nnnnn Ruuxfxf   ......)()( 2121 . 

Так как 0nR  (в силу сходимости ряда (2.43)), то 0  )( NN : 

 )(Nn nR , и потому )(xrn , )( Nn , сразу для всех Dx . Это оз-

начает, что ряд (2.35) сходится равномерно в D: число N от x не зависит, ибо 

оно подобрано для числового ряда. ▲ 

 При условии (2.42) и сходимости ряда (2.43) говорят, что ряд (2.35) ма-

жорируется рядом (2.43), или что (2.43) служит мажорантным, или усиливаю-

щим, рядом для  (2.35).     

Пример. Ряд ...
sin

...
2

2sin

1

sin
222


n

nxxx
 сходится равномерно на всей 

оси, так как 
22

1sin

nn

nx
  и числовой ряд 



1
2

1

n n
 сходится. 

5. Функциональные свойства равномерно сходящихся рядов. 

Теорема 2.10 (о непрерывности суммы ряда). Если все члены ряда (2.37) 

непрерывны на промежутке D и на нѐм ряд сходится равномерно, то и его 

сумма )(xS  есть тоже функция непрерывная на промежутке D. 

  Пусть x – произвольная (но фиксированная) точка из D; даѐм ей при-

ращение x  такое, что Dxx  . Имеем 

)(xS )()( xrxS nn  , )( xxS  )()( xxrxxS nn  , 

 )(xS )( xxS  )(xS )()())()(( xrxxrxSxxS nnnn  , 

 )(xS )()()()( xrxxrxSxxS nnnn  .                  (2.44) 

Возьмѐм сколь угодно малое число 0 . В силу условия равномерной сходи-

мости ряда, по числу  найдѐтся номер )( NN , не зависящий от Dt , такой, 

что   )(Nn
3

)(


trn , Dt , в частности 
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3

)(


xrn ,   
3

)(


 xxrn , )( Nn .   (2.45) 

После этого зафиксируем )( Nn  и рассмотрим частичную сумму )(xSn . Она 

непрерывна в точке x, как сумма конечного числа непрерывных функций. А 

значит, по числу 0
3



 найдѐтся число 0  такое, что при x  будет вы-

полняться неравенство  )()( xSxxS nn
3


. Поэтому, используя (2.45), из 

неравенства (2.44) найдѐм, что  )(xS
3










33
 при x . 

Это и означает, что функция )(xS  непрерывна в точке x, а поскольку  

точка x – любая из D, то )(xS  непрерывна во всей области D. ▲ 

 На основании теоремы 2.10, рассуждая «от противного», можем утвер-

ждать, что ряды из п.2 и п.3 в окрестности точек соответственно 1x  или  

1x  не сходятся равномерно. 

 Известно, что интеграл от суммы конечного числа функций равен сумме 

интегралов от слагаемых. Для рядов же это не всегда верно. 

Пример. Рассмотрим ряд (2.39) с частичной суммой 
2222)( xn

n exnxS  . 

Имеем: )(0)(
)(

xSxS
nn  


 при всех  x, включая 0x . Проинтегрируем 

его почленно по промежутку ]1,0[ : 

  
1

0

1 )( dxxS  ...))()((
1

0

12 dxxSxS ...))()((
1

0

1   dxxSxS nn .  (2.46) 

Частичную сумму этого ряда обозначим n  –  это конечная сумма. Имеем: 

 n  
1

0

)( dxxSn  
1

0

2 22

2 dxexn xn  


 11
)(

1

0

222

n

nxn ee  –  

это сумма ряда (2.46). Таким образом, 10)(
1

0

 dxxS , т.е. интеграл от сум-

мы )(xS  не равен сумме  интегралов от слагаемых. Это можно пояснить тем, 

что сходимость в точке 0x  создана искусственно: если убрать множитель x, 

то при 0x  будем иметь  22)0( nSn , так что соответствующий ряд в 

точке 0x  будет расходящимся. 

Теорема 2.11 (о почленном интегрировании ряда). Если все члены ряда 

(2.37) непрерывны на отрезке ],[ ba  и ряд на этом отрезке сходится равномер-

но, то 

   
x

a

n

x

a

x

a

dxxfdxxfdxxS ...)(...)()( 1 , ],[ bax ,   (2.47)  

причѐм полученный ряд тоже сходится равномерно на ],[ ba . 
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Говорят: при указанных условиях ряд можно почленно интегрировать, 

значки  и  перестановочны (при bx  ):   









b

a n n

b

a

nn dxxfdxxf
1 1

)())(( . 

  Частичную сумму ряда (2.47) обозначим )(xn . Надо доказать, что ряд 

сходится равномерно на ],[ ba  и )(xn  
 )(n 

x

a

dxxS )( . 

 Поскольку )(xn  сумма конечная, то )(xn 
x

a

n dttS )( . Имеем 

 
x

a

dttS )( )(xn =  
x

a

n dttStS ))()(( .                           (2.48) 

Так как по условию ряд (2.37) сходится равномерно на ],[ ba , то взяв любое 

число 0 , мы по числу 
ab 


 можем найти такое )( NN , что 

 )(Nn
ab

tStS n



 )()( , для всех ],[ bat . В таком случае из (2.48) 

)( Nn  получим  )()( xdttS n

x

a


x

a

n dttStS )()( 








 )( ax

ab
dt

ab

x

a

. ▲ 

Упражнение. Где использовалась непрерывность слагаемых )(xfn ? 

 На основании теоремы 2.11 ряд в предыдущем примере не сходится рав-

номерно на отрезке ]1;0[ , именно, в окрестности точки 0x . 

Замечание. На практике иногда приходится переставлять интегралы по 

бесконечному промежутку ],[ a , 


a

)( , и 


1

)( . По этому поводу имеется ряд 

теорем. Условий же, отмеченных в теореме 2.11, для этого недостаточно. 

Теорема 2.12 (о почленном дифференцировании ряда). Пусть 1) члены 

ряда (2.37) на промежутке D непрерывны и имеют непрерывные производные  

)(
1

xf  , )(
2

xf  ,…, 2) сам ряд на промежутке D сходится , 3) а ряд из производ-

ных 

  )(
1

xf )(
2

xf   ... ...)(  xf
n

                                (2.49)  

на D сходится равномерно и имеет сумму )(x . Тогда в указанном промежут-

ке сумма )(xS  ряда (2.37) дифференцируема и  )(xS )(x . 

 Говорят: при указанных условиях ряд (2.37) можно почленно дифферен-

цировать, значки 
dx

d
 и  перестановочны: 










11

)(
))((

n

n

n
n

dx

xdf
xf

dx

d
. 

  Так как по условию ряд (2.49) сходится равномерно, то его сумма )(x  

есть функция непрерывная в D. Возьмѐм конкретную точку 0x  и любую x из D. 
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Ряд (2.49) почленно проинтегрируем по промежутку ],[ 0 xx  - это можно сделать 

по теореме 2.11: 

 
x

x

dxx

0

)(   ...)(...)(

00

1

x

x

n

x

x

dxxfdxxf ...))()(())()(( 022011  xfxfxfxf  

 ...))()(( 0xfxf nn  ...))(...)(( 1 xfxf n  ...))(...)(( 001 xfxf n        (2.50) 

)()( 0xSxS  . 

Последнее следует из условия сходимости ряда (2.37). Именно, в ряде, имею-

щем место быть после второго знака равенства в (2.50), надо рассмотреть час-

тичную сумму порядка n, в ней перегруппировать слагаемые и получить раз-

ность )()( 0xSxS nn  , в которой перейти к пределу при n . В левой части 

этого равенства интеграл с переменным верхним пределом от непрерывной 

функции )(x  имеет производную (это )(x ). Но тогда и равная ему правая 

часть имеет производную, и получаем )(xS  )(x .  ▲ 

Замечания. 1. При условиях теоремы 2.12 ряд (2.37) фактически будет 

равномерно сходящимся – по теореме 2.11, ибо он получается в результате по-

членного интегрирования равномерно сходящегося ряда (2.49), с точностью до 

постоянного слагаемого )( 0xS .  

2. Существенным недостатком теоремы 2.12 является то, что для провер-

ки возможности почленного дифференцирования ряда (2.37) надо сначала его 

почленно продифференцировать и затем проверить, что полученный «произ-

водный» ряд (2.49) будет равномерно сходящимся. Последнее условие нельзя 

отбросить. Это подтверждает следующий пример. 

Ряд 


1
2

4sin

n n

xn
 сходится равномерно на всей оси – по признаку Вейершт-

расса: 
22

4 1sin

nn

xn
 , и числовой ряд 



1
2

1

n n
 сходится. А «производный» ряд 

xnn
n

4

1

2 cos




 расходится при всяком x, ибо общий член не стремится к нулю. 

3. «Тонкие признаки» равномерной сходимости рядов можно сформули-

ровать по аналогии с несобственными интегралами. 

4. Резюмируя изученное, можем сказать, что применимость действий 

Анализа к бесконечным суммам функций, т.е.  функциональным рядам, обеспе-

чивается свойством равномерной сходимости соответствующих рядов. 

5. Для функциональных последовательностей )}({ xSn  вводятся те же по-

нятия, теоремы, что и для рядов – область сходимости }{1 xE  : когда сущест-

вует предел )()(lim xSxSn
n




, равномерной сходимости, интегрирования, диф-

ференцирования и т.д. Эти вопросы для последовательностей можно свести к 

доказательству таких же предложений для рядов, и наоборот – на основе ска-

занного в п. 1. 
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§ 3 Степенные ряды. Ряды Тейлора 

 

1. Важным и простейшим примером функциональных рядов являются 

степенные ряды, именно, ряды вида 

 





0

2
210 )(...)(...)()(

n

n
n

n
n axcaxcaxcaxcc   (2.51)  

– это ряд по степеням )( ax   или по системе степеней   


n

n
nax 0)( ; точка ax   

называется центром ряда, в ней ряд всегда сходится. Имея это в виду, в даль-

нейшем при исследовании ряда в случае необходимости будем считать, что 

ax  , не оговаривая этого специально каждый раз. 

 В частности, при 0a  имеем ряд по степеням x: 

   ......2
210

n
nxcxcxcc 



0n

n
n xc .                        (2.52) 

Числа ,...,..., 10 nccc  называются коэффициентами степенного ряда. Ряд (2.51) 

сводится к ряду (2.52) заменой ax   на x, поэтому будем заниматься, для про-

стоты, рядом (2.52). Выясним вопрос об области его сходимости. 

Первая лемма Абеля
2
. Если ряд (2.52) сходится в точке 01 x , то он 

сходится, и притом абсолютно, при всех x, удовлетворяющих условию 1xx  , 

т.е. в открытом интервале 11 xxx  .  

  По условию сходится ряд ...... 1
2
12110  n

nxcxcxcc , поэтому его 

общий член стремится к нулю: 01 n
nxc , следовательно, последовательность 

}{ 1
n

nxc  ограничена, т.е. 0 constM : Mxc n
n 1  ,...)2,1,0( n . 

 Пусть x таково, что 1xx  . Общий член ряда (2.52) преобразуем и оце-

ним следующим образом 

    n

n

n
n

n
n

n Mq
x

x
xcxc 

1

1 ,                                         (2.53)  

где 1
1


x

x
q . Положительный ряд 



0n

nMq  сходится, как ряд геометрической 

прогрессии со знаменателем 1q  ( 0q ). Тогда в силу неравенства (2.53) по 

первой теореме сравнения (теорема 2.6) сходится ряд 


0n

n
n xc , и потому по 

теореме 2.8 ряд  (2.52) сходится абсолютно в промежутке 1xx  .  ▲ 

                                                 
2
 Нильс Хенрик Абель (1802-1829) – замечательный норвежский математик, много сделав-

ший для развития разных областей математики. При жизни признан не был. Обращался к Га-

уссу – королю математиков, посылал труды в Парижскую академию наук, но к нему отне-

слись невнимательно. 
 



 28 

Следствие. Если ряд (2.52) расходится в точке 2x , то он расходится во 

всех точках  x, для которых 2xx  . 

  От противного: если бы ряд  (2.52) сходился для какого-то x с 2xx  , 

то по лемме Абеля он сходился бы (абсолютно) и в точке 2x , что не так по ус-

ловию. ▲ 

 Теперь можно определить вид области сходимости степенного ряда. Воз-

можны три случая. 

I. Имеются точки 01 x , в которых ряд (2.52) сходится (точки сходимо-

сти) и точки 2x , в которых ряд расходится (точки расходимости); понятно, что  

21 xx  . Определим число R из условия: sup{R 1x : в точках 1x  ряд сходит-

ся}, (или, что то же, inf{R 2x : в точках 2x  ряд расходится}). Используя по-

нятие точной грани множества и первую лемму Абеля, нетрудно, рассуждая «от 

противного», установить, что ряд сходится абсолютно в каждой точке x с Rx   

и расходится в каждой точке x с Rx  . Интервал RxR   называется ин-

тервалом сходимости степенного ряда (2.52), а число R – радиусом сходимо-

сти. (Рис. 2.6). Что касается концов Rx   и Rx   интервала, то в них может 

быть всѐ, что угодно: расходимость, сходимость абсолютная или условная. На 

это указывают ранее приведѐнные примеры: 1) 


1
2

n

n

n

x
, 11  x , 1R ;  2) 



0n

nx , 

11  x , 1R ; 3) 


1n

n

n

x
, 11  x , 1R ; 4) 







1

)1(

n

nn

n

x
, 11  x , 1R . 

 

II. Ряд всюду сходится; тогда считают R . Например,  


0 !n

n

n

x
, 

 x . 

III. Ряд сходится только в своѐм центре 0x , то считают 0R  . Напри-

мер, 


0

!
n

nxn ; n
n xnu ! , 






xn

u

u
L

nn

n

n
)1(limlim 1 , при 0x . 

Итак, справедлива  

Теорема 2.13 (об области сходимости степенного ряда). Для всякого сте-

пенного ряда (2.52) существует число R,  R0 , такое, что в интервале 

Рис. 2.6 

сходится 

расходится 

O R -R 1x  1x  2x  2x  
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Rx   (при 0R ) ряд сходится абсолютно, а вне его, когда Rx   (при R ), 

расходится. (В концах Rx   может быть всѐ, что угодно.) 

Упражнение. Доказать: если в точке 1x  ряд сходится условно, то 1xR  . 

2. Вычисление радиуса сходимости в частных случаях. Пусть в ряде 

(2.52) все 0nc , начиная хотя бы с некоторого номера 0nn   (ряд без пропус-

ков, при 0nn  ). Допустим, что существует предел (конечный или бесконеч-

ный) 

    A
c

c

n

n

n




1lim ,  A0 .     (2.54) 

Тогда существует предел ( n
nn xcu  ) 

xA
c

c
x

xc

xc

u

u
L

n

n

nn
n

n
n

nn

n

n
 












1
1

11 limlimlim . 

Следовательно, по признаку Даламбера, 1) если 
A

x
1

 , т.е. 1L , то ряд схо-

дится абсолютно, 2) если 
A

x
1

 , т.е. 1L , то ряд расходится. Отсюда 
A

R
1

 .  

 Аналогично, по признаку Коши, если существует предел  

    Acn
n

n



lim ,                                                (2.55)  

то 
A

R
1

 . 

Вывод. Если существует предел (2.54) или (2.55), то радиус сходимости 

A
R

1
 . (Считается 0R  при A  и  R  при 0A .)  Здесь фактически до-

казали теорему (2.13) в частных случаях: когда существует предел (2.54) или 

(2.55). 

Следствие. Если оба указанных предела существуют, то они равны: 

    n
n

n
c


lim

n

n

n c

c 1lim 


 .                                          (2.56) 

На самом деле, имеет место более точный факт: если существует предел (2.54), 

то существует и предел (2.55), и они равны. 

Примеры. 1) 1
1

limlim 



n

n
nn . 

2) ...
)!12(

)1(...
!5!3

1253







n

xxx
x

n
n . Это ряд с пропусками, указанный 

«вывод» не применим. Поступаем обычным образом. Здесь 
)!12(

)1(
12






n

x
u

n
n

n , 
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10
)32)(22()!32(

)!12(
)(

22
1  











 L
nn

x

n

nx

u

u
n

n

n . Ряд сходится для всех x, 

R . (Сумма этого ряда равна )sin x . 

3) 


 



1
2

2

3

)1(

n
n

nn

n

x
 – тоже ряд с пропусками; 

n

n
n

n
n

x
u

2

2

3
)1(


 , 

L
xx

n
u

nn
n

n 







 












2

)(

2

33

1
. При 1

3

2








 x
, т.е. 3x , ряд сходится, при 

1
3

2








 x
, т.е. 3x , ряд расходится. Отсюда 3R , интервал сходимости 

33  x . В обоих концах 3x  ряд имеет вид 






1

)1(

n

n

n
, он сходится (причѐм 

условно). Область сходимости 33  x . 

3. Области равномерной сходимости степенного ряда.  

Далее будем считать 0R . 

Вторая лемма Абеля. Степенной ряд (2.52) сходится равномерно в лю-

бом замкнутом промежутке ],[ ba , лежащем строго внутри интервала сходи-

мости: ),(],[ RRba  . 

   Возьмѐм в интервале сходимости число 0
0
x  такое, чтобы промежуток 

],[ ba  целиком лежал в промежутке ],[ 00 xx  (рис. 2.7).  

 
В точке 

0
x  ряд сходится абсолютно (по теореме 2.13), т.е. сходится числовой 

ряд  

   ...... 0
2
02010  n

nxcxcxcc .    (2.57)  

Для всех точек  ],[ bax  имеем 0xx  , и потому  n
n

n
n xcxc 0 , т.е. члены ря-

да (2.52) не превосходят по модулю соответствующих членов сходящегося чи-

слового ряда (2.57). Отсюда по признаку Вейерштрасса данный ряд (2.52) в 

промежутке ],[ ba  сходится равномерно.    ▲ 

 В частности, ряд сходится равномерно на всяком замкнутом промежутке 

],[ rr , где Rr  , т.е. когда Rrx  . Если ряд сходится на всей оси ( R ), 

то он сходится абсолютно и равномерно на любом конечном промежутке.  

Рис. 2.7 

O R 0x  0x  
-R 

[ ] 
a b 
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Замечание. Во всѐм интервале сходимости степенные ряды, вообще го-

воря, не сходятся равномерно. Для доказательства рассмотрим ряд геометриче-

ской прогрессии (2.38); его остаток 

x

x
xxxr

n
nn

n







1
...)(

1
21 , 11  x . 

Если бы ряд сходился равномерно во всѐм интервале )1,1(  , то 0  нашѐл-

ся бы номер )( NN , не зависящий от x, что 





x

x
xr

n

n
1

)(
1

, )( Nn , для 

всех )1,1(x . Зафиксируем )( Nn , возьмѐм, например, 1 , и будем менять 

x; при 01x  получим 1 , что абсурдно. 

 Иначе: убедимся, что такого )(N , не зависящего от x, чтобы неравенство 







x

x
xr

n

n
1

)(
1

 выполнялось )( Nn  найти нельзя. Возьмѐм 10  x . 

Пусть 





x

x
xr

n

n
1

)(
1

; решим неравенство относительно n: 

 






 )01(

),(1
ln

)1ln(ln
1

ln

))1(ln(
x

xN
x

x

x

x
n . Таким образом, 

номера ),( xN   по существу зависят от x,  наибольшего среди них, не зависяще-

го от x, и пригодного сразу для всех x,  подобрать невозможно  Ряд сходится 

неравномерно. 

 Итак: ряд геометрической прогрессии (2.38) во всѐм интервале сходимо-

сти )1;1(  не сходится равномерно. 

4. Теорема 2.14 (об интервале сходимости производного степенного ря-

да). 

 Производный степенной ряд 

......20 1
21  n

nxncxcc                                (2.57) 

имеет тот же радиус сходимости, что и исходный ряд (2.52). 

  Теорему докажем только в частном случае – при условии, что сущест-

вует предел (2.54), так что 
A

R
1

 . Для ряда (2.57) запишем: 

A
c

c

nc

cn
A

n

n

nn

n

n



 







11
1 lim

)1(
lim , 

так что радиус сходимости производного степенного ряда есть 
1

1

1

A
R   и пото-

му RR 1 .     ▲ 

К ряду (2.57) можно снова применить теорему 2.14 и так далее. Области 

же сходимости самого ряда и его производных рядов могут отличаться, но 
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только концами Rx  . Например, 


1
2

n

n

n

x
, 11  x ; 












1

1

1
2

1

n

n

n

n

n

x

n

x
n , 

11  x ; 







2

2

)1(
n

n

n

x
n , 11  x . Здесь у всех трѐх рядов общий интервал 

сходимости: 11  x , 1R . 

5. Функциональные свойства степенных рядов.  

Все члены n
nn xcxf )(  ( ,...2,1,0n ) степенного ряда (2.52) непрерывны и име-

ют непрерывные производные любого порядка на всей оси, тем более в любом 

интервале ),( RR . На основании общих теорем 2.10, 2.11, 2.12, теоремы 2.14 и 

2-ой леммы Абеля заключаем, что справедливы следующие свойства степенных 

рядов (с радиусом сходимости R, R>0): 

1 . Сумма )(xf  степенного ряда (2.52) есть функция непрерывная во 

всѐм интервале сходимости  ),( RR  - так как )(xf  непрерывна на любом от-

резке ),(],[ RRba   (из-за равномерной сходимости ряда на ),(],[ RRba  ), а 

любую точку ),( RRx   можно поместить внутрь соответственно подобранно-

го отрезка ),(],[ RRba  . 

2 . Степенной ряд можно почленно интегрировать по любому проме-

жутку ],[ ba , лежащему в интервале сходимости (однако, нельзя, вообще го-

воря, по всему интервалу ),( RR , или ),0[ R ). 

3 . Степенной ряд можно почленно дифференцировать в любом проме-

жутке ],[ ba , лежащем в интервале сходимости, и, следовательн, можно по-

членно дифференцировать во всѐм интервале сходимости, причѐм, сколь угод-

но раз, так что сумма степенного ряда имеет непрерывные производные лю-

бого порядка (бесконечно дифференцируема) в интервале сходимости. 

 Можно сказать, что степенные ряды являются естественным обобщением 

многочленов (полиномов) и наиболее близки к ним по свойствам – в пределах 

интервала сходимости. 

6. Ряды по степеням (xa). Пусть функция )(xf  задана как сумма степен-

ного ряда (2.51): 

)(xf 





0

2
210 )(...)(...)()(

n

n
n

n
n axcaxcaxcaxcc .     (2.58) 

Заменив )( ax   на x, получим ряд (2.52). Тогда все предыдущие результаты 

вместо интервала Rx   справедливы для ряда (2.58) в интервале Rax  , т.е. 

RaxRa   с центром в точке ax   (полагаем, что радиус сходимости 

0R ). 

 Найдѐм формулы, связывающие коэффициенты с суммой ряда. По свой-

ству 3  ряд (2.58) можно почленно дифференцировать в интервале сходимости 

),( RaRa   любое число раз. Имеем 

...)(...)(2)( 1
21  n

n axncaxccxf , 
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...)()1(...)(2312)( 2
32  n

n axcnnaxccxf , 

--------------------------------------------------------------- 

...)(2...)1(!)(
1

)( 


axcnncnxf
nn

n , 

--------------------------------------------------------------- 

Здесь и в (2.58) положим ax  , тогда справа все слагаемые, кроме первого 

(свободного члена), обратятся в нуль и получим равенства: 

 0)( caf  , 1)( caf  , 2!2)( сaf  ,…, n
n сnaf !)()(  ,….Отсюда 

    
!

)()(

n

af
c

n

n   ( ,...2,1,0n ).    (2.59) 

Итак, справедлива  

Теорема 2.15. Если функция )(xf  представляет собой сумму степенного 

ряда (2.58) с радиусом сходимости 0R , то его коэффициенты 
n

с  однозначно 

определяются через сумму по формулам (2.59). 

Теорема 2.16 (о единственности разложения функции в степенной ряд). 

Существуют не более одного ряда по степеням )( ax  , имеющего своей сум-

мой данную функцию )(xf . 

  1)  Если функция )(xf  не может быть представлена как сумма степен-

ного ряда, то теорема доказана. 

2) Пусть функция )(xf  представима как сумма степенного ряда (2.58). 

Предположим, что существует ещѐ одно разложение по степеням )( ax  : 

...)(...)()()( 2

210
 n

n
axdaxdaxddxf .              (2.60) 

По теореме 2.16 обязательно 
!

)()(

n

af
d

n

n  . Так что nn dc  , т.е. ряды (2.58) и 

(2.60) совпадают.  ▲ 

Примечание. Теорема 2.16 на практике применяется так: если 







0

)(
n

n
n axc 






0

)(
n

n
n axd ,или, что то же (обозначим )nnn edc  , если 

0)(
0




n

n
n axe , то  nn dc   или 0ne  ( ,...2,1,0n ). Это – обобщение извест-

ного свойства многочленов (когда ряд обрывается, становясь конечной сум-

мой). На этом основано применение «метода неопределѐнных коэффициентов». 

7. Ряды Тейлора. Пусть )(xf  некоторая заданная функция, имеющая в 

точке ax   производные любого порядка. Тогда ей можно поставить в соответ-

ствие бесконечную последовательность чисел nc , определяемых формулами 

(2.59), и степенной ряд (соответствие отмечается знаком ~): 

...)(
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)(
...)(
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!1

)(
)(~)(

)(
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 n

n

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf .    (2.61) 
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Коэффициенты nc  называют коэффициентами Тейлора функции )(xf  в точке 

ax  , а ряд – рядом Тейлора функции )(xf  по степеням )( ax  , или в окрест-

ности точки a (или в точке a). 

 Согласно теореме 2.15, любой степенной ряд с радиусом сходимости 

0R  является рядом Тейлора для своей суммы. В этом смысле степенные ря-

ды и ряды Тейлора можно не различать (если 0R ). 

 Говорят, что функция )(xf  представима рядом Тейлора или разлагается 

в ряд Тейлора в области D, содержащей точку a, если знак соответствия можно 

заменить знаком равенства: 
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 n

n

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf , Dx .   (2.62) 

Выясним, какие же функции можно разложить в такой ряд. Прежде всего (см.  

свойство 3 ) функция )(xf  должна быть бесконечно дифференцируемой 

(иметь производные любого порядка). Однако возникают вопросы: 1) сходится 

ли ряд (2.61), и при каких значениях x; 2) совпадает ли его сумма )(xS , если ряд 

сходится, с функцией  )(xf . Оказывается, это не всегда имеет место. 

Примеры. 1) 





0

2 )cos()(
n

n xnexf ; nn exne  )cos( 2  для всех 

),( x  и числовой ряд 






0n

ne  сходится, поэтому исходный ряд сходится 

абсолютно и равномерно на всей оси. Можно проверить, что это имеет место и 

для производных рядов. Так что )(xf  бесконечно дифференцируема. Однако, 

можно доказать, что соответствующий этой функции ряд Тейлора 

n

n

n

x
n

f
xf 



0

)(

!

)0(
~)(  расходится всюду (кроме центра  0x ). 

2) 












0,0

0,)(
2

1

x

xex
x

. Функция непрерывна везде, и в точке 0x : 

)0(0)(lim
0




x
x

. Можно убедиться, что она имеет все производные в точке 

0x , и 0)0()(  n . Соответствующий ряд Тейлора 

)(0...0...00~)( xSxxx n   сходится всюду, но его сумма 

)()( xxS   (кроме точки 0x ). 

8. Условия разложимости функции в ряд Тейлора. Предполагаем, что 

функция )(xf  имеет производные любого порядка в некотором интервале D и 

точка Da . Берѐм в этом интервале точку x и для неѐ запишем формулу Тейло-

ра  

 )()(
!

)(
...)(

!1

)(
)()(

)(

xRax
n

af
ax

af
afxf n

n
n




 .           (2.63) 
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)(xRn  - остаточный член формулы Тейлора; в форме Лагранжа он имеет вид 

  1
)1(

)(
)!1(

)(
)( 







 n

n

n ax
n

f
xR , ),( xa .                           (2.64) 

Многочлен Тейлора порядка n обозначим через )(xTn  –  это есть частичная 

сумма ряда Тейлора. Имеем 

    )()()( xRxTxf nn  .     (2.65) 

(Не следует путать )(xRn  с остатком )(xrn  ряда Тейлора.) 

Отсюда: 1) если 0)( xRn  при n , то )()(lim xfxTn
n




, 2) и наобо-

рот, если )()( xfxTn   при n , то 0)( xRn . Таким образом, справедлива  

Теорема 2.17. Для того, чтобы функция )(xf  разлагалась в ряд Тейлора 

(2.62) на промежутке DaD , , необходимо и достаточно, чтобы она имела 

на этом промежутке производные любого порядка и остаточный член еѐ 

формулы Тейлора стремился к нулю при n : 

    0)(lim 


xRn
n

, Dx .                                       (2.66) 

 Проверка условия (2.66) обычно затруднительна. Его, если это возможно, 

часто заменяют простым, хотя только достаточным, условием. 

Теорема 2.18 (достаточное условие разложимости функции в ряд Тейло-

ра). Если в некотором промежутке D, содержащем точку a, все производные 

функции  )(xf  по модулю равномерно ограничены, т.е. существует такое чис-

ло constM  , что Dx  выполняется неравенство  

   Mxf n )()(  ( ,...2,1,0n ) ,                                 (2.67)  

то функция разлагается в ряд Тейлора в окрестности точки a, именно: в об-

ласти D. 

  Докажем, что при выполнении неравенств (2.67) выполняется условие 

(2.66). Остаточный член возьмѐм в форме Лагранжа (2.64). В силу (2.67) имеем  

)(xRn n

n

u
n

axM







)!1(

1
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10
2 )(
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 L
n

ax

u

u
n

n

n , следовательно, ряд 


0n
nu  сходится, поэтому 

его общий член стремится к нулю, значит и 0)( xRn  при n , что и дока-

зывает разложимость функции в ряд Тейлора (на основании теоремы 2.17). ▲ 

Замечание 1. Поскольку степенной ряд (2.62) сходится в некотором ин-

тервале ),( RaRa   (считаем 0R ), то можно полагать, что 

}:{ RaxRaxD  , и функцию )(xf  обычно отождествляют с суммой еѐ 

сходящегося ряда Тейлора (в интервале D). 

Замечание 2. Мы видели: если функция )(xf  может быть разложена в 

степенной ряд (ряд Тейлора), то этот ряд  единственный.  Наоборот, данный 

степенной ряд может быть рядом Тейлора для бесконечного множества функ-



 36 

ций, например, функции )(xf  и )()( xCxf  , constC  , где )(x  функция из 

примера 2, п.7, имеют один и тот же ряд Тейлора (но сходится он только к 

)(xf ). 

Замечание 3. Первые три коэффициента ряда Тейлора имеют простой фи-

зический смысл. Именно, пусть функция )(tSS   определяет зависимость пути 

от времени. Разложим еѐ «на составные части» (в ряд Тейлора)  

)(tSS  )(
!1

)(
)( 0

0
0 tt

tS
tS 


 ...)(

!3

)(
)(

!2

)( 3
0

02
0

0 





 tt
tS

tt
tS

. 

Первый коэффициент 00 )( StS   – начальный путь, второй 000 )()( vtvtS   – 

начальная скорость, удвоенный третий 000 )()( atatS   – начальное ускоре-

ние. В частности, если 0)(  tS , т.е. ускорение постоянно, constta )( , то от-

сюда при 00 t  получаем известные формулы:  

2

2

000

t
atvSS  ,  

2

2

00

t
atvS   (при 00 S ), 

2

2

0

t
aS  (при 000  vS ). 

Определение 5. Функция )(xf , которая в некотором интервале может 

быть представлена своим сходящимся рядом Тейлора, называется аналитиче-

ской функцией в этом интервале. 

9. Разложение в ряд Тейлора с центром 0a  функций xe , xsin , xcos . 

Наиболее употребительный случай, – когда 0a , т.е. когда ряд Тейлора имеет 

вид 
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)0(
)0()(
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 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf , RxR  .      (2.68) 

Такой ряд называют также рядом Маклорена. 

1) xexf )( . Возьмѐм произвольный промежуток ],[  ; в нѐм  

Meexf xn  )()( . 

Значит, тут функция разлагается в ряд Тейлора. Однако, любую точку x можно 

поместить в соответственно подобранный промежуток ],[  . Следовательно, 
xe  разлагается в ряд Тейлора на всей оси. Поскольку xn exf )()(  и 

1)0( 0)(  ef n , ,...)2,1,0( n , то  

  xe 
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!
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1

n

nn

n

x

n

xx
x ,   x .  (2.69) 

2) xxf sin)(  . Здесь Mxf n 1)()(  на всей оси, следовательно, xsin  

разлагается в ряд Тейлора на всей оси. Имеем: xxf sin)(  , xxf cos)(  , 

xxf sin)(  , xxf cos)(  , xxf IV sin)(  ,…; далее производные повторяют-

ся. Вычисляем при  0 ax : 0)0( f , 1)0( f , 0)0( f , 1)0( f , 

0)0( IVf ,… –  закономерность: все чѐтные производные равны нулю, а нечѐт-

ные, чередуясь, 1  или 1 . Итак, 
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 xsin 
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x
,  x .   (2.70) 

3) Разложение для xcos  можно получить аналогично или дифференцируя 

почленно ряд (2.70): 

xcos  ...
)!2(

)1(...
!4!2

1
242

n

xxx n
n







0

2

)!2(
)1(

n

n
n

n

x
,  x .      (2.71) 

Упражнение. Пусть функция )(xf  представима степенным рядом (2.68) с 

0R . Доказать: 1) если )(xf  чѐтная функция, т.е.  )( xf )(xf , то она разла-

гается в ряд только по чѐтным степеням  x, 2) если )(xf  нечѐтная функция, т.е. 

 )( xf )(xf  (здесь автоматически 0)0( f ) – то только по нечѐтным степе-

ням x. (Воспользоваться Примечанием к теореме 2.16.) 

10. Биномиальный ряд. Если m натуральное число, то по формуле бинома 

Ньютона 

  mx)1( mx
m

mm
x

mm
xm

!

12)...1(
...

!2

)1(
1 2 




              (2.72)  

– это есть разложение в ряд Тейлора функции mx)1(  . 

Теперь возьмѐм функцию )(xf  )1( x , где  - любое число, отличное 

от 0,1,2,…. Находим все производные: 1)1()(  xxf , 
2)1)(1()(  xxf , …, nn xnxf  )1)(1)...(1()()( , 

1)1( )1)()...(1()(   nn xnxf ,… Вычислим их при 0x , и получим ряд 

Тейлора для данной функции: 

 ~)1(  x ...
!

)1)...(1(
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!2

)1(
1 2 





 nx

n

n
xx . (2.73) 

Исследуем ряд (2.73) на сходимость. Это ряд без пропусков, то обозначая через 

nc  коэффициент при nx , найдѐм  (см. (2.54)) A
n

n

c

c
n

n

n  







 1
1 )(

1 . Сле-

довательно, радиус сходимости 1R , интервал сходимости 11  x . Для то-

го, чтобы доказать, что ряд сходится к самой функции, покажем, что остаточ-

ный член формулы Тейлора 0)( xRn  при n  (см. теорему 2.17). Рассмот-

рим случай 10  x  и )(xRn  возьмѐм в форме Лагранжа: 

)(xRn
1

1)1()!1(

))...(1( 




 n

n
x

n

n
, )1,0( , так что 0 . 

При достаточно больших n (когда 01 n ) имеем 1)1( 1   n  и 

 )(xRn
1

)!1(

))...(1( 



 nx
n

n
. 

Под знаком модуля стоит общий член 1nu  ряда (2.73). Так как ряд сходится 

( )1,1()1,0[   – это интервал сходимости), то 01 nu  при n , тогда и 
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0)( xRn . Если взять остаточный член в форме Коши, то можно доказать, что 

0)( xRn  и при 01  x  (доказательство опускаем). 

Вывод. В интервале 11  x  справедливо разложение 

  )1( x ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
1 2 





 nx

n

n
xx   (2.74) 

– это есть биномиальный ряд, а его коэффициенты называют биномиальными 

коэффициентами.  

Коэффициент при nx  обозначается 








n


. В случае ,...2,1,0 m , т.е. ко-

гда  








n

m m
nC  ( nm  ) есть  число сочетаний из n элементов по m,  ряд (2.74) 

обрывается и становится конечной суммой (2.72). Можно доказать, что равен-

ство (2.74) сохраняется в точке 1x  при 1  и в точке 1x  при 0 . 

11. Разложение в ряд Тейлора других элементарных функций.  Вычислять 

все производные функции )(xf , а тем более проверять выполнимость условия 

0)( xRn  при n  бывает затруднительно. Однако на основании теоремы 

единственности 2.16 получаем  

Правило. Если каким-то образом найдено разложение функции в степен-

ной ряд, то это и есть еѐ ряд Тейлора. 

 При отыскании этих разложений широко используются действия над ря-

дами, ранее найденные разложения, почленное интегрирование и дифференци-

рование. 

Примеры. 1) Ряд геометрической прогрессии со знаменателем xq  : 

 ...)1(...1
1

1 32 


nn xxxx
x

,  11  x .                 (2.75) 

Дифференцируя этот ряд, найдѐм: 

 ...)1()1()1(...321
)1(

1 112

2




 nnnn xnxnxx
x

, 11  x . 

(Перепишите его, заменяя x на ( x ).) 

2) В интервале )1;1( берѐм любую точку x и ряд (2.75) почленно проин-

тегрируем по промежутку ],0[ x . Замечая, что  


x

xdx
x

0

)1ln(
1

1
, получим лога-

рифмический ряд:  

  )1ln( x ...
1

)1(...
32

132







n

xxx
x

n
n , 11  x .                (2.76) 

Этот ряд сходится и в точке 1x , и можно доказать, что равенство в таком 

случае сохранится, – так получим сумму ряда Лейбница:  

2ln ...
)1(

...
3

1

2

1
1

1







n

n

. 
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3) Для отыскания разложения функции xarctg  используем метод предва-

рительного дифференцирования: разложим в ряд производную (при этом ис-

пользуем ряд (2.75) с заменой х на 2x ): 

)(arctgx 
 21

1

x
...)1(...1 2642  nn xxxx , 11  x . 

Отсюда, интегрируя, найдѐм 

xarctg  



x

dx
x0

21

1
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12

12
)1(

n

n
n

n

x
. 

Полученный ряд сходится в обоих концах: 1x , так что область сходимости 

здесь есть 11  x  (и в концах равенство сохраняется). При 1x  имеем: 
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1

3

1
1
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.
3
 

4) Пользуясь биномиальным рядом (2.74), в котором 
2

1
 , и заменяя x 

на ( 2x ), получим  
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1
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x
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1 42  xx , 11  x . 

 


x

dx
x0

21

1
xarcsin ...

12!)!2(

!)!12(
...

40

3

6

12
5

3










n

x

n

n
x

x
x

n

, 11  x . 

(На вопросах о преобразовании общего члена и сходимости в концах не оста-

навливаемся.) При 
2

1
x  найдѐм ...

2

1

40
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26

1

2

1

6 53






. 

12. Понятие о действиях над степенными рядами. 

I. Умножение степенных рядов. Пусть имеем два сходящихся степенных 

ряда 

...)(...)()()( 2
210  n

n axcaxcaxccxf , 1Rax  ,         (2.77) 

...)(...)()()( 2
210  n

n axdaxdaxddx , 2Rax  .         (2.78) 

Так как они абсолютно сходятся, то, по крайней мере в интервале Rax  , где 

},min{ 21 RRR  , их можно почленно перемножать: 

 )()( xxf ...))(...(...))(( 0110011000  
n

nnn axdcdcdcaxdcdcdc  

Например, xex sin ...)
6

1

2

1
(...)

!3
...)(

!3!2
1( 32

332

 xxx
x

x
xx

x . 

II. Деление степенных рядов. Пусть даны разложения (2.77), (2.78) и 

0)(0  ad . Тогда в некоторой окрестности точки ax   (в ней должно быть 

                                                 
3
 Буква  - от греческого Периферия – круг; обозначение в 1706 г. ввѐл английский матема-

тик У. Джонсон, а употреблять стали после работ Эйлера. 
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0)(  x ) ряд для дроби 
)(

)(

x

xf


 можно находить с помощью «деления уголком» 

как для многочленов или применить «метод неопределѐнных коэффициентов»: 

записываем разложение 
)(

)(

x

xf


...)(...)()( 2

210  n
n axeaxeaxee  с 

неизвестными (искомыми) коэффициентами ne . Умножаем его на ряд (2.78) и 

приравниваем к ряду (2.77). Сравнивая коэффициенты при одинаковых степе-

нях )( ax  , получим систему линейных уравнений для определения ne .  

Например, так можно получить разложение для функции )(xf xtg . Запишем  


x

x
x

cos

sin
tg  ...3

3
2

210  xexexee , откуда  

 ...
!5!3

53 xx
x ...)

!4!2
1(
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xx

...)( 3
3

2
210  xexexee . 

Приравнивая коэффициенты при ,...,,, 3210 xxxx , найдѐм 

3

1

6

1

2
,0,1,0 3

1
3210  e

e
eeee ,…, так что  xtg ...

3

3


x

x . Функция 

xtg  нечѐтная, поэтому разлагается в ряд по нечѐтным степеням x. Оказывается, 

что полученный ряд сходится в интервале 
2


x . 

III. Подстановка ряда в ряд. Пусть 

...)( 2
210  ucuccuf , ...)( 2

21  xdxdx , ( 0)0(0 d ), 

причѐм ряды сходятся в некоторой окрестности начала. Тогда в некоторой ок-

рестности точки 0x  

10))(( ccxf  ...)( 2
21  xdxd  ......)...(... 2

21
nk

kn xdxdxdc  

...)( 22
1221110  xdcdcxdcc . 

Например, ...
!2

1)(
2


u

ueuf u , ...
!3

sin)(
3


x

xxx , 

 1...)(sin
!2

1
)(sin1 2sin xxe x  ...)

!3
(

3x
x  ......)

!3
(

!2

1 2
3x

x ...
2

1
2


x

x .  

Оказывается, этот ряд сходится на всей оси. 

Замечание. Обосновать рассмотренные операции, определить радиус схо-

димости можно, если выйти в комплексную область – считать x комплексной 

переменной. Это устанавливается в курсе «Комплексный анализ» («Теория 

функций комплексной переменной»). Например, радиус сходимости ряда 

...1
1

1 42

2



xx

x
 есть 1R , т.к. в точках ix   знаменатель 01 2  x  и 

функция теряет смысл (это еѐ «особые точки»). Ряд сходится в круге 1x . 

13. Приближѐнные вычисления с помощью рядов. Рядами удобно пользо-

ваться для приближѐнного вычисления значений функций, интегралов, реше-
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ния всевозможных функциональных уравнений и т.д. На практике обычно ис-

пользуются ряды по степеням x  

......)( 1
1

2
210  


n

n
n

n xcxcxcxccxf )()( xrxT nn  , RxR  ;  

  n
nn xcxcxccxT  ...)( 2

210 , ...)( 2
2

1
1  





n

n
n

nn xcxcxr . 

1) Для того, чтобы приближенно найти значение функции в точке x, пола-

гаем )()( xTxf n , при этом допускаем ошибку )(xrn ; еѐ надо оценить. Ес-

ли ряд Лейбницевского типа, то 1
1)( 
 n

nn xcxr . В других случаях иногда 

удаѐтся оценить )(xrn  с помощью ряда геометрической прогрессии,  сумма ко-

торого легко находится, или же приходится оценивать остаточный член форму-

лы Тейлора )(1 xRn . 

Пример. Найдѐм 10sin . Перейдѐм к радианной мере: 
18~10

~180 





x

x
. 

По формуле (2.70): 10sin ...
18120

1

186

1

1818
sin

53








 








 






 . Полагая  

3

186

1

1818
sin 







 






, делаем ошибку 0

5

18120

1







 
5

20

4

120

1








 6104  , и то-

гда 10sin 173647,0 , причѐм верность первых четырѐх знаков после запятой 

гарантирована. 

2) Иногда удаѐтся найти разложение неэлементарных функций, заданных 

с помощью интеграла. 

a) Заменим в ряде (2.69) x на ( 2x ), затем проинтегрируем почленно по 

промежутку ],0[ x . Получим 

 
 dxex

x
x

0

2

)Erf(   













x

n

nn dxx
n

0 0

2)1(
!

1











0

12

)12(!

)1(

n

n
n

x
nn

,  x . 

Эта функция нечѐтная, ряд лейбницевского типа; отсюда можно подсчитывать 

значения функции ошибок )Erf(x  с любой степенью точности. 

б) dteexF
x

tx



0

22

)( . Легко проверить, что эта функция удовлетворяет 

дифференциальному уравнению 1)(2)(  xFxxF  и 0)0( F ; тогда 1)0( F . 

Используя метод неопределѐнных коэффициентов, решение уравнения ищем 

формально в виде ряда пока с неизвестными коэффициентами 
n

c :  







0

)(
n

n

n
xcxF , где 0

0
c , 1

1
c . 

Подставляя в уравнение, найдѐм для определения 
n

c  рекуррентное соотноше-

ние  02)2( 2   nn ccn  (относится к разряду так называемых разностных 

уравнений). Так как 00 c , то отсюда следует, что все чѐтные коэффициенты 
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равны нулю: 02 kc , а поскольку 11 c , найдѐм нечѐтные коэффициенты 12 kc  

,...)2,1,0( k . Получим для )(xF  ряд: 

!)!12(

2
)1()(

12

0 







n

x
xF

nn

n

n ,  x . 

Имея в виду результат, можем заключить, что все проделанные операции за-

конны. 

в) Пользуясь разложением (2.70), найдѐм 
t

tsin

)!12(
)1(

2

0 




 n

t n

n

n  (включая 

0t ) и )si(x  dt
t

tx

0

sin

















 





dt
n

t
x n

n

n

0

2

0 )!12(
)1(

)12()!12(
)1(

12

0 







nn

x n

n

n ,  x . 

Упражнение. Можно ли применить этот приѐм к интегралу ?
cos

0

dt
t

t
x

  

3) Решение алгебраических уравнений (отыскание неявной функции). 

Найдѐм решение уравнения 05  xyy  в окрестности точки 0x . 

Подставляя в уравнение значение 0x , получим 05  yy . Возьмѐм корень 

0y , а решение (если оно существует) ищем в виде ряда по степеням x с учѐ-

том того, что 0)0(0  yc : 

    ...3
3

2
21  xcxcxcy .                                  (2.79) 

Должно выполняться тождество 

   52
21 ...)( xcxc 0...)( 5

5
4

4
3

3
2

21  xxcxcxcxcxc . 

Пиравниваем коэффициенты при ,..., 21 xx ; найдѐм   ,0,0,0,1 4321  cccc  

10 55
5
1  ccc ,…. Итак, ...5  xxy . 

 Вопрос об области сходимости этого ряда остаѐтся открытым. Мы лишь 

предполагаем существование аналитического решения, но оно не всегда суще-

ствует. Например, уравнение 03  xy  не имеет решения вида (2.79) (здесь 

тоже )0
0


x
y , ибо это решение есть 3 xy  . 

4) Решение дифференциальных уравнений.  

а) Решим задачу Коши: 02  xyy , 0)0( y , 0)0( y . Решение ищем 

в виде ряда ...3
3

2
2  xcxcy , т.к. здесь 0)0(0  yc  и 0)0(1  yc . Под-

ставляем в уравнение: 

   ...)3462( 2
432 xcxcc 0...)( 23

3
2

2  xxcxc . 

Отсюда 02 2 c , 
6

1
016 33  cc , 0056;0 6

2
2654  ccccc , 

00267 7327  cccc , 
876

1
0278

2842
2
38


 ccccc . Тогда 
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...
2016

1

6

1 83  xxy . Данное уравнение нелинейное и вопрос об области схо-

димости ряда открыт. 

 Можно применить «метод ряда Тейлора» или «метод последовательного 

дифференцирования».  

 Именно, пусть )(xyy   есть решение. Подставляя его в уравнение, полу-

чим тождество по x. Дифференцируя его сколь угодно раз, подсчитываем про-

изводные в точке 0x , тем самым найдѐм коэффициенты и ряд Тейлора по 

степеням  x. Прежде всего, из самого уравнения имеем 00)0( 2  cy . Далее 

012  yyy , отсюда  1)0( y  и 
6

1

!3

)0(
3 




y
c ; 0)(22 2IV  yyyy , от-

куда 0)0(IV y  и т.д. Аналогично можно убедиться, что 0765  ccc  и под-

считать 20)0(VIII y , откуда 
2016

1

!8

20
8 c  и т.д. 

б) Применение метода неопределѐнных коэффициентов особенно удобно 

для линейных уравнений. Например, найдѐм решение задачи Коши 

  yyxy 42  , 0)0( y , 1)0( y .                            (2.80) 

Учитывая начальные условия, полагаем ......2
2  n

nxcxcxy . Подставляя 

в уравнение (2.80) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, 

можно найти 02 c , 13 c , 04 c , и, вообще, при степени nx  имеем:  

22 42)2()1(   nnn ccncnn , откуда 
1

2 2


 

n

c
c n

n , и получим 02 kc , 

!2

1

4

12
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c , 

!3

1

6

2

1
2

7 



c , 
!4

1
9 c , …, 

!

1

2

)!1(

1
2

12
kk

k
c k 




 . Таким образом, 
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k xcy 
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x 2xex ,  x . 
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