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Предисловие
Сохранение и развитие образования в области механики [10] связано с решением нескольких ключевых задач, среди которых отметим проблему обеспечения учебного процесса необходимой литературой, а также лабораторным оборудованием, вычислительной и оргтехникой и т.д.
В то же время едва ли не самой сложной и тревожащей проблемой в сохранении и развитии образования в области классической механики является задача сохранения и воспроизводства научно-преподавательских кадров. Опытнейшие педагоги и методисты, специалисты-механики, учёные и практики стареют и уходят, а смены им практически нет. 

Сохранив методику преподавания, есть надежда, что сохранится и образование в области механики, даже если произойдёт разрыв между поколениями. Но и здесь существует проблема: вопросами методики преподавания в высшей школе уделяется крайне малое внимание (исключение, пожалуй, составляют математика и информатика). По основным разделам механики существуют очень хорошие учебники и задачники, базирующиеся на основополагающих работах отечественных учёных и педагогов: Н.Е. Жуковского, А.Н. Крылова, С.А. Чаплыгина, И.В. Мещерского [8], Н.Н. Бухгольца [2], Н.В. Бутенина [1] и др. 
Но хороший учебник – книга для учителя и ученика – ещё не означает хорошую методику преподавания. Таким образом, чрезвычайно актуальным является разработка, публикация и распространение методик преподавания и отдельных разделов, и механики в целом. 

Введение
Теоретическая механика – наука о наиболее общих законах механического движения и равновесия макроскопических твёрдых тел. 
Изменение относительного положения этих тел с течением времени называется механическим движением. 

С одной стороны теоретическая, или классическая механика – раздел физики и одна из самых математизированных частей естествознания. С другой – часть прикладной математики.

Теоретическая механика – классический мировоззренческий естественнонаучный курс, современное содержание которого определяется трудами в первую очередь отечественных учёных и педагогов. 

Университетский курс теоретической механики – один из основных фундаментальных курсов при подготовке студентов по специальностям «Механика», «Прикладная математика и информатика», «Математика» и др. 

Курс теоретической механики обычно делится на два раздела: кинематику и кинетику. Кинетика в свою очередь разделяется на статику и динамику.

Кинематика – раздел механики, изучающий движение с чисто геометрических позиций, без учёта причин (сил, пар сил), вызвавших и обусловивших это движение. 

Статика – раздел механики, изучающий общие законы равновесия (покоя) с учётом причин (силы, пары сил, связи) обусловливающих это равновесие. Может рассматриваться как частный случай динамики, однако методы и технологии статики имеют самостоятельное значение, и изучение кинетики чаще всего начинается именно со статики.

Динамика – раздел механики, изучающий общие законы движения с учётом причин его вызвавших и обусловивших (силы, пары сил, связи). 

В 1687 г., опубликовав «Математические начала натуральной философии», Исаак Ньютон (1643-1727) заложил основы классической (теоретической) механики. Ньютон сформулировал законы, носящие его имя и являющиеся аксиомами, на основе которых строится всё здание классической механики. Это направление развития механики называют иногда векторной механикой.

В то же время современник Ньютона Готфрид Вильгельм Лейбниц (1654-1721) основал другое направление механики, развитое позднее в работах Л. Эйлера (1707-1783) и Ж.Л. Лагранжа (1736-1813) и получившее название аналитической механики.

Аналитическая механика – математическая дисциплина, в которой физический мир находит своё опосредованное представление. Основу аналитической механики составляют вариационные принципы [9], представляющие собой исходные положения, которые математически выражаются некоторыми вариационными соотношениями. Из аксиоматически принятых вариационных принципов могут быть выведены все уравнения движения и теоремы векторной механики.
Один из наиболее распространенных способов составления дифференциальных уравнений движения голономной системы с идеальными связями разработан Жозефом Луи Лагранжем и изложен в его классической работе «Аналитическая механика» [7] в 1788 г. Уравнения Лагранжа составляют фундамент так называемой лагранжевой механики. 
В отечественной учебной литературе уравнения Лагранжа часто называются уравнениями Лагранжа 2-го рода [1, 2, 5]. 
Уравнениями Лагранжа 1-го рода называют, предложенные Лагранжем [7] уравнения движения системы материальных точек, перемещения которых ограничены наложенными гладкими связями.

Далее везде в тексте под термином «уравнения Лагранжа» понимаются уравнения Лагранжа 2-го рода. 

Выводу уравнений Лагранжа, анализу и их использованию в конкретных задачах следует уделять особое внимание как при чтении курса «Теоретическая механика», так и, в особенности, курса «Аналитическая механика». Требуется методически грамотно построить изложение этого материала, сочетая наибольшую доступность для понимания слушателей с обоснованностью и строгостью выводов. 

Основная теоретическая часть настоящего пособия опубликована в статье [6] и в пособии [11], выпущенном на бумажном носителе:

Емельянова И.С., Смирнов Л.В., Шуваев Д.Н. Методические аспекты преподавания раздела механики  «Уравнения Лагранжа» / Вестник ННГУ. Серия «Инновации в образовании». Выпуск 1(2). – Н. Новгород: ННГУ, 2001. – с. 121-126.

Шуваев Д.Н. Уравнения Лагранжа: Методика проведения занятий по теоретической механике / Пособие для преподавателей и студентов. – Н.Новгород: ННГУ, 2005. – 72 с.

Автор настоящего пособия, пользуясь случаем, выражает искреннюю благодарность профессору Инне Сергеевне Емельяновой и профессору Льву Васильевичу Смирнову за внимание, терпение, взаимную поддержку и понимание во время совместной работы.

Система обозначений
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 – сила инерции Даламбера,
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– коэффициент Ламе, соответствующий 
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– момент инерции i-ого тела относительно оси, проходящей через центр масс и перпендикулярной плоскости движения (при плоском движении),
L – кинетический потенциал, или функция Лагранжа, 
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– масса i-ой точки,
N  – общее число точек, составляющих систему;
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– обобщённая (лагранжева) координата, 
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– обобщённая скорость, 
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– обобщённая сила, соответствующая обобщённой координате 
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– часть обобщённой силы, порождённая непотенциальными силами, которые приложены к рассматриваемой механической системе, 
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s – число обобщённых координат, совпадающее в случае голономной системы с числом степеней свободы;

S – действие по Гамильтону, 

t  – время,
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 – кинетическая энергия системы,
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– скорость точки,
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– виртуальное перемещение точки с номером i,
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– потенциальная энергия системы,
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 – нижние индексы, указывающие номера обобщённых координат и изменяющиеся в пределах от 1 до s – числа степеней свободы,
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( – знак окончания формулировки, решения задачи и т.п.

1. Уравнения Лагранжа

Система уравнений Лагранжа имеет вид
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где t – время, 
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– обобщённая (лагранжева) координата, 
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– обобщённая скорость, 
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– обобщённая сила, соответствующая обобщённой координате 
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, T – кинетическая энергия системы, 
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– нижний индекс, указывающий на номер обобщённой координаты, s – число обобщённых координат, совпадающее в случае голономной системы с числом степеней свободы. 

В уравнениях (1) T =
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Определение.

Обобщённые координаты – совокупность независимых параметров произвольной природы, позволяющая однозначно определять положение системы в пространстве для любого момента времени.

Следует особо подчеркнуть, что уравнения Лагранжа (1) составляются для голономных систем с идеальными связями.

Определение.

Геометрические и сводимые к ним интегрируемые кинематические связи называются голономными. 
Определение.

Механическая система называется голономной, если движение точек системы ограничено голономными связями.

Определение.

Связь называется идеальной при условии, что сумма элементарных работ сил реакций связи на любых виртуальных перемещениях равна нулю:
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где 
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 – сила реакции, испытываемая точкой с номером i (
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В частности, идеальными являются абсолютно гладкие, абсолютно шероховатые связи, связи между точками одного абсолютно твёрдого тела. 
Условие идеальности связей позволяет составить уравнения движения системы в форме, не содержащей явно силы реакции 
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2. Жозеф Луи Лагранж

Жозéф Луи Лагрáнж (Joseph-Louis Lagrange) родился 25 января 1736 г. в Италии в состоятельной семье военного  казначея одиннадцатым ребенком и единственным, не умершим во младенчестве. В 14 лет его отправляют в Туринский университет изучать право, а в 19 лет он сам становится профессором Артиллерийского училища в Турине, где преподает математику. В 18 лет он вступает в переписку с Леонардом Эйлером (1707-1783), который впоследствии сыграл важную роль в судьбе Лагранжа.

Именно Л. Эйлер посоветовал прусскому королю Фридриху II (1712-1786), слывшему покровителем наук, пригласить молодого математика, избранного ещё в 1759 г. членом Берлинской АН (в 23 года), на должность президента физико-математического отделения академии. С 1766 г., в течение последующих 20 лет Лагранж работает в Берлине. Именно здесь он работает над ставшим классическим трактатом «Аналитическая механика», занимается вопросами небесной механики.

После смерти Фридриха II Лагранж принимает предложение французского короля Людовика XVI (1754-1793) продолжить математические исследования в качестве члена Парижской академии наук. В возрасте 50-ти лет Лагранж обращается к философии, эволюции мышления, истории религий, общей теории языков, медицине, химии, ботанике. Увлекшись этой странной смесью наук, он удивляет своих друзей обширными познаниями и изощрённостью ума. 
Во время Великой французской революции (1789) его симпатии не принадлежали ни роялистам, ни революционерам, он честно старается придерживаться нейтрального положения. К Лагранжу относятся терпимо, с пониманием и ему даже  назначается пенсия. В послереволюционные годы  он работает членом комитета изобретений, а затем комитета монетного дела.
В 1795 г. учреждается Нормальная школа, и Лагранж получает должность профессора математики. Когда же Нормальная школа закрылась и была создана знаменитая Политехническая школа, Лагранж становится её первым профессором математики. Он читает лекции для слабо подготовленных студентов. Приспосабливаясь к уровню знаний своих воспитанников, Лагранж ведёт их через арифметику и алгебру к анализу. Величайший математик становится великим учителем, методистом, педагогом, подготавливающим молодую когорту будущих наполеоновских военных инженеров. 
В это же время Лагранж принимает участие в усовершенствовании метрической системы мер и весов. 
Последние научные интересы Лагранжа связаны с переработкой и расширением «Аналитической механики» для второго издания. 

Лагранж был удивительным человеком. И.В. Гёте (1749-1832) в прекрасной характеристике Лагранжа отмечает его щедрые душевные качества: доброту, благородство, умение ценить талант своих коллег. 

За два дня до смерти Лагранж сказал посетившим его друзьям: 
«Я хочу умереть… Я сделал свое дело, я добился некоторой известности в математике. Я никогда никого не ненавидел, я не делал ничего плохого…». 
Он умер рано утром 10 апреля 1813 г. на 78-м году жизни.

Похоронен в Пантеоне. 

*   *   *

Исследования по вариационному исчислению относятся к раннему периоду деятельности Лагранжа. В 1755 г. появился мемуар Л. Эйлера, по поводу которого Лагранж замечает, что метод Эйлера не обладает «всей той просто​той, которая желательна в вопросе чистого анализа». В результате появляется чисто аналитическое вариационное исчисление Лагранжа (1760-61). 
Лагранж сразу применяет свою теорию к задачам динамики, причем он полностью использует формулировку Эйлера принципа наименьшего действия. 
Многие из основных идей «Аналитической механики» (Mecanique analytique, 1788; русск. перевод т.1-2, 2 изд., 1950) восходят к первому, туринскому периоду жизни Лагранжа. 
Лагранж принимает участие в разработке одной из основных проблем того времени – теории движения Луны. Он даёт первые частные решения задачи трех тел. Теорема Лагранжа утверждает, что можно найти такое начальное положение трех тел, при котором их орбитами будут подобные эллипсы, описываемые за одно и то же время (1772). 
В 1767 г. появляется его мемуар «О решении численных уравнений» (Sur la resolution des equations numeriques), в котором он из​лагает методы отделения вещественных корней алгебраи​ческого уравнения и их приближенного вычисления с помощью непрерывных дробей. За этим, в 1770 г. последовали «Размышления об алгебраическом решении уравнений» (Reflexions sur la resolution algebrique des equations). 
Лагранж развивает теорию чисел, в которой он исследует квадратичные вычеты, и среди ряда других теорем доказывает, что каждое целое число есть сумма четырех или меньшего числа квадратов.

Значительную часть своей жизни Лагранж посвящает созданию фундаментальных трудов: «Аналитической механики» (1788), «Теории аналитических функций» (Theoriedes fonctions analytiques, 1797) и ее продолжения – «Лекций по исчислению функций» (Lecons sur le calcul des fonctions, 1801). 

Книга Лагранжа «Аналитическая механика» – триумф чисто​го анализа, и её автор подчеркивает в предисловии: 
«Я поставил себе целью свести теорию механики и методы решения связанных с нею задач к общим формулам, простое развитие которых даёт все уравнения, необходимые для решения каждой задачи…

В этой работе совершенно отсутствуют какие бы то ни было чертежи…

Все любящие анализ с удовольствием убедятся в том, что механика становится новой отраслью анализа». 

В этой книге, которая появилась через сто лет после «Математических начал» И. Ньютона, вся мощь усовершенствованного анализа приложена к механике абсолютно твердого тела и гидромеханике. Результаты Л. Эйлера, Ж.Л. Даламбера (1717-1783) и других математиков 18 столетия обобщены и развиты с единой точки зрения. 
Благодаря полному использованию вариационного исчисления самого Лагранжа оказалось возможным объединить различ​ные принципы статики и динамики, в статике – путем использования принципа виртуальных перемещений (принцип Лагранжа), в динамике – принципа Даламбера. 
Это привело Лагранжа к выводу системы уравнений движения, носящей теперь его имя – система уравнений Лагранжа 2-ого рода.
3. Вывод уравнений Лагранжа

Вывод уравнений Лагранжа в курсе теоретической механики обычно осуществляется из общего уравнения динамики, или уравнения Даламбера-Лагранжа при переходе от векторной записи к системе обобщённых координат [1, 2]. 

Общее уравнение динамики, основанное на совместном применении принципа виртуальных перемещений (принципа Лагранжа) и принципа Даламбера, имеет вид
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и означает, что действительное движение системы N материальных точек с идеальными удерживающими связями отличается от иных, кинематически возможных, тем, что для него и только для него сумма элементарных работ всех активных сил 
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 и сил инерции Даламбера: 
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– на любых виртуальных перемещениях равняется нулю. 

В отечественной литературе уравнение Даламбера–Лагранжа называется иногда принципом Даламбера–Лагранжа, например, в работах [2, 11]. 

Пусть положение каждой точки системы определяется радиус-вектором 
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 в случае нестационарных удерживающих связей.

Изохронная (при 
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) вариация радиус-вектора имеет вид 
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Обобщённая сила 
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Общее уравнение динамики (2) с учётом (3) и (4) и после изменения порядка суммирования примет вид
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При осуществлении последующих преобразований необходимо иметь в виду, что скорость 
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и, следовательно, справедливы два следующих вспомогательных соотношения.
Дифференцируя обе части последнего равенства по 
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, получим первое, имеющее вид:
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Из равенства правых частей двух следующих очевидных выражений:

[image: image65.wmf]m

m

m

n

n

q

q

q

r

q

V

&

r

r

å

=

¶

¶

¶

=

¶

¶

3

1

2


и


[image: image66.wmf]m

m

m

n

n

q

q

q

r

q

r

dt

d

&

r

r

å

=

¶

¶

¶

=

¶

¶

3

1

2

 
– следует второе вспомогательное соотношение:
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С учётом полученных вспомогательных соотношений произведение под знаком суммы во втором слагаемом в уравнении (5) может быть преобразовано следующим образом:
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,
– и в результате уравнение (5) примет вид
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где 
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– кинетическая энергия системы. 
Уравнение (6) – общее уравнение динамики в обобщённых координатах. Уравнение (6) должно выполняться для действительного движения механической системы при любых значениях независимых вариаций обобщённых координат в левой части, а это возможно лишь при тождественном равенстве нулю коэффициентов в круглых скобках при этих вариациях. Приравнивая их одновременно нулю, получаем систему уравнений Лагранжа (1).

Необходимо подчеркнуть, что, 

во-первых, общее уравнение динамики (2) (или в обобщённых координатах (6)) представляет собой критерий, выделяющий действительное движение механической системы из множества кинематически возможных движений, совместимых с наложенными связями;

во-вторых, из общего уравнения динамики, взятого в качестве аксиомы, могут быть выведены все основные уравнения механики Ньютона и аналитической механики;

в-третьих, уравнения Лагранжа (1) следуют из уравнения Даламбера-Лагранжа, записанного в обобщённых координатах.


4. Основные свойства уравнений Лагранжа

Необходимо отметить основные свойства уравнений Лагранжа и их особенности как дифференциальных уравнений движения голономной системы:

1) система уравнений Лагранжа – в общем случае неоднородная система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно обобщённых координат; 

2) система уравнений Лагранжа имеет простую скалярную форму;

3) в систему входит одна из наиболее ёмких скалярных характеристик движения – кинетическая энергия;

4) число уравнений Лагранжа, составляющих систему дифференциальных уравнений движения, равно числу степеней свободы; таким образом, система уравнений Лагранжа минимальна по числу скалярных уравнений, замкнута и полностью достаточна для определения закона движения механической системы;

5) система уравнений (1) разрешима относительно обобщённых ускорений 
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6) имеет место ковариантность формы уравнений (1) относительно лагранжевых координат, то есть общая форма уравнений (1) не изменяется при изменении выбора системы координат;

7) при формировании системы уравнений Лагранжа в качестве обобщённых можно использовать как абсолютные координаты, так и совокупность абсолютных и относительных координат при анализе сложного движения; 

8) в правой части каждого уравнения (1) находится соответствующая обобщённая сила 
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, вид которой определяется активными силовыми факторами (силами и моментами); физический смысл и размерность 
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 определяется выбором (размерностью) соответствующей обобщённой координаты 
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и следует из выражения виртуальной работы 
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9) уравнения Лагранжа позволяют вычислить обобщенные силы реакций идеальных связей, если уравнения (1) предварительно решены или движение системы и активные силы известны априори;

10) в том случае, когда на систему наложены неидеальные связи, уравнения Лагранжа также могут быть использованы, если к числу активных сил отнести и реакции этих связей; при этом должны быть введены дополнительные гипотезы (то есть построены и использованы соответствующие математические модели), позволяющие определить эти реакции (например, при учёте сил трения скольжения в качестве дополнительной гипотезы может выступать закон Кулона); 

11) возможны обобщения дифференциальных уравнений движения в форме уравнений Лагранжа для описания относительного движения в неинерциальной системе отсчёта, для описания движения точки (тела) переменной массы,  для неголономных систем и др.

12) в случае, когда все обобщённые скорости 
[image: image80.wmf]0

=

n

q

&

, 
[image: image81.wmf]s

,

1

=

n

, и, следовательно, Т = 0, уравнения Лагранжа (1) естественно приводят к условиям равновесия системы:  
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 – принципу виртуальных перемещений в обобщённых координатах.

5. Уравнения Лагранжа в потенциальном поле сил

Ещё более простую форму принимают уравнения Лагранжа при анализе движения в потенциальном поле сил, когда 
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где П – потенциальная энергия.

В этом случае приводятся две основные формы уравнений Лагранжа. 

Первая форма, непосредственно следующая из уравнений (1), имеет вид
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Другой вариант записи уравнений Лагранжа (1) может быть получен после введения функции Лагранжа, или кинетического потенциала L:
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– и представлен в виде
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Следует упомянуть и о возможности одновременного использования выражения потенциальной энергии П для выражения одной (потенциальной) части активных сил и прямого выражения 
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 для другой части.  В этом случае уравнениям Лагранжа может быть придан вид:
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где 
[image: image94.wmf]НП
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– часть обобщённой силы, порождённая непотенциальными силовыми факторами, которые приложены к элементам рассматриваемой механической системы. 
6. Формы записи уравнений Лагранжа

Для лучшего усвоения форм записи уравнений Лагранжа ниже приводится их сводка.

Общий вид уравнений
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При действии только потенциальных сил:
а) с использованием кинетической и потенциальной энергий
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б) с использованием функции Лагранжа
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Общий вид уравнений при разделении действующих сил на потенциальные и непотенциальные:

а) с использованием кинетической и потенциальной энергий
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б) с использованием функции Лагранжа
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7. Выражение ускорения в криволинейных координатах и уравнения Лагранжа

Анализ возможных случаев применения уравнений Лагранжа можно начать с напоминания о том, что фактически с уравнениями Лагранжа студенты знакомятся неявно ещё при изучении кинематики точки, обычно задолго до рассмотрения вопросов собственно аналитической динамики. 
Прослеживается аналогия с выражением ускорения в проекциях на оси криволинейных координат, получаемого в разделе кинематики материальной точки [1]. 

Проекция 
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 имеет вид:
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где нижний индекс 
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 указывает на номер одной из трёх криволинейных координат 
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– вектор ускорения точки, 
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– единичный вектор, касательный в точке к криволинейной координатной оси, 
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– коэффициент Ламе, соответствующий криволинейной координате 
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Коэффициенты Ламе имеют вид:
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– и реализуют взаимозависимость между криволинейной и прямоугольной декартовой системами координат.

Обратим внимание на возможность следующих простейших операций. 
Умножив обе части каждого из равенств (12) на величину 
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, после очевидных преобразований, проведённых с учётом второго закона Ньютона 
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и свойств скалярного произведения двух векторов:
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где 
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– проекции на ось с индексом 
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 соответственно ускорения и силы, получим
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Обобщённая сила 
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 в случае единственной материальной точки по определению равна
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В левой части соотношения (13) 
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и, следовательно, 
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. Таким образом, очевидна эквивалентность трёх уравнений (14) уравнениям (1), где 
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– кинетическая энергия материальной точки.

Естественно следует подчеркнуть, что уравнения (14) – дифференциальные уравнения движения материальной точки в криволинейных координатах, которые, заметим, могут быть приняты в качестве обобщённых. 

По-видимому, возможно и дальнейшее развитие этого подхода к уравнениям движения: обобщения для динамики системы материальных точек и движения абсолютно твёрдого тела. Этот взгляд, в известной степени, альтернативен обычно используемому в аналитической динамике, но он ни в коей мере не заменяет его и не равноценен ему. 
Цель приведённых рассуждений – показать универсальный характер уравнений Лагранжа, проявляющийся в различных вариантах на различных уровнях абстракции.

8. Использование уравнений Лагранжа

Следующая часть изложения может быть посвящена вопросам применения уравнений Лагранжа в иных научных  дисциплинах. 
Например, в задачах вариационного исчисления.

Как известно, в вариационном исчислении абстрактная классическая простейшая задача, когда x  и t одномерны, формулируется в виде [3]:
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К этому типу, например, относится задача о брахистохроне. При этом для того, чтобы функция 
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 доставляла экстремум функционалу (15), необходимо, чтобы она удовлетворяла дифференциальному уравнению второго порядка
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называемому уравнением Эйлера-Лагранжа и являющемуся по форме уравнением Лагранжа в случае потенциального поля сил (10). 

И по существу, если под L понимать функцию Лагранжа (9), то функционал S в выражении (15), называется в аналитической механике действием по Гамильтону. Фундаментальный интегральный вариационный принцип механики – принцип стационарного действия, или принцип Гамильтона, – аналитически представляется в виде
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при этом вариации обобщённых координат на концах интервала равны нулю:
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Формулировка принципа для консервативных систем: действительное движение системы между двумя заданными конфигурациями отличается от кинематически возможных движений, совершаемых между теми же конфигурациями и в тот же промежуток времени, тем, что для действительного движения действие по Гамильтону принимает стационарное значение.

Принцип был сформулирован Уильямом Роуаном Гамильтоном (1805-1863) для систем со стационарными связями в работах 1834-35гг. 
М.В. Остроградский (1801-1862) в 1848 г. независимо от Гамильтона дал формулировку этого принципа для систем с нестационарными связями. Поэтому в некоторых отечественных работах (например, в [2]) принцип Гамильтона называется принципом Гамильтона-Остроградского.

Таким образом, формальная математическая задача находится в неразрывной связи с задачей механики. 
Из принципа Гамильтона могут быть легко получены [4] уравнения Лагранжа в форме (10). 
Далее могут следовать обобщения на случай неконсервативных систем.

9. Алгоритм решения задач на построение уравнений движения в форме уравнений Лагранжа

При решении задач механики на составление уравнений движения в форме уравнений Лагранжа следует придерживаться следующей последовательности действий:
1) определить механическую систему, уравнения движения которой необходимо записать;

2) определить характер и особенности системы активных сил, приложенных к системе;

3) определить характер и особенности системы наложенных связей; определить уравнения связей;
4) определить возможность записи уравнений движения в форме уравнений Лагранжа из анализа п.п.1) – 3);

5) с учётом п.п. 2) и 3) выбрать форму записи уравнений Лагранжа;

6) определить число степеней свободы рассматриваемой механической системы; 
7) выбрать систему обобщённых координат; 
8) записать выражение кинетической энергии системы в обобщённых координатах; если необходимо, то записать выражение потенциальной энергии системы;
9) получить необходимые производные от кинетической энергии (или функции Лагранжа, если она вводится) последовательно для каждой обобщённой координаты; сформировать левые части уравнений Лагранжа;
10) получить выражения обобщённых сил, соответствующих системе выбранных обобщённых координат;

11)  сформировать и решить систему уравнений Лагранжа относительно обобщённых ускорений;

12)  получить закон движения системы и, если требуется, закон изменения скорости.
Разумеется, приведённый алгоритм не имеет универсального характера; в зависимости от формулировки и постановки задачи он, очевидно, должен изменяться. Приведённый алгоритм может послужить лишь для упорядочения  хода рассуждений студентов, для их ориентации при решении учебных, обычно не самых сложных задач. В то же время на выполнение шагов 1)-7) алгоритма в любом случае необходимо обращать внимание студентов при решении задач с использованием уравнений Лагранжа.

10. Некоторые методические особенности решения задач
Во всех приведённых ниже задачах речь идёт о механических системах с наложенными голономными связями; во всех задачах допустимо составление уравнений движения в форме уравнений Лагранжа.

Задача 1 ([8], 48.7).
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В планетарном механизме (рис. 1) колесо с осью 
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 неподвижно; к рукоятке 
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 приложен вращающий момент 
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; механизм расположен в горизонтальной плоскости. Определить угловое ускорение рукоятки, считая колёса однородными дисками с одинаковыми массами m  и радиусами  r  и пренебрегая массой рукоятки.

   Рис. 1. Планетарный механизм
Методические замечания.

Система имеет одну степень свободы. В качестве единственной обобщённой координаты выберем угол поворота рукоятки 
[image: image141.wmf]1
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. Силы тяжести перпендикулярны плоскости механизма (и чертежа), вращающий момент 
[image: image142.wmf]М

r

 также направлен за плоскость чертежа.
Решение.

Кинетическая энергия системы будет складываться из кинетических энергий колёс 2 и 3. Массой вращающейся рукоятки 
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 пренебрегаем.
Колесо (диск) 2 находится в условиях плоского движения: точка 
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 контакта поверхности диска 2 и неподвижного диска 1 является мгновенным центром скоростей диска 2, поэтому кинетическая энергия диска 2 запишется:
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При этом момент инерции диска 2 относительно точки 
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 (точнее, относительно оси Az, проходящей через точку 
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, перпендикулярно плоскости движения) по теореме Гюйгенса-Штейнера выразится: 
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. Угловая скорость мгновенного вращения диска 2 с учётом знания мгновенного центра скоростей – точки 
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Окончательно:

[image: image152.wmf]2

1

2

2

1

2

2

3

)

2

(

4

3

4

3

2

j

j

&

&

mr

r

m

mV

T

C

=

=

=

.
Естественно то же выражение кинетической энергии диска 2 может быть получено по-другому, с использованием теоремы Кёнига для случая плоского движения:
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Методические замечания.

Особенностью рассматриваемого механизма является то обстоятельство, что блок 3 движется поступательно, так как c одной стороны в любой момент времени скорость точки 
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, а с другой – скорость точки контакта дисков 2 и 3 – точки К, как точки, принадлежащей диску 2, будет выражаться 
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Решение (продолжение).

Таким образом, кинетическая энергия диска 3 равна 
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Полная кинетическая энергия системы равна 
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В качестве единственной обобщённой силы будет выступать вращающий момент М (как единственный силовой фактор, совершающий работу на виртуальном перемещении 
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Уравнение Лагранжа (1) с учётом того, что 
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примет вид: 
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Задача 2 ([8], 48.12).
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Материальная точка массы m движется под влиянием силы тяжести по циклоидальной направляющей, заданной уравнением 
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– дуга, отсчитываемая от точки О, а 
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 – угол касательной к циклоиде с горизонтальной осью (рис. 2). 
Определить движение точки.
       Рис. 2. Точка на циклоидальной направляющей
Методические замечания.

Механическая система, состоящая из одной несвободной материальной точки в потенциальном поле силы тяжести, имеет одну степень свободы. С учётом исходной информации предстоит определить движение в естественной форме. В качестве единственной обобщённой координаты выберем длину дуги циклоиды 
[image: image168.wmf]s

.

Кинетическая энергия материальной точки по определению запишется как 
[image: image169.wmf]2
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– высота положения точки на направляющей относительно принятого нулевого уровня (
[image: image172.wmf]0

=

P

), определяемого наинизшей точкой  О циклоиды (см. рис. 2).

Решение.

Функция Лагранжа будет иметь вид: 
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Тогда 
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так как 
[image: image177.wmf]j
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Уравнение движения, полученное в форме уравнения Лагранжа, представляет собой уравнение гармонического осциллятора:
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Его общее решение может быть записано в виде

[image: image180.wmf])
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где А и 
[image: image181.wmf]0

j

 – константы интегрирования, которые могут быть определены при задании начальных условий движения.

Ответ: Движение точки определено в естественной форме: 
[image: image182.wmf])

2

1

sin(

0

j

+

×

×

=

t

a

g

A

s

. (
Задача 3 ([8], 48.18).
[image: image484.emf]3
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По однородному прямолинейному стержню массы М и длины 2a, концы которого скользят по гладкой, расположенной в горизонтальной плоскости окружности радиуса R, движется с постоянной относительной скоростью 
[image: image183.wmf]r

V

r

 материальная точка массы m (рис. 3). Определить движение стержня. В начальный момент материальная точка находилась в точке 
[image: image184.wmf]1

С

 – центре масс стержня.
           Рис. 3. Рисунок к Задаче 3.
   Методические замечания.

Система имеет две степени свободы. В качестве обобщённых координат выберем абсолютный угол 
[image: image185.wmf]J

, определяющий положение стержня во вращательном движении вокруг точки О, и относительную линейную координату 
[image: image186.wmf]x

, определяющую положение точки на стержне относительно его середины – точки 
[image: image187.wmf]1

С

. Особенностью этой задачи является одновременное использование в качестве обобщенных координат сочетания абсолютной угловой (
[image: image188.wmf]J

) и относительной линейной (
[image: image189.wmf]x

) координат.
Кинетическая энергия системы будет складываться из кинетической энергии стержня и кинетической энергии точки.

Заметим, что 

– угол 
[image: image190.wmf]J

 определяет поворот стержня относительно оси, перпендикулярной плоскости чертежа и проходящей через центр окружности – точку О;
– точка М находится в условиях сложного движения.

Решение.

Кинетическая энергия стержня во вращательном движении вокруг оси, проходящей через точку О и перпендикулярной плоскости чертежа, определится как
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При этом для вычисления момента инерции стержня относительно оси Oz применена формула теоремы Гюйгенса-Штейнера.
Кинетическая энергия точки, находящейся в сложном движении (по стержню с относительной скоростью 
[image: image193.wmf]r
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 и вместе со стержнем с переносной скоростью 
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Производные для составления уравнения Лагранжа:
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[image: image199.wmf]0
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Заметим, что нет ни одной силы или пары сил, совершающих работу на угловом перемещении 
[image: image200.wmf]J

: 
[image: image201.wmf]0
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Уравнение Лагранжа:
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допускает существование первого интеграла
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где 
[image: image204.wmf]*
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 – константа, откуда
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или после интегрирования
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где 
[image: image207.wmf]0

J

и С – произвольные постоянные интегрирования. (
Задача 4 ([8], 48.19).
Концы прямолинейного однородного тяжёлого стержня АВ длины 2a  и массы М скользят без трения по горизонтальной и вертикальной сторонам рамки, вращающейся с постоянной угловой скоростью 
[image: image208.wmf]w

r

 вокруг вертикальной стороны (рис. 4). Составить уравнение движения стержня и определить положение относительного равновесия. 
Методические замечания.

Прежде всего, следует обратить внимание на кинематическую сторону этой задачи.

Стержень находится в сложном движении: относительное – плоское движение за счёт скольжения его концов по сторонам рамки, переносное – вращательное движение стержня вместе с рамкой.

Точка С – середина и центр масс стержня АВ – находится в условиях сложного движения: абсолютная скорость 
[image: image209.wmf]С
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 точки С по теореме о сложении скоростей будет складываться из двух, в данном случае ортогональных оставляющих
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или в силу ортогональности двух составляющих абсолютной скорости
[image: image485.emf]K


V


r




K

V




[image: image211.wmf]2

2

2

2

2

)

sin

(

)

(

J

w

J

a

a

V

V

V

Ce

Cr

C

+

=

+

=

&

.
Абсолютная угловая скорость 
[image: image212.wmf]а
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 стержня АВ также определится как скорость в сложном движении (
[image: image213.wmf]w

r

 – угловая скорость вращения относительно вертикальной оси; 
[image: image214.wmf]J
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– мгновенная угловая скорость вращения стержня относительно точки А, или, что то же, относительно мгнов
 LINK Word.Document.12 "D:\\Все труды\\2015\\Уравнения Лагранжа\\15.12.10 Уравнения Лагранжа в ЭБ.docx" OLE_LINK7 \a \r  \* MERGEFORMAT енного центра скоростей в относительном движении – точки 
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):
      Рис. 4. Рисунок к Задаче 4.

[image: image216.wmf]J

w

w

r

&

r

r

+

=

а

,
или силу ортогональности двух составляющих абсолютной угловой скорости

[image: image217.wmf]2
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Особенностью этой задачи является то, что рассматриваемая система (стержень) имеет одну (!) степень свободы. 

Так как по условию задачи рамка вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image218.wmf]w

r

=const, то закон движения рамки фактически определён:

[image: image219.wmf]0

j

w

j

+

=

t

.

Рамка по отношению к стержню реализует действие нестационарной связи. Таким образом, при определении числа степеней свободы следует принимать во внимание только относительное движение.

Как уже отмечалось, относительно рамки стержень находится в плоском движении, на которое наложены две стационарные (в подвижной системе отсчёта, связанной с рамкой) связи. Связи реализуют вертикальная и горизонтальная стороны рамки, по которым скользят концы стержня. Следовательно, стержень имеет одну степень свободы.

В качестве единственной обобщённой координаты 
[image: image220.wmf]1

q

 выберем угол поворота 
[image: image221.wmf]J

.
Необходимо обратить внимание на то, что скорости относительного движения всех точек стержня всегда ортогональны скоростям переносного движения. Как известно, только в этом случае оказывается справедливой формула, позволяющая вычислить полную (в абсолютном движении) кинетическую энергию 
[image: image222.wmf]T

 стержня:
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где 
[image: image224.wmf]r

T

 – кинетическая энергия стержня в относительном движении, 
[image: image225.wmf]e

T

 – кинетическая энергия стержня в переносном движении.
На стержень действует единственная активная сила – сила тяжести. Потенциальная энергия стержня в поле силы тяжести определится как
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в предположении, что нулевой уровень потенциальной энергии принят на нижней стороне рамки.

Решение.

Как отмечалось, кинетическая энергия стержня определяется в этой задаче в виде:
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где 
[image: image228.wmf]r
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 определится по теореме Кёнига (для случая плоского движения):
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а 
[image: image230.wmf]e
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 в переносном (вращательном) движении
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В выражениях кинетической энергии 
[image: image232.wmf]Cz
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– момент инерции стержня (длины 2a ) относительно оси, проходящей через центр масс С перпендикулярно плоскости относительного движении (плоскости рамки):
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– а 
[image: image234.wmf]ww
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– момент инерции стержня (длины 2a ) относительно оси вращения рамки:
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где 
[image: image236.wmf]r

 – плотность материала однородного стержня.
С учётом сделанных замечаний
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Воспользуемся видом (10) уравнений Лагранжа. Выражение функции Лагранжа (9):
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Производные, необходимые для формирования и записи уравнений Лагранжа:
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Дифференциальное уравнение движения в форме (10) запишется:
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Принимая во внимание полученное уравнение движения, можно определить положение относительного равновесия, при котором 
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Последнее уравнение, распадаясь на два очевидных условия, даёт
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Первое положение: 
[image: image253.wmf]0
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 – соответствует неустойчивому положению равновесия. 
Второе: 
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 – не имеет физического смысла. (
Задача 5 ([8], 48.24).
Материальная точка массы m движется по круговой рамке радиуса a, которая вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image255.wmf]w

r

 вокруг вертикального диаметра АВ (рис. 5). Составить уравнение движения точки и определить момент М, необходимый для поддержания постоянства угловой скорости.
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Методические замечания.
Особенностью этой задачи является то, что рассматриваемая система (точка) имеет по условию одну (!) степень свободы. Движение точки естественно рассматривать как сложное, состоящее из двух движений – движения по рамке и движения вместе с рамкой. Однако движение точки вместе с рамкой является фактически заданным (известным): закон вращения рамки в силу постоянства 
[image: image256.wmf]w
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 легко записывается в виде
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причём без ограничения общности можно принять 
[image: image258.wmf]0
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. 
Вращающаяся рамка реализует нестационарную геометрическую связь. Сравнить с предыдущей Задачей 4.

Примем за единственную обобщённую координату угол 
[image: image259.wmf]J

.

Решение.

Кинетическая энергия точки запишется как
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Соответствующие её производные:
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Потенциальная энергия точки в поле силы тяжести запишется 
[image: image264.wmf]J
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,
если принять её нулевой уровень, совпадающим с горизонтальным диаметром рамки. 

С учётом того, что [image: image265.wmf]J
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, уравнение движения точки в форме уравнения Лагранжа запишется в виде
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Методические замечания.

Второй особенностью задачи является необходимость определения вращающего момента, приложенного к оси рамки и обеспечивающего постоянство угловой скорости [image: image268.wmf]w

. Анализ показывает, что имеется единственная возможность отыскать этот момент, записав второе уравнение Лагранжа, в которое в качестве обобщённой силы и войдёт неизвестный момент. Вновь формулируемое уравнение Лагранжа будет играть роль формулы для определения обобщённой силы.

Для этой цели освободим задачу от условия 
[image: image269.wmf]const
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 и тем самым от заданного закона движения рамки, искусственно введя, таким образом, вторую степень свободы для рассматриваемой точки. 

Введём вторую обобщённую координату – угол 
[image: image270.wmf]j

 – угол, определяющий поворот рамки вокруг своей оси. 

Решение (продолжение).

Кинетическая энергия точки в этом случае примет вид

[image: image271.wmf])
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Запишем второе уравнение Лагранжа, соответствующее координате 
[image: image272.wmf]j

, для чего получим сначала все необходимые для этого производные:
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Следовательно, уравнение движения примет вид
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Методические замечания.

Полученное соотношение, являясь, по сути, уравнением движения, записанным в форме уравнения Лагранжа, в условиях данной задачи может рассматриваться как формула определения искомого вращающегося момента М.
Возвращая условие 
[image: image277.wmf]const
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, с учётом того, что в этом случае 
[image: image278.wmf]0
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, получаем из последнего уравнения выражение момента, обеспечивающего постоянство угловой скорости вращения рамки:
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Задача 6 ([8], 48.27).


Однородная нить, к концу которой привязан груз А массы m, огибает неподвижный блок В, охватывает подвижный блок С, поднимается вверх на неподвижный блок D и проходит параллельно горизонтальной плоскости, где к её концу привязан груз Е массы m. К оси блока С прикреплён груз К массы 
[image: image280.wmf]1

m

(рис. 6). Коэффициент трения скольжения груза Е о горизонтальную плоскость равен  f. Найти ускорение груза К. При каком условии груз К будет опускаться вниз, если начальные скорости всех грузов равнялись нулю? Массами блоков и нити пренебречь.
[image: image487.emf]3
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Методические замечания.

Механическая система состоит из трёх несвободных материальных точек, каждая из которых движется прямолинейно. С формальной точки зрения для определения положения трёх точек системы необходимо ввести три абсолютные прямолинейные координаты. Однако в силу того, что точки не являются свободными: они связаны невесомой нерастяжимой нитью, реализующей геометрическую удерживающую стационарную связь, – для определения движения системы достаточно двух обобщённых координат.

Уравнение связи может быть записано в виде:
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где 
[image: image282.wmf]-
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 первоначальная длина горизонтального участка нити; определяет положение нулевой точки оси 
[image: image283.wmf]E

x

;

[image: image284.wmf]-
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 координата, определяющая положение груза Е относительно нулевой точки;

[image: image285.wmf]-
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 координата, определяющая положение груза А относительно уровня неподвижной точки – центра блока В;
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 координата, определяющая положение центра блока С или, что то же самое,  груза K относительно уровня неподвижной точки ( например, центра блока D;


[image: image287.wmf]-

l

 неизменная суммарная длина участков нити, соприкасающихся в каждый момент времени с поверхностями подвижного и неподвижных блоков; 

[image: image288.wmf]-
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 постоянное (нить нерастяжима) общее значение длины нити.
Выберем в качестве обобщённых координаты 
[image: image289.wmf]E

x

 и 
[image: image290.wmf]А
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 (см. рис. 6). Уравнение связи определяет линейную зависимость координаты 
[image: image291.wmf]С
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 от выбранных обобщённых координат. 
Последовательно дважды дифференцируя уравнение связи по времени, получим соотношения между скоростями и ускорениями грузов:
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Изохронно варьируя уравнение связи, получим соотношение между вариациями координат:  
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Решение.

Кинетическая энергия системы может быть записана как сумма кинетических энергий трёх грузов:
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или
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Тогда соответствующие производные равны
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Отметим, что 
[image: image301.wmf]0
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Методические замечания.

Обобщённые силы 
[image: image302.wmf]E

Q

 и 
[image: image303.wmf]A

Q

 определятся из выражения их виртуальной работы на соответствующих виртуальных перемещениях:
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Выражение виртуальной работы справедливо  при любых (в том числе и при нулевых) значениях виртуальных перемещений.

Для определения обобщённой силы 
[image: image305.wmf]E
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 предположим, что 
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Дадим системе виртуальное перемещение 
[image: image309.wmf]E
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 (см. рис. 6). Тогда 
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По определению обобщённая сила, поставленная в соответствие координате 
[image: image311.wmf]E

x

, равна:
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Для определения обобщённой силы 
[image: image313.wmf]А
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 предположим, что 
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Дадим системе виртуальное перемещение 
[image: image317.wmf]А
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 (см. рис. 6). Тогда 
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По определению обобщённая сила, поставленная в соответствие координате 
[image: image319.wmf]A

x

, равна:
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Решение (продолжение).
Система уравнений движения в форме уравнений Лагранжа примет вид:

[image: image488.emf]2


P




2

P


[image: image321.wmf]=

-

+

)

(

4

1

1

A

E

E

x

x

m

x

m

&

&

&

&

&

&



 EMBED Equation.3 [image: image322.wmf])
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 EMBED Equation.3 [image: image324.wmf])

2

1

(

1

m

m

g

-

.
Решая последнюю систему, получим
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Ответ на первый вопрос с учётом известной связи между ускорениями будет иметь следующий вид: 


[image: image327.wmf]m

m

f

m

m

g

x

x

x

А

E

С

2

)

1

(

2

1

1

+

+

-

=

-

=

&

&

&

&

&

&

.
В предположении, что в начальный момент времени система находилась в покое, по знаку ускорения 
[image: image328.wmf]С
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 в первые мгновения можно судить о направлении движения груза С:  при 
[image: image329.wmf]С
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(0 груз будет опускаться, а при 
[image: image330.wmf]С
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(0 ( подниматься. 
Ответ на второй вопрос задачи: условием того, что в начале движения груз К (а равно как и точка С) будут опускаться, является условие
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Задача 7 ([8], 48.33).
[image: image489.emf]K
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Дана система из двух блоков, неподвижного А и подвижного В, и трёх грузов 
[image: image333.wmf]1

M

, 
[image: image334.wmf]2

M

 и 
[image: image335.wmf]3

M

, подвешенных с помощью нерастяжимых нитей, как указано на рис. 7. Массы грузов равны соответственно 
[image: image336.wmf]1
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, 
[image: image337.wmf]2
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 и 
[image: image338.wmf]3
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, при этом 
[image: image339.wmf]1
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m

+
[image: image341.wmf]3
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 и 
[image: image342.wmf]2
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[image: image343.wmf]¹


[image: image344.wmf]3

m

. Массами блоков пренебречь. Найти, при каком соотношении масс груз 
[image: image345.wmf]1

M

 будет опускаться в том случае, когда начальные скорости грузов равны нулю.
Методические замечания.

Система имеет две степени свободы.

В качестве обобщённых выберем абсолютную координату, определяющую положение груза 
[image: image346.wmf]1

M

, и относительную координату, определяющую положение груза 
[image: image347.wmf]2

M

 относительно центра подвижного блока. 

Необходимо обратить внимание на одновременное использование двух линейных (одной абсолютной – 
[image: image348.wmf]1

x

 – и одной относительной – 
[image: image349.wmf]2

x

) обобщённых координат. 
Решение.

Кинетическая энергия системы запишется как сумма кинетических энергий трёх грузов (точек):
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При этом учитывались сложные движения грузов 2 и 3. 

Производные, необходимые для составления уравнений Лагранжа:
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Обобщённые силы определятся из выражения виртуальной работы:
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– как коэффициенты при соответствующих вариациях обобщённых координат:
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Уравнения движения в форме уравнений Лагранжа будут иметь вид:
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[image: image360.wmf]g
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или
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Из системы следует, что
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Учитывая, что в начальный момент система находилась в покое, для того чтобы груз 
[image: image364.wmf]1
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начал опускаться, необходимо предположить, что 
[image: image365.wmf]0
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. Так как знаменатель дроби строго положителен, то для выполнения необходимого условия нужно потребовать положительность числителя:
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Задача 8 ([8], 48.44).
Один конец нерастяжимой тонкой нити обмотан вокруг однородного круглого цилиндра радиуса R, второй конец прикреплён к неподвижной точке О. Цилиндр, разматывая нить, опускается вниз, одновременно раскачиваясь вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку подвеса нити (рис.8). Пренебрегая массой нити, составить дифференциальные уравнения движения цилиндра. 
[image: image492.emf]Ä
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Методические замечания.

Механическая система имеет две степени свободы. В качестве обобщённых координат выбираем 
[image: image368.wmf]r
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 – координату, определяющую точку схода нити с поверхности цилиндра (или положение его центра – С), и 
[image: image369.wmf]j
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 – угол отклонения нити от вертикали.
Решение.

Цилиндр находится в условиях плоского движения, его кинетическую энергию вычисляет с использованием теоремы Кёнига:


[image: image370.wmf]2

2

2

1

2

1

w

Cz

C

I

MV

T

+

=

.

Здесь M – масса цилиндра,  
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момент инерции цилиндра относительно его оси симметрии, проходящей через центр масс,  
[image: image372.wmf]C
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 – скорость центра масс, 
[image: image373.wmf]w
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 – угловая скорость вращения цилиндра.
Скорость центра масс определится как скорость точки, находящейся в сложном движении (см. рис. 8):  
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Скорость центра масс за счёт разматывания нити (относительная скорость вдоль подвижной координаты 
[image: image375.wmf]r

) определится как 
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. Скорость центра масс в круговом движении (переносная скорость), за счёт качания нити: 
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 при фиксированном значении 
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Квадрат абсолютной скорости равен
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Абсолютная угловая скорость вращения цилиндра складывается из угловой скорости 
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 цилиндра, обусловленной вращением (качанием) нити, и 
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, обусловленной разматыванием нити (цилиндр «катится» по оси 
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Кинетическая энергия цилиндра, таким образом, примет вид:
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Производные, необходимые для составления системы уравнений Лагранжа:
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Обобщённые силы выразим через потенциальную энергию в поле силы тяжести, приняв её нулевое значение на уровне точки О  подвеса нити:
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Система уравнений Лагранжа примет вид:
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Первое уравнение системы, домноженное почленно на постоянную величину 
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Разделив второе уравнение системы на М, получим:
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Заменим второе и четвёртое слагаемые в левой части последнего уравнения слагаемыми правой части уравнения (*):
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или, объединяя первое и второе слагаемые в левой части уравнения под знаком полной производной по времени,
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Ответ.
Окончательно система дифференциальных уравнений движения в форме уравнений Лагранжа может быть представлена в виде:
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Задача 9 ([8], 39.21).
Два цилиндрических вала массы 
[image: image419.wmf]1

М

 и 
[image: image420.wmf]2

М

 скатываются по двум наклонным плоскостям, которые образуют соответственно углы 
[image: image421.wmf]a

 и 
[image: image422.wmf]b

 с горизонтом (рис. 9). Валы соединены нерастяжимой нитью, концы которой намотаны на валы и к ним прикреплены. Определить натяжение нити и её ускорение при движении по наклонным плоскостям. Валы считать однородными круглыми цилиндрами. Массой нити пренебречь.

Методические замечания.

Первой особенностью этой задачи является наличие у системы трёх степеней свободы. 
В качестве обобщённых координат выберем: 
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 относительно нити (относительная координата); 
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 – координата, определяющая положение центра диска массой 
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 относительно нити (относительная координата), 
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[image: image427.wmf]x
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 – определяет абсолютное перемещение нити относительно наклонной плоскости, ориентированной под углом 
[image: image428.wmf]a

 к горизонту.

Второй особенностью является выбор в качестве обобщенных координат совокупности одной абсолютной и двух относительных координат.

Необходимо также обратить внимание на то обстоятельство, что все активные силы – силы тяжести – потенциальны. Нуль потенциальной энергии в поле силы тяжести выберем на уровне линии пересечения наклонных плоскостей друг с другом (см. рис. 9).
Решение.

Кинетическая энергия 
[image: image429.wmf]1
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 диска массой 
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 в соответствии с теоремой Кёнига запишется в виде
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где для диска 1:
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 ( скорость центра масс; 
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 ( момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения; 
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 ( радиус диска; 
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 ( угловая скорость вращения.
Кинетическая энергия 
[image: image437.wmf]2
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 диска массой [image: image438.wmf]2
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 в соответствии с теоремой Кёнига запишется в виде  
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где для диска 2:
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 ( скорость центра масс; 
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 ( момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения; 
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 ( угловая скорость вращения.

Полная кинетическая энергия системы равна 
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а её производные, необходимые для составления уравнений Лагранжа,
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Потенциальная энергия П системы складывается из потенциальной энергии диска массой 
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Обобщённые силы, поставленные в соответствие обобщённым координатам 
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 будут, следовательно, равны


[image: image461.wmf]a

sin

1

1

g

M

Q

=

;

[image: image462.wmf]b

sin

2

2

g

M

Q

=

;

[image: image463.wmf])

sin

sin

(

2

1

b

a

M

M

g

Q

-

=

.
Система уравнений Лагранжа будет иметь вид
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Разрешая систему относительно обобщённых ускорений, получим выражение ускорения 
[image: image470.wmf]x

&

&

 нити в виде

[image: image471.wmf]2

1

2

1

sin

sin

M

M

M

M

g

x

+

-

=

b

a

&

&

.
Методические замечания.

Величину силы натяжения нити 
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Решение (продолжение).

С учётом ускорения центра масс диска массой 
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Заключение

Уравнения Лагранжа – мощное универсальное средство решения широкого спектра задач механики. 
Методические аспекты преподавания являются принципиально важными для университетского педагога. Настоящая работа – попытка сформулировать методические основы преподавания этого раздела аналитической механики для студентов, обучающихся по физико-математическим специальностям. 
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Рис. 5. Рисунок к Задаче 5.
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Рис. 6.


Рисунок к Задаче 6.
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Рис. 7.


Рисунок к


Задаче 7.
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Рис. 8. Рисунок к Задаче 8.
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Рис. 9. Рисунок к Задаче 9.
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