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1. ОБЛАСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ
Курс «Теория чисел» относится к циклу математических и естественнонаучных дисциплин основной образовательной программы по направлению подготовки «Прикладная математика и информатика», преподаётся на 2 курсе в 4 семестре.
2. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ
Целью освоения дисциплины  «Теория чисел» является ознакомление студентов с основными понятиями теории чисел и методами решения теоретических и прикладных задач.
3. ТРЕБОВАНИЯ К УРОВНЮ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ

Освоение данной дисциплины базируется на знаниях математики в рамках программы среднего общего образования, а также на знаниях, умениях и навыках, полученных при изучении курсов «Линейная алгебра и геометрия» и «Математический анализ».
Освоение данной дисциплины найдет применение при решении определенных задач, поставленных в курсовых и дипломных работах, а также в дальнейшей профессиональной деятельности.
В результате освоения дисциплины обучающийся должен:

Знать основные факты о делимости, простых числах, сравнениях, кольце классов вычетов, цепных дробях и их приложениях, показателе числа по данному модулю, приложениях теории сравнений.
Уметь решать задачи на делимость целых чисел, находить НОД и НОК чисел, решать задачи на простые числа, сравнения, на теоретико-числовые функции, на цепные дроби.
Владеть навыками математических рассуждений, умением следить за логическим выводом и доказательствами, навыками применения математических моделей для решения профессиональных задач.
4. ОБЪЕМ ДИСЦИПЛИНЫ И ВИДЫ УЧЕБНОЙ РАБОТЫ

	Виды учебной работы
	Всего часов

	
	

	Общая трудоемкость дисциплины
	90

	Лекции
	34

	Практические занятия (ПЗ)
	34

	КСР
	34

	Самостоятельная работа
	22

	Вид итогового контроля 
	Экзамен


5. СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ
5.1. Разделы дисциплины и виды занятий
	№№

п/п
	Раздел дисциплины
	Лекции 
(час)
	Практические занятия (час)
	Самостоятельная работа (час)

	1.
	Теория делимости
	8
	8
	5

	2.
	Цепные дроби
	8
	8
	5

	3.
	Теория сравнений
	9
	9
	6

	4.
	Первообразные корни и индексы
	9
	9
	6


5.2. Содержание разделов дисциплины
1. Теория делимости 
Теорема о делении с остатком. Свойства делимости. Простые и составные числа. Теорема Евклида. Решето Эратосфена. Основная теорема арифметики. НОД и НОК. Алгоритм Евклида. Взаимно простые числа. Функция [x].
2. Цепные дроби 
Конечные цепные дроби. Подходящие дроби и их свойства. Разложение рационального числа в цепную дробь. Обращение цепной дроби. Бесконечные периодические цепные дроби. Разложение квадратичной иррациональности в периодическую цепную дробь. Теорема Лагранжа. Приближение действительных чисел подходящими дробями. 
3. Теория сравнений 
Сравнения и их свойства. Классы вычетов. Операции над классами. Кольцо классов вычетов. Полная и приведенная системы вычетов. Теоремы Ферма и Эйлера. Сравнения первой степени с одним неизвестным. Неопределенные уравнения. Системы сравнений первой степени. Китайская теорема об остатках.
4. Первообразные корни и индексы 
Показатель и его свойство. Первообразные корни. Существование первообразного корня по простому модулю. Индексы и их свойства. Двучленные сравнения n-ой степени по простому модулю. Решение показательных сравнений. Сравнения 2-ой степени по простому модулю. Критерий Эйлера. Символ Лежандра и его свойства. Закон взаимности для символа Лежандра. Символ Якоби и его свойства. Приложения теории квадратичных вычетов. Простые делители квадратичных форм.
5.3. Краткий конспект лекций

Лекция 1

Теорема о делении с остатком. Делимое, делитель, частное, остаток. Единственность. 
Делитель, кратное.  Теорема: Число b>0 является делителем числа a  тогда и только тогда, когда остаток от деления равен нулю. Обозначение: b|a.
Свойства делимости. 
1) a|a 
2) 1|a 3
) b|a(±b|±a 
4) c|b, b|a(c|a
5) b|a, k≠0(kb|ka 
6) kb|ka, k≠0(b|a 
7) b|a(b|ac 
8) c|a, c|b(c|a±b
9) c|a1, c|a2, ..., c|an( c|a1b1+a2b2+...+anbn
10) b1|a1, b2|a2, ..., bn|an(b1b2...bn|a1a2...an 
11) b|a(bn|an
Простое число. Составное число. 
Теорема. Наименьший положительный делитель не равный 1 является простым числом.

Теорема. Любое натуральное число большее 1 является либо простым, либо произведением простых чисел.

Разложение на простые множители. Равносильные разложения.

Основная теорема арифметики. Любое натуральное число большее 1 раскладывается на простые множители единственным образом.
Лекция 2

Каноническое разложение натурального (целого) числа.

Теорема. Пусть p-простое. Тогда  p|ab(p|a или p|b.

Теорема о каноническом разложении делителя.

Теорема Евклида.  Множество простых чисел бесконечно.

Решето Эратосфена.
Теорема. Если натуральное число 
[image: image1.wmf]1

n
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  не делится ни на одно простое, не превосходящее 
[image: image2.wmf]n

, то оно простое.

Теорема. Если в множестве [2,N] вычеркнуть все числа, кратные первым r простым числам, то первое незачеркнутое число – простое. 
Алгоритм нахождения простых чисел.

НОК и НОД
Общее кратное. Примеры. НОК. Теорема. НОК| ОК Обозначение

Общий делитель. 1 – ОД. Множество ОД – конечно. Определение: НОД – ОД, который делится на все ОД. Обозначение.

Теорема. НОД существует (=НОК всех ОД)

Взаимно простые числа. 
Теорема:  d=(a1,a2,...,an)(a1/d, a2/d, ...an/d – взаимно простые.

Теорема. 1) Если (a1,a2,...,an)=d, то (ka1,ka2,...,kan)=kd

2) Если k=ОД, то (a1/k, a2/k,...,an/k)=d/k.

Теорема. Пусть m=[a,b], d=(a,b). Тогда md=ab. 
Для трех чисел это утверждение неверно. 
Следствие. a и b взаимно просты ( [a,b]=ab.

Лемма. a=b(любой делитель одного числа является делителем второго и наоборот. 

Теорема. (a1,a2,...,an)=((a1,a2,...,an-1),an).

Лекция 3
Свойства взаимно простых чисел:
1)  c|ab и (a,c)=1(c|b.

2)  (a,c)=1((ab,c)=(b,c). 

3)  (a,c)=1 и (b,c)=1((ab,c)=1.

Нахождение НОК и НОД разложением на простые множители.

Алгоритм Евклида.

Свойство НОД. Теорема. (a,b (u,v(Z такие, что au+bv=d – НОД

Следствие. Числа a и b взаимно простые ( (u,v(Z такие, что au+bv=1.

Целая часть действительного числа.

Определение [x]. n≤x<n+1, {x}=x-[x]

Теорема. Пусть x>0, x(R, d(N. Количество натуральных чисел, кратных  d и  не превосходящих x, равно [x/d].

Теорема. [x/d]=[[x]/d]. Следствие. [x/mn]=[[x/m]/n].

Теорема. Пусть n(N и p - простое число. Тогда показатель кратности, с которым число p входит в разложение n!, равен [n/p]+[n/p2]+[n/p3]+... . 
Пример: p=5, n=50, k=12.

Лекция 4

Числовые функции.  ((n), ((20)=6.

Теорема. Если n=p1k1p2k2...psks, то ((n)=(k1+1)(k2+1)...(ks+1).
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Теорема. 
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Совершенные числа. Примеры: 6,28. Проблема существования нечетных совершенных чисел. Вид четных совершенных чисел: 
[image: image5.wmf]1
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, если в скобке стоит простое число.

Функция Эйлера ((n). Вид ((p), ((pn).

 Мультипликативные и вполне мультипликативные функции.

Примеры: 1) ((n), ((n) 2) n( 3) ((n)- без доказательства, 4) функция Мёбиуса.
Числовой интеграл.  
[image: image6.wmf]|
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Теорема. Если f – мультипликативна, то и F – мультипликативна, причем  
[image: image7.wmf]2
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Примеры числовых интегралов: 1) 1(( 2) n(( 3) Формула Гаусса 
[image: image8.wmf]|
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Лекция 5
Конечные цепные дроби.
Цепные дроби. Определение. Запись 
[image: image9.wmf]01
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Цепная дробь – рациональное число. Пример: <2,7,3>=47/22.

Теорема. Любое рациональное число может быть представлено конечной цепной дробью.   Пример: 73/34=<2,6,1,4>.

Теорема. Разложение рационального числа в цепную дробь единственно.

[image: image812.wmf]k
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Подходящие дроби 
[image: image10.wmf]k
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 для цепной дроби 
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. Рекуррентные последовательности 
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Таблицы для вычисления подходящих дробей.

Свойства подходящих дробей

1) 
[image: image13.wmf]1
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2) Несократимость подходящих дробей ;

3) 
[image: image14.wmf]11
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4) Знаменатели подходящих дробей возрастают: 
[image: image15.wmf]12
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5) 
[image: image16.wmf]22
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6) Дроби с четными номерами возрастают, с нечетными убывают; 
7) Из двух соседних дробей дробь с четным номером меньше; 
8) Любая дробь с четным номером меньше любой дроби с нечетным номером; 
9) Расстояния между соседними подходящими дробями уменьшаются.

Лекция 6
Бесконечные цепные дроби  
[image: image17.wmf]01
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Теорема  Существует предел последовательности подходящих дробей.

Определение БЦД (бесконечной цепной дроби):  
[image: image18.wmf]lim
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Полное и неполное частные БЦД: 
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Теорема 
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Теорема 
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Теорема Любое иррациональное действительное число может быть разложено в БЦД.

Теорема. Разложение иррационального числа в БЦД единственно.

Квадратичная иррациональность. Пример и контрпример.

Периодическая БЦД. 


[image: image23.wmf]0,0
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Критерий периодичности: 
[image: image24.wmf]0,0:
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Теорема.  Любая периодическая БЦД есть квадратичная иррациональность.   
[image: image25.wmf]22
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Нахождение квадратного уравнения для периодической БЦД.

Лемма о дискриминанте. Пусть 
[image: image26.wmf]a

-квадратичная иррациональность с дискриминантом 
[image: image27.wmf]2
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[image: image28.wmf]n
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 является квадратичной иррациональностью с тем же дискриминантом.

Теорема Лагранжа. Любая квадратичная иррациональность разлагается в периодическую БЦД.

Пример: 
[image: image29.wmf]82,(1,4)
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Лекция 7

Приближение иррациональных чисел подходящими дробями.
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Наилучшие приближения действительных чисел.

Определение: 
[image: image31.wmf]a

b

 - наилучшее приближение к 
[image: image32.wmf]a
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Теорема. Пусть 
[image: image34.wmf],
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[image: image35.wmf]1
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[image: image36.wmf]a
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Теорема. Любая подходящая дробь является наилучшим приближением к 
[image: image37.wmf]a

.

Применения цепных дробей: 
1) Зубчатые колеса; 2) Календарный стиль; 3) Электрические цепи.
Лекция 8

Сравнения. Определение и примеры. 
Теорема. 
[image: image38.wmf]()
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 имеют одинаковые остатки при делении на 
[image: image40.wmf]m

.

Свойства сравнений:

1) рефлексивность; 
2) симметричность; 

3) транзитивность; 
4) 
[image: image41.wmf]()()
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5) 
[image: image42.wmf]()
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6) 
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7) 
[image: image45.wmf]()()
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8) Сложение и вычитание сравнений; 
9) Умножение сравнений; 
10) Возведение в степень; 
11) Если 
[image: image46.wmf]()[],()()()()

fxZxabmfafbm

ÎºÞº

; 
12) Перенос слагаемых с изменением знака; 
13) 
[image: image47.wmf](),()

abmdmabd

ºÞº

; 
14)  
[image: image48.wmf]()

abm

ºÞ

 множество общих делителей 
[image: image49.wmf]a

 и 
[image: image50.wmf]m

 совпадает с множеством общих делителей 
[image: image51.wmf]b

 и 
[image: image52.wmf]m

; 
15) 
[image: image53.wmf]1

(),...,()()

n

abmabmabM

ººÛº

, где 
[image: image54.wmf]M

- НОК
[image: image55.wmf]12

(,,...,)

n

mmm

.

Классы вычетов. Определение, обозначение, пример.

Теорема. 
[image: image56.wmf]{}

aamttZ

=+Î

. Теорема. 
[image: image57.wmf]()

ababm

=Ûº

.

Теорема.  Если два класса имеют общий элемент, то они совпадают.

Определение: вычет класса. 

Теорема. Наименьший неотрицательный вычет класса 
[image: image58.wmf]a

 равен остатку от деления 
[image: image59.wmf]a

 на 
[image: image60.wmf]m

.

Теорема. Абсолютно наименьший вычет класса 
[image: image61.wmf]a

 равен: 

1) 
[image: image62.wmf],0

2

m

rr

£<

; 2) 
[image: image63.wmf],

2

m

rr

±=

 (если 
[image: image64.wmf]m

- четное); 3) 
[image: image65.wmf],

2

m

rmrm

-<<

.

Теорема. Класс вычетов числа 
[image: image66.wmf]a

 по модулю 
[image: image67.wmf]m

 является объединением 
[image: image68.wmf]d

 классов вычетов по модулю 
[image: image69.wmf]dm

×

.      Пример.

Лекция 9
Кольцо классов вычетов. Определение кольца. 
Операции сложения и умножения классов вычетов. Корректность.

Примеры (
[image: image70.wmf]5,6)

m

=

. Таблицы сложения и умножения.

Теорема. Множество 
[image: image71.wmf]m

Z

 классов вычетов  по модулю 
[image: image72.wmf]m

 образует коммутативное кольцо. 

Понятие делителя нуля в кольце. Примеры в кольце 
[image: image73.wmf]6

Z

.

Теорема. Поле не имеет делителей нуля.

Теорема. Кольцо 
[image: image74.wmf]m

Z

 является полем тогда и только тогда, когда число 
[image: image75.wmf]m

 - простое. 
Примеры: 1) минимального поля 
[image: image76.wmf]2

Z

; 2) обратные элементы в 
[image: image77.wmf]5

Z

.

Полная система вычетов (ПСВ) по модулю 
[image: image78.wmf]m

. 

Теорема. Любые 
[image: image79.wmf]m

 чисел, попарно не сравнимые между собой, образуют ПСВ.

Теорема. Пусть 
[image: image80.wmf]a

 и 
[image: image81.wmf]m

 - взаимно простые числа и 
[image: image82.wmf]b

 - любое число. Если 
[image: image83.wmf]x

 пробегает ПСВ, то 
[image: image84.wmf]{

}

axb

+

 тоже пробегает ПСВ.

Теорема. Пусть 
[image: image85.wmf]a

 и 
[image: image86.wmf]b

 - взаимно простые числа, 
[image: image87.wmf]x

 пробегает ПСВ по модулю 
[image: image88.wmf]b

, 
[image: image89.wmf]y

 пробегает ПСВ по модулю
[image: image90.wmf]a

, 
[image: image91.wmf]c

 - любое число. Тогда 
[image: image92.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]{

}

axbyc

++

 пробегает ПСВ по модулю 
[image: image94.wmf]ab

×

.

Теорема. Все числа одного класса вычетов имеют одинаковый НОД с модулем. 

Определение: НОД класса вычетов и модуля. Класс, взаимно простой с модулем. Приведенная система вычетов (ПрСВ).

Количество классов вычетов,  взаимно простых с 
[image: image95.wmf]m

, равно 
[image: image96.wmf]()

m

j

.

Теорема. Любые 
[image: image97.wmf]()

m

j

 чисел, попарно не сравнимых между собой и взаимно простых с 
[image: image98.wmf]m

, образуют ПрСВ.

Теорема. Пусть 
[image: image99.wmf]a

 и 
[image: image100.wmf]m

 - взаимно простые числа. Если 
[image: image101.wmf]x

 пробегает ПрСВ, то 
[image: image102.wmf]{

}

ax

 тоже пробегает ПрСВ.

Теорема. Пусть 
[image: image103.wmf]a

 и 
[image: image104.wmf]b

 - взаимно простые числа, 
[image: image105.wmf]x

 пробегает ПрСВ по модулю 
[image: image106.wmf]b

, 
[image: image107.wmf]y

 пробегает ПрСВ по модулю
[image: image108.wmf]a

. Тогда 
[image: image109.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]{

}

axby

+

 пробегает ПрСВ по модулю 
[image: image111.wmf]ab

×

.

Следствие. Функция Эйлера мультипликативна.

Лекция 10
Теорема Эйлера. Если  
[image: image112.wmf]a

 и 
[image: image113.wmf]m

 - взаимно простые числа, то 


[image: image114.wmf]()

1(mod)

m

am

j

º

.   Пример: 
[image: image115.wmf]10,()4,3

mma

j

===

.

Малая теорема Ферма. Пусть 
[image: image116.wmf]p

- простое число и 
[image: image117.wmf]p

 не делит 
[image: image118.wmf]a

. Тогда 
[image: image119.wmf]1

1(mod)

p

ap

-

º

.

Следствие. 
[image: image120.wmf](mod)

p

aap

º

 для любого 
[image: image121.wmf]aZ

Î

.

Сравнения с неизвестной величиной. 

Теорема. Пусть 
[image: image122.wmf]()[]

fxZx

Î

. Если 
[image: image123.wmf]aZ

Î

 удовлетворяет сравнению 
[image: image124.wmf]()0(mod)

fxm

º

, то все числа класса вычетов 
[image: image125.wmf]a

 удовлетворяют этому сравнению.   

Определение решения сравнения. Способ перебора. 

Пример: 
[image: image126.wmf]3

20(mod7),1(mod7),3(mod7)

xxxx

+-ººº

.

Эквивалентные сравнения. Преобразования сравнений: 
1) замена коэффициентов; 
2) прибавление (вычитание); 
3) умножение (деление) обеих частей на число, взаимно простое с модулем; 
4) умножение (деление) обеих частей и модуля на натуральное число.

Сравнения 1-ой степени. 
[image: image127.wmf](mod)

axbm

º


Теорема. Если 
[image: image128.wmf](,)

amd

=

 и 
[image: image129.wmf]d

 не делит 
[image: image130.wmf]b

, то сравнение не имеет решений.

Теорема. Если 
[image: image131.wmf](,)1

am

=

, то существует единственное решение.

Теорема. Если 
[image: image132.wmf](,)

amd

=

 и 
[image: image133.wmf]d

 делит 
[image: image134.wmf]b

, то существуют 
[image: image135.wmf]d

 решений, которые образуют класс вычетов по модулю 
[image: image136.wmf]m

d

.

Решение Сравнений 1-й степени. 
[image: image137.wmf](mod)

axbm

º


По теореме Эйлера: 
[image: image138.wmf]()1

(mod)

m

xbam

j

-

º×

. Пример:
[image: image139.wmf]35(mod7)

x

º

, 
[image: image140.wmf]5

534(mod7)

x

º×º

.

С помощью цепных дробей: 
[image: image141.wmf](,)1

am

=

, 
[image: image142.wmf]01

,,...,

n

m

qqq

a

=<>

, 
[image: image143.wmf]111

(1),,,(1)(mod)

nn

nnnnnnn

PQPQmPaQxbPm

---

-=-==º-×


Лекция 11 

Неопределенные уравнения. 
[image: image144.wmf]1122

...

nn

axaxaxb

+++=

.

Теорема. Пусть 
[image: image145.wmf]12

(,,...,)

n

НОДaaad

=

. Тогда 1) если 
[image: image146.wmf]d

 не делит 
[image: image147.wmf]b

, то решений нет, 2) если 
[image: image148.wmf]db

, то существует бесконечное множество решений.

Теорема. 
[image: image149.wmf],(,),

axbycd

НОДabdc

+==

. Пусть 
[image: image150.wmf]00

(,)

xy

-частное решение. Тогда общее решение имеет следующий вид:


[image: image151.wmf]0

0

,

.

b

xxt

d

a

yyt

d

=-

=+

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

 
[image: image152.wmf]tZ

Î


Теорема. Пусть 
[image: image153.wmf]0

x

- решение сравнения 
[image: image154.wmf](mod)

axcb

º

. Тогда 
[image: image155.wmf]0

0

(,)

cax

x

b

-

-частное решение неопределенного уравнения.

Системы сравнений. Пусть 
[image: image156.wmf]12

,,...,[]

n

fffZx

Î

. Рассмотрим систему сравнений 

[image: image157.wmf]11

()0(mod)

...............................

()0(mod)

nn

fxm

fxm

º

º

ì

ï

í

ï

î






    (1)
и пусть 
[image: image158.wmf]12

(,,...,)

n

M

НОКmmm

=


Если 
[image: image159.wmf]aZ

Î

 удовлетворяет системе, то и весь класс 
[image: image160.wmf]mod

aM

 удовлетворяет системе. Определение решения системы сравнений.

Лекция 12 
Теорема. Рассмотрим систему 
[image: image161.wmf]11

22

(mod)

(mod)

xcm

xcm

º

º

ì

í

î

, 
[image: image162.wmf]1212

(,),[,]

dmmMmm

==

. Если 
[image: image163.wmf]d

 не делит 
[image: image164.wmf]21

cc

-

, то система не имеет решений, если 
[image: image165.wmf]21

dcc

-

, то существует одно решение.

Обобщение: в случае системы из нескольких сравнений такого вида существует одно решение или система не имеет решений.

Китайская теорема об остатках. Пусть 
[image: image166.wmf]1

,...,

n

mm

 попарно взаимно простые числа и 
[image: image167.wmf]1

...

n

Mmm

=××

. Пусть 
[image: image168.wmf]i

x

-решение сравнения 
[image: image169.wmf]1(mod),1,...,.

i

i

M

xmin

m

º=

 Тогда 
[image: image170.wmf]011

1

...

nn

n

MM

xxcxc

mm

=++

- решение системы сравнений 
[image: image171.wmf]11

(mod)

........................

(mod)

nn

xcm

xcm

ì

ï

í

ï

î

º

º

.
Пример: 
[image: image172.wmf]1230

2(3)

3(5),105,2,1,1,23323(105)

2(7)

x

xMxxxx

x

º

º=====º

º

ì

ï

í

ï

î

.

Теорема Вильсона. Если 
[image: image173.wmf]p

- простое число, то 
[image: image174.wmf](1)!1(mod)

pp

-º-

.

Сравнения высшей степени по простому модулю. 

Теорема. Сравнение высшей степени равносильно сравнению со старшим коэффициентом, равным 1.

Теорема. Сравнение 
[image: image175.wmf]n

-й степени при 
[image: image176.wmf]np

³

 равносильно сравнению степени меньшей, чем 
[image: image177.wmf]p

.

Теорема. Сравнение 
[image: image178.wmf]n

-й степени имеет не более чем 
[image: image179.wmf]n

 решений.

Сравнения по составному модулю.
Теорема. Пусть 
[image: image180.wmf]12

12

...

s

k

kk

s

mppp

=×××

. Тогда сравнение 
[image: image181.wmf]()0(mod)

fxm

º

 равносильно системе сравнений
 
[image: image182.wmf]1

1

()0(mod)

...............................

()0(mod)

s

k

k

s

fxp

fxp

º

º

ì

ï

í

ï

î








                  (2)

Теорема. Пусть сравнения системы (2) имеют соответственно 
[image: image183.wmf]12

,,...,

s

lll

 решений. Тогда сравнение (1) имеет 
[image: image184.wmf]1

...

s

lll

=××

 решений.

Лекция 13 

Сравнения вида 
[image: image185.wmf]()0(mod)

k

fxp

º

. Вспомогательное сравнение 
[image: image186.wmf]()0(mod)

fxp

º

. Строится последовательность приближений 
[image: image187.wmf]011

,,...,

k

aaa

-

, так что выполняются условия 
[image: image188.wmf]1

1

(mod)

()0mod()

i

ii

i

i

aap

fap

-

+

º

º

ì

ï

í

ï

î

 для всех 
[image: image189.wmf].

1,2,...,1

ik

=-

 При этом должно выполняться условие 
[image: image190.wmf]p

 не делит 
[image: image191.wmf]0

()

fa

¢

. Получим 
[image: image192.wmf]2

012

...

i

ii

aacpcpcp

=++++

. 

Задача: Решить сравнение


[image: image193.wmf]3

240(mod125)

xx

-+º


Здесь 
[image: image194.wmf]3

125

p

=

, где 
[image: image195.wmf]5

p

=

.

Рассмотрим многочлен 
[image: image196.wmf]3

()24

fxxx

=-+

. Его производная 
[image: image197.wmf]2

'()32

fxx

=-

.

Решение сравнения будем искать методом последовательных приближений.

Сначала рассмотрим вспомогательное сравнение


[image: image198.wmf]3

240(mod5)

xx

-+º


Одним из его решений является 
[image: image199.wmf]4(mod5)

x

º

, поэтому первым приближением будет 
[image: image200.wmf]0

4

x

=

.  При этом 
[image: image201.wmf](4)600(mod5)

f

=º

, 
[image: image202.wmf]'(4)461(mod5)

f

=º


Следующее приближение ищем в виде 
[image: image203.wmf]101

5

xxt

=+

. Параметр 
[image: image204.wmf]1

t

 подбираем так, чтобы выполнялось условие 
[image: image205.wmf]1

()0(mod25)

fx

º

.

Разлагаем по формуле Тейлора: 


[image: image206.wmf]001

()'()50(mod25)

fxfxt

+×º

;


[image: image207.wmf]1

6050(mod25)

t

+º

;


[image: image208.wmf]1

120(mod5)

t

+º

;


[image: image209.wmf]1

3(mod5)

t

º

; 
[image: image210.wmf]1

3

t

=

, 
[image: image211.wmf]1

45319

x

=+×=

.

Следующее приближение ищем в виде 
[image: image212.wmf]212

25

xxt

=+

 так, чтобы выполнялось условие 
[image: image213.wmf]2

()0(mod125)

fx

º

. Опять разлагаем по формуле Тейлора: 


[image: image214.wmf]112

()'()250(mod125)

fxfxt

+×º

;


[image: image215.wmf]1

68251081250(mod125)

t

+×º

;


[image: image216.wmf]1

27310810(mod5)

t

+º

;


[image: image217.wmf]2

30(mod5)

t

+º

;


[image: image218.wmf]2

2(mod5)

t

º

; 
[image: image219.wmf]2

2

t

=

, 
[image: image220.wmf]2

1922569

x

=+×=

.

Ответ: 
[image: image221.wmf]69(mod125)

x

º

 (это одно из решений).

Лекция 14 
Показатель класса. Определение 
[image: image222.wmf]()

m

Pa

. Пример: 
[image: image223.wmf]11

(3)5

P

=

.

Теорема. 
[image: image224.wmf](mod)()()

mm

abmPaPb

ºÞ=

.

Теорема. 
[image: image225.wmf]1(mod)()

n

m

amPan

ºÞ

. Следствие. 
[image: image226.wmf]()()

m

Pam

j

.

Теорема. 
[image: image227.wmf](mod)(mod())

st

m

aamstPa

ºÛº

. 
Пример: последние цифры чисел 
[image: image228.wmf]7

k

: 7,9,3,1.

Теорема. 
[image: image229.wmf]()

()

((),)

k

m

m

m

Pa

Pa

Pak

=

.

Следствие 1. 
[image: image230.wmf]()()((),)1

k

mmm

PaPaPak

=Û=

.

Следствие 2. Пусть 
[image: image231.wmf]()

m

Pan

=

. Количество степеней класса 
[image: image232.wmf]a

, имеющих такой же показатель 
[image: image233.wmf]n

, равно 
[image: image234.wmf]().

n

j


Теорема. 1) Если 
[image: image235.wmf]()

m

Pan

=

, то классы 
[image: image236.wmf]2

,,...,

n

aaa

 являются некоторыми решениями сравнения 
[image: image237.wmf]1(mod)

n

xm

º

; 2) Если 
[image: image238.wmf]m

 - простое число, то эти классы дают все решения этого сравнения.

Первообразные корни. Определение: 
[image: image239.wmf]()()

m

Pam

j

=

.

Контрпример (
[image: image240.wmf]8

m

=

), пример (
[image: image241.wmf]7,3

ma

==

).

Теорема. Если модуль – простое число, то первообразный корень существует. В этом случае количество первообразных корней равно 
[image: image242.wmf](1)

p

j

-

.

Теорема. Первообразные корни по модулю 
[image: image243.wmf]m

 существуют только для 
[image: image244.wmf]2,4,,2

kk

mpp

=

 (
[image: image245.wmf]p

-нечетное простое, 
[image: image246.wmf]k

>0. (без доказательства).

Лекция 15 
Индексы. Определение. Контрпример (
[image: image247.wmf]10,9,3

mab

===

). 
Таблица индексов (
[image: image248.wmf]11,2

mg

==

). 

Теорема. Пусть 
[image: image249.wmf]g

- первообразный корень по модулю 
[image: image250.wmf]m

. Тогда для любого числа 
[image: image251.wmf]b

, взаимно простого с 
[image: image252.wmf]m

, существует такое 
[image: image253.wmf]s

, что 
[image: image254.wmf](mod)

s

gbm

º

. Множество таких 
[image: image255.wmf]s

 совпадает с неотрицательными числами некоторого класса вычетов по модулю 
[image: image256.wmf]().

m

j


Теорема. Пусть 
[image: image257.wmf]g

- первообразный корень по модулю 
[image: image258.wmf]m

, 
[image: image259.wmf]b

 и 
[image: image260.wmf]c

- взаимно просты с 
[image: image261.wmf]m

. Тогда 


[image: image262.wmf](mod)(mod())

gg

bcmindbindcm

j

ºÛº

.

Теорема. Пусть 
[image: image263.wmf]g

- первообразный корень по модулю 
[image: image264.wmf]m

, 
[image: image265.wmf]b

 и 
[image: image266.wmf]c

- взаимно просты с 
[image: image267.wmf]m

. Тогда 


[image: image268.wmf]()(mod())

ggg

indbcindbindcm

j

º+

.

Следствие 1. 
[image: image269.wmf]12

1

(...)(mod())

n

gngi

i

indbbbindbm

j

=

º

å

.

Следствие 2. 
[image: image270.wmf]()(mod())

n

gg

indbnindbm

j

º×

.

Двучленные сравнения по простому модулю. 
[image: image271.wmf](mod)

n

AxBp

º

. Приводятся к виду 
[image: image272.wmf](mod)

n

xap

º

, где 
[image: image273.wmf]p

 не делит 
[image: image274.wmf]a

.

Теорема. Пусть 
[image: image275.wmf](,1)

dnp

=-

. Тогда: 1) если 
[image: image276.wmf]d

 не делит 
[image: image277.wmf]()

inda

, то сравнение не имеет решений; 2) если 
[image: image278.wmf]d

 делит 
[image: image279.wmf]()

inda

, то существуют 
[image: image280.wmf]d

 решений.

Определение. Вычет 
[image: image281.wmf]n

-ой степени по модулю 
[image: image282.wmf]p

. 

Теорема. Вычеты 
[image: image283.wmf]n

-ой степени совпадают с вычетами степени 
[image: image284.wmf](,1)

dnp

=-

.

Замечание. Сравнения 
[image: image285.wmf](mod)

n

xap

º

 и 
[image: image286.wmf](mod)

d

xap

º

 имеют разные решения.

Теорема. Число классов вычетов 
[image: image287.wmf]n

-ой степени равно 
[image: image288.wmf]1

p

d

-

. 

Пример. 
[image: image289.wmf]9,3,2,3,6,9,128,12,5,1.

ndgyx

====Þ=


Теорема. Пусть 
[image: image290.wmf]1

np

-

. Тогда 
[image: image291.wmf]a

 является вычетом 
[image: image292.wmf]n

-ой степени
[image: image293.wmf]1

1()

p

n

ap

-

Ûº

.

Определение. Корень 
[image: image294.wmf]n

-ой степени из 
[image: image295.wmf]a

.

Теорема. Все корни 
[image: image296.wmf]n

-ой степени из 
[image: image297.wmf]a

 получаются из одного умножением на все корни 
[image: image298.wmf]n

-ой степени из 
[image: image299.wmf]1

.

Показательные сравнения. 
[image: image300.wmf](mod)

x

abm

º

. 
Пример: 
[image: image301.wmf]49(13)

x

º

. 
[image: image302.wmf]12

4(12),10(12).

xx

ºº


Лекция 16 
Сравнения 2-ой степени по простому модулю (
[image: image303.wmf]2).

p

>



[image: image304.wmf]22

0()()

AxBxCpxap

++ºÞº

. 
Число решений равно 0 или 2: 
[image: image305.wmf]00

(),()

xxpxxp

ºº-

. 
Определение: квадратичный вычет и невычет. 
Пример: 
[image: image306.wmf]2

2(5)

x

º

 не имеет решений.
Критерий Эйлера.  
[image: image307.wmf]a

- квадратичный вычет, если 
[image: image308.wmf]1

2

1()

p

ap

-

º

 и квадратичный невычет, если 
[image: image309.wmf]1

2

1()

p

ap

-

º-

. Пример: 
[image: image310.wmf]66

13,21(13),31(13).

p

=º-º


Теорема. Число классов квадратичных вычетов равно числу классов квадратичных невычетов и равно 
[image: image311.wmf]1

2

p

-

. Квадратичными вычетами являются классы чисел 
[image: image312.wmf]2

22

1

1,2,...,

2

p

-

æö

ç÷

èø

.  Пример: 
[image: image313.wmf]{

}

{

}

22222

11,1,2,3,4,51,3,4,5,9

p

==

.

Символ Лежандра. 
[image: image314.wmf]1, 

если  квадратичный вычет

-1, 

если  квадратичный невычет 

a

a

a

p

+

=

ì

æö

í

ç÷

èø

î

 при 
[image: image315.wmf]a

 не кратном 
[image: image316.wmf]p

. 
Примеры: 
[image: image317.wmf]37

1,1

1111

==-

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

.

Свойства символа Лежандра: 
1) 
[image: image318.wmf]()

ab

abp

pp

ºÞ=

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

; 
2) 
[image: image319.wmf]2

1

a

p

=

æö

ç÷

èø

; 

3) Критерий Эйлера: 
[image: image320.wmf]1

2

()

p

a

ap

p

-

º

æö

ç÷

èø

; 
4) 
[image: image321.wmf]+1,1(4)

1

1,3(4)

p

p

p

º

-

=

-º

ì

æö

í

ç÷

èø

î

; 

5) 
[image: image322.wmf]1212

...

...

nn

aaaaaa

pppp

=××

æöæöæöæö

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

; 
6) 
[image: image323.wmf](1)

l

a

p

=-

æö

ç÷

èø

, где 
[image: image324.wmf]l

- количество чисел среди 
[image: image325.wmf]1

,2,...,

2

p

aaa

-

æö

ç÷

èø

, имеющих отрицательный абсолютно наименьший вычет;

7) 
[image: image326.wmf]   1,1(8) 

или 7(8)

2

1,3(8) 

или p5(8)

pp

p

p

ºº

=

-ºº

ì

æö

í

ç÷

èø

î



 EMBED Equation.3  [image: image327.wmf]2

1

8

(1)

p

-

=-


Пример: может ли 
[image: image328.wmf]2

2

n

-

 делиться на 29?
Ответ: нет, т.к. 
[image: image329.wmf]2

1

29

=-

æö

ç÷

èø

.
Лекция 17 
Закон взаимности. 
Лемма. Пусть 
[image: image330.wmf]p

 и 
[image: image331.wmf]q

 - нечетные простые числа. 
Тогда 
[image: image332.wmf]11

22

11

11

22

pq

xy

qxpypq

pq

--

==

--

+=×

éùéù

êúêú

ëûëû

åå

.(
Функция   
[image: image333.wmf](,)

xyqxpy

F=-

.

Теорема (Закон взаимности).          
[image: image334.wmf]11

22

(1)

pq

pq

qp

--

×

=-

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

.

Следствие. если хотя бы одно из чисел 
[image: image335.wmf]p

 и 
[image: image336.wmf]q

 сравнимо с 1 по модулю 4, то 
[image: image337.wmf]pq

qp

=

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

, а если оба сравнимы с 3 по модулю 4, то
[image: image338.wmf]pq

qp

=-

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

.

Символ Якоби. 
[image: image339.wmf]12

...

s

mppp

=

-нечетное, 
[image: image340.wmf]12

,,...

s

ppp

-простые (м.б. одинаковые), 
[image: image341.wmf](,)1

am

=

. 
[image: image342.wmf]pm

aa

mp

=

æö

æö

ç÷

ç÷

èø

èø

Õ

. 

Свойства символа Якоби. 
1) 
[image: image343.wmf]()

ab

abm

mm

ºÞ=

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

; 
2) 
[image: image344.wmf]2

1

a

m

=

æö

ç÷

èø

; 
3) 
[image: image345.wmf]1212

...

...

nn

aaaaaa

mmmm

=××

æöæöæöæö

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

; 
Лемма. Если 
[image: image346.wmf],

mk

-нечетные, то 
[image: image347.wmf]111

222

mkmk

---

º+

,     
[image: image348.wmf]222

()111

888

mkmk

---

º+

.

Следствие. 
[image: image349.wmf]11

22

pm

mp

--

º

å

, 
[image: image350.wmf]22

11

88

pm

mp

--

º

å

. 
4) 
[image: image351.wmf]1

2

1

(1)

m

m

-

-

=-

æö

ç÷

èø

;

5) 
[image: image352.wmf]2

1

8

2

(1)

m

m

-

=-

æö

ç÷

èø

; 
6) Закон взаимности. Если 
[image: image353.wmf]m

 и 
[image: image354.wmf]k

- нечетные взаимно простые, то 
[image: image355.wmf]11

22

(1)

mk

mk

km

--

×

=-

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

.

Приложение: Простые делители квадратичных форм. 
Пусть 
[image: image356.wmf]22

Naxby

=+

 и слагаемые взаимно простые. Если нечетное простое число 
[image: image357.wmf]p

 делит 
[image: image358.wmf]N

, то 
[image: image359.wmf](1)

2

(1)

p

ab

p

-

æö

ç÷

èø

=-

.
Примеры:1)
[image: image360.wmf]22

41

Nxypn

=+Þ=+

;

2) 
[image: image361.wmf]22

281,83

Nxypnpn

=+Þ=+=+

; 

3) 
[image: image362.wmf]22

281,87

Nxypnpn

=-Þ=+=+

.

5.4. Темы практических занятий
1) Теорема о делении с остатком.

2) Простые и составные числа. Разложение на множители.

3) НОД и НОК. Алгоритм Евклида.

4) Функции [x] и {x}. Функция Эйлера.

5) Конечные цепные дроби.

6) Бесконечные цепные дроби. Разложение квадратичных иррациональностей в цепные дроби. 
7) Приближенные вычисления с помощью цепных дробей.

8) Контрольная работа.
9) Элементы теории сравнений. Теоремы Ферма и Эйлера. 
10) Признаки делимости. 

11) Полная и приведенная системы вычетов. Кольцо классов вычетов.

12) Сравнения 1-ой степени.

13) Неопределенные уравнения.

14) Символ Лежандра. Первообразные корни и индексы.
15) Сравнения 2-ой степени.
16) Степенные и показательные сравнения.
17) Итоговая контрольная работа.
5.5. Вопросы к коллоквиуму 

1. Теорема о делении с остатком.

2. Свойства делимости.

3. Основная теорема арифметики.

4. Простые числа. Теорема Евклида.

5. НОК и НОД. Алгоритм Евклида.

6. Взаимно простые числа и их свойства.

7. Функция y = [x] и ее свойства.

8. Цепные дроби. Подходящие дроби и их свойства.

9. Бесконечные цепные дроби. Разложение действительного числа в цепную дробь.

10. Периодические цепные дроби. Теорема Лагранжа о разложении квадратичной иррациональности в периодическую цепную дробь.

11. Приближение действительных чисел подходящими дробями.

12. Сравнения и их свойства.

13. Классы вычетов и операции над ними. Кольцо классов вычетов.

14. Полная и приведенная системы вычетов и их свойства.

15. Теорема Эйлера и теорема Ферма.

5.6. Примеры решения задач

1. Теорема о делении с остатком

Задача №1. Найти целые числа, дающие при делении на 7 частное 5.

Решение. Искомые числа можно представить в виде 
[image: image363.wmf]75

nr

=×+

, где [image: image364.wmf]07

r

£<

, т.е. [image: image365.wmf]r

 может принимать значения 0,1,2,3,4,5,6. Поэтому искомыми числами являются 35,36,37,38,39, 40,41.

Ответ: 35,36,37,38,39, 40,41.
Задача №2. Найти делитель и остаток, если делимое равно 25, а частное равно 3.

Решение. Из соотношений [image: image366.wmf]253

br

=×+

 и  [image: image367.wmf]0(1)

rb

££-

 следует двойное неравенство [image: image368.wmf]32541

bb

££-

. Отсюда получаем границы для делителя: [image: image369.wmf]12

68

23

b

££

. Поэтому делитель может принимать значения 7 и 8, а остаток, соответственно, 4 и 1.

[image: image813.wmf]b

Ответ.   

Задача №3.  Доказать, что сумма квадратов двух последовательных натуральных чисел при делении на 4 дает остаток 1.

Решение. Возьмем два последовательных натуральных числа [image: image370.wmf]n

 и [image: image371.wmf]1

n

+

. Одно из них четное, а другое нечетное. Найдем сумму [image: image372.wmf]S

 их квадратов: [image: image373.wmf]222

(1)2212(1)1

Snnnnnn

=++=++=++

.  Если разделить [image: image374.wmf]S

 на 4, то в частном будет натуральное число [image: image375.wmf](1)

2

nn

+

, а в остатке 1.

2.  Простые и составные числа. Разложение на множители

Задача №4. Найти натуральное число [image: image376.wmf]n

 такое, что числа [image: image377.wmf]n

, [image: image378.wmf]10

n

+

, [image: image379.wmf]14

n

+

 - простые.

Решение. Если [image: image380.wmf]3

n

>

, то при делении на 3 в остатке может быть 1 или 2. Если [image: image381.wmf]31

nq

=+

, то [image: image382.wmf]14315

nq

+=+

 - не простое число, т.к. делится на 3. Если [image: image383.wmf]32

nq

=+

, то [image: image384.wmf]10312

nq

+=+

 - также не простое число. Поэтому [image: image385.wmf]3

n

=

, [image: image386.wmf]1013

n

+=

, [image: image387.wmf]1417

n

+=

.
Задача №5. Если [image: image388.wmf]3

p

>

 - простое число, то его можно представить в виде [image: image389.wmf]61

n

+

 или [image: image390.wmf]61

n

-

, где [image: image391.wmf]n

 - натуральное число.

Решение. Разделим [image: image392.wmf]p

 на 6 с остатком: [image: image393.wmf]6

pqr

=+

. Поскольку  [image: image394.wmf]p

 простое число, то остаток не может быть равен 2, 3 и 4. Остаются две возможности: [image: image395.wmf]1

r

=

 и [image: image396.wmf]5

r

=

. В первом случае [image: image397.wmf]61

pn

=+

, где [image: image398.wmf]nq

=

, а во втором случае [image: image399.wmf]61

pn

=-

, где [image: image400.wmf]1

nq

=+

.
Задача №6. Доказать, что среди чисел вида [image: image401.wmf]21

p

+

, где [image: image402.wmf]p

 - простое число, только одно является точным кубом.

Решение. Данное число нечетное, поэтому оно является кубом нечетного числа: [image: image403.wmf]3

21(21)

pn

+=+

. Раскрывая это соотношение, получаем [image: image404.wmf]2

(463)

pnnn

=++

. Так как [image: image405.wmf]p

 - простое число, то [image: image406.wmf]1

n

=

 и [image: image407.wmf]13

p

=

.

Задача №7. Доказать, что при [image: image408.wmf]2

n

>

 между числами [image: image409.wmf]n

 и [image: image410.wmf]!

n

 содержится по крайней мере одно простое число.

Решение. Если это утверждение неверно, то все простые числа, меньшие [image: image411.wmf]!

n

, будут также не больше, чем [image: image412.wmf]n

. Рассмотрим число [image: image413.wmf]!1

n

-

. Оно составное и поэтому должно делиться на простые числа, которые не превосходят [image: image414.wmf]n

. На эти же простые числа делится [image: image415.wmf]!

n

. Но два последовательных натуральных числа не могут иметь общих простых делителей, т.к. они взаимно простые.
Задача №8. Доказать, что если натуральные числа при делении на [image: image416.wmf]m

 дают остаток 1, то их произведение при делении на [image: image417.wmf]m

 также дает остаток 1.

Решение. Достаточно доказать это для произведения двух чисел. Пусть [image: image418.wmf]1

ams

=×+

 и [image: image419.wmf]1

bmt

=×+

. Тогда [image: image420.wmf](1)(1)()1

abmsmtmmstst

×=×+××+=×××+++

, т.е. частным от деления числа [image: image421.wmf]ab

×

 на [image: image422.wmf]m

 будет [image: image423.wmf]()

mstst

××++

, а остатком 1.
Задача №9. Доказать, что в числовой последовательности [image: image424.wmf]{32}

n

+

, где [image: image425.wmf]n

 - натуральное число, имеется бесконечно много простых чисел.

Решение. Допустим, что в этой последовательности существует конечное число простых чисел. Одно из них равно 2, и, кроме того, [image: image426.wmf]k

 нечетных: [image: image427.wmf]1122

32,32,...,32

kk

pqpqpq

=+=+=+

. Рассмотрим число [image: image428.wmf]12

3...2

k

Appp

=+

. Это нечетное число. Оно не может быть простым, т.к. принадлежит той же последовательности, но больше, чем  [image: image429.wmf]12

,,...,

k

ppp

. Оно не делится на числа [image: image430.wmf]12

,,...,

k

ppp

, поэтому в его разложение на простые множители входят только числа, которые при делении на 3 дают остаток 1. Но произведение таких чисел тоже дает остаток 1, тогда как число [image: image431.wmf]12

3...2

k

Appp

=+

 дает остаток 2.
Задача №10. Доказать, что в числовой последовательности [image: image432.wmf]{32}

n

+

, где [image: image433.wmf]n

 - натуральное число, нет точных квадратов.

Решение. В данной числовой последовательности все числа при делении на 3 дают остаток 2, а квадрат любого натурального числа при делении на 3 дает остаток 0 или 1.
Задача №11. В прямоугольном треугольнике длины всех сторон являются целыми числами. Доказать, что длина хотя бы одного катета делится на 3.  

Решение. Пусть длины катетов равны [image: image434.wmf]a

 и [image: image435.wmf]b

, а длина гипотенузы равна [image: image436.wmf]c

. По теореме Пифагора [image: image437.wmf]222

abc

+=

. Рассуждая так же, как и в предыдущей задаче, находим, что остаток от деления на 3 правой части этого соотношения равен 0 или 1.  Остаток левой части может быть равен 0 только в том случае, когда  оба числа [image: image438.wmf]a

 и [image: image439.wmf]b

 делятся на 3. Аналогично, остаток левой части может быть равен 1 только в том случае, когда одно из чисел [image: image440.wmf]a

 или [image: image441.wmf]b

 делится на 3, а другое не делится. Если же оба числа [image: image442.wmf]a

 и [image: image443.wmf]b

 не делятся на 3, то остаток левой части равен 2, и поэтому соотношение [image: image444.wmf]222

abc

+=

 невозможно.

3. НОД и НОК. Алгоритм Евклида

Задача №12. Найти наибольший общий делитель чисел 385 и 132.

Решение. Применим алгоритм Евклида к данным числам 

[image: image445.wmf]3851322121

132121111

1211111

=×+

=×+

=×


и оформим его в виде таблицы деления «столбиком», при этом частные записываем в верхнюю строку:

	 
	2
	1
	11

	385
	132
	121
	11

	(
	(
	(
	

	264
	121
	121
	

	121
	11
	0
	


Последний ненулевой остаток 11 есть наибольший общий делитель.

Ответ: НОД(385,132)=11.

Задача №13. Дробь [image: image446.wmf]a

b

 несократима. Будет ли несократимой дробь [image: image447.wmf]a

ab

+

? 

Решение. Пусть [image: image448.wmf]d

 - наибольший общий делитель чисел [image: image449.wmf]a

 и [image: image450.wmf]ab

+

. Тогда [image: image451.wmf]d

 является также делителем их разности, т.е. числа [image: image452.wmf]b

. Но [image: image453.wmf]a

 и [image: image454.wmf]b

 - взаимно простые числа. Значит [image: image455.wmf]1

d

=

, и дробь [image: image456.wmf]a

ab

+

 несократима.

4. Функция [x]. Функция Эйлера

Задача №14. Найти количество натуральных чисел, не превосходящих 1600 и взаимно простых с 45.

Решение. Поскольку [image: image457.wmf]2

4535

=×

, взаимно простыми числами с 45 являются те, которые не делятся ни на 3, ни на 5. Количество чисел, не превосходящих 1600 и делящихся на 3, равно [image: image458.wmf]1600

533

3
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, а делящихся на 5 равно [image: image459.wmf]1600

320

5

éù
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. Количество чисел, не превосходящих 1600 и делящихся и на 3 и на 5, равно [image: image460.wmf]1600

106

15
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. Поэтому количество чисел, не превосходящих 1600 и делящихся либо на 3, либо на 5, равно 533+320-106=747. Остальные числа не делятся ни на 3, ни на 5, т.е. они взаимно просты с числом 1600. Их количество равно 1600-747=853.

Ответ:  853
Задача №15. Сколькими нулями оканчивается число 2012!?

Решение. Надо вычислить, сколько раз это число делится на 10. Для этого надо найти, с каким показателем степени входят числа 2 и 5 в разложение числа 2012! Показатель степени для 2 равен 

[image: image461.wmf]20122012201220122012201220122012
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Показатель степени для 5 равен

[image: image462.wmf]2012201220122012

40280163501.
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éùéùéùéù
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Поэтому 2012! делится на 10 в степени 501, т.е. оканчивается 501 нулем.

Ответ:  2012!  оканчивается 501 нулем.
Задача №16.  Найти наибольшее натуральное число [image: image463.wmf]n

, при котором  дробь [image: image464.wmf]101102...1000

7

n

A

×××

=

 является целым числом.

Решение. Данную дробь можно представить в виде [image: image465.wmf]1000!

7100!

n

×

.  

Число 7 входит в разложение [image: image466.wmf]1000!

 с показателем

[image: image467.wmf]100010001000
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, а в разложение [image: image468.wmf]100!

 с показателем [image: image469.wmf]100100
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.  Таким образом, для того, чтобы дробь [image: image470.wmf]A

 была целым числом, наибольшее возможное значение [image: image471.wmf]n

 должно быть равно 

[image: image472.wmf]1641648.
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Ответ. [image: image473.wmf]148.
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Задача №17. Решить уравнение [image: image474.wmf]1

xx

nn

éùéù
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, где [image: image475.wmf]n

 - натуральное число, и найти количество целочисленных решений.

Решение. При [image: image476.wmf]0

x

>

  имеет место неравенство [image: image477.wmf].
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  Пусть [image: image478.wmf]0.
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 Тогда из условия задачи получаем неравенство [image: image479.wmf]1

1

xx
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, из которого следует [image: image480.wmf](1)(1).
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 Последнее неравенство возможно только при [image: image481.wmf].
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 Рассмотрим решение этого неравенства при различных значениях числа [image: image482.wmf].
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	[image: image483.wmf]k


	[image: image484.wmf]x


	Целочисленные 

решения
	Кол-во целочисленных решений
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	[image: image485.wmf]0
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	0,1,2,…, [image: image486.wmf]1
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	[image: image487.wmf]n
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	[image: image488.wmf]12
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	[image: image489.wmf]1,2,...,21
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	[image: image490.wmf]1
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	[image: image491.wmf]223
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	[image: image492.wmf]22,23,...,31
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	[image: image493.wmf]2
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	[image: image494.wmf]2
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	[image: image495.wmf]22
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	[image: image496.wmf]22
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	[image: image497.wmf]1
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	[image: image498.wmf]22
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	[image: image499.wmf]2
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	1


Пусть теперь [image: image500.wmf]0.
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 Тогда из условия задачи получаем неравенство [image: image501.wmf]1

1
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, из которого следует [image: image502.wmf](1)(1).
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 Последнее неравенство возможно только при [image: image503.wmf](1).
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Рассмотрим решение этого неравенства при отрицательных значениях числа [image: image504.wmf].
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	[image: image505.wmf]k


	[image: image506.wmf]x


	Целочисленные 

решения
	Кол-во целочисленных решений

	-1
	[image: image507.wmf]0

nx

-£<


	[image: image508.wmf],1,...,1
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	[image: image509.wmf]n
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	[image: image510.wmf]2(1)
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	[image: image511.wmf]2,21,...,(2)
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	[image: image512.wmf]1
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	[image: image513.wmf]1
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	[image: image514.wmf]22
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	[image: image515.wmf]22
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	[image: image516.wmf]n
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	[image: image517.wmf]22
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	[image: image518.wmf]2
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	1


В итоге общее количество целочисленных решений равно [image: image519.wmf](1).

nn
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Ответ. Количество целочисленных решений равно [image: image520.wmf](1).
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Задача №18. Вычислить значения функции Эйлера для чисел [image: image521.wmf]1000,125,360.

n

=


Решение. Для решения надо воспользоваться свойством мультипликативности функции Эйлера и формулой её значения для степени простого числа: 

[image: image522.wmf]1
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Отсюда получаем:

[image: image523.wmf]33333232
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,

[image: image524.wmf]332

(125)(5)(55)100
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,

[image: image525.wmf]3232322

(360)(235)(2)(3)(5)(22)(33)(51)46496

jjjjj
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.
Задача №19. Найти значение [image: image526.wmf](2)

m

j

, если известно значение [image: image527.wmf]()

m

j

.

Решение. Если число [image: image528.wmf]m

 нечетное, то в силу мультипликативности функции Эйлера [image: image529.wmf](2)(2)()1()().
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 Если же число [image: image530.wmf]m

 четное, [image: image531.wmf]2
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, где [image: image532.wmf]n

 - нечетное, то [image: image533.wmf]111
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Но [image: image534.wmf]11
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. Таким обра-зом, в этом случае [image: image535.wmf](2)2()
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.
5. Конечные цепные дроби

Задача №20. Разложить число 
[image: image536.wmf]16

45

 в цепную дробь.

Решение. Применим алгоритм Евклида

	
	2
	1
	4
	3

	45
	16
	13
	3
	1

	(
	(
	(
	(
	

	32
	13
	12
	3
	

	13
	3
	1
	0
	



Элементы верхней строки (неполные частные алгоритма Евклида) являются элементами искомой цепной дроби.

Ответ:  [image: image537.wmf]45

2,1,4,3

16

=<>

.
Задача №21. Найти число, представимое цепной дробью [image: image538.wmf]2,1,4,7,3

a

=<>

, и подходящие дроби.

Решение. Составим таблицу для нахождения подходящих дробей. Для этого возьмем заготовку таблицы.

	[image: image539.wmf]*


	
	
	
	
	

	[image: image540.wmf]1


	
	
	
	
	

	[image: image541.wmf]0


	[image: image542.wmf]1


	
	
	
	



Далее в верхнюю строку вставим элементы цепной дроби.

	[image: image543.wmf]*
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	3

	[image: image544.wmf]1


	
	
	
	
	

	[image: image545.wmf]0


	[image: image546.wmf]1


	
	
	
	



Второй элемент средней строки равен второму элементу верхней строки.

	[image: image547.wmf]*
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	[image: image548.wmf]1


	2
	
	
	
	

	[image: image549.wmf]0


	[image: image550.wmf]1


	
	
	
	



Пустые клетки заполняем по порядку слева направо по следующей схеме:

число в верхней клетке умножаем на число в левой клетке и прибавляем число из предыдущей левой клетки.

	[image: image551.wmf]*
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	[image: image552.wmf]1
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	[image: image553.wmf]0


	[image: image554.wmf]1
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	113



Элементы средней строки являются числителями подходящих дробей, а элементы нижней строки – знаменателями. Последняя подходящая дробь является искомым числом.

Ответ:    [image: image555.wmf]01234

2314101317

,,,,.

11536113

P

aaaaa

======


Задача №22. Дробь [image: image556.wmf]1261

881

a

=

 заменить подходящей дробью с возможно меньшими знаменателями так, чтобы погрешность не превосходила [image: image557.wmf]4

10

-

.

Решение. Разложим данную дробь в цепную дробь 
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Отсюда получаем разложение [image: image558.wmf]1,2,3,7,8,2
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. Найдем подходящие дроби 

	[image: image559.wmf]*
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	[image: image560.wmf]1
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	[image: image561.wmf]0
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Подходящие дроби [image: image562.wmf]012345

1310735941261

,,,,,

12751415881

aaaaaa

======

. По формуле оценки погрешности [image: image563.wmf]1
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, где [image: image564.wmf]n
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 и [image: image565.wmf]1
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 - знаменатели   [image: image566.wmf]n

-ой и [image: image567.wmf](1)
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-ой подходящих дробей. Решением поставленной задачи является подходящая дробь [image: image568.wmf]3

73

51

a

=

, т.к. [image: image569.wmf]4
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6. Бесконечные цепные дроби. Разложение квадратичных иррациональностей в цепные дроби

Задача №23. Разложить в бесконечную цепную дробь число [image: image570.wmf]7

a

=

.

Решение. Найдем целую и дробную части данного числа: [image: image571.wmf]{
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. Обозначим дробную часть как [image: image572.wmf]1
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. Тогда [image: image573.wmf]1
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. Аналогично для числа [image: image574.wmf]1
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 найдем целую и дробную части: [image: image575.wmf]{
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. Обозначим дробную часть как [image: image576.wmf]2
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. Тогда [image: image577.wmf]2
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. Далее также находим целую часть числа [image: image578.wmf]2
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: [image: image579.wmf]{
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. Обозначим дробную часть как [image: image580.wmf]3
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. Тогда [image: image581.wmf]3
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. Далее также находим целую часть числа [image: image582.wmf]3
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: [image: image583.wmf]{
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. Обозначим дробную часть как [image: image584.wmf]4

1

b

. Тогда [image: image585.wmf]4
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. Далее также находим целую часть числа [image: image586.wmf]4
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: [image: image587.wmf]{
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. Обозначим дробную часть как [image: image588.wmf]5
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. Тогда [image: image589.wmf]5
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. Очевидно, что [image: image590.wmf]51
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, поэтому далее элементы цепной дроби будут повторяться: [image: image591.wmf]72,1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4,...2,(1,1,1,4
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Ответ: [image: image592.wmf]72,(1,1,1,4)
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.
Задача №24. Найти число, представимое бесконечной чисто периодической дробью [image: image593.wmf](2,1,3,4)

<>


Решение. Число [image: image594.wmf](2,1,3,4)
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 можно представить в виде конечной дроби [image: image595.wmf]2,1,3,4,
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. Составим и заполним таблицу для обращения цепной дроби в обыкновенную:

	[image: image596.wmf]*
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a

+



	[image: image600.wmf]0
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	[image: image602.wmf]174
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Искомое число равно последней подходящей дроби: [image: image603.wmf]4711
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. Отсюда находим квадратное уравнение для [image: image604.wmf]a

: [image: image605.wmf]2
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Ответ: [image: image607.wmf]432597
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Задача №25. Найти число, представимое бесконечной смешанной периодической дробью [image: image608.wmf]3,5,(2,1,3,4)
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.

Решение. Пусть [image: image609.wmf](2,1,3,4)
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 - число, найденное в предыдущей задаче. Тогда число [image: image610.wmf]b

 можно представить в виде конечной цепной дроби [image: image611.wmf]3,5,
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. Составим и заполним таблицу для обращения цепной дроби в обыкновенную:

	[image: image612.wmf]*


	3
	5
	[image: image613.wmf]a



	[image: image614.wmf]1


	3
	16
	[image: image615.wmf]163

a

+



	[image: image616.wmf]0


	[image: image617.wmf]1


	5
	[image: image618.wmf]51

a

+




Число [image: image619.wmf]b

 равно последней подходящей дроби: [image: image620.wmf]163

51

a

b

a

+

=

+

. Подставляя значение [image: image621.wmf]432597

34

a

+

=

 и преобразуя, находим [image: image622.wmf]5525172597

1462

b

-

=

.

Ответ: [image: image623.wmf]5525172597

1462

b

-

=

.

7.  Элементы теории сравнений. Поле классов вычетов

Задача №26. Найти две последние цифры числа [image: image624.wmf]2012

17

.

Решение. Две последние цифры числа показывает остаток от деления на 100. Возводя число 17 в различные натуральные степени, и находя остатки по модулю 100, мы обнаружим, что показателем числа 17 по модулю 100 является 20: [image: image625.wmf]20

171(mod100)

º

. Поскольку [image: image626.wmf]20122010012

=×+

, то [image: image627.wmf]2012201001212

17(17)171761(mod100)

=×ºº

.

Ответ: Две последние цифры числа [image: image628.wmf]2012

17

 будут 6 и 1.

Задача №27. При каких [image: image629.wmf]n

 число  [image: image630.wmf]21

n

-

 делится на 7?

Решение. Сравнение [image: image631.wmf]21(mod7)

n

º

 возможно тогда и только тогда, когда [image: image632.wmf]n

 делится на показатель числа 2 по модулю 7. Этот показатель равен 3.

Ответ: При [image: image633.wmf]n

 кратном 3.
Задача №28. Доказать, что число [image: image634.wmf]2

21

n

+

 оканчивается цифрой 7 при любом натуральном [image: image635.wmf]1

n

>

.

Решение. Утверждение задачи означает, что [image: image636.wmf]2

217(mod10)

n

+º

 или [image: image637.wmf]2

26(mod10)

n

º

. При [image: image638.wmf]2

n

=

 это очевидно. Далее применяем метод математической индукции. Если для некоторого натурального числа [image: image639.wmf]n

 имеет место сравнение [image: image640.wmf]2

26(mod10)

n

º

, то возводя его в квадрат, получим [image: image641.wmf]1

2

236(mod10)6(mod10)

n

+

ºº

. Это означает, что [image: image642.wmf]1

2

21

n

+

+

 также оканчивается цифрой 7.
Задача №29. Составить таблицы сложения и умножения в поле классов вычетов по модулю 11.

Решение. Возьмем полную систему вычетов по модулю 11: 

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.


Выполняя обычные операции сложения и умножения над вычетами, берем остаток от деления результата операции на 11.

Таблица сложения

	+
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	0

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	0
	1

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	0
	1
	2

	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	0
	1
	2
	3

	5
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	0
	1
	2
	3
	4

	6
	6
	7
	8
	9
	10
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	7
	7
	8
	9
	10
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	8
	8
	9
	10
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	9
	9
	10
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	10
	10
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9


Таблица умножения

	×
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	2
	4
	6
	8
	10
	1
	3
	5
	7
	9

	3
	3
	6
	9
	1
	4
	7
	10
	2
	5
	8

	4
	4
	8
	1
	5
	9
	2
	6
	10
	3
	7

	5
	5
	10
	4
	9
	3
	8
	2
	7
	1
	6

	6
	6
	1
	7
	2
	8
	3
	9
	4
	10
	5

	7
	7
	3
	10
	6
	2
	9
	5
	1
	8
	4

	8
	8
	5
	2
	10
	7
	4
	1
	9
	6
	3

	9
	9
	7
	5
	3
	1
	10
	8
	6
	4
	2

	10
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1


Задача №30. В поле классов вычетов по модулю 11 решить систему уравнений методом Крамера.

[image: image643.wmf]537

792

xy

xy

+=

ì

í

+=

î


Решение. Вычисляем главный и вспомогательные определители, пользуясь таблицами сложения и умножения из предыдущей задачи:

[image: image644.wmf]53

4521242,

79

D==-==


[image: image645.wmf]73

636572,

29

x

D==-==


[image: image646.wmf]57

1049395.

72

y

D==-=-=


[image: image647.wmf]25

1,8.

22

y

x

xy

D

D

======

DD


Ответ: [image: image648.wmf]1,8.

xy

==


8. Сравнения 1-ой степени

Задача №31. Решить сравнение [image: image649.wmf]1713(mod23)

x

º

.

Решение. Решать сравнение будем четырьмя разными способами. 

1-й способ: подбор. В отличие от уравнений сравнения можно решать методом подбора, поскольку неизвестное [image: image650.wmf]x

 может принимать конечное число значений. Перебирая наименьшие неотрицательные вычеты из всех классов вычетов по модулю 23, находим [image: image651.wmf]17(mod23)

x

º

.

2-й способ: теорема Эйлера. Решение сравнения [image: image652.wmf](mod)

axbm

º

 основано на применении теоремы Эйлера [image: image653.wmf]()

1(mod)

m

xm

j

º

, откуда следует, что [image: image654.wmf]()1

(mod)

m

xbam

j

-

º×

. В данном случае [image: image655.wmf](23)121

1317(mod23)1317(mod23)

x

j

-

º×º×

. Вычисляя значения степеней числа 17 по модулю 23, находим, что [image: image656.wmf]21

1719(mod23)

º

 и [image: image657.wmf]131917(mod23)

×º

, т.е. [image: image658.wmf]17(mod23)

x

º

.

3-й способ: цепные дроби. Для решения сравнения [image: image659.wmf](mod)

axbm

º

 надо дробь [image: image660.wmf]m

a

 разложить в цепную дробь и найти числитель предпоследней подходящей дроби.

Разложим обыкновенную дробь [image: image661.wmf]23

17

 в цепную дробь: [image: image662.wmf]23

1,2,1,5

17

=<>

. Длина полученной цепной дроби равна [image: image663.wmf]3

n

=

.  Найдем подходящие дроби:

	[image: image664.wmf]*


	[image: image665.wmf]1


	[image: image666.wmf]2


	[image: image667.wmf]1


	[image: image668.wmf]5



	[image: image669.wmf]1


	[image: image670.wmf]1


	[image: image671.wmf]3


	[image: image672.wmf]4


	[image: image673.wmf]23



	[image: image674.wmf]0


	[image: image675.wmf]1


	[image: image676.wmf]2


	[image: image677.wmf]3


	[image: image678.wmf]17




Числитель предпоследней подходящей дроби равен 4. Решение сравнения находим по формуле:

[image: image679.wmf]3

1

(1)(mod)(1)134(mod23)6(mod23)17(mod23)

n

n

xbPm

-

º-××º-××º-º


4-й способ: изменение коэффициентов. Преобразуем сравнение, заменяя коэффициенты на другие, сравнимые с ними по данному модулю. Затем применяем свойство сравнений: обе части сравнения можно делить на число, взаимно простое с модулем. 

[image: image680.wmf]1713(mod23)

x

º

,

[image: image681.wmf]4010(mod23)

x

º-

,

[image: image682.wmf]41(mod23)

x

º-

,

[image: image683.wmf]422(mod23)

x

º

,

[image: image684.wmf]211(mod23)

x

º

,

[image: image685.wmf]234(mod23)

x

º

,

[image: image686.wmf]17(mod23)

x

º

.
Ответ: [image: image687.wmf]17(mod23)

x

º

.
Задача №32. Решить систему сравнений

[image: image688.wmf]5(mod7)

3(mod11)

x

x

º

ì

í

º

î


Решение. 

1-й способ. Перейдем от сравнения к равенству, введя новую переменную: [image: image689.wmf]57

xy

=+

. Подставим это выражение во второе сравнение системы и преобразуем.

[image: image690.wmf]573(mod11)

y

+º

,

[image: image691.wmf]72(mod11)

y

º-

,

[image: image692.wmf]42(mod11)

y

-º-

,

[image: image693.wmf]21(mod11)

y

º

,

[image: image694.wmf]212(mod11)

y

º

,

[image: image695.wmf]6(mod11)

y

º

,

[image: image696.wmf]611

yz

=+

,

[image: image697.wmf]57(611)4777

xzz

=++=+

,

[image: image698.wmf]47(mod77)

x

º

.

2-й способ: китайская теорема об остатках. Рассмотрим вспомогательные сравнения:

[image: image699.wmf]111(mod7)

y

º

 и [image: image700.wmf]71(mod11)

y

º

.

Их решения: [image: image701.wmf]2(mod7)

y

º

 и [image: image702.wmf]8(mod11)

y

º

. Возьмем [image: image703.wmf]1

2

y

=

 и [image: image704.wmf]2

8

y

=

. Тогда по китайской теореме об остатках получаем 

[image: image705.wmf]1152738(mod77)278(mod77)47(mod77)

x

º××+××ºº

.
Ответ: [image: image706.wmf]47(mod77)

x

º

.

9. Неопределенные уравнения

Задача №33. Решить неопределенное уравнение [image: image707.wmf]51113

xy

+=

.

Решение. Найдем сначала частное решение, перейдя от уравнения к вспомогательному сравнению:

[image: image708.wmf]513(mod11)

x

º

,

[image: image709.wmf]535(mod11)

x

º

,

[image: image710.wmf]7(mod11)

x

º

.

Отсюда получаем 

[image: image711.wmf]00

1357

7,  2.

11

xy

-×

===-


Общее решение неопределенного уравнения теперь имеет вид

[image: image712.wmf]711

213

xt

yt

=-

ì

í

=-+

î

,  [image: image713.wmf]t

Î

Z

.
Ответ: [image: image714.wmf]711

213

xt

yt

=-

ì

í

=-+

î

,  [image: image715.wmf]t

Î

Z

.
Задача №34. На почте продаются марки ценой по 3 рубля и по 11 рублей. Сколько марок можно купить на 100 рублей?

Решение. Составляем неопределенное уравнение [image: image716.wmf]311100

xy

+=

, где [image: image717.wmf]x

 и [image: image718.wmf]y

 - количества марок 1-го и 2-го типов соответственно. Находим частное решение: [image: image719.wmf]00

4,  8.

xy

==

 Общее решение имеет вид

[image: image720.wmf]411

83

xt

yt

=-

ì

í

=+

î

,[image: image721.wmf]t

Î

Z

.


По смыслу задачи неизвестные [image: image722.wmf]x

 и [image: image723.wmf]y

 должны быть неотрицательны. Это дает двойное неравенство для переменной [image: image724.wmf]t

: [image: image725.wmf]84

311

t

-££

. Целочисленная переменная [image: image726.wmf]t

 принимает значения [image: image727.wmf]123

2,1,0

ttt

=-=-=

. Им соответствуют решения уравнения

[image: image728.wmf]11

26,  2

xy

==

,

[image: image729.wmf]22

15,  5

xy

==

,

[image: image730.wmf]33

4,  8

xy

==

.
Ответ: [image: image731.wmf]11

26,  2

xy

==

; [image: image732.wmf]22

15,  5

xy

==

; [image: image733.wmf]33

4,  8

xy

==

.

Задача №35. Найти все числа, на которые может быть сократима дробь [image: image734.wmf]75

52

n

n

+

+

. При каких значениях числа [image: image735.wmf]n

 дробь будет сократимой?

Решение. Дробь сократима, когда наибольший общий делитель числителя и знаменателя  больше 1. Если [image: image736.wmf]d

=

НОД[image: image737.wmf](75,52)

nn

++

, то [image: image738.wmf]75

52

ndx

ndy

+=×

ì

í

+=×

î

. Исключая из этой системы число [image: image739.wmf]n

, получим [image: image740.wmf](57)11

dxy

×-=

. Поскольку число 11 простое, то [image: image741.wmf]11

d

=

 и [image: image742.wmf](57)1

xy

-=

. Решая последнее неопределенное уравнение, получим [image: image743.wmf]37

25

xt

yt

=+

ì

í

=+

î

, [image: image744.wmf]t

Î

Z

. Из этого решение находим, при каких значениях [image: image745.wmf]n

 дробь сократима: [image: image746.wmf]411,.

ntt

=+Î

Z


Ответ: Дробь может быть сократима только на 11 при [image: image747.wmf]411,.

ntt

=+Î

Z


10. Первообразные корни и индексы

Задача №36. Найти первообразный корень по модулю 17.

Решение. Проверим число 2:

[image: image748.wmf]2345

678

24(mod17),28(mod17),216(mod17),215(mod17

),

213(mod17),29(mod17),21(mod17).

ºººº

ºº=



Это означает, что показатель числа 2 по модулю 17 равен 8, и число 2 не является первообразным корнем по модулю 17.

Проверим число 3:

[image: image749.wmf]23456

7891011

1213141516

39(mod17),310(mod17),313(mod17),35(mod17

),315(mod17),

311(mod17),316(mod17),314(mod17),38(mod1

7),37(mod17),

34(mod17),312(mod17),32(mod17),36(mod17)

,31(mod17).

ººººº

ººººº

ººººº



Показатель числа 3 по модулю 17 равен 16, поэтому число 3 является первообразным корнем по модулю 17.

Задача №37. На циферблате часов расставить числа 1,2,3,…,12 так, чтобы для любых трех чисел [image: image750.wmf],,

abc

, стоящих подряд, число [image: image751.wmf]2

bac

-×

 делилось на 13. 

Решение. Число 13 – простое. Возьмем любой первообразный корень по модулю 13, например 2. Выпишем его двенадцать степеней:

2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096.


Это геометрическая прогрессия. По свойству геометрической прогрессии квадрат любого члена равен произведению двух соседних членов: [image: image752.wmf]2

bac

=×

. Если числа прогрессии заменить их остатками при делении на 13:

2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1,

то полученная последовательность будет удовлетворять условию задачи. Эти числа можно расставить на циферблате начиная с любого места. Кроме того, можно двигаться как по часовой стрелке, так и против часовой стрелки.

11. Степенные и показательные сравнения

Задача №38. Решить сравнение [image: image753.wmf]3

73(mod11)

x

º

.

Решение. Число 2 является первообразным корнем по модулю [image: image754.wmf]11

. Составим таблицу индексов по модулю 11 и основанию 2.

[image: image755.wmf]12345

22(mod11), 24(mod11), 28(mod11), 25(mod1

1), 210(mod11),

ººººº


[image: image756.wmf]678910

29(mod11), 27(mod11), 23(mod11), 26(mod1

1), 21(mod11).

ººººº


	[image: image757.wmf]x


	1
	2
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	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	[image: image758.wmf]()

indx


	0
	1
	8
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	9
	7
	3
	6
	5



Проиндексируем данное сравнение и получим новое сравнение по модулю [image: image759.wmf](11)10

j

=

. Введём новую переменную [image: image760.wmf]()

yindx

=

:

[image: image761.wmf](7)3()(3)(mod10)

indindxind

+º

,

[image: image762.wmf]738(mod10)

y

+º

,

[image: image763.wmf]31(mod10)

y

º

,

[image: image764.wmf]321(mod10)

y

º

,

[image: image765.wmf]7(mod10)

y

º

.


По таблице индексов находим [image: image766.wmf]7(mod11)

x

º

.

Ответ:  [image: image767.wmf]7(mod11)

x

º

.
Задача №39. Решить показательное сравнение  [image: image768.wmf]583(mod11)

x

×º

.

Решение. Проиндексируем данное сравнение, воспользовавшись таблицей индексов из предыдущего примера:

[image: image769.wmf](5)(8)(3)(mod10)

438(mod10)

34(mod10)

8(mod10)

indxindind

x

x

x

+×º

+º

º

º


Ответ:  [image: image770.wmf]8(mod10)

x

º

.
Задача №40. Решить сравнение [image: image771.wmf]2

750(mod13)

xx

++º

.

Решение. Преобразуем сравнения путем замены коэффициентов на другие, сравнимые с ними по модулю 13: 

[image: image772.wmf]2

2

22

650(mod13),

694(mod13),

(3)20(mod13),

xx

xx

x

-+º

-+º

--º


[image: image773.wmf]12

(1)(5)0(mod13),

1(mod13),5(mod13).

xx

xx

--º

ºº


Таким образом, сравнение имеет два решения.

Ответ:  [image: image774.wmf]12
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12.  Символ Лежандра

Задача №41. Вычислить символ Лежандра [image: image775.wmf]26

43

æö

ç÷

èø

.

Решение. Воспользуемся свойствами символа Лежандра: 

[image: image776.wmf]2
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Задача №42. Доказать, что произведение двух последовательных натуральных чисел при делении на 17 не может давать в остатке 1.

Решение. Пусть произведение двух последовательных натуральных чисел [image: image777.wmf]x

 и [image: image778.wmf]1

x
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 при делении на 17 дает в остатке 1. Тогда имеет место сравнение [image: image779.wmf](1)1(mod17)
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. Преобразуем, пользуясь свойствами сравнений:
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Последнее сравнение возможно, если число 5 является квадратичным вычетом по модулю 17. Проверим с помощью символа Лежандра.
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Это означает, что число 5 является квадратичным невычетом по модулю 17, поэтому сравнение [image: image782.wmf]2
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 не имеет решения.
Задача №43. Доказать, что простое число вида [image: image783.wmf]43
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 нельзя представить в виде суммы квадратов двух натуральных чисел.

Решение. Допустим, что [image: image784.wmf]22
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 взаимно просты с [image: image788.wmf]p

. Возьмем число [image: image789.wmf]c

 такое, что [image: image790.wmf]1(mod)
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. Тогда [image: image791.wmf]2
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. Это означало бы, что число (-1) является квадратичным вычетом по модулю [image: image792.wmf]p

. Но значение символа Лежандра для числа (-1) равно [image: image793.wmf](1)
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, т.е. (-1) является квадратичным невычетом по модулю [image: image794.wmf]43
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.
Задача №44. Числа [image: image795.wmf]a

 и [image: image796.wmf]b

 можно представить в виде суммы квадратов двух целых чисел. Доказать, что их произведение также можно представить в виде суммы квадратов двух целых чисел.

Решение. Пусть [image: image797.wmf]22
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 и [image: image798.wmf]22
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Задача №45. Доказать, что число [image: image800.wmf]1
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 является суммой квадратов двух целых чисел, где [image: image801.wmf]12
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 - целые числа.

Решение следует из предыдущей задачи применением метода математической индукции.

5.7. Варианты экзаменационных билетов
ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 1

1. Теорема о делении с остатком.

2. Сравнения 1-ой степени.

3. Найти количество натуральных чисел, не превосходящих 1800 и взаимно простых с 44.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 2

1. Свойства делимости.

2. Неопределенные уравнения 1-ой степени.

3. Решить показательное сравнение    
[image: image802.wmf]573(mod11)

x

×º


ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 3

1. Основная теорема арифметики.

2. Системы сравнений 1-ой степени. Китайская теорема об остатках.

3. Найти показатель , которому принадлежит число 9 по модулю 17.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 4

1. Простые числа. Теорема Евклида.

2. Закон взаимности для символа Лежандра.

3. Разложить число  
[image: image803.wmf]40

31

   в цепную дробь.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 5

1. НОК и НОД. Алгоритм Евклида.

2. Символ Якоби и его свойства.

3. Найти две последние цифры числа 
[image: image804.wmf]1999

13

.
ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 6

1. Взаимно простые числа и их свойства.

2. Решение показательных сравнений.

3. Разложить в бесконечную цепную дробь число 
[image: image805.wmf]11

.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 7

1. Функция y = [x] и ее свойства.

2. Первообразные корни. Существование первообразного корня по простому модулю.

3. Найти число, представимое цепной дробью <3,7,2,1,4>, и подходящие дроби.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 8

1. Цепные дроби. Подходящие дроби и их свойства.

2. Индексы и их свойства.

3. Решить систему сравнений


[image: image806.wmf]3(mod13)
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 9

1. Бесконечные цепные дроби. Разложение действительного числа в цепную дробь.

2. Сравнения высших степеней по простому модулю.

3. Найти с помощью алгоритма Евклида НОД чисел 4121 и 1469, а также их НОК.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 10

1. Периодические цепные дроби. Теорема Лагранжа о разложении квадратичной иррациональности в периодическую цепную дробь.

2. Теорема Вильсона.

3. Решить сравнение    
[image: image807.wmf]1713(mod23)
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 11

1. Приближение действительных чисел подходящими дробями.

2. Приложения теории квадратичных вычетов: простые делители квадратичных форм.

3. Найти первообразный корень по модулю 17 и составить таблицу индексов.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 12

1. Сравнения и их свойства.

2. Символ Лежандра и его свойства.

3. Решить неопределенное уравнение   
[image: image808.wmf]1323107
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 13

1. Классы вычетов и операции над ними. Кольцо классов вычетов.

2. Показатель и его свойства.

3. Решить сравнение    
[image: image809.wmf]3
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 14

1. Полная и приведенная системы вычетов и их свойства.

2. Двучленные сравнения n-ой степени по простому модулю.

3. Решить сравнение    
[image: image810.wmf]2
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ  БИЛЕТ  № 15

1. Теорема Эйлера и теорема Ферма.

2. Сравнения 2-ой степени по простому модулю. Критерий Эйлера.

3. Вычислить символ Лежандра  
[image: image811.wmf]62

47

æö

ç÷

èø

.

6. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ
6.1. Рекомендуемая литература
а) основная литература:
Нестеренко Ю. В. Теория чисел: учебник для студентов высших учебных заведений.  

М.: Издательский центр «Академия», 2008. - 272 с. 
б) дополнительная литература:
Виноградов И. М. Основы теории чисел. — Москва-Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2003, 176 стр. 

Бухштаб А.А. Теория чисел. - М.: Просвещение, 1966. - 384 с.

Сушкевич А.К. Теория чисел. Элементарный курс. Харьков: ХГУ, 1954. - 205 с.

Задачи и упражнения по теории чисел. Методическая разработка. Ч.1,2. Составители: Е.И. Гордон, С.А. Тюрин. -  г.Горький, ГГУ, 1986.

в) программное обеспечение и Интернет-ресурсы:

 http://eek.diary.ru/p54405820.html
 На этом сайте много учебников по теории чисел.
7. МАТЕРИАЛЬНО-ТЕХНИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ 
Компьютерный класс с доступом к Интернету
8. КРИТЕРИИ ОЦЕНОК
	Оценка
	Уровень подготовленности

	отлично
	Подготовка, уровень которой существенно выше среднего

	хорошо
	Хорошая подготовка с некоторыми ошибками

	удовлетворительно
	Подготовка, удовлетворяющая минимальным требованиям

	неудовлетворительно
	Необходима дополнительная подготовка


Сергей Андреевич Тюрин
Методические материалы 
учебно-методического комплекса по курсу
«Теория чисел»

Учебно-методическое пособие
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение

высшего образования

«Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского».

603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23
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