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§1. Определения
Определение 1. Оригиналом или функцией-оригиналом называется        комплекснозначная функ​ция f(t) действительного переменного t, -( < t < +(,  удовлетворяющая условиям:
а) f(t) интегрируема на любом конечном интервале [0,B], B>0 
(в частности, непрерывна на нём, кроме конечного числа точек разрыва 

первого рода),
б) f(t)=0 при  t<0,
в) f(t) имеет ограничение на рост при t( +( (возрастает не  быстрее  показательной функции): существуют постоянные М > 0, t0 ≥ 0 и s0 такие, что  |f(t)|( M[image: image2.png]


 , t ≥ t0 ≥ 0  
(иногда число s0 называют показателем роста функции f(t)). 
Простейшим оригиналом является единичная функция (Хевисайда)

[image: image1402.emf] 




 

1,  t ( 0,   

0,   t < 0.

В дальнейшем под данными функциями  f(t), -( < t < +(, будем понимать именно функции

      f(t),  t ( 0,   

     0,   t < 0,
опуская при этом множитель η(t).

Определение 2. Преобразованием Лапласа или изображением функции f(t) (по Лапласу) называется функция F(p) комплексного переменного p=s+iσ, определяемая интегралом

[image: image4.png]F) = [, "f(t)e™®



 dt.                         (1)
Фразу: «функция  f(t) имеет своим изображением F(p)» записывают символами  f(t) [image: image6.png]


 F(p),  F(p) [image: image8.png]


f(t) и т. п. 

Интеграл (1) сходится (притом абсолютно) в полуплоскости Rep( s>s0  и определяет в ней аналитическую функцию  F(p), причём F(p)( 0 при s ( +(. В частности, если аналитическое продолжение функции F(p) окажется регулярной функцией в точке p=(, то обязательно F(() =0. 
Операционное исчисление устанавливает общие правила, позволяющие решать линейные дифференциальные, интегральные и прочие функциональные уравнения, вычислять некоторые определённые интегралы и т. п.      Например, операторный метод решения функционального уравнения состоит в следующем: 

1) от уравнения относительно  f(t) (оригинал) переходят к уравнению относительно изображения  F(p) (оно обычно более простое, в частности – алгебраическое),

2)  из полученного операторного уравнения находят F(p),

3)  зная F(p), возвращаются к оригиналу  f(t).
При этом используются правила (свойства) и таблицы.

Пример 1.  Функция f(t)=2e(-3+5i)t[image: image10.png]cos at



, a([image: image12.png]


  является оригиналом: 
|f(t)|( 2e-3t, и можно считать s0=-3.
Функция  f(t)=[image: image14.png]


 не является оригиналом: интеграл [image: image16.png]


  расходится (да и по существу интеграл (1) с  f(t)=[image: image18.png]


    расходится (p ( [image: image19.png]


).  
Функция же  f(t)=[image: image21.png]=1



оригиналом является (и можно считать s0 = 0) .
Определите, какие из следующих функций являются оригиналами (и каков показатель роста s0 ), какие нет: exp( t 2), exp( e t), exp(- e t), t3 , t - 3[image: image23.png]e(2-0t



 ,  [image: image25.png]i1
sin~
N



, [image: image27.png]sin ¢



, [image: image29.png]cost




, t(  (- ( < ( < + ().
Пример 2. Найти изображение функции y=f(t), заданной на рисунке 1: 
                                                                   y
                                                                 1

                                                                    0              [image: image31.png]


           [image: image33.png]2a



               t
                                                               
                                                                  -1
Рис. 1. График функции y =  f ( t )  
   f(t)  = [image: image35.png]i(t—a), 0<t<a

1, a<t <2q
0 t>2a



 
Находим:  F(p)=[image: image37.png]Jy Tf@edr = [ f(Derdr = [T ¢~ @) erdr + [ 1e T dr =

1(1, L (gmap 1))+ Lo emeyp 20

a\p »



;  F(0)=[image: image39.png]1

[if@dt=2a

5



  - это  значение восстанавливается как предел 
F(p) при p ( 0.
Проверить: точка p=0 не является особой (устранимая особая точка) и F(p) – целая функция (для неё p=( – существенно особая точка). 
Пример 3. Найти изображение функции f(t)= e a t, a – комплексное число. Имеем [image: image41.png]F(p)= [ ~edte™ = [Te-tr-a)gt =
(2 ettePdt = [e
=1, p




, если потребовать: [image: image43.png]Re(a—p) <0



, то есть [image: image45.png]Rep> Rea




.

Итак, [image: image47.png]


, в частности η(t)= 1 [image: image49.png]


. 
Пример 4.  Пусть [image: image51.png]e ra-1p-tgy
r(e)= jn tole



, Re ( > 0; это – гамма-функция Эйлера. При ( > -1, считая p > 0, найдём [image: image53.png]o +21 T(u+1)
t# = [ 7the Ptdt = (samenapt = &) = ifn —éfetds = — L



 (результат верен и когда [image: image55.png]pE C



, Re p > 0). Так как     ( (n + 1) = n( ([image: image57.png]ne N,



), [image: image59.png]


, то, в частности, 
[image: image61.png]™

n!

e



,                 [image: image63.png]


.
§2. свойства оригиналов и их изображений (преобразований Лапласа)
Везде далее через f(t), g(t), y(t), … будем обозначать оригиналы, а соответственно большими буквами F(p), G(p), Y(p), … - их изображения. 
I.  Линейность: [image: image65.png]Af(t)+ Bg(t)

F(p)+ BG(p)



; A и  B комплексные постоянные.
Пример 5. Найти изображение функций [image: image67.png]sin wt,cos @t,shwt, chot,w C



.
Имея в виду пример 3, находим:
[image: image69.png];- 1wt -iet) = L[ 1 1m) @
snot=—(e - e == -
=( V()= o



.
Аналогично: [image: image71.png]cosat =




,    [image: image73.png]


,    [image: image75.png]


.
 II. Подобие: [image: image77.png]fFu=3F(2), 2>0



.
 III. Дифференцирование оригинала: если f ((t), … , f (n)(t)  тоже оригиналы, то [image: image79.png]f(t) =pF(p)—f(0)



,  [image: image81.png]f(t)= p*F(p)— pf(0)— f(0)



, 
 [image: image83.png]P"F(p) — p"1f(0)



,                                   (2)
где считается, что [image: image85.png]FE(0) = lim,_, f*(2)



; k = 0,1, … , n-1.
Это – одно из важнейших свойств.

В частности, если «начальные значения» нулевые: [image: image87.png]fO)=f0)=-=f7Y0)=0




, то [image: image89.png]p"F(p)



.
 IV. Дифференцирование изображения: [image: image91.png](—O)™f(t)



.
Пример 6. Используя результаты примеров 3 и 5, по свойству IV найдите:

[image: image93.png]treat —
P



;                   в частности, при a=0,     [image: image95.png]n!

e



,

 [image: image97.png]i 2pe
tsinot = 20



,                                          [image: image99.png]tcoswt =

(p2+ @2)?



. 
V. Интегрирование оригинала:    [image: image101.png]


.
Пусть сходится [image: image103.png][ f®dt=A



, тогда [image: image105.png][Crdt=a- [jf@Ode= 2 - 22

»



.
VI. Интегрирование изображения. Вычисление некоторых интегралов. Если  [image: image107.png]f&)
N



 тоже оригинал, то 
                                    [image: image109.png]@

[7F(q)dg



                                                         (3)

(путь интегрирования лежит в полуплоскости Re p > s0), то есть
                                [image: image111.png][T ertdr = [“F(q)dg
[

N



                                             (4)

(Иначе: (4) верно, если интеграл (3) сходится). Это свойство позволяет вычислять интеграл, стоящий слева в (4), с помощью интеграла (3). В частности,  

                                           [image: image113.png]™4t = [7F(q)dg



,                                           (5)

если интеграл, стоящий слева, сходится.

Пример 7. Найти изображения функций  [image: image115.png]sin ¢



  и интегрального синуса   [image: image117.png]sing
si(t) = [, 7 d



.  Имеем: [image: image119.png]f(t)= sint =




,   [image: image121.png]sint _. ® 1 , _ T_ _
== =da= ;- arctgp = arcctgp



. Тогда, по свойству V: [image: image123.png]arcctgp
si(t) = —



.
Пример 8. Докажем, что [image: image125.png]dt = f— arctg :



; a[image: image127.png]


0 действительное число, k [image: image129.png]


 0.
Способ 1.              [image: image131.png]


, 

 [image: image133.png]ke = g— arctg



.
В частности, при [image: image135.png]


, [image: image137.png]


: [image: image139.png]


.  Это – интеграл Эйлера-Лапласа-Дирихле.

Способ 2. Второй способ доказательства будет рассмотрен ниже в свойстве VIII.
Вопрос: можно ли операции из примеров 7 и 8 применить вместо [image: image141.png]sin ¢



 к функции [image: image143.png]cost




?
VII. Запаздывание оригинала: [image: image145.png]nt— of(t—

e PF(p), >0



.
Обычно множитель  ((t - () опускается, но вводится условие: f(t - ()=0 при 
t-( < 0.
Пример 9. Имеем, учитывая пример 3: [image: image147.png]G
= —er
S



,  [image: image149.png]


. Однако [image: image151.png]


.
Пример 10. Найдём изображение единичного импульса («ступенька»):
[image: image152.png]0,mput <0ut > b;

o) = { 1,mpn0 <t <b.




Способ1. Непосредственно: [image: image154.png]?(p) = [ p(t)e?dt = [ 1etdt = (1), p#0



, и [image: image156.png]@0) = [ dt=0b



. Убедитесь, что [image: image158.png]


 – целая функция: p=0 – правильная точка (p=( - существенно особая точка).
Способ 2. По свойству VII, учитывая пример 9: [image: image160.png]ot) = 7(t) — nle—b) = ~— e



.

VIII. Смещение изображения (теорема затухания):
 [image: image162.png]e f(1
t)=F(p
—a)



; [image: image164.png]


.                                                                    (6)
Это свойство по известным изображениям функций  f(t) позволяет находить  изображения функций [image: image166.png]f(t)e*



,  например, [image: image168.png]at g
e sinot = ———



.
Рассмотрим способ 2 доказательства формулы примера 8.

Возьмём [image: image170.png](k)% +a?

=F(p)



. Тогда, по формуле (5): [image: image172.png]® __ a _.._= k
fy g dp == arctg ;



.

IX. Изображение свёртки (теорема Э. Бореля умножения изображений): 
[image: image174.png](f *9)®) = [, f(Hg(t— Hdé= F)G(p)



.                                                        (7)
Присутствующий в формуле (7) интеграл, обозначаемый [image: image176.png](f *9)



, называется свёрткой функций f(t) и g(t). Легко проверить, что [image: image178.png](f *g)

@ *f



. Используя (7) и (2), найдём: [image: image180.png]PF(PIGP) = f(O6E) + (PF®) — F(0)6®) = F(0g® + (f ® =g(®) =
FO0)g(D) + [ g(Of (t— &de



.                                                 (8)

Эта формула называется –  интеграл Дюамеля.

Пример 11. Записать в форме интеграла оригинал, соответствующий изображению [image: image182.png]p F(p)G(p)



, где [image: image184.png]


, [image: image186.png]G(p)



.
По формуле (8) имеем: [image: image188.png]pF(p)G(p) = f(t) = g(t) + F(0)g(t)



. Следовательно, [image: image190.png]PF@)G(@) = (PF (@) ~ F(0)6() + f0)G6() = [ (1) * g(&) + f(0)g(t) =
FO)9® + [ f (gt —Ddr = fO)g® + [} g(®) f (¢t - Ddr



.
Пример 12. Найдём свёртку [image: image192.png](sint *t)



.
а) Непосредственно: [image: image194.png]sint+t

(sint *t)= [ sin&- (t— Hdé=




 (интеграл берётся «по частям»).

б) По свойству IX: [image: image196.png](sint *t) =




.
Пример 13.  Решить задачу Коши:
 [image: image198.png]y () + &?y(t) = f(£),y(0) =y (0) = 0; @ = const # 0



.
1) Вводим изображения искомой y(t) и данной f(t)  функций: [image: image200.png]


 ([image: image202.png]y () = p?Y(p)



); [image: image204.png]


.

2) Переходим к операторному уравнению (к уравнению для изображений): [image: image206.png]p?Y(p) + @*Y(p) = F(p)



.

3) Решаем его и возвращаемся к оригиналу:
 [image: image208.png]—2—F®) = Z[; f($sin ot — Hd&= y(t)




.                      (9)  
Пример 14. Аналогично решается уравнение [image: image210.png]y (t) — &*y(t) = f(t)



 с [image: image212.png]y(0)=y(0)=0



. Именно: пусть [image: image214.png]Y(p)



, то [image: image216.png]y () = p?Y(p)



; [image: image218.png]


. Операторное уравнение: [image: image220.png]p?Y(p) — &*Y(p) = F(p)



. Далее [image: image222.png][y F(&sh ot — Hdé=y(®)




.                         (10)

(Впрочем, этот результат получится из (9) заменой там ( на i(). 
Попробуйте этим приёмом решить задачу Коши: [image: image224.png]y () — y(0) = —

h2t



, [image: image226.png]y(0)=y(0)=0



.
При решении последних задач «обычным» методом пришлось бы:

1) найти общее решение соответствующего однородного уравнения;

2) методом Лагранжа вариации произвольных постоянных найти частное решение;

3) в найденном общем решении определить постоянные, исходя из начальных условий.

Интересно отметить, что результаты (9) и (10) справедливы и когда правая часть f(t) не является оригиналом, в частности f(t)=exp(t2), причём как таковая на всей оси [image: image228.png]—o0 <t < +o



, а не [image: image230.png]n(t)exp (t?)



. Например, решение уравнения [image: image232.png]y (®) +9y(t) =

0523t



   с  [image: image234.png]y(0)=y(0)=0



 (правая часть – не оригинал) на промежутке [image: image236.png]—Z<t< 2
P



  будет (по формуле (9)):  [image: image238.png]y(t)

1

I ==

ey

sin3(t — £)ad



.
X. Восстановление оригинала по изображению (теорема обращения преобразования Лапласа).
Если функция f(t) непрерывна в точке t и имеет в ней конечные односторонние производные, то [image: image240.png]fF(©) = = [ "F(p)e**dp

i



, ([image: image242.png]


),                                          (11)

где интеграл берётся вдоль прямой Re p=( , (( > s0, и понимается в смысле главного значения Коши ((11) называется формула или интеграл Меллина). 
Следствие. Оригинал  f(t) однозначно определяется по его изображению F(p) во всех точках, где функция f(t) дифференцируема.

Частный случай. Пусть функция F(p) регулярна в точке p=(  (так что F(()=0)  и имеет лишь конечное число особых точек ak (k=1, … , n). Тогда, используя лемму Жордана и учитывая (11), можно получить
                                             [image: image244.png]f(t)=-=¢ Fp)erdt



,                                             (12)

где LR – замкнутый контур, состоящий из дуги [image: image246.png]Cr ={lp|=R,Rep =



, [image: image248.png]R > max,...,|a;]|



, и соединяющего её концы вертикального отрезка [image: image250.png][y—ic,y+ic]



. Но тогда, если дополнительно F(p) однозначна в [image: image252.png]


 , то есть  ak – полюсы или существенно особые точки, то [image: image254.png]f(t) =Xh res, ., (F(p)e?'}



.                           (13)

Это – вторая теорема разложения.
Примечание. Если [image: image256.png]F(p) =

()
P(p)



 – правильная рациональная дробь (степень многочлена [image: image258.png]


(p) больше степени многочлена Q(p)), то можно поступить и следующим образом: разложить её на сумму более простых дробей (например,         простейших) и для отыскания их оригиналов использовать Таблицу.

XI. Первая теорема разложения. Если функция F(p) регулярна в точке p=(, так что её ряд Лорана в окрестности бесконечности имеет вид
 [image: image260.png]F(p) = Tis



, [image: image262.png]Ip| > o



, то [image: image264.png]


.   
(Пусть t ( [image: image266.png]


,  тогда  f(t) – целая функция экспоненциального типа, а функция F(p) – ассоциированная с ней по Борелю).
XII. Теорема о дифференцировании по параметру. Если при любом фиксированном x функция f(x,t) является оригиналом, а F(p,x) есть её изображение, и если в интеграле [image: image268.png]F(p,x) = [, f(t,x)e"?"dt



 возможно дифференцирование по параметру x под знаком интеграла, то [image: image270.png]


.
Это свойство используется при решении дифференциальных уравнений в частных производных, при этом производная от изображения записывается как обычная производная [image: image272.png]


: величина p считается постоянной. 
Таблица оригиналов и их изображений.
1.[image: image274.png]


.    В частности [image: image276.png]



2. [image: image278.png]



3. [image: image280.png]



4. [image: image282.png]



5. [image: image284.png]



6. [image: image286.png]n!

oo

treat =



.   В частности  [image: image288.png]n!

e




7. [image: image290.png]2ap
(p2+a2)?

tsinat




8. [image: image292.png]tcosat =

(2 +a2)?




9. [image: image294.png]



10. [image: image296.png]



11. [image: image298.png]at

e (r-a)2+ a?




12. [image: image300.png]



13. [image: image302.png]



14. [image: image304.png]e chwt = ———
(r—a)*— o?




15. [image: image306.png]Tla+1)
ey




  ([image: image308.png]u>—1



).   В частности [image: image310.png]



§3. РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ПРИМЕРОВ
По данным оригиналам найти их изображения.
1. [image: image312.png]f(t)=5ch3t+3e2—6=5-"2-+3





2. [image: image314.png]sin?3t= (1
S —cos 6t) =





3. [image: image316.png]eStcos?3t 25’%(1 + cos 61) %e“ + %e“ cos 6t





4. f(t)=[image: image318.png](t—1?=({t—1)nt—1).




Для функции f(t)=t2 η(t) имеем
[image: image319.png]



По теореме запаздывания для функции [image: image321.png](t—13n(t—1)



  имеем

[image: image322.png](t
—1)n(
—
1
=e”
» 2
p?




Здесь существенно, что ищется изображение функции [image: image324.png](t—13n(t—1)



, т. е. функции, равной нулю при t<1.

Если рассмотреть функцию [image: image326.png]fi(t) = (t—1)*n(v)



, то для нее имели бы [image: image328.png]fi(t) = (2 — 2t+ 1)n(v)



, и по свойству линейности

[image: image329.png](t—1)*n(®)





5. Функцию [image: image331.png]f(x) =chxcosx



 разложить в ряд по степеням x.
[image: image333.png]f(x)



=[image: image335.png]


; [image: image337.png]- = T (D) 2
F(P):%((pfl)l+l+(p 1)Z+1) ey p"(l+ 5 e P



; [image: image339.png]FOO) = Tima(— 1) o



. 
6. Найти интеграл [image: image341.png]J, e™**sin 3x cos 2xdx




.
[image: image343.png]F(t) = sin 3t cos2t = %(sin St+sint) =




;

[image: image345.png]F(p) = [ e " sin 3tcos 2tdt



.
При p=4 получим [image: image347.png]= () -2

16+25 @ 1641/ 697



.
7. Найти интеграл [image: image349.png]t
[ (t — 7) cos 3tdr



.

[image: image351.png]f5 & —1)? cos 3zdr =

3(t—lsinat)
(63




.

8. Найти интеграл [image: image353.png]


.
Воспользуемся формулой (5). Имеем [image: image355.png]f(t) =sint :

241



, тогда [image: image357.png]@ _dp

T Jo p2i1 2
o "



.
9. Найти интеграл [image: image359.png]


      (a > 0, b > 0).
Имеем [image: image361.png]


; [image: image363.png]


, тогда [image: image365.png]


.                           

Для данных изображений найти оригиналы.
10. [image: image367.png]- _ 1 _A L B, Cp+D
FO) =S = % ot o




[image: image368.png]AP+ D) +Bpp:—p+ 1)+ (Cp+D)pp+1)=1




Методом подстановки (или приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях p) находим:

p=0, то  A=1; p=-1,то  B(-1)(1+(+1)+1)=1, B= -  [image: image370.png]


.

Для остальных коэффициентов: при p3 : A+B+C=0 ( C= [image: image372.png]


;  при p2: -B+D=0 ( D=[image: image374.png]


. Коэффициенты A  и B легко найти  с помощью вычетов:
[image: image376.png]A = res,- (pz 5 = lim, 0P p(pz D



; [image: image378.png]B = res,

==1(p3+1)



.
11. [image: image380.png]FO) = ——ma



. 
 Разлагаем F(p) на сумму простейших дробей:


[image: image381.wmf]4
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Отыскав коэффициенты  A, B, C, D, получим  


[image: image382.wmf]4
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 .                 
Оригиналы для каждой из простых дробей в правой части последнего равенства находятся просто. Используя свойство линейности, получим 

f(t )
[image: image383.wmf].
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Найдите оригинал с помощью второй теоремы разложения. 
12. 
[image: image384.wmf].
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В данном случае F(p) уже есть простейшая дробь. Для нахождения оригинала воспользуемся теоремой умножения и тем, что [image: image386.png]


.

[image: image387.wmf]
Имеем [image: image389.png]1
FO) = Gy = ot 7o

0)]dr = %tcostfisin(er Ol =

t o 1ty
fn sin(t — 7) sintdt = 3 fn [cost — cos(2T —




=[image: image391.png]1 1.
~tcost —-sint
5 5



.
13.  
[image: image392.wmf].
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Наличие множителя [image: image394.png]e~ P



 указывает на необходимость применения теоремы запаздывания. Здесь [image: image396.png]


, [image: image398.png]


,  поэтому [image: image400.png]e o
e~ Uyt —1)

p+1



.
14. Решить интегральное уравнение [image: image402.png]y(®) = [ ywdu+1



.

Способ 1. [image: image404.png]


, то [image: image406.png]t _ ¥p)
o yadu =2



; [image: image408.png]


. Тогда операторное уравнение [image: image410.png]V() ="2 4>



, [image: image412.png]Y(p) =




.
Способ 2. «Обычным» методом: имеем [image: image414.png]y(0) =1



, [image: image416.png]y () = y(t)=y(t) = Cet®



, [image: image418.png]


.
15. Найти интеграл     [image: image420.png]1 e*at

2 zide, Zntt




, ([image: image422.png]n €N



).
(Предполагается, что [image: image424.png]t>0



, [image: image426.png]


 – прямая [image: image428.png]Rez=a>0



, проходимая снизу вверх, причём [image: image430.png]


 выбрано так, что все особые точки подынтегральной функции расположены влево от [image: image432.png]


.)
Согласно формуле обращения преобразования Лапласа (11) функция [image: image434.png]


 является изображением функции [image: image436.png]1 &%t dt
fO=2. 7




, то есть [image: image438.png]


.
Так как [image: image440.png]


 (см. равенство 6. в Таблице), то [image: image442.png]o T g



. Следовательно, [image: image444.png]


 или [image: image446.png]1 e*at

2 zide, Zntt

th

oy



.  

§4. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ НА ОТЫСКАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ И ОРИГИНАЛОВ
1. Проверить, какие из указанных функций являются функциями-оригиналами, а какие нет:

а) f(t) = bt  η  (t),    b>0,     b≠1;                              б) f(t) = e(2+4i  )t η (t);

в) f(t) = t 2 η (t);                                                        г) f(t) = ch (3-i) t η (t);     
д) f(t) = tg(t) η (t);                                                   е) f( t) = t t η (t);
          ж) f(t) = e-t cos(t) η (t);                                                     з ) f(t)= [image: image448.png]


η (t);   
           и) f(t) = [image: image450.png]


η (t);                                                           к) f(t)=1+[image: image452.png]Y (—1)F



η ( t – k ).
Пользуясь  определением, найти  изображения следую​щих функций:

2. f(t) = t.                      3. f(t) = sin 3t.

4.  f(t) = t e t.                       5.  f(t) =  t α  (α > -1).

6. Может ли функция [image: image454.png]


 (p) =
[image: image455.wmf]p

cos

1

 служить   изобра​жением некоторого   оригинала?

Найти изображение функций:

7.  1+t.                           8. 2 sin t – cos t.                     9. t+
[image: image456.wmf]2

1

e-t.
Пользуясь теоремой подобия, найти изображения сле​дующих функций:
10. f(t) = eat.              11. f(t) = sin 4t.

12. а) f(t) = cos ωt;          б) f(t)= sh 3t.

Пользуясь   теоремами   линейности  и   подобия,   найти изображения следующих функций:
13. f(t)=sin2t.       14. f(t)=sin(mt)[image: image458.png]


cos(nt).
15. f(t) = cos3t.    16. f(t)=sin(mt)[image: image460.png]


sin(nt).
17. f(t)=sin4t.    18. f (t) = cos(mt)[image: image462.png]


cos(nt).
Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изображение следующих функций:

19. f(t) = cos2t.       20. f(t)=sin3t.

21. f(t) = t sin ωt.        22. f(t)=cos4t.

23. f(t) = tcos ωt.     24. f(t)=te4t.
Найти изображения следующих функций:
25. f(t) = t2cos t.                       26. f(t) = t(et +ch t).
27. f (t) = (t+1) sin 2t.           28. f(t)=t sh 3t.
Найти изображения следующих функций:
29. f(t) = 
[image: image463.wmf]ò

t

d

0

sin

t

t

.               30. f(t)=
[image: image464.wmf]ò

+

t

d

0

cos
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1

(

t

wt

t

.

31. f(t) =
[image: image465.wmf]ò

t

d

sh

0

2

t

t

t

.                32. f(t) =.
[image: image466.wmf]ò

t

d

0

2

cos

t

wt


33. f(t) =
[image: image467.wmf]ò

t

d

ch

0

t

wt

.            34. f(t)=
[image: image468.wmf]ò
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. 
Найти изображения следующих функций, пользуясь теоремой об интегрировании изображения:

35.    а) [image: image470.png]


;           б) [image: image472.png]


;           в) [image: image474.png]sin’ t




.

36.    а) [image: image476.png]1-cost



;           б) [image: image478.png]cost—cos2t
-



.

37.    а)  [image: image480.png]


;           б) [image: image482.png]


.
Вычислить интегралы:

[image: image483.png]e-at _ g=bt
38. ffdt (a>0,b>0).

o




[image: image484.png][etsinat
39. Ifdt (a>0,a>0).
ke




[image: image485.png]e-at _ g=Bt
40. J-fsinmtdt (a>0, B>0, m=>0).
ke




[image: image486.png]Ae™**+BeF*+Ce V" +De”?"
41. —_—————————dt

t
o




   (A+B+C+D=0, α>0, β>0, γ>0, δ>0)
[image: image487.png]42.

[ cosat — cosbt
Iidt (a>0,b>0).




[image: image488.png][ sinatsin bt
43. If'it (a>0,b>0).
F




Найти изображения следующих функций:

[image: image490.png]44. a)e**sint; 0)e’cosnt. 45.




    

[image: image491.png]46. e'sht. 47. tet cost. 48. e3t sin’t.




[image: image492.png]49. e *tcos?pt.




Найти изображение функций:

[image: image493.png]50. sin(t — b)n(t—Db).




     [image: image495.png]51. cos?(t— b)n(t—Db).



         [image: image497.png]52. ef~In(t—2).




Найти изображение следующих функций:

53. 
[image: image498.wmf]ò
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e
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t
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54. 
[image: image499.wmf]ò
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cos(
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55. 
[image: image500.wmf]ò
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56. 
[image: image501.wmf]ò
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57. 
[image: image502.wmf]ò
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.
Вычислить интегралы:

58. а) f(t) = 
[image: image503.wmf],

1

sin

0

2

du

u

tu

u

ò

¥

+

    t>0;

  б) f(t) = 
[image: image504.wmf],

cos

0

2

2

du

u

a

tu

ò

¥

+

   t>0; 

       в)  f(t) = 
[image: image505.wmf]du

u

u

tu

ò

¥

×

0

cos

sin

,   t>0.
Пользуясь формулой обращения преобразования Лапласа, найти интегралы (предполагается, что [image: image507.png]t>0



, [image: image509.png]


 – прямая [image: image511.png]Rez=a>0



, проходимая снизу вверх, причём [image: image513.png]


 выбрано так, что все особые точки подынтегральной функции расположены влево от [image: image515.png]


):

59. [image: image517.png]1 tfdz

> i Jo, ot




, [image: image519.png]t=1



   [image: image521.png](t7 =

e?Int)



.
60. [image: image523.png]1 & dz
2 7i Y€y (z—g)n+tt




.
61. [image: image525.png]1

2 7l

Ic, 2241



.
62. 1) [image: image527.png]1 etz dz

271 96 2241




,     2) [image: image529.png]1 edz

2 7t 6, z2z2 1)




.

63. [image: image531.png]1 e dz
2 7i Y€y (z—a)(z—b)(z—c)



.
64. [image: image533.png]1 t?dz
2 7i 7€y z(z+1) ... (z+n)



. 

Для данных изображений найти оригиналы и построить их графики :

65. [image: image535.png]F(p) =

zf"




.                             66. [image: image537.png]


.

67. [image: image539.png]


.                             68. [image: image541.png]e %"
p+3

Fp) =



.

Найти все оригиналы по заданному изображению :

69. [image: image543.png]


  .                  70. [image: image545.png]


 .

71. [image: image547.png](p2+1)2




   .                  72.  [image: image549.png]i
F)= =0



 .

73. [image: image551.png]p+2p2+p®



 .                  74. [image: image553.png]F(p) =




 .

75. [image: image555.png]F(p) = 224w +2p+2
®) pS+2p*+2p3



 .               76. [image: image557.png](p2+1)



 .

77. [image: image559.png]F(p) = — 22
(p+1)(p-2)(p2+4)



 .            78. [image: image561.png]FO)=——c >y (M=12.)



.

79. [image: image563.png]R —
p+2p% +3p2+2p+1

F(p) =



 .           80. [image: image565.png]F(p) = P2 +2)

p34+3p2+3p+1



 .

81. [image: image567.png]F(p) =




 .                     82. [image: image569.png]F(p) = o222

P2 +4p2 +5p



 .

83. [image: image571.png]F(P) = c5en



 .                84. [image: image573.png]


 .

85. [image: image575.png]Fo) = 22



 .                    86. [image: image577.png]Fp) =52 —+22—

P7-2pis | pPio



 .

87. [image: image579.png]F(p) = (ﬂn)Z



 .                     88. [image: image581.png]


 .

89. [image: image583.png](e7% + 273" + 3¢7%)

F(p)

P21



 .

90. [image: image585.png]F(p)




 .                91. [image: image587.png]e /2

Fp)= — =
®) plp+1)(p2+4)



 .

92. [image: image589.png]


 .          93. [image: image591.png]e 2

p(p2+1)

F(p) =



 .
§5. РЕШЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНЙ

1. Операционный (операторный) метод особенно прост в применении к обыкновенным линейным дифференциальным уравнениям с постоянными коэффициентами

[image: image593.png]y () + a,y V() + -+ a,_yy (8) + a,y(t) = f (1)



,                                     (14) 

причём, решается сразу задача Коши: найти решение уравнения (14), удовлетворяющее начальным условиям

[image: image595.png]y(0) = v,



,  [image: image597.png]y(0) =y,



, …, [image: image599.png]y-U) =y



                                                         (15)

(предполагается, что правая часть – оригинал).

Напомним, что задача решается так.

1) Вводим изображения искомой функции и правой части: пусть [image: image601.png]


,  [image: image603.png]


.
2) Переходим к операторному уравнению (к уравнению для изображения), используя свойства I и  III.

3) Из полученного уравнения (оно алгебраическое) находим Y(p).
4) Зная Y(p), возвращаемся к оригиналу (используя формулу (13) и т.п.)

При этом используются свойства и таблицы.

В частности, если f(t) – квазиполином (линейная комбинация функций вида [image: image605.png]


, [image: image607.png]k € N,



, [image: image609.png]A €EC



), то Y(p) – дробно-рациональная функция.

Операционный метод значительно упрощает вычисления по сравнению с «обычными» методами, в частности, при этом особенно эффективен, когда f(t) – разрывная функция.

Если начальные условия (15) заданы не при t=0, а при t=t0, то предварительно следует произвести замену t - t0 = u или y(t) = x ( t - t0 ).

Аналогично – для систем уравнений вида (14). 
2. Интегральное уравнение Вольтерра первого рода:

[image: image611.png]J; 9t —wydu= f(t)



.                                                                                       (16)
Здесь заданы ядро g(t) и правая часть уравнения f(t). Надо найти y(t). Поступаем обычным образом. Вводим изображения [image: image613.png]


, [image: image615.png]


, [image: image617.png]



Уравнение (16) имеет вид: [image: image619.png](g *yv)@®) =1



. Тогда, по теореме умножения  изображений: [image: image621.png]G(p)Y(p) = F(p)



. И т.д.
3. Интегральное уравнение Вольтерра второго рода:

[image: image623.png]y(&) = f(©) + [, g(t —wyw)du



                                                                            (17)

решается аналогично.

4. Решение некоторых задач математической физики.
Рассмотрим случай, когда искомая функция u  зависит от двух независимых переменных x и t. Переменную x  будем рассматривать как пространственную    координату, переменную t – как время.

           Рассмотрим, например, уравнение теплопроводности

                                  [image: image625.png]du
3t

= aZZZT'Z‘Jr fl,t)

(18)




[image: image627.png](a*? — nocTrosiHHaA)



.

           Разберем первую краевую задачу для уравнения (18): найти решение [image: image629.png]u(x, t)



дифференциального уравнения (18) для [image: image631.png]


, удовлетворяющее начальному условию

                                 [image: image633.png]u(x,0) = @(x) (19)




и краевым условиям

                                  [image: image635.png]u(0,t) =y, (t), ul,t)=vy,() (20)




Предположим,   что  u (x, t),   [image: image637.png]9%u (x.t)
Ax2



  и  f (x, t), рассматриваемые как функции  t,  являются оригиналами. Обозначим через

                              [image: image639.png]Up,x)= [ ulx,t)edt



                                                     
изображение функции  u (x, t), [image: image641.png]u(x, t) = U(x,p)



.  Тогда 

                               [image: image643.png]oy




По правилу дифференцирования оригиналов получаем, с учетом начального условия (19):

                               [image: image645.png]pU— o)




Предположим, что  [image: image647.png]P, (1)



и [image: image649.png]P, (t)



являются оригиналами  и

                              [image: image651.png]P, (1) = W, (p), Y,(t) = W,(p)




Тогда граничные условия (20) дают

                              U |x = 0   = [image: image653.png]W, (p)



,        U |x = l  =[image: image655.png]w,(p)



                                       (21)

Таким образом, операторный метод приводит решение задачи (18), (19), (20)  к  решению обыкновенного дифференциального уравнения

                             [image: image657.png]@22 pU+ () +F(x,p) = 0 @2)




при граничных условиях (21), где F(x, p) [image: image659.png]


 f(x, t). Решая задачу (21), (22) и обращая полученное решение, найдём функцию u(x, t), являющуюся решением задачи (18),(19),(20). Аналогично решаются и другие краевые задачи для уравнения теплопроводности, а также краевые задачи для уравнения колебаний струны

                               [image: image661.png]2T (),




телеграфного уравнения

                               [image: image663.png]+(a +;9) —+afu=0




и некоторых других уравнений более общего вида.

         Пример 15. Концы струны х = 0   и   x = l закреплены жестко. Начальное отклонение задано равенством  u (x, 0)=A[image: image665.png]sin=



  (0≤ x ≤ l). Начальные скорости равны нулю. Найти отклонение       u (x, t) при t>0.
         Решение. Дифференциальное уравнение

                               [image: image667.png]



начальные условия

                              [image: image669.png]in 2| U0
u (x,0) = Asi —




краевые условия

                              [image: image671.png]u(0,t) =u(l,t)=0.




Переходя к изображениям, будем иметь
                              [image: image673.png](23)




                              [image: image675.png]24)




Решая уравнение (23), получим

                              [image: image677.png]U(x,p) = C,eP*/® + Cye ¥/ +

sz

sin—



.
Учитывая краевые условия (24),  найдём

                                [image: image679.png]“oEsinT
U(x,p) =



.
Оригиналом для [image: image681.png]U(x,p)



 является функция

                               [image: image683.png]u (x,t) = Acos “sin ™,




которая и будет решением поставленной задачи.
§6. ПРИМЕРЫ  ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
1. [image: image685.png]y(®) =t + _[: sin(t — w)y(w)du



, то есть [image: image687.png]y(t) =t + (sint = y(t))



.

[image: image689.png]


, [image: image691.png]


, [image: image693.png]



Операторное уравнение:
 [image: image695.png]1
P21

Y(p) =5 +Y ()




. 

(Или можно воспользоваться формулой (13) из §2).
2. [image: image697.png]y(t) = cost + _[: (t —wy(w)du



, то есть [image: image699.png]y(t) = cost+ (t *y(t))



. Решается аналогично: [image: image701.png]1
+:ZY(p)



, [image: image703.png]


. По формуле (13) (ak – это      простые полюсы p=1, -1, i ,-i): [image: image705.png]2 Pt 2 Pt
(1) = ioyrese, 2 |

it 4 g-it
iy = Sher e ,(e +et+et +e7it)
%(cht+cnst)

p=ag



.
3. Интегро-дифференциальное уравнение:

[image: image707.png]y () + J; 2y ()dx = et



; [image: image709.png]y(0)=y(0)=0



.
Уравнение имеет вид [image: image711.png]y (i K
t)+ (e*t = y (1)) =e*



. Операторное уравнение: [image: image713.png]2y 1
p*Y(p) +-—pY () =




. Отсюда [image: image715.png]Y(p) = = A+ Be* + Cte* = y(t)




.
Кроме обычных приёмов, неопределённые коэффициенты A, B, C можно найти и с помощью вычетов (p=0 – простой полюс,  p=1 – двукратный): 
[image: image717.png]=res,_o Y(p) =lim,_,pY(p) =1



; [image: image719.png]B =res,—; V() = 2lim, ;s = (0~ D*Y@) == (3)| ,-




; [image: image721.png]C = res,—; (p — DY (p) = res,

p=1
p(p-1)



.
4. [image: image723.png]y (&) +y(t) = o(t)



, [image: image725.png]y(0)=y(0)=0



; [image: image727.png]o(t)



 - единичный импульс (см. Пример 10).
Операторное уравнение: [image: image729.png]11

pY(p)+Y(p)=>—e?"

» p



. Отсюда [image: image731.png]Y(p)=— S—e

S Pl plpPil)



. Имеем: [image: image733.png]a2t
1—cost =2sin*;



.

Тогда, по теореме запаздывания [image: image735.png]—pb =
e = 2sin? o n(t=Db)



.
Итак, ответ: [image: image737.png]y(t) = 2sin? >
sin’ z-q(t)72sin2t




.
В отличие от предыдущих примеров, в которых результат справедлив на всей оси (без домножения на [image: image739.png]n(t)



), здесь важно сохранить множитель[image: image741.png]7(t)



: данная задача при t < 0 имеет решение [image: image743.png]y(t)=0



. Важно отметить, что здесь (в отличие от обычных методов) вопрос о ситуации (требование непрерывности решения) в точках разрыва t=0 и t=b разрешается автоматически (подспудно).
5. Найти общее решение уравнения  t[image: image745.png]


 – 2[image: image747.png]


=0.
Пусть  x(t)[image: image749.png]


X(p). Тогда 
                  [image: image751.png]


(t) [image: image753.png]


pX(p) – x(0),

                 [image: image755.png]


(t)[image: image757.png]


p2 X(p) – px(0) – [image: image759.png]


(0) ,

                t[image: image761.png]


(t) [image: image763.png]


  - [image: image765.png]


 {p2X(p)-px(0)-[image: image767.png]


(0)} = -p2 [image: image769.png]dX (p)
dp




 -2pX(p) + x(0).

Исходное операторное уравнение принимает вид:


[image: image770.wmf],
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[image: image771.wmf].
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Интегрируя его как линейное неоднородное уравнение относительно Х(p), найдем






[image: image772.wmf],
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[image: image773.wmf]!
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.
Это есть решение исходного уравнения.
§7. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ (ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ)
 Решить следующие дифференциальные уравнения при заданных начальных условиях :

94.  [image: image775.png]x(0) =1.



 

95.  [image: image777.png]



96.  [image: image779.png]x' +2x =sint, x(0) = 0.




97.  [image: image781.png]1,

x(0)=0,x"(0) = 1.




98.  [image: image783.png]x(0)=0,x"(0) =1.




99.  [image: image785.png]X"+x=0,

x(0)=1,x"(0) = 0.




100.  [image: image787.png]X"+ 3x"





101.  [image: image789.png]X" —2x' = e?t, x(0)=x"(0)=0.




102.  [image: image791.png]x(0)=0, x'(0) =





103. [image: image793.png]x(0)=x"(0)=x"(0) =





104. [image: image795.png]X"+ 2x' = tsint, x(0) =x"(0) = 0.





105. [image: image797.png]X"+ 2x'+x =sint, x(0)=0, x"(0) = —





106. [image: image799.png]x""—x" =sint, x(0) =x"(0)=x"(0) =0.




107. [image: image801.png]x(0)=0,x"(0)





108. [image: image803.png]X" —2x"+x

x(0)=0,x'(0)=1.




109. [image: image805.png]x""+2x" 4+ 5x'

x(0)=-1,x"(0)=2,x"(0) = 0.




110. [image: image807.png]x"=2x"+2x=1, x(0) =x"(0)=0.




111. [image: image809.png]x"+x" =cost, x(0)=2,x"(0)=0.




112. [image: image811.png]x(0)=1,x'(0)= 0.




113. [image: image813.png]x""+x" =sint, x(0)=x"(0)=1,x"(0)=0.




114. [image: image815.png]x"+x=cost,




115. [image: image817.png]x(0)=-3,x"(0)=1,x"(0) = 0.




116. [image: image819.png]x"+2x'+5x=3, x(0) =1,x'(0) = 0.




117. [image: image821.png]xV —x" =cost, x(0)=0,x"(0)=—1,x"(0) = x""(0) = 0.




118. [image: image823.png]X"+2x'+2x=1, x(0) =x"(0) = 0.




119. [image: image825.png]x(0)=—-1,x"(0) = 0.




120. [image: image827.png]xX"+4x=t, x(0)=1,x'(0)=0.




121. [image: image829.png]X" —2x"+5x=1—t¢t, x(0) =x"(0) = 0.




122. [image: image831.png]x"+x=0, x(0)=0,x"(0)=-1,x"(0) =





123. [image: image833.png]x""+x" =cost, x(0)=-2, x'(0)=x"(0)=0.




124. [image: image835.png]x(0)=0,x"(0)=2,x"(0) =





125. [image: image837.png]x(0) =x"(0)=x"(0)=x""(0) = 0.




126. [image: image839.png]x"+x' =cost, x(0)=2,x'(0) =





127. [image: image841.png]x(0)=x'(0) =





128. [image: image843.png]x""+x' =cost, x(0)=0, x'(0)=-2,x"(0) = 0.




129. [image: image845.png]X"+ 2x"+x





130. [image: image847.png]X" —x"+ x(0)=0,x'(0)=1.




131. [image: image849.png]int,

x(0)=—-1,x"(0) = 0.




Найти решения уравнений, воспользовавшись методом пункта 5  §6:
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135. 
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   (b – любое действительное число).

136. 
[image: image854.wmf].
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137. 
[image: image855.wmf],
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     n – целое, 
[image: image856.wmf]n > 0 (уравнение Чебышева – Эрмита),


а) x(0) = 1,   x' (0) = 0,   n = 2k;


б) x(0) = 0,   x' (0) = 1,   n = 2k +1.
  Решить системы уравнений:

  138.                                       [image: image858.png]x'+y =0,
"+x =0,



           x(0) = 1,     y(0) = -1.

139.   [image: image860.png]


        x(0) = y(0) = 1.
140.   [image: image862.png]—y' —2x+2y=1-2t
x"+2y" +x=0,




         x(0) = y(0) = x’(0) = 0.

141.   [image: image864.png]{x”—ax’+2:+y’—y:0,




 x(0) = x’(0) = y’(0) = 0,   y(0) = 1.
142.   [image: image866.png]==V
2x+ 2y,



        x(0) = y(0) = 1.

143.   [image: image868.png]{2:”—:'+9z—y”—y'—3y:0,
2x"+x +7x—y"+y' —5y=0,




 x(0) = x’(0) = 1,      y(0) = y’(0) = 0.
144.   [image: image870.png]{ Xty —y=ef,
2x"+vy' 4 2y = cost,



          x(0) = y(0) = 0.
145.   [image: image872.png]x'=—x+y+z+et,
x—y+z+e¥,
+y+z+4,




  x(0) = y(0) =z(0) = 0.

146.   [image: image874.png]


        x(0) = -1,   y(0) = 0,   z(0) = 1.

147.   [image: image876.png]X' =y+z
Y =3x+z
z' =3x+y,



        x(0) = 0,   y(0) = 1,   z(0) = 1.

148.   [image: image878.png]x'=3y—x,
v+ x+ e




                             149.[image: image880.png]Z' = —3x+y—2z




  x(0) = 1,   y(0) = 1.                               x(0) = 1,   y(0) = 1,   z(0) = 0.

150.  [image: image882.png]x'=-2x—2y—4z
y'=-2x+y-2z
z' =5x+2y+7z



    x(0) = y(0) = z(0) = 1.
151.   [image: image884.png]tx'=—x+y+z+t
ty' =x—y+z+t3
tz' +y+z+4,




   x(1) = y(1) = z(1) = 0.

152.   [image: image886.png]


  [image: image888.png]


 (0) = 1,   [image: image890.png]


 (0) = [image: image892.png]


 (0) = … =[image: image894.png]


 (0) =0.
153.   [image: image896.png]3x'+2x+y' =1,

{z' +4y'+3y =0,



    x(0) = y(0) = 0.

154.   [image: image898.png]3tx' =2x+y—z
2ty' =x+3y+z
6tz' = —x + 7y + 5z



   x(1) = y(1) = z(1) = 1.

155.   [image: image900.png]


           x(0) = 2,    y(0) = 4.

Решить интегральные уравнения:

[image: image901.png]156. @(x) =sinx + I(x —e(t)dt.
°




[image: image902.png]157. p(x) =x+ % I(z —t)?e(t)dt.
°




[image: image903.png]158. p(x) =x + Isin(z —t) @(t)dt.
°




[image: image904.png]159. ¢(x) = c
nsz+j-e"’tqa(t)dt.




[image: image905.png]160. p(x)=1+x+ I cos(x —t) @(t)dt.




[image: image906.png]16
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[image: image907.png]162. p(x) =e™* + %I(x — (D) dt.
°




[image: image908.png]163. p(x) =x+2 I[(x —t) —sin(x — t)]@(t) dt.
°




[image: image909.png]164. ¢(x) =sinx +2 I cos(x —t) @(t) dt.
°




[image: image910.png]165. p(x) =1—-2x—4x* + I[S +6(x—1t) —4(x—1)]@(t) dt.
°




[image: image911.png]166. p(x) =1+ % fsin 2(x— 1) (1) dt.
5




[image: image912.png]167. p(x) =e* —2 f cos(x — ) g(t) dt.
5




[image: image913.png]168. p(x) =1+ é I(z —t)*(t) dt.
°




[image: image914.png]169. p(x) =x — Ish(z —e(t)dt.




[image: image915.png]170. p(x) = shx — f ch(x— Dot dt.
5




Решить интегральные уравнения:

[image: image916.png]171. f e*tp(t)dt = x
5




[image: image918.png]172. [ Jo(x—t)e(t) dt = sinx.



 Здесь [image: image920.png]Jo (D)



 – бесселева функция нулевого порядка и [image: image922.png]o (£) =




 .
[image: image923.png]173. f cos(x — t) p(t) dt = sinx
5




[image: image924.png]174. f e*~tg(t)dt = sinx.
5




[image: image925.png]175. I cos(x — t) @(t)dt = x + x2.
°




[image: image926.png]176. f 26 () dt = x%e*.
5




[image: image927.png]177. f ch(x — O)g(t) dt = shx
5




[image: image928.png]178. f ch(x— D)D) dt = x.
5




Решить следующие задачи:

[image: image929.png]179, 2 % o socs0)
- 3t ez ¥ =0 ‘




[image: image930.png]u(0,t) =u,, u(x,0)=0




[image: image931.png]180. k% socs0)
- 3 ez X2 g




[image: image932.png]u(0,t) =0, u(x,0)=u,




[image: image933.png]181, 2% socs0)
© 3 faz ¥=U ‘




[image: image934.png]u(0,t) = acoswt, u(x,0)=0




[image: image935.png]182. k% socs0)
© 3 ez =0 )




[image: image936.png]u(0,t) sinwt, u(x,0)=0





[image: image937.png]183 k% socs0)
© 3t ez =0 )




[image: image938.png]u(0,t) = @(t), u(x,0)=0




ОТВЕТЫ

1. а) да; б) да; в) да; г) да; д) нет; е) нет; ж) да;  з) нет;  и) да; к) да.
[image: image940.png]


.   [image: image942.png]249



.   [image: image944.png]


.   [image: image946.png]I
(a+1)
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.   [image: image948.png]6.Het



.   [image: image950.png]7.2



.   [image: image952.png]21



.   [image: image954.png]pP+2p+2
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.   [image: image956.png]


.
[image: image958.png]11.

2e16



.   [image: image960.png]12. a)

P
ey




;  б) [image: image962.png]


.   [image: image964.png]13,

" p(p?+4)



.   [image: image966.png]


.
[image: image968.png]5, Pt
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