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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ �1

Âàðèàíò 1

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1+i)100

(1−i)96−i(1+i)98
.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1− i è
z2 = (−1 +

√
3) + i(1 +

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 5
√
−32i4.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (−1 + i
√

3)−3i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z · |z|.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = − y

(x+1)2+y2
; f(0) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå arg f(z).

8. Íàéòè âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, åñëè åãî öåíòð

íàõîäèòñÿ â òî÷êå z = 0, à îäíà èç âåðøèí z1 èçâåñòíà.

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−1
z−2

îòîáðàæàåò à) ìíèìóþ îñü; á) îêðóæíîñòü |z| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| > 1} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(2) = i; argω′(2) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ïðÿìîé x+ y = 2; á) îêðóæíîñòè |z − 1| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| >
√

2; Im z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; Im z < 0} c ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [−i;− i
3 ] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {3x2 − 6y2 > 2, x > 0} ñ ðàçðåçîì
ïî ëó÷ó [1,+∞) íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1| > 1; Im z > 0; Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
2 | >

1
2 ; |z − 2| < 2} ñ

ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [1; 4
3 ] è [8

5 ; 4] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì

(−∞,−1] è [1,+∞) ïðè îòîáðàæåíèè ω = Arcsin z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì

[−1, 1] è [−i, i] (âíåøíîñòü êðåñòà) íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà
{|ω| > 1}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z + 1| > 1, Im z > 0} íà
âíåøíîñòü êðóãà |ω| > 2.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re(sin z) cos z dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé, îò òî÷êè −1 + i äî

òî÷êè 1 + i.

20.
∫
C

(z9 + 1) dz, ãäå C � ïàðàáîëà y = x2, îò òî÷êè 0 äî òî÷êè 1 + i.

21.
∫
C

ez

(z2+4)(z−3)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 5

2 ; á) |z − 2| = 2.

22.
∫

|z−2|=1

z2+1
(z−2)2(z+3)

dz.

Âàðèàíò 2

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
(

4√
3i−1

)12
.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1− i è z2 = 5 + 3i.

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
8
√

256 i8.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1
2 +

√
3

2 i
)1−i

.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = x3

3 + x2yi.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè |f(z)| = ex
2−y2 .
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7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà y = cx ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Re f(z).

8. Òî÷êè z1 è z2 � ñìåæíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ
öåíòðîì â òî÷êå z = 0. Íàéòè âåðøèíó z3, ñìåæíóþ ñ z2 (z3 6= z2).

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−i
z+i

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ y − x = 1; á) îêðóæíîñòü |z − i| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà îáëàñòü {|ω| > 2} òàê, ÷òîáû ω(i) = 4; argω′(i) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ïðÿìîé y = 1; á) ìíèìîé îñè; â) îêðóæíîñòè

|z| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| >
√

2, |z + i| <
√

2} íà
îáëàñòü {|ω| > 4}.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {Im z > 0; Re z > 0} c ðàçðåçîì ïî

äóãå îêðóæíîñòè |z| = 1; π4 ≤ arg z ≤ π
2 íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {4x2 + y2 > 4, z /∈ [2i, 3i]} íà
åäèíè÷íûé êðóã {|ω| < 1}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1| > 1; |z − 2| < 2; Im z > 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| > 2; |z + 2| > 2} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0; 2i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < 1, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = tg πz.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì

[−∞,−1], [1,+∞], [−i∞,−i] è [i,+i∞] íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî
êðóãà {|ω| > 1}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 2, |z − 5/2| > 3/2} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 1] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z| arg z dz, ãäå C � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç äóãè îêðóæíîñòè

z = 4eiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π è îòðåçêà äåéñòâèòåëüíîé îñè −4 ≤ x ≤ 4.
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20.
∫
C

(z5 + sin z) dz, ãäå C � ëåâàÿ äóãà îêðóæíîñòè |z − i| = 1, îò

òî÷êè 0 äî 2i.

21.
∫
C

ez

(z2+5)(z+1)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 5i| = 1; á)

|z + 1− 5i| = 6.

22.
∫

|z−3|=1

z2+2
(z−3)2(z+4)

dz.

Âàðèàíò 3

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (
√

3+i)1000

(1−i
√

3)56−i(
√

3−i)73 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1 + 2i è
z2 = (1− 2

√
3) + i(2 +

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
6
√

729 i6.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1−i√
2

)1+i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z̄ · Re z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = r ln r cosϕ− ϕr sinϕ.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y2 = cx ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Re f(z).

8. Äàíû òðè âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà z1, z2, z3. Íàéòè ÷åòâåðòóþ

âåðøèíó z4, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíå z2.

9. Íàéòè îáðàç à) ïðÿìîé Re z = 1; á) îêðóæíîñòè |z − 3| = 2 ïðè

îòîáðàæåíèè ω = z−3+i
z+1+i

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| < 2} íà îáëàñòü {|ω| > 1} òàê, ÷òîáû ω(1) = 2; argω′(1) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z| = 1.
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11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| <
√

2; Im z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; Im z > 0} c ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [0; i3 ] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2 − y2 < 1} íà îáëàñòü
{0 < argω < π/4}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| > 2; |z + 2| > 2; Im z > 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2i| > 2; |z + 2i| > 2} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−2; 2] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {Re z > 0, 0 < Im z < 1, z /∈ [ i2 ,
1+i

2 ]} ïðè
îòîáðàæåíèè ω = chπz.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ðàçðåçàìè

ïî îòðåçêàì 1 ≤ |z| ≤ α, arg z = 2kπ/n (k = 0, 1, . . . , n− 1) íà
âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà {|ω| > 1}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z− 5/4| < 3/4, Im z > 0}
íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |ω| > 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re z̄
z dz, ãäå C � ëåæàùàÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå äóãà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè îò òî÷êè 1 äî òî÷êè i.

20.
∫
C

(z2 + 3z+ 1) dz, ãäå C � äóãà ïàðàáîëû y = x2, îò òî÷êè 0 äî 1 + i.

21.
∫
C

ez

(z2+3)(z−4)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 4| = 1; á)

|z − 4− 3i| = 5.

22.
∫

|z−4|=1

z2

(z−4)2(z+1)
dz.
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Âàðèàíò 4

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1+i)5(i9−
√

3)9

(1−i)69 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1− i è z2 = (1−
√

3) + i(1 +
√

3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 6
√
−343 i6.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (1− i)4+5i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = x2y + y2xi.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = x3 − 3xy2 + 1; f(0) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Ïðè êàêîì óñëîâèè òðè ïîïàðíî íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè z1, z2, z3

íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−2
z+1

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ Im z = Re z; á) îêðóæíîñòü |z − i| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(i) = i; argω′(i) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ïðÿìîé y = 1; á) ëó÷à x = 0, y ≥ 0; â)
îêðóæíîñòè |z − i/2| = 1/2.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| >
√

2; |z + i| >
√

2} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; 0 < arg z < π
3 } c ðàçðåçîì

ïî îòðåçêó [e
π
6
i; 2e

π
6
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{x2/9 + y2/16 > 1, z /∈ [3, 6], z /∈ [−6,−3]} íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1− i| >
√

2; Im z + Re z > 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| > 2; |z + 2| > 2; Im z > 0} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0; 2i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {|z| < 2, |z − 1| > 1} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = sin πz
z−2 .

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷ó

[−a,+∞], (a ≥ 0) è îòðåçêó [−ci, ci], (c > 0) íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2, |z − 5/2| < 3/2} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [5/2, 4] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re(sin z) cos z dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé, îò òî÷êè −2 + 2i äî

òî÷êè 2 + 2i.

20.
∫
C

eiz cos 2z dz, ãäå C � ïðàâàÿ äóãà îêðóæíîñòè |z − i
2 | =

1
2 îò

òî÷êè 0 äî òî÷êè i.

21.
∫
C

ez

(z2−4)(z+5)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z + 2| = 1; á) |z + 5| = 4.

22.
∫

|z+2|=1

z2+3
(z+2)2(z+4)

dz.

Âàðèàíò 5

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (
√

3+i)6(1−i
√

3)9

(1−i)12 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1− 3i è
z2 = (3 +

√
3) + i(1− 3

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
3
√

125 i3.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1+i√
2

)1−i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = (z̄)2.
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6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè |f(z)| = er
2 cos 2ϕ.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Im f(z).

8. Ïðè êàêîì óñëîâèè ÷åòûðå ïîïàðíî íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè

z1, z2, z3, z4 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé?

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = 2iz
z+3

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ x− y = 1; á) îêðóæíîñòü |z + i| =
√

2.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| < 1} íà îáëàñòü {Reω + Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(0) = 1 + i; ω′(0) > 0.

Íàéòè îáðàçû à) âåðòèêàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z + 1/2| = 1/2.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; |z − 1| < 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; Im z > 0} c ðàçðåçàìè ïî

îòðåçêàì [0; i3 ] è [ i2 ; i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2 − y2 > 1/2, y > 0, x > 0} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| > 1; |z − 2i| < 2} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
2 | >

1
2 ; Im z > 0; Re z > 0} ñ

ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1| = 1; 0 ≤ arg (z − 1) ≤ π
2 íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç ïåðâîãî êâàäðàíòà ïðè îòîáðàæåíèè ω = Arsh z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ïëîñêîñòü

ñ ðàçðåçàìè ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ìíèìîé îñè è ïî íèæíåé

ïîëîâèíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1, |z + 1| < 1, Im z < 0} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

Íàéòè èíòåãðàëû
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19.
∫
C

zRe z2 dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè 0 äî òî÷êè 1 + i.

20.
∫
C

ez dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè 3 + i äî òî÷êè 1 + 2i.

21.
∫
C

ez

(z2−1)(z+5)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z + 5| = 1; á) |z + 3| = 3.

22.
∫

|z+3|=1

z2+2
(z+3)2(z2+4)

dz.

Âàðèàíò 6

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1+i123)(1+i)8

(1−i
√

3)5
.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1 + 3i è
z2 = (1− 3

√
3) + i(3− 3

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 6
√
−64 i12.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (−3 + 4i)1+i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ

f(z) = 2xy − i(x2 − y2).

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè Im f(z) = 2ϕ ln r.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà ϕ · r = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå arg f(z).

8. Íàéòè sin z − sin 2z + · · ·+ (−1)n+1 sinnz.

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z
z+1

îòîáðàæàåò à) îêðóæíîñòü |z − i| = 1; á) ïðÿìóþ Re z = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà îáëàñòü {|ω| < 1} òàê, ÷òîáû
ω(5i/4) = 1/2; ω′(5i/4) > 0.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à {x = 0, y ≥ 1}; á) îêðóæíîñòè |z| = 5/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1| <
√

2; Re z < 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; Re z > 0; Im z > 0} c
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0; 1

2e
π
4
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9− y2/16 < 1} íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| > 1; |z + i| > 1; Re z > 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1| > 1; Re z > 0} ñ ðàçðåçîì
ïî îòðåçêó [2; 3] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç êðóãà |z| < 1 ïðè îòîáðàæåíèè ω = z
z2+1

.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêó

[−αi, 0], (α > 1) è ïî íèæíåé ïîëîâèíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

|z| = 1, −π ≤ arg z ≤ 0 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Ïîëóïëîñêîñòü Re z > 0 ñ âûêèíóòûì êðóãîì |z − h| < 1 (h > 1)
êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà êîëüöî 1 < |ω| < 2. Íàéòè h.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z| dz, ãäå C � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç âåðõíåé äóãè îêðóæíîñòè

|z − 1| = 1 è îòðåçêà äåéñòâèòåëüíîé îñè 0 ≤ x ≤ 2.

20.
∫
C

(cos z + z5) dz, ãäå C � ïàðàáîëà y = x2 + 1 îò òî÷êè i äî òî÷êè

1 + 2i.

21.
∫
C

ez

(z2+3)(z+2)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z + 2| = 1; á)

|z + 2 + 3i| = 4.

22.
∫

|z+4|=1

z2+4
(z+4)2(z2+1)

dz.

Âàðèàíò 7

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (i6+i
√

3)100

(1+i)12
·
(

1+2i
2−i

)4
.
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2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè

z1 = 1 + 3i, z2 = (−1− 3
√

3) + i(
√

3− 3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
3
√

216 i3.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (−3 + 4i)1+i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = Im z · Re z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = ln2 r − ϕ2.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà y = cx ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Im f(z).

8. Äîêàçàòü, ÷òî Arctg z = i
2 Ln i+z

i−z = 1
2i Ln 1+iz

1−iz

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−i
z+2

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ y = x; á) îêðóæíîñòü |z + i| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{Re z < 1} íà îáëàñòü |ω| > 1 òàê, ÷òîáû ω(0) = 2; argω′(0) = 0

Íàéòè îáðàçû à) ìíèìîé îñè; á) îêðóæíîñòè |z − 1| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; |z + 1| > 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; 0 < arg z < π
3 } c ðàçðåçîì

ïî ëó÷ó arg z = π
6 ; 2 ≤ |z| < +∞ íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{x2 − y2 < 1} íà êðóã {|ω| < 1} òàê, ÷òîáû ω(0) = 0; ω(1) = 1.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i
2 | >

1
2 ; |z − i| < 1; Re z < 0}

íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| > 2; |z + 2| > 2} ñ
ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [4; 5] è [−5;−4] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {Re z > 0, −1 < Im z < 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = chπz.
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17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêó

[−1, b], (b > −1) è ïî äóãå îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ e±iα

(π/2 < α < π), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó z = −1, íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ âûêèíóòûì ïîëóêðóãîì

{|z| ≤ 1, Im z ≥ 0} è ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−i, 0] êîíôîðìíî
îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z|z̄ dz, ãäå C � ïðîõîäèìàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äóãà

îêðóæíîñòè |z| = 4, Re z ≥ 0.

20.
∫
C

(cos z + z7) dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé, îò òî÷êè 1 äî òî÷êè

−1− i.

21.
∫
C

ez

(z2+5)(z2+49)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z −

√
5i| = 1; á)

|z + 4i| = 4.

22.
∫

|z−2i|=1

z2+5
(z−2i)2(z2+4)

dz.

Âàðèàíò 8

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå i999

(
√

3+i)13+(1+i)6(1+i
√

3)10
.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1 + 3i è
z2 = (1− 3

√
3) + i(3 +

√
3).

3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ
4
√

81 i4.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (−1− i
√

3)3+2i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = xy2 + y3

3 i.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = 1− y

x2+y2
; f(1) = 1 + i.
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7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y2 = cx ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Ïðè êàêèõ z âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Arcsin z äåéñòâèòåëüíû?

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = 4z
z+1

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ Re z = 1; á) îêðóæíîñòü |z + i| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Re z > −1} íà îáëàñòü {|ω| < 1} òàê, ÷òîáû
ω(0) = 0; argω′(0) = π.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à y = 0, x ≥ −1; á) îêðóæíîñòè |z − 1| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 2, |z − 5/2| > 3/2} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; Im z < 0} c ðàçðåçîì ïî

ëó÷ó ìíèìîé îñè [−i∞;−3i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {3x2 − 6y2 > 2, x > 0} ñ ðàçðåçîì
ïî îòðåçêó [

√
2
3 , 1] íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| > 1; Im z > 0; Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {−π < Im z < π} ñ ðàçðåçàìè ïî

îòðåçêàì [0, πi] è [−πi,−π
2 i] íà îáëàñòü {|ω| < 1}.

16. Íàéòè îáðàç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 ïðè îòîáðàæåíèè

ω = Arcsin z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü âíåøíîñòü

åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [i, bi], [−bi,−i], [1, a],
[−a,−1] (a > 1, b > 1).

18. Ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ âûêèíóòûì ïîëóêðóãîì

{|z| ≤ 1, Re z ≤ 0} è ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [0,+∞] êîíôîðìíî
îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z|Re z2 dz, ãäå C � äóãà îêðóæíîñòè |z| = 2, Im z ≤ 0,

íà÷àëüíàÿ òî÷êà z = 2.

17



20.
∫
C

(ez + e2z) dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè −i äî òî÷êè 1 + i.

21.
∫
C

ez

(z2+1)(z2−1)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 1− i| =

√
2; á)

|z + i| = 1.

22.
∫

|z+3i|=2

z2+1
(z+3i)2(z2+4)

dz.

Âàðèàíò 9

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (
√

3+i)10(1−i)6+i(1+i
√

3)13

(1+i)26
.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = 1 + 3i è
z2 = (1 + 3

√
3) + i(3−

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 8
√
−8i2.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (1− i
√

3)3i−2.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ

f(z) = x2 − y2 + 2xy2i.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè arg f(z) = x · y.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà (x2 + y2) ex = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin z − cos z = i

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z+2
z−i

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ y = 2x; á) îêðóæíîñòü |z + i| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z < 0} íà îáëàñòü {|ω| > 1} òàê, ÷òîáû
ω(−2i) = 2i; argω′(−2i) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ïðÿìîé y = −2; á) ìíèìîé îñè; â) îêðóæíîñòè

|z + i| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2, |z − 5/2| < 3/2} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü c âûêèíóòûì

ïåðâûì êâàäðàíòîì è ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè

|z| = 1;π/2 ≤ arg z ≤ π íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {2x2 − 2y2 < 1, y > 0, z /∈ [0, 2i]}
íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2; |z − 3| > 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {Re z > 0; 0 < Im z < 2} ñ
ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [1 + i,+∞+ i) íà ïîëîñó {0 < Imω < 2}.

16. Íàéòè îáðàç ïåðâîãî êâàäðàíòà ïðè îòîáðàæåíèè ω = Arcsin z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì

[−1, 1] è [−i, 0] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ âûêèíóòîé ÷åòâåðòüþ êðóãà

{|z| ≤ 1, π/4 ≤ arg z ≤ 3π/4} êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà
åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z Im z10 dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 0 è

−1− i.

20.
∫
C

(ez + z3) dz, ãäå C � ïàðàáîëà y = x2, îò òî÷êè −1 + i äî òî÷êè

1 + i.

21.
∫
C

ez(z+1)
(z2+9)(z2−4)

dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 3(1 + i)| = 3
√

2; á)

|z| = 5
2 .

22.
∫

|z−4i|=1

z2+5
(z−4i)2(z2+1)

dz.

Âàðèàíò 10

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1+i)9+2(
√

3+i)3

(1+i)7+(i
√

3−1)3
.
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2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = −1− 3i è
z2 = (−1− 3

√
3) + i(

√
3− 3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 4
√
−16 i3.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (1− i
√

3)7i+2.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z · z̄.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = e−y · cosx; f(0) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x+ ln(x2 + y2) = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå
arg f(z)

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin z − cos z = 3.

9. Çàïèñàòü óðàâíåíèå êðèâîé, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z+2
z−i

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ x/2 + y = 1; á) îêðóæíîñòü |z − 1| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(1 + i) = i; argω′(1 + i) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à x = 1, y ≥ 0; á) îêðóæíîñòè |z − i| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z + 5/4| < 3/4} íà
âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |ω| > 1.

12. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ êðóã {|z| < 1} ñ
ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [1/2, 1] è [−1,−1/2] íà êðóã {|ω| < 1} òàê,
÷òîáû ω(0) = 0; ω′(0) > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {3x2 − 6y2 > 2, y > 0, x > 0} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2; |z + 3| > 1; Im z < 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z− 1| > 1; Re z > 0} ñ ðàçðåçàìè
ïî îòðåçêó [2; 4] è ëó÷ó [8,+∞) íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < 2π, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = sin z.
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17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ðàçðåçàìè

ïî îòðåçêàì [−2,−1], [−2i,−i] è [i, 2i] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

{Imω > 0}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z −
√

2| > 1, Im z > 0}
íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z| dz, ãäå C : |z| =
√

2, 3π
4 ≤ arg z ≤ 5π

4 .

20.
∫
C

(ez + sin z) dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè 1 + i äî òî÷êè

2 + 4i.

21.
∫
|z|=a

ez

(z2+1)(z−3)
dz (äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ a > 0, a 6= 1, a 6= 3).

22.
∫

|z+2i|=1

z2+7
(z+2i)2(z+7)

dz.

Âàðèàíò 11

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1+i
√

3)51

(1+i)12+64(sin π
12

+i cos π
12)

3 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (
√

5 + 1) + i(3
√

5 + 2) è
z2 = (4

√
5 + 3) + i(2

√
5 + 1).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 4
√
−256 i4.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (
√

3− i)5i−7.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = x+ y2i.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = 2xy; f(0) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà r = c cosϕ ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå arg f(z).

8. Íàéòè sinα+ sin(α+ β) + · · ·+ sin(α+ nβ).
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9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−1
3z+1

îòîáðàæàåò à) ìíèìóþ îñü; á) îêðóæíîñòü |z| = 1.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ êðóã {|z| < 1}
íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(1/2) = i; argω′(1/2) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z − 3/4| = 1/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1| >
√

2; Re z < 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; 0 < arg z < π
3 } c ðàçðåçîì

ïî îòðåçêó [1
2e

π
6
i; e

π
6
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9− y2/16 > 1, y < 0, x > 0}
íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| > 1; Im z < 1} íà êðóã {|ω| < 1} òàê, ÷òîáû
ω(−3i) = 0; argω′(−3i) = π/3.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {Re z > 0, −π/2 < Im z < π/2} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 2] íà îáëàñòü {|ω| < 1}.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < arg z < π/n} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = 2zn

1+z2n
.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü êðóã |z| < 2 ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì

[−1, 2] è [−i, i] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{|z| < 1, |z − 1 + 2i| > 2, |z + 1 + 2i| > 2} íà âíåøíîñòü êðóãà
|ω| > 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄ dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −2 è z3 = 1

÷åðåç òî÷êó z2 = i.

20.
∫
C

(z2 + 1) dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −2 è

z3 = 1 ÷åðåç òî÷êó z2 = i.
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21.
∫
C

sin 2z
(z2+4)(z−1)

dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 3
2 ; á) |z − 1 + 2i| = 3.

22.
∫

|z+3|=3

ez

(z+3)2(z−4)
dz.

Âàðèàíò 12

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−
√

3+i)33

(−1−i)11+32(sin 5π
12
−i cos 19π

12 )
3 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (
√

7− 3) + i(2
√

7− 1) è
z2 = (

√
7 +
√

3− 3− 2
√

21) + i(2
√

7 +
√

21− 1− 3
√

3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 8
√
−256 i8.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (i− 1)3+2i.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z · Im z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
arg f(z) = ϕ+ r sinϕ.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà ϕ ln r = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Re f(z).

8. Íàéòè âñå z, äëÿ êîòîðûõ | tg z| = 1.

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = 2iz
z+3

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ x+ y = 2; á) îêðóæíîñòü |z − 1| = 2.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| < 2} íà ïîëóïëîñêîñòü {Reω > −1} òàê, ÷òîáû
ω(1) = 1; argω′(1) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z − 5/2| = 3/2.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1, |z + 5/4| > 3/4} íà
âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |ω| > 1.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü |z| > 1 ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó

[−2,−1] íà îáëàñòü |ω| > 1.
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13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {4x2 + y2 > 4} íà îáëàñòü
{0 < Imω < 1}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{|z − 1− i| >
√

2; Im z + Re z > 0; Im z − Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| > 1; Im z > 0} ñ ðàçðåçîì
ïî îòðåçêó [2i, 4i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0 ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞,−1]
ïðè îòîáðàæåíèè ω = Arcsin z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïëîñêîñòü ñ

ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì (−∞,−1], [1,+∞) è ïî ïðàâîé ïîëîâèíå

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè

{|z − 3| > 9, |z − 8| < 16} íà êîëüöî 1 < |ω| < R.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄ dz, ãäå C : |z − 1| = 2, 0 ≤ arg(z − 1) ≤ π.

20.
∫
C

cos2 z dz, ãäå C : |z − 1| = 2, 0 ≤ arg(z − 1) ≤ π.

21.
∫
|z|=a

z2−1
z(z+2) dz (äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ a > 0, a 6= 2).

22.
∫
|z|=2

e2z

(z+1)2
dz.

Âàðèàíò 13

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (i−1)99

(
√

3+i)7+128(− cos 2π
21

+i sin 19π
21 )

14 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (
√

7−
√

3) + i(2
√

3 +
√

7) è
z2 = (3 + 2

√
3 +
√

7−
√

21) + i(
√

3−
√

21−
√

7− 6).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
4
√

256 i4.
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4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1+i√
3−i

)2i+4
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = y3 + ix3.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè

Re f(z) = e2x+1
ex · cos y; f(0) = 2.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà chx cos y = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Äîêàçàòü, ÷òî tg 2z = 2 tg z
1−tg2 z

.

9. Íàéòè ñèììåòðè÷íûé îáðàç îêðóæíîñòè |z| = 1/2 îòíîñèòåëüíî

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Re z > 0} íà îáëàñòü {|ω| > 2} òàê, ÷òîáû ω(1) = 4; argω′(1) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à x = 1, y ≥ 0; á) îêðóæíîñòè |z − 1/2| = 1/2.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ êðóãîâ K1 : |z| < 1 è K2 : |z + 5/4| < 3/4, íà âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà |ω| > 1.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü c âûêèíóòûì

ïåðâûì êâàäðàíòîì è ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè

|z| = 1;−π/2 ≤ arg z ≤ 0 íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {3x2 − 6y2 < 2, y < 0} íà êðóã
|z| < 1.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2; |z + 3i| > 1; Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; Re z < 1} ñ ðàçðåçîì ïî

ëó÷ó [−∞;−3] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Im z < π} ïðè îòîáðàæåíèè ω = ch z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêó

[−1, 1],ïî äóãå îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ e±iα (0 < α < π/2),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó z = 1, è ïî äóãå îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â

òî÷êàõ −e±iα (0 < α < π/2), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó z = −1, íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.
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18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè

{|z − 5| > 4, Re z > 0} íà êîëüöî 1 < |ω| < R.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −1 è z3 = 1

÷åðåç òî÷êó z2 = 2i.

20.
∫
C

e2z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −1 è z3 = 1

÷åðåç òî÷êó z2 = 2i.

21.
∫
C

sin 2z
z(z−1) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 2; á) |z − 2| = 3

2 .

22.
∫
|z|=1

ez−1
(z2+4)z2

dz.

Âàðèàíò 14

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (
√

3+i)7

(−
√

3−i)5+i(− sin π
18

+i cos π
18)

33 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (
√

10 + 1) + i(1−
√

10) è
z2 = 2

√
10 + 2i.

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 3
√
−8i.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

3−3i
−
√

3+i

)4i+3
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z · Re z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = 1− sin y · ex; f(0) = 1 + i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà ln2 r − ϕ2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ z, äëÿ êîòîðûõ âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Arccos z äåéñòâèòåëüíû.
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9. Íàéòè ñèììåòðè÷íûé îáðàç îêðóæíîñòè |z − 1| = 1 îòíîñèòåëüíî

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω < 0} òàê, ÷òîáû
ω(2i) = −2i; argω′(2i) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à x = 0, y ≥ 0; á) îêðóæíîñòè |z − i| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; |z + 1| < 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü Re z > 0 ñ

ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z| = 1;π/3 ≤ arg z ≤ π/2 íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x29 −
y2

16 < 1} ñ ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [−3, 0] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{−1 < Re z < 1, Im z > 0, z /∈ [i,+i∞)} íà ïîëîñó 0 < Im z < π.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{|z − 1| > 1; |z + 1| > 1, z /∈ [−4,−2], z /∈ [2,+∞)} íà îáëàñòü
π/4 < arg z < 3π/4.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Im z < π,Re z < 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = ch z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî

îòðåçêó [0, i],ïî äóãå îêðóæíîñòè |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π/4 è ïî

äóãå îêðóæíîñòè |z| = 1, 3π/4 ≤ arg z ≤ π íà âåðõíþþ

ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè

{|z − i| > 2, |z + i| < 5} íà êîëüöî ρ < |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z| dz, ãäå C : |z − 1| = 1, Im z < 0, íà÷àëüíàÿ òî÷êà z = 0.

20.
∫
C

sin2 z dz, C : |z − 1| = 1, Im z < 0, íà÷àëüíàÿ òî÷êà z = 2.
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21.
∫
C

sin z2

(z2+1)(z−2)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 3; á) |z − 2| = 2.

22.
∫
|z|=3

e2z

(z2+4)z2
dz.

Âàðèàíò 15

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−1−i)15

(i
√

3−1)10−(− sin 7π
18
−i cos 11π

18 )
30 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (−
√

6 + 3) + i(−2−
√

6) è
z2 = (

√
6− 3 + 2

√
3 + 3

√
2) + i(−3

√
2 + 3

√
3 + 2 +

√
6).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
4
√

16 i3.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

5i−3
2+8i

)3+2i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = x3 + i3x2y.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = x2 − y2 + 2x+ 1; f(0) = i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà r2 cos 2ϕ = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Im f(z).

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå ch z − sh z = 1.

9. Íàéòè ñèììåòðè÷íûé îáðàç ïðÿìîé Im z = 2 îòíîñèòåëüíî

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| > 2} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω < 0} òàê, ÷òîáû
ω(4) = −i; argω′(4) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à y = 0, x > 2; á) îêðóæíîñòè |z − 5/2| = 3/2.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ êðóãîâ K1 : |z| < 1 è K2 : |z − 1| < 1, íà åäèíè÷íûé êðóã

|ω| < 1.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; Im z > 0} c ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [i; 2i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2 − y2 < 1} ñ ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [0, 1] íà îáëàñòü |ω| < 1.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + i| > 1; Im z > 0; Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 1
2 | >

1
2 ; |z + 2| < 2} ñ

ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−8
5 ;−1] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè ïî ìíèìîé îñè

âäîëü ëó÷åé (−∞i,−i] è [i,+∞i) ïðè îòîáðàæåíèè ω = Arsh z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî

îòðåçêó [0, i] è ïî äóãå îêðóæíîñòè |z| = 1, π/4 ≤ arg z ≤ 3π/4 íà

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè

{|z| > 2, |z − 5| > 2} íà êîëüöî 1 < |ω| < R.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄, dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = i è z3 = 2 + i

÷åðåç òî÷êó z2 = 1.

20.
∫
C

cos2 z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = i è

z3 = 2 + i ÷åðåç òî÷êó z2 = 1.

21.
∫
C

ez

z(z2+4)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 1; á) |z − 2i| = 3.

22.
∫
|z|=2

cos 2z
(z−1)3

dz.

Âàðèàíò 16

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−1+i
√

3)17

(1−i)23+
√

2(− sin π
8
−i cos π

8 )
62 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (5
√

3 + 7) + i(2−
√

3) è
z2 = (17 + 6

√
3) + i(−3

√
3− 10).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 3
√
−27 i3.
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4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

2+3i
1−5i

)7i−1
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = (z̄)2 · Re z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = rϕ cosϕ+ r ln r sinϕ.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 + y = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ z, äëÿ êîòîðûõ | th z| = 1.

9. Íàéòè ñèììåòðè÷íûé îáðàç îêðóæíîñòè |z − z0| = |z0|
îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z + 1| < 1} íà îáëàñòü {|ω| < 1} òàê, ÷òîáû
ω(−1/2) = i/2; argω′(−1/2) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z − 1/4| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − i| <
√

2, |z + i| <
√

2} íà
îáëàñòü {|ω| > 4}.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {Im z < 0; Re z > 0} c ðàçðåçîì ïî

äóãå îêðóæíîñòè |z| = 2;−π
6 ≤ arg z ≤ 0 íà îáëàñòü

{Imω < 0, Reω > 0}.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2 + 4y2 > 4} ñ ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó [−3,−2] íà îáëàñòü {Imω > 0, Reω > 0}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 1| > 1; Im z > 0; Re z < 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
3 | >

1
3 ; |z + 1| > 1} ñ

ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1| = 1; 0 ≤ arg (z − 1) ≤ π íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < π, Im z < 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = tg z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü âíóòðåííîñòü

ïðàâîé âåòêè ãèïåðáîëû { x2

cos2 α
− y2

sin2 α
> 1, x > 0}.
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18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ïåðåâîäÿùåãî âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà ñåáÿ.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re z dz, ãäå C � äóãà îêðóæíîñòè |z − 1| = 1, 0 ≤ arg(z − 1) ≤ π.

20.
∫
C

ch2 z dz, ãäå C � äóãà îêðóæíîñòè |z − 1| = 1, 0 ≤ arg(z − 1) ≤ π.

21.
∫
|z|=a

ez

(z2+1)z
dz (äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ a > 0, a 6= 1).

22.
∫
|z|= 3

2

sin 2z
(z2+3)(z− 1

2
)2
dz.

Âàðèàíò 17

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−1−i)13

(
√

3−i)17−217i(− cos π
21

+i sin π
21)

35 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (2
√

11 + 3)− i(2−
√

11) è
z2 = (−1− 3

√
11) + i(

√
11 + 5).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 9
√
−512 i7.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1−5i
6−4i

)7+i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z̄ · Im z.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = cos y · ex; f(0) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà (x+ 1)2 + y2 = cy ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå
arg f(z).

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ z, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ tg z ïðèíèìàåò
äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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9. Íàéòè ñèììåòðè÷íûé îáðàç îêðóæíîñòè |z − z0| =
√
|z0|2 − 1,

(|z0| > 1) îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| > 1} íà îáëàñòü {|ω| < 2} òàê, ÷òîáû ω(2) = i; argω′(2) = π.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à {x ≥ 1, y = 0}; á) îêðóæíîñòè
|z − 5/4| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ êðóãîâ K1 : |z − i| <
√

2 è K2 : |z + i| <
√

2, íà åäèíè÷íûé
êðóã |ω| < 1.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü c âûêèíóòûì

÷åòâåðòûì êâàäðàíòîì è ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè

|z| = 1;π/2 ≤ arg z ≤ 3π/2 íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2 + 4y2 > 4, y > 0} ñ ðàçðåçîì
ïî îòðåçêó [i, 2i] íà îáëàñòü Imω > 0.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü

{|z + 1− i| >
√

2; Im z + Re z > 0; Im z − Re z > 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| < 3; |z| > 1} ñ ðàçðåçîì ïî

äóãå îêðóæíîñòè |z − 1
2 | =

3
2 ; −π ≤ arg (z − 1

2) ≤ 0 íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < π} ïðè îòîáðàæåíèè ω = tg z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü âíåøíîñòü

ïðàâîé âåòêè ãèïåðáîëû x2

a2
− y2

b2
= 1.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1, |z −
√

2| > 1, Im z > 0}
íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

|z − 1|, dz, ãäå C : |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π.

20.
∫
C

sin2 z dz, ãäå C : |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π.

21.
∫
C

ez
2

z(z−1) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 2; á) |z − 2| = 3
2 .
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22.
∫
|z|=2

sin z
(z−1)2(z2+9)

dz.

Âàðèàíò 18

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
(1−i)5

(−
√

3−i)21+(1+i)(− sin π
16

+i sin 9π
16 )

68 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (7
√

3− 5)− i(4−
√

3) è
z2 = (4

√
3− 17) + i(11

√
3− 8).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
5
√

32 i5.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

4−i
3−5i

)3−i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = y2 + x2i.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = x+

√
x2 + y2; f(1) = 1 + 2i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà e
2
r

cosϕ = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ch(z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2.

9. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z+1
z−2

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ Re z = 1; á) îêðóæíîñòü |z − 1| = 2.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z − 1| < 1} íà îáëàñòü {|ω| < 2} òàê, ÷òîáû
ω(1/2) = i; argω′(1/2) = π.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z + 1/4| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2, |z −
√

2| >
√

2} íà
îáëàñòü {|ω| > 4}.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1;−π
3 < arg z < 0} c

ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [e−
π
6
i; 2e−

π
6
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {2x2 − 2y2 > 1, y > 0, x < 0} íà
îáëàñòü |ω| < 1.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| < 3; |z| > 1; Im z < 0} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 4
3 | >

1
3 ; |z| > 1} ñ ðàçðåçîì

ïî äóãå îêðóæíîñòè |z + 2| = 1; 0 ≤ arg (z + 2) ≤ π íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < π/4} ïðè îòîáðàæåíèè ω = tg z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïîëîñó {−2 < Im z < 2} ñ ðàçðåçàìè ïî

ëó÷àì {Im z = ±1, Re z < 0} íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

{Imω > 0}.

18. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z− 5/4| < 3/4, Im z < 0}
íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |ω| > 1.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Im z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −2 è z3 = 1

÷åðåç òî÷êó z2 = i.

20.
∫
C

sin2 z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = −2 è z3 = 1

÷åðåç òî÷êó z2 = i.

21.
∫
C

z+1
(z2+4)(z−1)

dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 3; á) |z − 1| = 1.

22.
∫
|z|= 3

2

z+1
(z2+3)(z−1)2

dz.

Âàðèàíò 19

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−1+i)21

(
√

3−i)13+i(− sin 5π
12
−i cos 7π

12 )
20 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (5− 2
√

13) + i(
√

13− 7) è
z2 = (12− 3

√
13) + i(−2−

√
13).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 4
√
−256 i3.
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4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(
−
√

3+i
1−i

)5i−3
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = z
z̄ .

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
arg f(z) = ϕ ln r; f(1) = 2.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 − y2 + 2x = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Re f(z).

8. Íàéòè âñå z, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ tg z ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå
çíà÷åíèÿ.

9. Çàïèñàòü óðàâíåíèå êðèâîé, íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ω = z−1
2z−6

îòîáðàæàåò à) ïðÿìóþ x− y = 1; á) îêðóæíîñòü |z − 1| = 2.

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z − i| < 1} íà îáëàñòü {|ω| < 2} òàê, ÷òîáû
ω(i/2) = −1; argω′(i/2) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) âåðòèêàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z − 5/4i| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 2, |z −
√

2| <
√

2} íà
îáëàñòü {|ω| < 2}.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1; Re z < 0; Im z > 0} c
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [e

3π
4
i; 2e

3π
4
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9− y2/16 > 1, x < 0} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−5,−3] íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 4
3 | >

1
3 ; |z| > 1; Im z < 0} íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
2 | >

1
2 ; Re z > 0} ñ ðàçðåçîì

ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1| = 1; 0 ≤ arg (z − 1) ≤ π íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {−π/4 < Re z < π/4} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = tg z.
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17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {−2 < Im z < 2, Re z > 0} ñ
ðàçðåçàìè ïî ëó÷ó {Im z = 0, Re z > 1} è îòðåçêàì

{Im z = ±1, 0 < Re z < 1} íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

18. Îòîáðàçèòü êðóã |z| < 1 íà ñåáÿ òàê, ÷òîáû çàäàííûå òî÷êè z1, z2

âíóòðè êðóãà ïåðåøëè â òî÷êè ±a (0 < a < 1). Íàéòè a.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄, dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = 0 è z3 = 2 ÷åðåç

òî÷êó z2 = 1 + i.

20.
∫
C

sin2 z dz, ãäå C � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = 0 è z3 = 2

÷åðåç òî÷êó z2 = 1 + i.

21.
∫
C

e2z

(z+2)(z−1) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 3; á) |z + 2| = 2.

22.
∫
|z|=2

sin z
(z+1)2(z+4)

dz.

Âàðèàíò 20

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−
√

3−i)17

(1−i)29+(1+i)(sin 2π
5
−i sin π

10)
15 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (1− 5
√

3) + i(3
√

3 + 1) è
z2 = (14− 4

√
3)− i(8 + 6

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
5
√

243 i5.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

1+4i
−3+5i

)2i−1
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ

f(z) = xy − i(x2 − y2).

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
arg f(z) = r2 cos 2ϕ; f(1) = 2.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x+
√
x2 + y2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.
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8. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin z = i sh z.

9. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {|z| < 1, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = z+i
2i−z .

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z > 0} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω + Reω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(2i) = 1 + i; argω′(2i) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à x = 0, y ≥ 0; á) îêðóæíîñòè |z − i| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 2, |z −
√

2| <
√

2} íà
îáëàñòü {|ω| > 1}.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; Re z > 0; Im z < 0} c
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0; 1

2e
−π

4
i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9− y2/16 > 1, x < 0} ñ
ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞,−5] íà åäèíè÷íûé êðóã.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 1− i| >
√

2; Im z − Re z > 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| > 2; |z + 2| > 2; Im z > 0} ñ
ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [2i; +∞i] íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Im z < π} ïðè îòîáðàæåíèè ω = cth z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè, ïîêàçàííûìè íà

ðèñóíêå, íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

18. Îòîáðàçèòü êðóã |z| < 1 íà ñåáÿ òàê, ÷òîáû îòðåçîê

äåéñòâèòåëüíîé îñè: y = 0, 0 ≤ x ≤ a (a < 1) ïåðåøåë â îòðåçîê
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äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà

êîîðäèíàò. Íàéòè äëèíó ïðåîáðàçîâàííîãî îòðåçêà.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄ dz, ãäå C : |z| = 1, Im z > 0, íà÷àëüíàÿ òî÷êà z = 1.

20.
∫
C

z2+1
z dz, ãäå C : |z| = 1, Im z > 0, íà÷àëüíàÿ òî÷êà z = −1.

21.
∫
C

ez
2

(z−2)(z+1) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 3; á) |z + 1− i| = 2.

22.
∫
|z|= 1

2

z4+1
z3(z2+1)

dz,

Âàðèàíò 21

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (
√

3−i)71

(1−i)19+512
√

2(sin 3π
8
−i sin 5π

8 )
42 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (1− 2
√

5)− i(2− 3
√

5) è
z2 = (5

√
5− 3) + i(1−

√
5).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 6
√
−16i (1 + i)4.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(
i−
√

3
)5i+4

.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ

f(z) = x2 − y2 + 2xyi.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = r sinϕ; f(i) = i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà chx sin y = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Re f(z).

8. Äîêàçàòü (1 + cosα+ i sinα)2n =
(
2 cos α2

)2n
einα.

9. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {|z − i| > 1, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = z+i
2i−z .

38



10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| > 1} íà îáëàñòü {|ω + 1| > 1} òàê, ÷òîáû
ω(2i) = 1; argω′(2i) = π.

Íàéòè îáðàçû à) ëó÷à {x = 0, y ≥ 1}; á) îêðóæíîñòè
|z − 5/4i| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ êðóãîâ K1 : |z| < 2 è K2 : |z +
√

2| <
√

2, íà åäèíè÷íûé êðóã

|ω| < 1.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü c âûêèíóòûì

âòîðûì êâàäðàíòîì è ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè

|z| = 1;π/4 ≤ arg z ≤ π/2 íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9 + y2/25 > 1, z /∈ [5i, 6i]} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| < 3; |z| > 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
3 | >

1
3 ; |z + 1| > 1; Im z > 0}

ñ ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1| = 1; 0 ≤ arg (z − 1) ≤ π
2 íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Im z < π, Re z < 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = cth z.

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü âñþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì

[0, 1], [0, e
2πi
3 ], [0, e

−2πi
3 ] è äóãàì îêðóæíîñòè |z| = 1,

−π/6 ≤ arg z ≤ π/6, π/2 ≤ arg z ≤ 5π/6, −5π/6 ≤ arg z ≤ −π/2 íà

åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

18. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ïåðåâîäÿùåãî âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

zRe z7 dz, ãäå C � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0 è

z2 = 1 + i.

20.
∫
C

z2 sin z3 dz, ãäå C � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0 è

z2 = 1 + i.
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21.
∫
C

ez

z4+1
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 1| = 1; á) |z + 1 + i| =

√
2.

22.
∫
|z|=5

z3+1
(z−1)2(z+2)

dz.

Âàðèàíò 22

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (−i−
√

3)29

(−1+i)13+i(− cos 3π
8
−i cos π

8 )
22 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (4
√

7 + 5) + i(3 +
√

7) è
z2 = (−8− 5

√
7) + i(2 + 3

√
7).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 3
√
−8 (1− i)6.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(

3+5i
−8−2i

)i+2
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = |z|2 · z̄.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Re f(z) = x3 + y2; f(1) = 1 + i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x2 − y2 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå |f(z)|.

8. Äîêàçàòü
(

1+i tgα
1−i tgα

)n
= 1+i tgnα

1−i tgnα .

9. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {1 < |z| < 2} ïðè îòîáðàæåíèè ω = 2
z−1 .

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

Re z < 1 íà îáëàñòü |ω| < 1 òàê, ÷òîáû ω(0) = −1/2;
argω′(0) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) äåéñòâèòåëüíîé îñè; á) îêðóæíîñòè |z − 1| = 1.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü D : z /∈ {|z| ≤ 1; |z − 1| ≤ 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1, |z − 5/4| > 3/4} ñ
ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [−∞,−1] íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.
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13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/9 + y2/25 > 1, y < 0} íà
ïîëîñó {0 < Imω < 1}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 1
3 | >

1
3 ; |z − 1| > 1} íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 2| < 3; |z| > 1; Im z < 0} ñ
ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1

2 | =
3
2 ; −π/2 ≤ arg (z − 1

2) ≤ 0
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {|z − 1| > 1, Re z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = ctg π
z .

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì

äåéñòâèòåëüíîé îñè (−∞,−π/2], [π/2,+∞) è ïî îòðåçêàì

{−1 ≤ y ≤ a, x = π/2 + kπ}, k = 0,±1,±2, . . . íà âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà.

18. Ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáÿ,

ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç öåíòðà íàõîäèòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, à

äóãà 0 ≤ ϕ ≤ π/2 ïåðåõîäèò â äóãó π/2 ≤ ϕ ≤ 7π/6.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

z̄ dz, ãäå C � êóñîê äóãè êðèâîé y = sinx îò òî÷êè z1 = −π äî

òî÷êè z2 = π.

20.
∫
C

cos z dz, ãäå C � êóñîê äóãè êðèâîé y = sinx îò òî÷êè z1 = −π
äî òî÷êè z2 = π.

21.
∫
C

ez

z4−1
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − 1| = 1

2 ; á) |z − 1− i| =
√

2.

22.
∫

|z−i|=1

sin2 z
(z2+1)2

dz.

Âàðèàíò 23

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (1−i)19

(−
√

3+i)26+(− sin 5π
21

+i cos 5π
21 )

28 .
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2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (2− 7
√

3) + i(4
√

3− 1) è
z2 = (14− 8

√
3) + i(20 + 2

√
3).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 3
√

4 (1− i)2.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z =
(
−i−
√

3
i+1

)4+3i
.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ

f(z) = x2 + y2 − 2ixy.

6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
|f(z)| = ch(x− 1) sin y; f(1 + πi

2 ) = 1.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà r sinϕ = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå Im f(z).

8. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû, îòëè÷íûé

îò åäèíèöû. Äîêàçàòü 1 + 2ε+ 3ε2 + · · ·+ nεn−1 = n
ε−1 .

9. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < 1} ïðè îòîáðàæåíèè ω = z+i
2−iz .

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü

{Im z + Re z > 0} íà ïîëóïëîñêîñòü {Imω > 0} òàê, ÷òîáû
ω(1 + i) = 2i; argω′(1 + i) = 0.

Íàéòè îáðàçû à) ïðÿìîé y = x, y ≥ 0; á) îêðóæíîñòè

|z − 1+i
2 | =

√
2

2 .

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1; |z − 1| > 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| > 1, |z − 5/4| < 3/4} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [3/2, 2] íà ïîëîñó 0 < Imω < π/2.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {4x2 + y2 > 4, x < 0, y > 0} íà
îáëàñòü {0 < Imω < 1}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1 + i| >
√

2; Im z − Re z < 0}
íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 4
3 | >

1
3 ; |z| > 1; Im z > 0} ñ

ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z + 2| = 1; 0 ≤ arg (z + 2) ≤ π/2 íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.
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16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {|z − 1| > 1, Re z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = cos πz .

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà âñþ

ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [−1− i, 1 + i], [−1 + i, 1− i] è
[−1, 1].

18. Ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáÿ,

ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç öåíòðà íàõîäèòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, à

äóãà 0 ≤ ϕ ≤ π/2 ïåðåõîäèò â äóãó 0 ≤ ϕ ≤ π/3.

Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Re z̄ dz, C � êóñîê äóãè êðèâîé x = sin y îò òî÷êè z1 = −πi äî

òî÷êè z2 = πi.

20.
∫
C

sin z dz, C � êóñîê äóãè êðèâîé x = sin y îò òî÷êè z1 = −πi äî

òî÷êè z2 = πi.

21.
∫
C

z7+1
(z2+1)(z−1)2

dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z − i| = 1; á) |z + 1| =
√

3.

22.
∫

|z−2|= 3
2

ch z
(z2+1)(z−1)2

dz.

Âàðèàíò 24

1. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
(sin 3π

4
+i cos 5π

4 )
15

(1+i)10−32(− cos 4π
7

+i sin 4π
7 )

21 .

2. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîpàìè z1 = (5− 3
√

14)− i(2
√

14 + 1) è
z2 = (6−

√
14) + i(4− 5

√
14).

3. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå 4

√
−4
√

2 (
√

3 + i)3.

4. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = (i+ 1)5i+7.

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ f(z) = |z|4

(z2)
.
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6. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè
Im f(z) = y2 − x2; f(1) = −1− i.

7. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âäîëü ëþáîé

ëèíèè ñåìåéñòâà x5 − y3 = c ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå arg f(z).

8. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû, îòëè÷íûé

îò åäèíèöû. Äîêàçàòü 1 + 4ε+ 9ε2 + · · ·+ n2εn−1 = −n2(1−ε)+2n
(ε−1)2

.

9. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Im z < 1} ïðè îòîáðàæåíèè ω = z+1
z−2 .

10. Íàéòè ôóíêöèþ ω(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü

{|z| < 1} íà îáëàñòü {|ω| > 1} òàê, ÷òîáû
ω(−1/2) = 2; argω′(−1/2) = π/2.

Íàéòè îáðàçû à) ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà; á) îêðóæíîñòè

|z + 5/4| = 3/4.

11. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïëîñêîñòü ñ âûêèíóòîé ÷àñòü êðóãà

{|z − 1| ≤
√

2; Re z ≥ 0} íà ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

12. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z| < 1, |z − 5/4| > 3/4} ñ
ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1,−1/2] íà åäèíè÷íûé êðóã |ω| < 1.

13. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {x2/25 + y2/9 > 1, z /∈ [5, 6]} íà
ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü {Reω > 0}.

14. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z + 3i| > 2; |z| > 1} íà
ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

15. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü {|z − 1
2 | >

1
2 ; Im z > 0; Re z > 0} ñ

ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè |z − 1| = 1; π/2 ≤ arg (z − 1) ≤ π íà

ïîëóïëîñêîñòü Imω > 0.

16. Íàéòè îáðàç îáëàñòè {−π/n < arg z < π/n, |z| < 1} ïðè
îòîáðàæåíèè ω = z

(1+zn)2/n
, (ω(z) > 0 ïðè z > 0).

17. Êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì

[kπi, kπi+∞), k = 0,±1,±2, . . . íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

{Imω > 0}.

18. Ïîëóïëîñêîñòü Re z > 0 ñ âûêèíóòûì êðóãîì |z − h| < R (h > R)
äðîáíî-ëèíåéíî îòîáðàçèòü íà êîëüöî ρ < |ω| < 1 òàê, ÷òîáû

ìíèìàÿ îñü ïåðåøëà â îêðóæíîñòü |ω| = 1 . Íàéòè ρ.
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Íàéòè èíòåãðàëû

19.
∫
C

Im(z3 + 1) dz, ãäå C � îòðåçîê îò òî÷êè z1 = 1− i äî òî÷êè

z2 = 1 + i.

20.
∫
C

tg z dz, ãäå C � îòðåçîê îò òî÷êè z1 = 1− i äî òî÷êè z2 = 1 + i.

21.
∫
C

sh z
(z−3)(z+1) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü à) |z| = 2; á) |z| = 5.

22.
∫

|z+1+i|=
√

2

z5+1
(z−1)(z4−1)

dz.
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ �2

Âàðèàíò 1

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
=
∣∣sin 1

n

∣∣, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) =
(z+π) sin π

2
z

2 sin2 z
.

3. f(z) =
√

sin z ez (z−π)
eiz−1

. 4. f(z) =
√
z +
√
z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∫
|ζ|=2

cos
(
ζ+ 1

ζ

)
ζ2+1

dζ
(ζ−z)2 (|z| < 2) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü |z| <∞.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z+3
4πi−Ln(1+z) ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z = 0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

óêàçàííîé òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z+3
z2−1

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = ze
1
z−4 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 4 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3
√
z(1− z)2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, 0 < x < 1, â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

Re(sin z)|z|dz, AB - îòðåçîê

ïðÿìîé zA = 0, zB = 1 + i.
11.

∫
|z|=1

cos 3z−1+ 9
2
z2

z4 sin 9
4
z

dz.
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12.
2π∫
0

dx
(2+cosx)2

. 13.
∞∫
−∞

dx
(x2+4)(x2+9)2

.

14.
∞∫
−∞

x sin x
2

x4+16
dx. 15.

+∞∫
0

xp dx
(1+x2)2

(−1 < p < 3).

16.
1∫
0

ln 1−x
x

dx
x+1 . 17.

∞∫
−∞

x·sinx dx
x2−3x+2

.

18.
∫

|z|=1/2

dz
(2+
√
z−1) sin z

.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

f(t) = e5(t−5) sin(t− 5) η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 1
(p+1)(p+2)2

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x′ = 4 sin2 t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = 0, x′(0) = −1.

Âàðèàíò 2

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n sin

(
1
n + πn

)
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = ez−1
sinπz .

3. f(z) = z
√
z

ez−1 . 4. f(z) =
√

1 +
√
z + 1.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

f(z) =
∫
|ζ|=1

e
a
(
ζ+ 1

ζ

)
dζ
ζ−z (|z| > 1) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü

íà îáëàñòü D : |z| > 0.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln z−4
z+4 ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0 =∞
êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.
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7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè ñ öåíòðîì

f(z) = 1
(z2−4)2

â òî÷êå z = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z2 sinπ z+1
z â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln (z−1)(z−2)
(z+1)(z+2) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â îáëàñòè D : {1 < |z| < 2} è ðàçëîæèòü âåòâü,

çàäàííóþ óñëîâèåì Im f(3
2) = −3π â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè D.

Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

z2 dz, AB - îòðåçîê ïðÿìîé

zA = 0, zB = −1− i.
11.

∫
|z|=0.3

e3z−1−sin 3z
z2 sh 3πz

dz.

12.
π∫
−π

sin2 ϕdϕ
10−6 cosϕ . 13.

∞∫
−∞

dx
(x2+4)(x2+9)3

.

14.
∞∫
−∞

x2 cosx
x4+13x2+36

dx. 15.
1∫
−1

√
1−x2

1+x2
dx.

16.
+∞∫
0

lnx
3√x (x+2)

dx. 17.
∞∫
−∞

cos tx
1+x3

dx, t > 0

18.
∫
|z|=2

4
√
z4 + 1 dz.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = 1−e3t
tet η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 1
p(p2+4)2

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = tet + 4 sin t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.
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Âàðèàíò 3

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= (−1)n+1

n2 , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = sin3 z
z (1−cos z) .

3. f(z) =
√

cos z−1√
sin z

. 4. f(z) = Ln(1− 4
√
z).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∫
|ζ|=2

cos
(
ζ+ 1

ζ

)
ζ2+1

dζ
(ζ−z)2 (|z| < 2) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : |z| <∞.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z
3+
√

10−z ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 1 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0 = 1
êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z−1
z2+2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z cosπ z+3
z+4 â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −4 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3
√
z2(1− z) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, 0 < x < 1, â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

|z|Re z2 dz, L : {|z| =

2, −π
2 ≤ arg z ≤ π

2 }.
11.

∫
|z|=0.2

e8z−ch 4z
z sin 4πz dz.

49



12.
2π∫
0

dϕ
sinϕ+2 . 13.

∞∫
−∞

x2+5
x4+5x2+6

dx.

14.
∞∫
−∞

(x2+5x) sinx
x4+10x2+9

dx 15.
+∞∫
0

xp dx
x2+2x cosλ+1

(−1 < p <

1; −π < λ < π).

16.
1∫
−1

ln 1+x
1−x

dx
3
√

(1−x)2(1+x)
. 17.

+∞∫
0

sinx
x3+x

dx.

18.
∫

|z−2|=5/2

(z+2) dz
2πi−Ln(1+z) .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p2

(p2+4)(p2+9)
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = sh t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(0) = 2, x′(0) = 1

Âàðèàíò 4

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= n

1+n2 , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = sinπz
z4−1

e
1
z .

3. f(z) =
√
ez−1 e

1
z

cos z−1
4. f(z) = cos(iLn z)
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5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∫
|ζ|=1

sh
(
ζ + 1

ζ

)
dζ

ζ2+z2
(|z| < 1)

ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : |z| <∞.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z√
9−z2+3

ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0 = 0
êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 2z+1
z2+z−2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z3 cos 3z
z−1 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 1 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln (z+1)2

z2+4
äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â îáëàñòè D : {|z| > 2} è ðàçëîæèòü âåòâü,

çàäàííóþ óñëîâèåì f(∞) = 2πi, â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

z Im z2 dz, AB - îòðåçîê ïðÿ-

ìîé zA = 0, zB = −1 + i.

11.
∫

|z|=0.5

ch 3z−cos 4iz
z2 sin 5z

dz.

12.
2π∫
0

cos2 x
2+cosx dx. 13.

∞∫
0

x2+4
(x2+9)2

dx.

14.
∞∫
0

x2 cosx
(x2+9)2

dx. 15.
+∞∫
0

dx
(x2+4) 3√x .

16.
+∞∫
0

ln2 x
(x2+1)2

dx. 17.
+∞∫
−∞

sinx dx
(x2+4)(x−1)

.

18.
∫

|z|=|a|+|b|

√
(z − a)(z − b) dz .
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19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè.

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = e−
p
2

(p2+1)(p2+4)

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x′ = t2 + 2t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = 0, x′(0) = −2.

Âàðèàíò 5

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= 1

2n+1 , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 2z−sin 2z
z2(z2+1)

.

3. f(z) = Ln(ch z−1)
z
√
z

. 4. f(z) =
√
z +
√
z2 − 1.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∫
|ζ|=1

e
− 1
ζ

ch ζ
dζ

ζ2+z2
(|z| < 1) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : z 6= ±πi
2 ,±

3πi
2 , . . .

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z2 Ln z−4
z+4 ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 2z−3
z2−3z+2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.
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8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = (z − 3) sinπ z−3
z â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3
√

(1− z)(1− z2) äîïóñêàåò
âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó

[−1, 1] è ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì

f(x+ i0) > 0 − 1 < x < 1, â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

|z| · z dz, L : {|z| = 4, π/2 ≤

arg z ≤ π}.
11.

∫
|z|=0.5

e2z−1−2z
z sh2 4iz

dz.

12.
2π∫
0

dx
(3+2 cosx)2

. 13.
∞∫
−∞

dx
(x2+1)2(x2+16)

.

14.
∞∫
−∞

(x3+1) sinx
x4+5x2+4

dx. 15.
2∫
−1

dx
3
√

(2−x)(1+x)2
.

16.
+∞∫
0

lnx√
x (x+1)

dx. 17.
+∞∫
−∞

cos tx
1−x4 dx.

18.
∫

|z+1|=1/2

z+2
Ln(z+2)+2πi dz.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = sin 7t sin 5t
t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p+5
(p+1)(p2−2p+5)

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′′ − 3x′ + 2x = (4t2 + 4t− 10) e−t, óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

Âàðèàíò 6

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= e

1
n−1 , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.
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Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) =
cos π

4
z

z4−16
.

3. f(z) =
√

sin z
√
ez − 1. 4. f(z) = z tg(iLn z).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

cos
(
ζ+ 1

ζ

)
ζ2+1

dζ
(ζ−z)2 (Im z > 0)

ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : Im z > −1.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z+2
8πi−Ln(1+z) ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z2−z+3
z3−3z+2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = e
2z−z2
(z−1)2 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 1 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 4
√
z2(3− z)2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 3] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, 0 < x < 3, â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

e|z|
2

Im z dz, AB - îòðåçîê

ïðÿìîé zA = −1− i, zB = 0.

11.
∫

|z+6|=2

(
ze

1
z+6 +

2 sin πz
5

(z+5)2(z+3)

)
dz

12.
2π∫
0

dϕ
cosϕ+2 . 13.

∞∫
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9

dx.

14.
∞∫
−∞

x sinx
x2+2x+10

dx. 15.
1∫
−1

3
√

(1+x)(1−x2)

2−x dx.

16.
+∞∫
0

√
x lnx
x+1 dx. 17.

+∞∫
0

sin ax dx
x (x2+b2)

.
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18.
∫

|z−2|=3/2

ez dz
sin(1+

√
z)
.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p+1
p2(p−1)(p+2)

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ − 2x′ + x = et

1+t , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 7

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n

n2+(−1)n
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = z tg z e
1
z .

3. f(z) = Ln cos z. 4. f(z) = 3
√
πi+ Ln z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

dζ
(ζ−z)2 ch ζ

(Im z > 0) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü DD : Im z > −π
2 .

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z+1√
16−4z2+4

ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.
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7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z+2
z2+2z−3

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = sin 2z−7
z+2 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −2 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln z (z+3)
(z+2)(z−1) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â îáëàñòè D : {1 < |z + 1| < 2} è ðàçëîæèòü

âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì Im f
(
−5

2

)
= π, â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè

D. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

Re z
z dz, AB : {|z| = 1, 0 ≤

arg z ≤ π}.
11.

∫
|z|=0.2

ch 2z−cos 2z
z2 sin 8z

dz.

12.
π∫
0

cos4 ϕ
1+sin2 ϕ

dϕ. 13.
∞∫
−∞

(x2−1) dx
(x2−8x+17)2

.

14.
∞∫
−∞

x sinx
x2+2x+10

dx. 15.
1∫
−1

5
√

(1+x)(1−x)4

x2+1
dx.

16.
+∞∫
0

lnx dx
(x2+1)(x+1)

. 17.
+∞∫
0

sin ax dx
x (x2+b2)2

.

18.
∫

|z|=|a|+|b|

dz√
(z−a)(z−b)

.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = arcsin(sin t) η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p2+2
p4+p2+1

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′′ − 6x′′ + 11x′ − 6x = 12t2e3t − e2t, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
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Âàðèàíò 8

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= n sin 1

n+1 , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 1
z2
− sin 1

z2
.

3. f(z) = tg
√
z (ez−1)√
sin z

. 4. f(z) = Ln(Ln z + π).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

e−ζ
2 dζ

(ζ−z)4 (Im z > 0) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : |z| <∞.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =

√
(z−2)(z−3)

z3
e

1
z ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
z (z−4)2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = (z2 − 4) cos z
z−3 â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 3 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3

√
z2

(1−z)2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, 0 < x < 1, â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

|z| arg z dz, L : {z = 4eiϕ, 0 <

ϕ < π}.
11.

∫
|z+4|=2

(
z cos 1

z+4 +
2 cos πz

6
(z+3)2(z+1)

)
dz.
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12.
π∫
−π

cos2 ϕ
5−4 cosϕ dϕ. 13.

∞∫
−∞

x2+3
(x2−10x+29)2

dx.

14.
∞∫
−∞

x3 sinx
x4+10x2+9

dx. 15.
2∫
1

dx
x2
√

3x−x2−2
.

16.
+∞∫
0

lnx
(x2+1)2

dx .17.
+∞∫
0

sin 2x·cosx
x+x3

dx.

18.
∫

|z+1|=1/2

cos z dz
Ln z+πi .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p
(p2+1)(p2+4)

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + 2x′ + x = tet

t+1 , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 9

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= e

1
n+cosπn , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = sin 3z−3 sin z
z (sin z−z) .

3. f(z) =
√

sin z√
cos z−1

. 4. Ln(z +
√

1 + z2).
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5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

eiaζ
2

ζ−z dζ, a > 0 (Im z > 0)

ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : |z| <∞

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) z2+3√
8+z2−3

ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −1 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0

êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
z2 (z−2)2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = (z2 − 4) cos z2

z−5 â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 5 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln (z−1)2

(z+2)(z+3) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â îáëàñòè D : {|z + 1| > 2} è ðàçëîæèòü âåòâü,

çàäàííóþ óñëîâèåì f(5) < 0, â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

zRe z dz, L : {|z| = 3, 0 ≤

arg z ≤ π}.
11.

∫
|z|=1

tg z−z
(1−cos z)2

dz.

12.
2π∫
0

dϕ
(2+cosϕ)2

. 13.
∞∫
−∞

x2

(x2+5)2
dx.

14.
∞∫
−∞

(x2+x) cosx
x4+13x2+36

dx. 15.
2∫
1

√
(x−1)(2−x)

x+2 dx.

16.
+∞∫
0

lnx dx
x2+2x+2

. 17.
+∞∫
0

sin2 x
x2

dx.

18.
∫

|z|=|a|+|b|

z dz
3
√

(z−a)2(z−b)
.
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19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p2+2p−1
p3−2p2+2p−1

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = e−t + 2, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 10

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n sin 1

n+cosπn , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 1
ez−1 −

1
sin z .

3. f(z) = cos z−1√
ez−1

sin 1
z . 4. f(z) =

√
π + Ln z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

dζ
(ζ−z)2 ch ζ

(Im z < 0) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : Im z < π
2 .

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 4z2√
5+z2+3

ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 2 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0

êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z4+1
(z−1)(z+2) ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.
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8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z sin z−1
z−2 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 2 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

(z − 4)(z − 1) äîïóñêàåò
âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó

[1, 4] è ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(0) = 2, â ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

e|z|
2

Im z dz, AB - îòðåçîê

ïðÿìîé zA = 0, zB = 1 + i.

11.
∫
|z|=3

(
z ch 1

z+2 −
2 cos πz

2
(z+1)2(z−1)

)
dz.

12.
2π∫
0

sin2 ϕ
4+cosϕ dϕ. 13.

∞∫
−∞

dx
(1+x2)3

.

14.
∞∫
−∞

(x−1) sinx
(x2+9)2

dx. 15.
2∫
1

dx

x 3
√

(x−1)2(2−x)
.

16.
+∞∫
0

lnx dx
(x+1)2

. 17.
+∞∫
0

sin 2x·sinx
x2

dx.

18.
∫

|z|=1/2

Ln(z+1)
sinπz dz.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = cos 2t−cos 4t
t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = e−p

p2−1
− pe−2p

p2−4
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x′ = t sh t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(0) = x′(0) = 1.

Âàðèàíò 11

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= e

n
n+(−1)n , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.
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Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = sin2 z (ez−1)
(cos z−1)3

.

3. f(z) = (Ln z − Ln sin z) sin z. 4. f(z) =
√

Ln(1 + z).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

dζ
(ζ−z) ch ζ (Im z > 0) ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : z 6= −π
2 ,−

3π
2 , . . ..

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 2z
(6πi−Ln(1+z))2

ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
(z2+1)(z+2)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z)f(z) = z sin z2−2z
(z−1)2

â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 1 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

z−16
z−4 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [4, 16] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(0) = 2, â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

z Im z2dz, L : {|z| = 2, −π ≤

arg z ≤ 0}
11.

∫
|z|=3

(z10+1) cos 1
z

(z5+1)(z6−1)
dz.

12.
2π∫
0

cosϕ
5−4 sinϕ dϕ. 13.

∞∫
−∞

dx
(x2+1)(x2+4)

.

14.
∞∫
−∞

cos 2x
(x2+1)2

dx. 15.
1∫
0

(
x

1−x

)p
dx
x+a , −1 < p < 1, a >

0.
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16.
+∞∫
2

ln(x−2)

(x2−1)
√
x−2

. 17.
+∞∫
0

1−cosαx
x2

dx.

18.
∫

|z|=|a|+|b|+1

z dz
4
√

(z−a)3(z−b)
.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = t sh 2t sin t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ

F (p) = e−p

p2−2p+5
+ p

p2+9
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = cos t+ cos 2t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 12

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= n2e

1
n

n2+1
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = esin
1
z

ez−1 .

3. f(z) = sin(iLn z)
sin z . 4. f(z) = 3

√
Ln z+1

z−1 .

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−zζ

1+ζ2
dζ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < π

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z2−16
(
√

20+z+4) sin(z+4)
ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −4 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
(z2+1)(z2−4)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.
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8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z sin 5z
z−2i â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 2i è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 4
√
z2(3− z)2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 3] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(−1) = −2, â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

z sin z dz, AB - îòðåçîê ïðÿ-

ìîé zA = 0, zB = 3i.

11.
∫

|z+2i|=2

(
π

e
πz
2 +1

+
4 cos πz

z−2i

(z−4)2(z−2)

)
dz.

12.
2π∫
0

dϕ
(2+cosϕ)2

. 13.
∞∫
−∞

dx
x4+10x2+9

.

14.
∞∫
−∞

sin 2x
(x2−x+1)2

dx. 15.
1∫
0

dx

(2−x) 3
√
x(1−x)2

.

16.
+∞∫
1

√
x−1 ln(x−1)
x2+3x

dx. 17.
+∞∫
0

(1−cosαx) dx
x2(x2+1)

.

18.
∫
|z|=2

Arctg z dz
z .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 2p3+p2+2p+2
p5+2p4+2p3

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + 3x′ + 2x = e−t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = 0, x′(0) = 1.
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Âàðèàíò 13

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= 1−n·e

1
n

1+n·e
1
n
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = ez sin z
z4(cos 3z−1)

.

3. f(z) =
√

Ln z (z − 1)ez+
1
z . 4. f(z) = 3

√√
z +
√
z − 1.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−zζ

1+ζ4
dζ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < 3π
4 .

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln (z+2)2

z2+16
ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
(z−1)2(z+2)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z2e
πz
z−π â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = π è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

z−1
z+1 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(2) < 0, â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

zRe cos z dz, L : {| Im z| ≤

1, Re z = π
3 }, íà÷àëüíàÿ òî÷êà

z0 = π
3 + i.

11.
∫
|z|=1

6z−sin 6z
z2 sin2 2z

dz.
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12.
π∫
−π

cos 2ϕ
17−8 cosϕ dϕ. 13.

∞∫
−∞

x2+2
x4+7x2+12

dx.

14.
∞∫
−∞

x cosx
x2−2x+17

dx. 15.
2∫
0

√
x(2−x)

x+3 dx.

16.
+∞∫
0

lnx dx√
x(x2+1)

. 17.
+∞∫
0

sin 3x·sinx
x2+x4

dx.

18.
∫

|z+1|=1

dz
7−z+4

√
3−z .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = e−2t sin 4t
t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 3p2

(p3−1)2
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ tx′′ + 2x′ − tx = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = 1, x′(0) = 0.

Âàðèàíò 14

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n

(
e

1
n2 + (−1)n

)
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 1
z2−1

cos πz
z+1 .

3. f(z) = zArcsin z sinπz
sin2 z

. 4. f(z) = Ln(iz +
√

1− z2).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−zζ

ch aζ dζ, a > 0 ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg(z + a)| < π.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 2z+1
8πi−Ln(z+1) ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.
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7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z
(z2+4)(z+3)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z sin 5
z−2i â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 2i è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3
√
z2(1 + z) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1, 0] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, −1 < x < 0, â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

sin z Im cos z dz, L : {| Im z| ≤

2, Re z = −π
4 }.

11.
∫
|z|=4

z2 sin 1
z

(z−2)(z+3) dz.

12.
2π∫
0

dϕ
(4+cosϕ)2

. 13.
∞∫
−∞

x2+1
(x2+4x+13)2

dx.

14.
∞∫
−∞

cos 3x−cos 2x
(x2+1)2

dx. 15.
1∫
−1

(1+x)1−p(1−x)p

1+x2
dx, −1 < p < 2.

16.
+∞∫
0

xα−1 lnx
1+x dx, 0 < α < 1. 17.

+∞∫
0

sin2 ax
x2(x2+b2)

dx, a > 0, Re b > 0.

18.
∫
|z|=1

dz√
4z2+4z+3

.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = | sin t| η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 2p+3
p3+4p2+5p

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = f(t), f(t) =


t, 0 < t < 1

2− t, 1 < t < 2
0, t ≥ 2

,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = 0, x′(0) = 1.
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Âàðèàíò 15

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= 1

e
1
n+(−1)n

− n, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) =
2 sin πz

5
(z+5)2(z−3)

.

3. f(z) = (Ln(ez−1)−Ln z) e
1
z sin z

cos z−1 . 4. f(z) = sin
√
z(
√
z +
√
z − 1).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−zζ
2

1+ζ4
dζ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < π.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z2√
17+z+4

ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −1 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0

êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z3+1
(z−3)(z+4) ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z cos z
z+2i â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −2i è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 3

√
z

1−z äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0 ïðè 0 < x < 1,
â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

ez Im z dz, AB - îòðåçîê ïðÿ-

ìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè zA =
i è zB = 1 + i.

11.
∫

|z−5|=2

(
z ch 2

z−5 +
4 sin πz

4
(z−4)2(z−2)

)
dz.
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12.
2π∫
0

sin2 x
2+cosx dx. 13.

∞∫
−∞

x2

(x2+16)2
dx.

14.
∞∫
−∞

(x3+1) sinx
x4+5x2+4

dx. 15.
3∫
0

4
√
x3(3−x)

5−x dx.

16.
+∞∫
0

xα ln2 x
1+x2

dx|α| < 1. 17.
+∞∫
0

sin3 x dx
x (x2+a2)

.

18.
∫

|z−3|=0.99

dz
1+Ln(z−2) .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = e−2t sin2 t
t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = e−p/3

p(p2+1)
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x′ = 4 sin2 t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = 0, x′(0) = −2.

Âàðèàíò 16

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n sinn+1

n , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = e5z−1−sin 5z
z2 sin 5πz

.

3. f(z) = sin z
Ln z−Ln sin z . 4. f(z) = 3

√
Ln z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−zζ
m

ch ζ dζ, m = 2, 3, . . .

ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < π.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z2
3√7−z−2

ðàñïàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −1 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â òî÷êå z0

êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè

âåòâè ôóíêöèè.
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7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z+2
z2−4z+3

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = f(z) = cos z
z−π

4
â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = π
4 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√
z (1 + z) äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1, 0] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(1) > 0, −1 < x < 0, â ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

z Im ez dz, L : {Im z =

π
6 , −2 ≤ Re z ≤ 2}, íà÷àëüíàÿ
òî÷êà z0 = 2 + π

6 i.

11.
∫

|z|=0.3

e4z−1−sin 4z
z2 sh 8iz

dz.

12.
π∫
−π

sin2 ϕdϕ
17−8 cosϕ . 13.

∞∫
−∞

dx
(x2+2x+2)2

.

14.
∞∫
0

x sin 2x
1+x2

dx. 15.
+∞∫
0

xα−1dx
(x+1)(x+2)(x+3) 0 < α < 3.

16.
1∫
0

ln 1−x
x

dx
1+x2

. 17.
+∞∫
0

sin2 x·cos 2x
x2

dx.

18.
∫

|z+1|=1/2

(z2+1) dz
Ln z+3πi .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

f(t) = ch t sin 3t cos 5t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ

F (p) = 1
p4+2p3+3p2+2p+1

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.
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Âàðèàíò 17

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= 1

e
1
n−1
− n, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) =
sin πz

2
z4−16

cos 1
z .

3. f(z) =
√

sin z
tg
√
z (ez−1)

. 4. f(z) = Ln sin z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

cos ζ
1+ζ2

e−zζ dζ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : z /∈ {Re z ≤ 0, | Im z| ≤ 1}.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
4
√

(1−z)(1+z)3

1+z3
ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z
(z2−4)(z2−1)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = (z2 + 6z) sinπ z−1
z−2 â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 2 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

1 + z2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−i, i] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f

(
−3

4

)
= 5

4 , â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).
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10.
∫
L

Re(sin z) cos z dz, L : {| Im z| ≤

1, Re z = π
4 }, íà÷àëüíàÿ òî÷êà

z0 = π
4 − i.

11.
∫

|z−3|=2

(
z sh 1

z−3 −
2 cos πz

8
(z−4)2(z−6)

)
dz.

12.
2π∫
0

cosx
5−4 sinx dx. 13.

∞∫
−∞

dx
1+x6

.

14.
∞∫
−∞

x2 cos 2x
x4+5x2+4

dx. 15.
1∫
−1

√
1−x2

(x2+1)2
dx.

16.
+∞∫
0

xα lnx
1+x2

dx |α| < 1. 17.
+∞∫
0

x−sinx
x3

dx.

18.
∫

|z|=3/2

(z+1) dz
Ln(z+2)−2πi .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

f(t) = ch t sin 3t cos 5t η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ

F (p) = pe−2p

p2+16
+ e−3p

p2−2p+5
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ − 4x = sin 3
2 t sin t

2 , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì x(0) = 1, x′(0) = 0.

Âàðèàíò 18

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= n sinπn

n2+1
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = tg z−z
(1−cos z)2

.

3. f(z) =

√
Ln(z−1) shπz

z4−1
. 4. f(z) = Arccos z.
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5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

dζ
(1+ζ2)(1+ezζ)

ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < π

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
3
√

(1+z)(1−z2)

2−z ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
(z+1)2(z−2)

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z2 sin z+5
z â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 0 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

(z − 9)(z − 1) äîïóñêàåò
âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó

[1, 9] è ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(0) = 3, â ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

Re z ez
2
dz, AB - îòðåçîê

ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè

zA = 0, zB = 1− i.

11.
∫

|z−5|=2

(
z sh 1

z−5 +
4 sin πz

4
(z−4)2(z−2)

)
dz.

12.
2π∫
0

cos2 ϕdϕ
13+12 cosϕ . 13.

∞∫
−∞

(x2+5)
x4+7x2+12

dx.

14.
∞∫
−∞

cos 5x
(x2+1)2(x2+4)

dx. 15.
1∫
0

4
√
x (1−x)3

(x+1)3
dx.

16.
+∞∫
0

x2 lnx dx
(x2+1)2

. 17.
+∞∫
0

sin3 x
x3

dx.

18.
∫

|z|=|a|+|b|

3

√
z−a
z−b Ln z−a

z−b dz.
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19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ

F (p) = e−p

p2
+ 2e−2p

p3
+ 6e−3p

p4
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′′ + x = 1
2e
tt, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

Âàðèàíò 19

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= esinπn

n2+1
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = sin 3z2

z (z3+1)
e

1
z .

3. f(z) =
√

cos ze−z√
z−π

2
(ez−i)

. 4. f(z) = Arcsin z.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
0

e−ζ
2
dζ

1+ezζ
ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü D : | arg z| < 3π
4 .

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = ez+1−1
(z2−1)(

√
5−z2+2)

ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −1 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.
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7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = 1
z (z−2)2

ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z2 e
z
z−4 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 4 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = 4
√

(1− z)(1 + z)3 äîïóñêàåò

âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó

[−1, 1] è ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì

f(x+ i0) > 0, −1 < x < 1, â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

Re ez dz, AB - ïðÿìîëèíåé-

íûé îòðåçîê zA = −1+ π
4 i, zB =

1 + π
4 i.

11.
∫

|z−1|=2

(
ze

2
z−1 +

2 cos πz
2

(z−2)2(z−4)

)
dx.

12.
2π∫
0

dϕ
10−6 cosϕ . 13.

∞∫
−∞

x+1
x4+5x2+4

dx.

14.
∞∫
−∞

(x+1) sin 2x
x2+2x+2

dx. 15.
1∫
0

x1−p(1−x)p dx
(1+x)2

− 1 < p < 2.

16.
+∞∫
0

ln2 x
1+x4

dx. 17.
+∞∫
0

sin4 x
x4

dx.

18.
∫

|z|=|a|+|b|
z
√

z−a
z−b Ln z−a

z−b dz.

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè
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20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = e−
p
4

p(p+3)(p2+16)
.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = t cos 2t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 20

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= cos2 πn

n+(−1)n , èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 4z−sin 4z
z2(z2+1)

.

3. f(z) = sin
√
z

4√z 4√ez−1
sin z. 4. f(z) =

√
z(ez − 1).

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

e−zζ

(1+ζ2) ch ζ
dζ ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü

D : z /∈ [−∞,−1], z /∈ [1,+∞]).

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = ez−sin z−1
(6πi−Ln(z+1))) z2

ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z (z+3)
(z+2)(z+4) ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = sin z
z+π

4
â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −π
4 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

z4(1−z)
1+z äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1, 1] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(x+ i0) > 0, 0 < x < 1, â
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ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞. Óêàçàòü îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
AB

|z| Im z dz, AB - ïðÿìîëè-

íåéíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé

òî÷êè zA = −1− i, zB = 1 + i.

11.
∫

|z+7i|=2

(
πz

e
πz
7 +i
− 8 ch πzi

z−7i

(z−1+7i)(z−3+7i)

)
dz.

12.
2π∫
0

dϕ
5−4 cosϕ . 13.

∞∫
−∞

x+1
x4+10x2+9

dx.

14.
∞∫
−∞

x sin 2x−sinx
(x2+4)2

dx. 15.
1∫
0

√
x(1−x)

(x+1)3
dx.

16.
+∞∫
0

x lnx dx
1+x3

. 17.
+∞∫
0

x−sinx
x3 (x2+a2)

dx, a > 0.

18.
∫
|z|=2

dz
π+Arctg z .

19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = | cos t| η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = p2+2p−1
p3+3p2+3p+1

.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(0) = x′(0) = 0.

Âàðèàíò 21

1. Íàéòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ðåãóëÿðíóþ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

f
(

1
n

)
= f

(
− 1
n

)
= n

(
e

1
n2 − 1

)
, èëè äîêàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòü èõ òèï.

2. f(z) = 1
cos2 z

− 1

(z−π2 )
2 .

77



3. f(z) = Arctg z. 4. f(z) = z (z4−1) e1/z√
z sin z

.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f(z) =
∞∫
−∞

eiaζ
2

ch ζ e
−zζ dζ, a > 0 ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà îáëàñòü

D : z /∈ {Re z ≥ 1, Im z ≥ 0}, z /∈ {Re z ≤ −1, Im z ≤ 0}.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

(z − 1)(z − 2) e
1
z2 ðàñïàäàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =∞ íà ðåãóëÿðíûå âåòâè è íàéòè âû÷åò â

òî÷êå z0 êàæäîé ðåãóëÿðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé

òî÷êè âåòâè ôóíêöèè.

7. Ðàññìîòðåòü âñå êîëüöà ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) = z3

(z+1)(z−2) ñ

öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 è çàïèñàòü â íèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ëîðàíà.

8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = ez

z(z−1) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = 1 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

9. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = Ln 1+iz
1−iz äîïóñêàåò âûäåëåíèå

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−i; i] è
ðàçëîæèòü âåòâü, çàäàííóþ óñëîâèåì f(1) = πi

2 , â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −1. Óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè
ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàì, ãäå ýòî

íåîáõîäèìî).

10.
∫
L

z Re(sin z) dz, L : {|Re z| ≤

1, Im z = π
4 }.

11.
∫
|z|=2

(
z sin z

z+1 −
cos πz

2
z10−2

)
dz.

12.
π∫
0

dx
(sin2 x+2 cos2 x)2

. 13.
+∞∫
−∞

x4+1
x6+1

dx.

14.
+∞∫
−∞

(x+1) cos 3x
x2−2x+5

dx. 15.
1∫
0

x1−α(1−x)α

(1+x)3
dx − 1 < α < 2.

16.
+∞∫
0

x lnx dx
(x2+1)2

. 17.
+∞∫
0

sin3 x dx
x3(x2+a2)

a > 0.

18.
∫
|z|=2

dz
1+
√

1−z2 .
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19. Íàéòè èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t) = arccos(cos t) η(t).

20. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ F (p) = 1−p2
(p2+1)2

e−p.

21. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ x′′ + x = 2 cos t, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(0) = x′(0) = 0.
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