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Введение
Традиционно при изложении процедуры метода Фурье сначала находят собственные функции задачи путем разделения переменных, отчего сам метод часто называют также методом разделения переменных, и затем строят решение начально-краевой задачи в виде ряда по собственным функциям. При этом исходная задача предполагается с однородными  самосопряженными граничными условиями. Если же это не так, то предлагают найти замену неизвестной функции, в результате которой граничные условия станут однородными. Надо заметить, что найти такую замену, особенно в случае трехмерных задач, бывает нелегко, если вообще возможно. При нахождении коэффициентов Фурье решения начально-краевой задачи, нередко, во многих руководствах предлагают правую часть неоднородного уравнения разложить в ряд по собственным функциям, что, вообще говоря, невозможно сделать. В оправдание подобным действиям называют то, что функцию в правой части уравнения можно заменить близкой функцией, но удовлетворяющей однородным граничным условиям задачи, а потому разлагающейся в ряд по собственным функциям.

Предлагаемая ниже процедура проекционного метода Фурье устраняет названные выше методические затруднения и выглядит наиболее естественной.
Необходимым этапом для применения проекционного метода Фурье является решения соответствующих задач на собственные значения и собственные функции. В этом пособии излагается теория основных задач на собственные значения и собственные функции для оператора Лапласа с обоснованием всех основных положений.

1. Схема проекционного метода Фурье

1.1. Построение базиса из собственных функций в проекционной процедуре

Построение базиса из собственных функций в проекционной процедуре происходит так же как в традиционном методе Фурье, т.е. собственный базис находим методом разделения переменных. При этом изначально можно ограничиваться рассмотрением собственных функций дифференциального оператора в правой части уравнения, действующего по пространственным переменным. Ниже это будет проиллюстрировано на примере.

1.2.  Решение начально-краевой задачи
Решение начально-краевой задачи строим в виде ряда Фурье по функциям собственного базиса. Возможность представления решения в виде такого ряда в случае однородных самосопряженных граничных условий гарантирует теорема Стеклова. Если же граничные условия неоднородны, то, следуя предлагаемой процедуре проекционного метода, отбрасываем в них неоднородности и строим собственный базис из функций, удовлетворяющих так полученным однородным условиям. Если функции этого базиса полны в множестве, которому принадлежит решение начально-краевой задачи, т.е. для решения выполняется равенство Парсеваля, то возможно представление решения в виде ряда Фурье по собственным функциям, удовлетворяющим однородным самосопряженным условиям, и этот ряд сходится в среднем. Заметим, что в указанном подходе не требуется делать замены неизвестной функции, которая сводила бы исходные неоднородные условия к однородным.

1.3. Нахождение коэффициентов Фурье
Нахождение коэффициентов Фурье, или собственно проекционная процедура, состоит в следующем. Умножаем скалярно уравнение исходной задачи на базисные функции и преобразуем полученные интегралы с использованием теоремы Грина и граничных, вообще говоря, неоднородных условий. В результате, как ниже будет показано на примерах, придем к системе обыкновенных дифференциальных уравнений  для коэффициентов Фурье. Решение этой системы известными методами завершает построение ряда Фурье, представляющего решение исходной начально-краевой задачи. Этот ряд сходится равномерно в случае, если граничные условия исходной задачи однородные самосопряженные. В общем случае ряд, построенный по указанной процедуре, сходится только в среднем.

1.4. Примеры

Проиллюстрируем на примерах проекционный метод Фурье.

Пример 1. Задача теплопроводности. Пусть в области D трехмерного пространства происходит процесс распространения тепла, описываемый уравнением
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с граничными условиями одного из трех типов
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Здесь 
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 – распределение температуры в области D; S – поверхность области, состоящая из конечного числа гладких кусков; 
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. Начальные условия возьмем согласованными с (1.4.2) в виде
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(1.4.3)
Задача (1.4.1)–(1.4.3) – типичная начально-краевая задача, для решения которой применяют традиционный метод Фурье. Проиллюстрируем проекционный метод на примере этой задачи.

Для нахождения собственного базиса рассмотрим задачу на собственные значения с оператором Лапласа
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и граничными условиями одного из трех типов (1.4.2). Решение этой задачи для симметричных областей D – параллелепипеда, круглого цилиндра, шара и т.п., можно найти, разделяя переменные так же как это делается в традиционном методе Фурье. Собственно проекционная процедура состоит в скалярном умножении (1.4.1) на функции базиса. 
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где скобки означают скалярное произведение в пространстве 
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 и т.д. Преобразуем интегралы в (1.4.5). Для классического решения 
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где 
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 – коэффициент Фурье решения задачи (1.4.1)–(1.4.3).

Далее,
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Здесь воспользовались второй теоремой Грина, согласно которой если u, v дважды дифференцируемы в D, один раз непрерывно дифференцируемы в 
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, а граница S состоит из конечного числа гладких кусков, то 
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Применяя эту теорему, положим 
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поскольку поверхностный интеграл в (7) обращается в ноль в силу условий (1.4.2) для функций 
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. Подставляя (1.4.6), (1.4.8) в (1.4.5), получим уравнения для коэффициентов Фурье
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решая которые, найдем
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Возможность представления решения задачи (1.4.1)–(1.4.3) в виде ряда Фурье 
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в данном случае гарантирует теорема Стеклова. Подставляя в (1.4.11) 
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Поскольку ряд (1.4.12) сходится равномерно, а функции 
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Из (1.4.10), (1.4.13) имеем 
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, что и завершает построение решения задачи (1.4.1)–( 1.3) в виде ряда Фурье (1.4.11). 

Совершенно аналогично можно построить решение начально-краевой задачи с волновым уравнением, если граничные условия – однородные самосопряженные одного из трех типов (1.4.2).

Возможности проекционного метода Фурье проявляются при рассмотрении задач с неоднородными граничными условиями. В таких задачах метод позволяет строить решение, не прибегая к заменам неизвестной функции, сводящим граничные условия к однородным. Нахождение подобных замен в трехмерных задачах сопряжено с трудностями, особенно в случае смешанных граничных условий.

Пример 2. Задача теплопроводности с неоднородными граничными условиями. Процесс распространения тепла в области D трехмерного пространства описывается уравнением (1.4.1) с неоднородными граничными условиями одного из трех типов:
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Здесь 
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Если решение начально-краевой задачи (1.4.1), (1.4.2'), (1.4.3) принадлежит множеству функций, в котором базисные функции образуют полную систему, т.е. если
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где 
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 – коэффициенты Фурье решения начально-краевой задачи, то это решение можно представить в виде ряда Фурье
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сходящегося в среднем по норме 
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В конкретных задачах существование решения, а также полнота системы базисных функций, удовлетворяющих уравнению (1.4.4) с однородными условиями (1.4.2), должны быть установлены в отдельном рассмотрении.

Для нахождения коэффициентов Фурье ряда (1.4.15) поступим так же как и в первом примере. Умножая скалярно уравнение (1.4.1) на функции базиса получим соотношение (1.4.5). При этом соотношение (1.4.6) останется без изменений, а в соотношении (1.4.7), полученном с применением второй теоремы Грина, поверхностные интегралы выразим с использованием неоднородных условий (1.4.2') в виде
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соответственно. В результате соотношение (1.4.5) предстанет в виде 
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В системе уравнений (1.4.16) второе слагаемое в правой части следует выбирать в соответствии с одним из трех типов граничного условия (1.4.2'). Коэффициенты ряда Фурье (1.4.15) 
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при t = 0 с учетом начального условия (1.4.3) запишем в виде
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Решая задачу Коши с обыкновенными уравнениями (1.4.16) и начальными условиями (1.4.17) найдем коэффициенты Фурье 
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Замечание. В примерах 1, 2 рассматривается задача теплопроводности. Совершенно аналогично можно было бы провести рассмотрение для задач с волновым уравнением. При этом начальные условия в случае с волновым уравнением были бы в виде
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Представляя 
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[image: image54.wmf])

,

,

(

)

(

)

,

,

,

(

1

z

y

x

u

t

c

t

z

y

x

u

s

k

k

å

¥

=

=

,
(1.4.18)

можно получить начальные условия для коэффициентов Фурье. Полагая в (1.4.18) t = 0 найдем
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т.е. 
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Но для классического решения, дифференцируемого по t,
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Таким образом, 
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[image: image62.wmf])

0

,

,

,

(

z

y

x

u

t

, т.е. 
[image: image63.wmf]ò

×

y

=

D

s

s

dV

z

y

x

u

z

y

x

c

)

,

,

(

)

,

,

(

)

0

(

&

.
Как видно, для нахождения начальных условий для коэффициентов Фурье совсем не обязательно дифференцировать (1.4.18) по t.

Пример 3. Рассмотрим задачу с уравнением Пуассона
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в области D, ограниченной кусочно гладкой поверхностью S; здесь 
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В качестве базиса выберем систему собственных функций оператора Лапласа 
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Эта система функций полна в 
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Классическое решение исходной задачи (1.4.19) можно представить в виде сходящегося в среднем в 
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Для нахождения коэффициентов Фурье умножим уравнение исходной задачи скалярно на 
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Отсюда
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и коэффициенты Фурье решения исходной задачи
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В случае задачи Неймана
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процедура построения ряда Фурье осуществляется так же, за исключением того, что 
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Соотношение (1.4.21) – условие существования решения задачи (1.4.20), а коэффициент Фурье 
[image: image89.wmf]0

C

 не определяется в соответствии с тои, что решение задачи Неймана находится с точностью до аддитивной константы.
1.5. О полноте системы собственных функций
Пусть 
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Граница S области D кусочно гладкая.
Покажем, что для любой непрерывной в 
[image: image93.wmf]D

 функции 
[image: image94.wmf])

,

,

(

z

y

x

f

 выполняется равенство Парсеваля



[image: image95.wmf]ò

å

¥

=

=

D

k

k

c

dV

f

1

2

2

,

где 
[image: image96.wmf]ò

=

D

k

k

dV

fu

c

 – коэффициенты Фурье. По теореме Стеклова любую дважды дифференцируемую в D функцию, удовлетворяющую граничному условию


[image: image97.wmf]0

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

g

+

¶

¶

g

S

k

k

u

n

u

,

можно представить равномерно сходящимся рядом по 
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Выберем v такую, чтобы
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Возможность такого выбора, т.е. существование такой функции v, принадлежащей 
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если взять 
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Известно [13], что коэффициенты Фурье функции обеспечивают наилучшее среднеквадратичное приближение, т.е.
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Отсюда следует равенство Парсеваля, что и требовалось доказать.

2. Основные задачи на собственные значения для оператора Лапласа

Для применения проекционного метода Фурье необходимо предварительное решение соответствующей проблемы об определении собственных значений и собственных функций. В этом разделе приводится исследование этой проблемы для основных краевых задач для оператора Лапласа: первая краевая задача (задача Дирихле); вторая краевая задача (задача Неймана); третья краевая задача (задача Ньютона). Более полное изложение этого материала можно найти, например, в [1, 3, 7–9, 12].
2.1. Предварительные сведения
В этом пункте определяются пространства С.Л. Соболева, обсуждается концепция следов и приводится необходимый для изучения задач на собственные значения вспомогательный материал. Более полное изложение этого материала можно найти, например, в [1, 3, 7–12].
2.1.1. Пространства гладких функций
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Лемма 2.2. 
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2.1.2. Пространство 
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Определим отображение 
[image: image201.wmf]R

®

W

´

W

×

×

)

(

)

(

:

)

,

(

2

2

L

L

L

 по формуле 

 

[image: image202.wmf]dx

x

v

x

u

v

u

)

(

)

(

=

)

,

(

ò

W

L
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(неравенство Коши-Буняковского)
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Важнейшим свойством пространства 
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Теорема 2.2. ​([10]) Пусть 
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2.1.3. Пространства С.Л. Соболева 
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при этом, по определению, полагается 
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которое доказывается с помощью интегрирования по частям с учетом того, что для любого мильтииндекса 
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Таким образом, в случае когда есть классическая производная 
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В настоящем пособии в основном будет использоваться пространство 
[image: image266.wmf])

(

)

(

1

2

1

W

º

W

W

H

, которое соответственно определяется как класс функций 

	
[image: image267.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

=

W

Î

¶

¶

W

Î

=

W

n

i

L

x

u

L

u

H

i

,...,

1

),

(

:

)

(

)

(

2

2

1

,
	


где включение 
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Введенные скалярные произведения порождают соответствующие нормы
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Справедлива

Теорема 2.3. 
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Рассмотрим выражение
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Учитывая, что 
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Применяя к последним интегралам неравенство Коши–Буняковского
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Учитывая (2.1.10), (2.1.11), заключаем, что при фиксированном 
[image: image315.wmf])

(

W

Î

j

D

 при 
[image: image316.wmf]¥

®

k

 правая часть последнего неравенства может быть сделана сколь угодно малой положительной величиной, откуда следует, что
	
[image: image317.wmf]0

)

(

)

(

)

(

)

(

=

¶

j

¶

+

j

ò

ò

W

¥

W

¥

dx

x

x

x

u

dx

x

x

g

i

i

r

r

r

r

,
	


или
	
[image: image318.wmf]ò

ò

W

¥

W

¥

¶

j

¶

-

=

j

dx

x

x

x

u

dx

x

x

g

i

i

)

(

)

(

)

(

)

(

r

r

r

r

,
	


что согласно (2.1.3) означает, что 
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Действительно, 


[image: image324.wmf]0

2

/

1

1

2

)

(

2

)

(

)

(

2

2

1

®

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

¶

¶

+

-

=

-

å

=

W

¥

W

¥

W

¥

n

i

L

i

i

k

L

k

H

k

g

x

u

u

u

u

u

 при 
[image: image325.wmf]¥

®

k

.
Таким образом, фундаментальная последовательность 
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2.1.4. Концепция следов функций из пространств С.Л. Соболева на границах области
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находится вне множества 
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	Рис. 1


Проиллюстрируем различные возможности, используя большее число фигур (
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2) Области, показанные на рис. 3, не принадлежат классу  
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	(2.1.12)  


Вектор внешней нормали определен не для всех точек 
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Тогда интеграл 
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Корректность этого определения следует из теоремы
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Имеет место

Теорема 2.7. Пусть 
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2.1.5. Теорема Реллиха 
Теорема Реллиха ([1, 8–11]) утверждает, что пространство 
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2.1.6. Неравенства Фридрихса​–Пуанкаре
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Теорема 2.8. Существует положительная постоянная 
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Теорема 2.9.  Существует положительная постоянная 
[image: image474.wmf]0

)

(

>

W

II

C

, зависящая только от области 
[image: image475.wmf]W

 такая, что для всех 
[image: image476.wmf])

(

1

W

Î

H

u

 справедливо неравенство



[image: image477.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

W

£

ò

ò

å

ò

W

W

=

W

2

1

2

2

)

(

)

(

)

(

)

(

dx

x

u

dx

x

x

u

C

dx

x

u

n

i

i

II

r

r

r

.

Теорема 2.10.  Существует положительная постоянная 
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2.1.7. Теорема Лакса–Мильграма

Пусть H – гильбертово пространство над полем действительных чисел; 
[image: image482.wmf]R

®

´

×

×

H

H

a

:

)

,

(

 – некоторая билинейная форма. Билинейность означает, что при всех 
[image: image483.wmf]R

Î

m

l

,

, 
[image: image484.wmf]H

w

v

u

Î

,

,

 выполнены соотношения


[image: image485.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

w

u

a

v

u

a

w

v

u

a

m

+

l

=

m

+

l

,



[image: image486.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

u

w

a

u

v

a

u

w

v

a

m

+

l

=

m

+

l

.
Билинейная форма 
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Теорема 2.11. ([1, 12]) Пусть H – гильбертово пространство над полем действительных чисел 
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Доказательство. Снабдим гильбертово пространство H новым скалярным произведением
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Так как H – гильбертово пространство, то существует элемент 
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Таким образом, задача (2.1.16) может быть сформулирована как задача об определении 
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2.2. Обобщенная проблема собственных значений для задачи Дирихле

2.2.1. Формулировка проблемы 
Классическая проблема собственных значений и собственных функций для задачи Дирихле формулируется как задача об определении значений числового параметра 
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и задача об определении этих нетривиальных решений, называемых собственными функциями, отвечающими собственному значению 
[image: image550.wmf]l
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Для получения обобщенной формулировки, действуя формально, умножим уравнение (2.2.1) на произвольную функцию 
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С учетом того, что
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после применения теоремы Гаусса–Остроградского получим
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откуда, полагая 
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Собственными значениями обобщенной задачи Дирихле на собственные значения и собственные функции называются такие значения числового параметра 
[image: image559.wmf]l

, при которых существует нетривиальное решение 
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2.2.2. Вспомогательная задача 

Рассмотрим вспомогательную задачу, в которой требуется определить функцию 
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при всех 
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Теорема 2.12. Пусть 
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где 
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 – некоторая положительная постоянная, зависящая только от области 
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сформулируем вспомогательную задачу в виде: найти функцию 
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при всех 
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Покажем, что для задачи (2.2.10) (и, соответственно, (2.2.6)) выполнены все условия теоремы Лакса–Мильграма. Очевидно, что форма 
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Таким образом, 
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и условие ограниченности билинейной формы 
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Установим коэрцитивность билинейной формы 
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Таким образом, условие коэрцитивности выполнено с постоянной 
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Ограниченность линейного функционала l, определенного соотношением (2.2.9), может быть установлена с помощью неравенства Коши–Буняковского:
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Установленные свойства билинейной формы (2.2.8) и линейного функционала (2.2.9) позволяют применить теорему Лакса–Мильграма для доказательства существования и единственности решения вспомогательной задачи (2.2.6). Учитывая, что это решение в силу (2.2.10) удовлетворяет равенству 
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и учитывая неравенства (2.2.11), (2.2.12), получим
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откуда получаем (2.2.7) с постоянной 
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Доказанная теорема позволяет определить линейный разрешающий оператор вспомогательной задачи (2.2.6), ставящий в соответствие функции 
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при этом учитывая, что множество значений этого оператора 
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, этот оператор может рассматриваться и как оператор
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Установленное в теореме 2.12 свойство (2.2.7) означает, что оператор (2.2.14) – ограниченный. Действительно, неравенство (2.2.7) можно записать в виде
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Отметим, что отсюда следует ограниченность оператора (2.2.13). Действительно, учитывая, что
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можно записать
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2.2.3. Свойства разрешающего оператора

В этом параграфе разрешающий оператор вспомогательной задачи (2.2.6) будет рассматриваться как оператор 
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Справедливы
Теорема 2.13. T ​– самосопряженный оператор, то есть, для любых 
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Доказательство. Пусть u –решение вспомогательной задачи (2.2.6) для уравнения (2.2.6) с правой частью 
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Подставляя в (2.2.18)  
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Теорема 2.14.  Оператор 
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Доказательство. Пусть 
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В силу неравенства (2.2.7)  для решений вспомогательной задачи (2.2.6) 
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Следовательно, последовательность 
[image: image625.wmf]{

}

¥

=

1

k

k

Tf

 ограничена в 
[image: image626.wmf])

(

1

W

H

 и по теореме Реллиха содержит сходящуюся подпоследовательность 
[image: image627.wmf]{

}

¥

=

1

i

k

i

Tf

, что доказывает вполне непрерывность оператора 
[image: image628.wmf])

(

)

(

:

2

2

W

®

W

L

L

T

 (см. п. П5).
2.2.4. Действительность собственных значений

В обобщенной проблеме собственных значений и собственных функций требуется определить значения параметра 
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Ввиду произвольности выбора 
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Вычитая из  (2.2.23) равенство (2.2.24), заключаем, что 
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 является собственной функцией, отвечающей собственному значению 
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 являются собственными функциями, отвечающими собственному значению 
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. Поэтому достаточно ограничиться определением лишь вещественных собственных функций, отвечающих собственному значению 
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. При этом любая комплексная собственная функция может быть получена как линейная комбинация вещественных собственных функций.
Таким образом, все собственные значения вещественны, и, не ограничивая общности, можно считать, что отвечающие им собственные функции также вещественны.
2.2.5. Ортогональность собственных функций, соответствующих различным собственным значениям
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[image: image653.wmf])

(

1

1

W

Î

o

H

u

 – собственная функция, отвечающая собственному значению 
[image: image654.wmf]1

l

, 
[image: image655.wmf])

(

1

2

W

Î

o

H

u

 – собственная функция, отвечающая собственному значению 
[image: image656.wmf]2

l

, 
[image: image657.wmf]2

1

l

¹

l

. Тогда
	
[image: image658.wmf]0

)

(

)

(

2

1

=

ò

W

dx

x

u

x

u

r

r

.
	(2.2.25)  


Доказательство. Имеем при всех 
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Подставляя в (2.2.25) 
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откуда следует (2.2.25).
2.2.6. Положительность собственных значений

Пусть 
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Здесь 
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Отметим, что правая часть (2.2.29) неотрицательна, причем
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, что приводит к противоречию, т.к. по определению u – нетривиальное решение (2.2.28).
2.2.7. Счётность множества собственных значений и собственных функций
Покажем, что каждому собственному значению соответствует конечное число линейно независимых собственных функций. Будем рассуждать от противного. Предположим, что некоторому собственному значению 
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 отвечает бесконечный набор линейно независимых собственных векторов 
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 векторов, полученная в результате применения процедуры ортогонализации Грама–Шмидта (см. п. П2) к системе векторов 
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, также будет линейно независимым набором собственных векторов, отвечающих собственному значению 
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и никакая подпоследовательность 
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 не будет фундаментальной, что противоречит вполне непрерывности оператора 
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Отметим, что впредь, не ограничивая общности, будем считать, что каждому собственному значению 
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Теорема 2.15.  Для любого 
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 не будет фундаментальной, что противоречит вполне непрерывности оператора 
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Следствие. Множество собственных значений и собственных векторов не более чем счётно.

Учитывая, что все собственные значения 
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 положительны (п. 2.2.6), на основании теоремы 2.15 можно сделать вывод: если множество различных собственных значений бесконечно (счётно), то эти собственные значения могут быть расположены в порядке возрастания
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2.2.8. Теорема Гильберта–Шмидта и полнота системы собственных функций 
С учетом определения разрешающего оператора 
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, задача на собственные значения (2.2.5) может быть записана в виде 
	
[image: image715.wmf]Tu

u

l

=

.
	(2.2.30)  


Поскольку доказано (п. 2.2.7), что 
[image: image716.wmf]0

>

l

, то положив 
[image: image717.wmf]1

-

l

=

m

, уравнение (2.2.24) можно записать в виде

	
[image: image718.wmf]u

Tu

m

=

.
	(2.2.31)  


(в отличие от собственных значений 
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 – линейный вполне непрерывный самосопряженный оператор, для которого справедлива теорема Гильберта–Шмидта (п. П7). При этом ввиду конкретной задачи, порождающей разрешающий оператор 
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Лемма 2.6. Если 
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Доказательство. Напомним, что разрешающий оператор 
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которое должно выполняться при всех 
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Т.к. (см. п. 2.1.2) пространство пробных функций 
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В данной конкретной ситуации из теоремы Гильберта–Шмидта следует, что любой элемент 
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где 
[image: image740.wmf]{
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 – система собственных векторов задачи (2.2.31).
Поскольку 
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Лемма 2.7. Множество 
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причем 
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Как отмечалось выше, каждому собственному числу 
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Таким образом, доказано, что ортонормированная система собственных векторов задачи (2.2.31) является полной системой (базисом) в 
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в которой идущих подряд равенств может быть лишь конечное число и каждому собственному числу 
[image: image755.wmf]k

m

 с номером k отвечает ровно один нормированных собственный вектор 
[image: image756.wmf]k

u

. В цепочке (2.2.36) одно и то же собственное число может встречаться ровно столько раз, какова его кратность. Очевидно, по-прежнему 


[image: image757.wmf]0

®

m

k

 при 
[image: image758.wmf]¥

®

k

,

и собственные векторы uk и ul с различными номерами k и l будут ортогональны в 
[image: image759.wmf])

(

2

W

L

. При этом для любого элемента 
[image: image760.wmf])

(

2

W

Î

L

f

 справедливо представление в виде ряда Фурье по ортонормированной системе 
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и при этом будет выполнено равенство Парсеваля–Стеклова
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Кроме того, для любого 
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Сформулируем соответствующие результаты собственных значений 
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 и собственных функций 
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(равенство должно выполняться при всех 
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Теорема 2.16. Существует счётный набор собственных значений 
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причем 
[image: image774.wmf]¥

®

l

k

 при 
[image: image775.wmf]¥

®

k

, каждому собственному значению 
[image: image776.wmf]k

l

 с номером k соответствует ровно одна нормированная в 
[image: image777.wmf])

(

2

W

L

 собственная функция 
[image: image778.wmf])

(

1

W

Î

o

H

u

k

; для любой функции 
[image: image779.wmf])

(

2

W

Î

L

f

 справедливо представление в виде сходящегося в 
[image: image780.wmf])

(

2

W

L

 ряда Фурье 
	
[image: image781.wmf])

(

)

(

1

x

u

c

x

f

k

k

k

r

r

å

¥

=

=

, где 
[image: image782.wmf])

(

2

)

,

(

W

=

L

k

k

u

f

c

,
	(2.2.42)  


2.3. Обобщенная проблема собственных значений для задачи Неймана

2.3.1. Формулировка проблемы

Классическая проблема собственных значений и собственных функций для задачи Неймана формулируется как задача об определении значений числового параметра 
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, при которых существуют нетривиальные классические решения 
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Для получения обобщенной формулировки, действуя формально, умножим уравнение (2.3.1) на произвольную функцию 
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С учетом того, что



[image: image790.wmf]å

å

=

=

¶

¶

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

×

D

n

i

i

i

n

i

i

i

x

x

v

x

x

u

x

v

x

x

u

x

x

v

x

u

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

r

r

r

r

r

r

,

после применения теоремы Гаусса–Остроградского получим
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откуда с учетом граничных условий (2.3.2) получим
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Собственными значениями обобщенной задачи Неймана на собственные значения и собственные функции называются такие значения числового параметра 
[image: image793.wmf]l

, при которых существует нетривиальное решение 
[image: image794.wmf])

(

1

W

Î

H

u

 (обобщенная собственная функция), удовлетворяющие равенству (2.3.5) при всех 
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Отметим, что сформулированная задача на собственные значения и собственные функции эквивалентна задаче для интегрального тождества
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2.3.2. Вспомогательная задача 

Рассмотрим вспомогательную задачу, в которой требуется определить функцию 
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, удовлетворяющую равенству
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при всех 
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Теорема 2.17. Пусть 
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где 
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 – некоторая положительная постоянная, зависящая только от области 
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сформулируем обобщенную задачу в виде: найти функцию 
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при всех 
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Поскольку, как показано в п. 2.2.2, линейный функционал 
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то по теореме Рисса (п. П3) существует единственный элемент 
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Доказанная теорема позволяет определить линейный разрешающий оператор задачи (2.3.7), ставящий в соответствие функции 
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при этом учитывая, что множество значений этого оператора 
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, этот оператор может рассматриваться и как оператор
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Установленное в теореме 2.17 свойство (2.3.8) означает, что оператор (2.3.12) – ограниченный. Действительно, неравенство (2.3.8) можно записать в виде
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Отметим, что отсюда следует ограниченность оператора (2.3.11). Действительно, учитывая, что
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можно записать
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2.3.3. Свойства разрешающего оператора

Рассуждения, полностью аналогичные рассуждениям п. 2.2.3, позволяют сформулировать

Теорема 2.18. Разрешающий оператор 
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2.3.4. Свойства собственных значений и собственных функций

Точно так же, как и в задаче Дирихле, может быть показано, что все собственные значения задачи (2.3.5)  действительны и, не ограничивая общности, можно считать, что вещественны и соответствующие им собственные функции, которые будем считать нормированными в 
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Так же, как и в задаче Дирихле, может быть показано, что собственные функции 
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при этом если в (2.3.5) положить 
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откуда следует, что все собственные значения неотрицательны (
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где 
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 – мера множества 
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Небольшая модификация рассуждений необходима для получения результатов о счётности множества собственных значений и отвечающих им собственных функций, аналогичных результатам п. 2.2.7. Очевидно, что задача об определении собственных значений и отвечающих им собственных функций эквивалентна задаче определения тех значений параметра 
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Покажем, что каждому собственному значению соответствует конечное число линейно независимых собственных функций. Будем рассуждать от противного. Предположим, что некоторому собственному значению 
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 отвечает бесконечный набор линейно независимых собственных векторов 
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. Поскольку любая нетривиальная комбинация линейно независимых собственных векторов отвечающих собственному значению 
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 векторов, полученная в результате применения процедуры ортогонализации Грама–Шмидта к системе векторов 
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2.3.5. Теорема Гильберта–Шмидта и полнота системы собственных функций
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(равенство должно выполняться при всех 
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Теорема 2.20. Существует счётный набор собственных значений 
[image: image894.wmf]{

}

¥

=

l

1

k

k

  такой, что 

	
[image: image895.wmf]...

...

0

2

1

£

l

£

£

l

£

l

=

k

, 
	(2.3.21)  


причем 
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2.4. Обобщенная проблема собственных значений для задачи Ньютона

2.4.1. Формулировка проблемы

Классическая проблема собственных значений и собственных функций для задачи Ньютона формулируется как задача об определении значений числового параметра 
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где h – некоторая положительная постоянная.
Для получения обобщенной формулировки, действуя формально, умножим уравнение (2.4.1) на произвольную функцию 
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С учетом того, что
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после применения теоремы Гаусса–Остроградского получим
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откуда, учитывая граничные условия (2.4.2), получим
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Собственными значениями обобщенной задачи Ньютона на собственные значения и собственные функции называются такие значения числового параметра 
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2.4.2. Вспомогательная задача 
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где 
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сформулируем вспомогательную задачу в виде: найти функцию 
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при всех 
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и условие ограниченности билинейной формы 
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Таким образом, условие коэрцитивности выполнено с постоянной 
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Так же, как в п. 2.2.2 может быть установлена ограниченность линейного функционала l :
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Установленные свойства билинейной формы (2.4.8) и линейного функционала (2.4.9) позволяют применить теорему Лакса–Мильграма для доказательства существования и единственности решения вспомогательной задачи (2.4.6). Учитывая, что это решение в силу (2.4.10)  удовлетворяет равенству 
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и учитывая неравенства (2.4.11), (2.4.12), получим
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откуда получаем (2.4.7) с постоянной 
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Доказанная теорема позволяет определить линейный разрешающий оператор вспомогательной задачи (2.4.6), ставящий в соответствие функции 
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 решение вспомогательной задачи (2.4.6) 
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при этом учитывая, что множество значений этого оператора 
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Установленное в теореме 2.21 свойство (2.4.7) означает, что оператор (2.4.11) – ограниченный. Действительно, неравенство (2.4.14) можно записать в виде
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Отметим, что отсюда следует ограниченность оператора (2.4.13). Действительно, учитывая, что
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можно записать
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2.4.3. Свойства разрешающего оператора

Рассуждения, полностью аналогичные рассуждениям п. 2.2.3, позволяют сформулировать следующую теорему
Теорема 2.22. Разрешающий оператор 
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2.4.4. Свойства собственных значений и собственных функций
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[image: image960.wmf])

(

2

W

L

:
	
[image: image961.wmf]1

)

(

2

=

ò

W

dx

x

u

r

;
	(2.4.17)  


Так же, как и в задаче Дирихле, может быть показано, что собственные функции 
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при этом если в (2.4.6) положить 
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откуда следует, что все собственные значения положительны (
[image: image971.wmf]0
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Так же, как в п. 2.2.7 может быть показано, что каждому собственному значению соответствует конечное число линейно независимых собственных функций и для любого 
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Следствие. Множество собственных значений и собственных функций задачи Ньютона для оператора Лапласа не более чем счётно.

Учитывая, что все собственные значения положительны (
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), на основании полученных в этом пункте результатов можно сделать вывод: если множество различных собственных значений бесконечно, то эти собственные значения могут быть расположены в порядке возрастания
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2.4.5. Теорема Гильберта–Шмидта и полнота системы собственных функций

С учетом определения разрешающего оператора 
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, задача на собственные значения (2.4.5) может быть записана в виде 
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Поскольку доказано (п. 2.4.4), что 
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Как было показано выше, 
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 – линейный вполне непрерывный самосопряженный оператор, для которого справедлива теорема Гильберта–Шмидта (п. П7). При этом для задачи (2.3.20) об определении собственных чисел и собственных векторов могут быть проведены рассуждения, полностью аналогичные п. 2.2.8.

Сформулируем соответствующие результаты для собственных значений 
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(равенство должно выполняться при всех 
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Теорема 2.23. Существует счётный набор собственных значений 
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причем 
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Отметим, что в цепочке неравенств (2.4.22) идущих подряд равенств может быть лишь конечное число.  
Приложение
В этом приложении содержится краткая сводка необходимых фактов из теории гильбертовых пространств. С более полным изложением соответствующего материала можно ознакомиться, например, в [6].
I. Элементы теории гильбертовых пространств. Теорема Гильберта–Шмидта
П1. Гильбертовы пространства над полем действительных чисел
Векторное пространство 
[image: image1000.wmf]H

 над полем действительных чисел называется пространством со скалярным произведением, если определено отображение 
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 В пространстве со скалярным произведением может быть определена норма элемента по формуле: 
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В пространстве со скалярным произведением определим функцию расстояния (метрику) между любыми двумя элементами по формуле: 
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Введенная таким образом функция расстояния 
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 Пространство 
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 со скалярным произведением 
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Справедливы следующие утверждения:

1. Пусть последовательность 
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 3. (Неравенство Коши​–Буняковского) 
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Это неравенство так же называют неравенством Шварца.

 Пример 1. В евклидовом пространстве 
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 скалярное произведение задается формулой 
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 Это пространство – пример конечномерного гильбертова пространства.

 Пример 2. Пусть 
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 – открытое непустое ограниченное подмножество 
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 Определим скалярное произведение по формуле: 
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Легко убедиться, что выполняются все аксиомы скалярного произведения. Однако пространство 
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Последовательность таких функций фундаментальна, но ни одна непрерывная функция не является ее пределом. 
П2. Ортогональные системы и ортонормированные базисы в гильбертовом пространстве

Элементы 
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, следуя процедуре Грама​–Шмидта:



[image: image1064.wmf].

...

,

||

~

)

~

,

(

...

~

)

~

,

(

||

~

)

~

,

(

...

~

)

~

,

(

~

,

...

,

||

~

)

~

,

(

||

~

)

~

,

(

~

,

||

||

~

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

1

1

2

2

2

1

1

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

=

=

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u


Пусть 
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называется рядом Фурье для элемента u по системе V.

Справедлива 

Лемма П.1. Для любого элемента 
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(неравенство Бесселя).
Отметим, что для того чтобы сходился в H ряд 
[image: image1075.wmf]k

k

k

u

a

~

1

å

¥

=

, необходимо и достаточно, чтобы сходился числовой ряд 
[image: image1076.wmf]å

¥

=

1

2

k

k

a

 (
[image: image1077.wmf]{

}

¥

=

1

k

k

a

 – некоторая последовательность действительных чисел).

Счётная ортонормированная система 
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Справедлива
Лемма П.2. Для того чтобы ортонормированная система 
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 была ортонормированным базисом в H, необходимо и достаточно, чтобы для любого элемента 
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Отметим, что в сепарабельном гильбертовом пространстве H существует не более чем счётный ортонормированный базис.
П3. Теорема Рисса о представлении линейного ограниченного функционала в гильбертовом пространстве
Справедлива следующая теорема Рисса о представлении линейного ограниченного  оператора в гильбертовом пространстве.
Теорема П.1 Пусть Н – гильбертово пространство, 
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П4. Компактность в гильбертовом пространстве

Пусть H – гильбертово пространство над полем действительных чисел. 
Множество 
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Полезен следующий критерий предкомпактности: множество 
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П5. Линейные вполне непрерывные операторы в гильбертовом пространстве
Оператор 
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Линейный оператор 
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Оператор 
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Полезен следующий критерий вполне непрерывности оператора 
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П6. Линейные самосопряженные операторы в гильбертовом пространстве

Пусть 
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По определению полагается, что 
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П7. Теорема Гильберта–Шмидта

Пусть Н – гильбертово пространство над полем действительных чисел, 
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 – линейный самосопряженный вполне непрерывный оператор. Рассмотрим задачу
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об определении собственных чисел 
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 и отвечающих им собственных векторов и (собственным числом называется такое число 
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, для которого существует нетривиальный вектор и, удовлетворяющий (П7.1); сам вектор и называется собственным вектором, отвечающим собственному числу 
[image: image1139.wmf]m

.
Отметим основные свойства собственных чисел и собственных векторов задачи (П7.1) []:
(i) все собственные числа задачи (П7.1) вещественны;

(ii) для каждого 
[image: image1140.wmf]0

>

R

 существует лишь конечное число линейно независимых собственных векторов, отвечающих собственным числам 
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 отвечает лишь конечное число линейно независимых собственных векторов;
(iii) собственные векторы, отвечающие различным собственным числам, ортогональны в Н.

Следствием утверждения (ii) является утверждение
(iv) множество различных собственных чисел 
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Справедлива 

Теорема П.2      (теорема Гильберта–Шмидта). Для любого вполне непрерывного самосопряженного линейного оператора 
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 существует ортонормированная система 
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где вектор 
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II. О методе Гринберга
 В методе Гринберга решение строится в виде ряда Фурье, коэффициенты которого получают с помощью дискретного Фурье-преобразования (см., например, [4]). Проиллюстрируем на примере процедуру метода Гринберга.
Пусть надо найти решение задачи Дирихле в прямоугольной области 
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и граничными условиями
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Собственные функции задачи Штурма​–Лиувилля
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используем в дискретном Фурье-преобразовании:
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Для получения 
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Интегрируя по частям в первом слагаемом левой части, с использованием во втором слагаемом теоремы о дифференцировании интеграла по параметру (в данном случае по у), получим уравнение для 
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или, с использованием граничных условий,
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Решив последнее уравнение с граничными условиями



[image: image1169.wmf]ò

ò

y

=

=

b

a

s

b

a

s

dx

x

X

x

dx

x

X

c

x

u

c

s

u

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

1

,


[image: image1170.wmf]ò

ò

y

=

=

b

a

s

b

a

s

dx

x

X

x

dx

x

X

d

x

u

d

s

u

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

2

,
найдем Фурье-преобразованием решения 
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Далее, обращая преобразование, получим решение исходной задачи в виде ряда Фурье
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Сравнивая процедуру решения по методу Гринберга в приведенном примере с процедурой решения аналогичной задачи в примере 3 раздела 1 с помощью проекционного метода Фурье, видим, что они не тождественны.
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