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      Учебное  пособие  предназначено  для  студентов, обучающихся  по  специальности  «При-
кладная  математика  и  информатика». Первая  часть  включает  в  себя  тематику  и  содержание
практических  занятий  по  дисциплине «Дифференциальные  уравнения». Количество  предлагаемых
заданий  сравнительно  невелико; однако  все  они  тщательно  подобраны  в  соответствии  с  методи-
ческими  воззрениями  автора  и  подлежат  обязательному  выполнению  в  процессе  аудиторных  и
домашних  занятий. Вторая  часть пособия  содержит  вопросы  и  задачи для  повторения  всего  кур-
са  и  может  служить  проводником  и  помощником  при  подготовке  к  экзамену  по  дисциплине.

Вопросы  носят  достаточно  развёрнутый  характер  и  в  большинстве  своём  содержат  наводящие
на  правильный  ответ  подсказки. Все  задачи  второй  части  используются  автором  в  курсе  его

лекций  по  дифференциальным  уравнениям  в  качестве  иллюстративного  материала.
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                               Часть  1.   ПРАКТИКУМ.


             Раздел  1.  Дифференциальные  уравнения 
                                        первого  порядка.  
     Тема  1.  Основные  понятия  и  определения.

      Области  единственности  решений  дифференциального  уравнения. 

      Выделить  области, в  которых  данные  уравнения  имеют  единственные
решения:
      1.  
[image: image480.png]


.        2.  
[image: image2.wmf]3

3
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y
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¢

.        3.  
[image: image3.wmf]y

¢

= 1 – ctg y .

            Проверка  решений  дифференциальных  уравнений.

      Показать, что  данные  функции  являются  решениями  указанных  диффе-
ренциальных  уравнений: 
      4.  
[image: image4.wmf]x

x

y

sin

=

,    xy'  + y = cos x .   
     5.  y = 2 + C
[image: image5.wmf]2

1

x

-

, C = const,   (1 – x 2) y' + xy = 2x.


          Составление  дифференциальных  уравнений  семейств  линий.
      Составить  дифференциальные  уравнения  следующих  семейств  линий:

      6.  y 2 = 2Cx + C 2 .     7.  y = ex (ax + b) .      8.  y = C1x + 
[image: image6.wmf]x

С

2

 + C3.  
             Тема  2. Метод  изоклин.
      9.  Найти  угол  α  между  интегральными  линиями  уравнений  y' = x + y
           и   y' = x – y   в  точке  М (2;1).
      Методом  изоклин  построить  интегральные  кривые  следующих  дифферен-циальных  уравнений:
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     10.  y' = 
[image: image7.wmf]2

1

(x – 2y + 3).      11.  y' = x2 – y 2 .          12.  y' = y - x2.    
    13.  y' = cos (x – y).
     Тема  3.  Уравнения  с  разделяющимися  переменными. 
          Уравнения  с  разделяющимися  переменными.

      Проинтегрировать  уравнения:
      14.  (1 + y 2) dx + xy dy = 0.     15.  y 2sin x dx + cos2 x ln y dy = 0.
     16.  e - y(1 + y' ) = 1.

                Уравнения, приводящиеся  с  помощью  линейной  замены  
                      к  уравнениям  с  разделяющимися  переменными.


      Проинтегрировать  уравнения:
       17.  y' = ax + by + c  (a, b, c – const).     18.  y' = sin (x – y).
                 Задача  Коши.
      Решить  задачу  Коши  для  следующих  дифференциальных  уравнений:
      19.  y' sin x – y cos x = 0;    y 
[image: image8.wmf]2

p

=

x

 = 1.
      20.  y' + sin (x – y) = sin (x + y);   y
[image: image9.wmf]p

=

x

= 
[image: image10.wmf]2

p

 .
      21.  y + xy' = a(1 + xy);   y
[image: image11.wmf]a

x

1

=

= - a. 
      22.  x2y' + cos 2y = 1;   y → 
[image: image12.wmf]p

3

10

  при  x → + ∞.
              Уравнения, не  разрешённые  относительно  производной.
      Проинтегрировать  уравнения:

      23.  sin y' = x.     24.  e y' = x.
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          Геометрические  и  физические  задачи.
      25.  Найти  кривую, обладающую  тем  свойством, что  отрезок  касательной
к  кривой, заключённый  между  осями  координат, делится  в  точке  касания
пополам.
      26. Найти  кривую, для  которой  площадь  Q, ограниченная  кривой, осью  Ox  и  двумя  прямыми  Х = 0, Х = х, является  данной  функцией  от  у: Q = a2 ln
[image: image13.wmf]а

у

. 

      27. Корабль  замедляет  своё  движение  под  действием  силы  сопротивления 
воды, которое  пропорционально  скорости  корабля. Начальная  скорость  кораб-
ля  10  м / с, скорость  его  через  5 с  станет  8 м / с. Когда  скорость  уменьшится
до  1 м / с? 
      28.  Пуля  входит  в  доску  толщиной  h = 10 см  со  скоростью  v0 = 200 м /с,
а  вылетает  из  доски, пробив  её, со  скоростью  v1 = 80 м /c. Считая, что  сила  сопротивления  доски  движению  пули  пропорциональна  квадрату  скорости
движения, найти  время  движения  пули  через  доску.

      29.  По  закону  Ньютона  скорость  охлаждения  какого-либо  тела  в  воздухе
пропорциональна  разности  между  температурой  Т  тела  и  температурой  воз-духа  Т0. Если  температура  воздуха  равна  20 0 С, и  тело  в  течение  20  мин   
охлаждается  от  100 0  до  60 0, то  через  сколько  времени  его  температура  по-
низится  до  30 0 ?  

         Тема  4.  Однородные  уравнения.
          Однородные  уравнения.
      Проинтегрировать  уравнения:

      30.  xy' = y + x cos2
[image: image14.wmf]x

y

.    31.  x2dy = (y 2 – xy + x2)dx.
         Уравнения  c  правой  частью, дробно-линейно  зависящей  от  х  и  у.
      Проинтегрировать  уравнения:

[image: image1.wmf]y

x

y

=

¢

    32. (3y – 7x + 7)dx – (3x – 7y – 3)dy = 0.
    33. 8x + 4y + 1 + (4x + 2y + 1) y' = 0.     34. (y' +1) ln
[image: image15.wmf]3

+

+

x

x

y

 = 
[image: image16.wmf]3

+

+

x

x

y

.
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           Обобщённые  однородные  уравнения.                    
  
      Проинтегрировать  уравнения:

     35. 2xy' (x – y 2) + y 3 = 0.      36. (x + y 3)dx + 3(y 3 – x) y 2dy = 0.
           Геометрические  задачи.
     37.  Найти  кривую, у  которой  точка  пересечения  любой  касательной  с
осью  абсцисс  одинаково  удалена  от  точки  касания  и  от  начала  координат.

     38.  Найти  кривую, для  которой  произведение  абсциссы  какой-нибудь  точ-
ки  на  величину  отрезка, отсекаемого  нормалью  на  оси  Оу, равно  удвоенному
квадрату  расстояния  от  этой  точки  до  начала  координат. 
          Тема  5.  Линейные  уравнения.
           Метод  вариации  произвольной  постоянной.

      Проинтегрировать  уравнения:
      39.  xy' – 2y = x3cos x.   40.  y' = 
[image: image17.wmf]x

y

y

y

y

-

+

ln

2

.
           Замена  искомой  функции  произведением.

      Проинтегрировать  уравнение:  41.  y' x ln x – y = 3x3 ln 2 x.
           Задача  Коши.
      Решить  задачу  Коши  для  следующих  дифференциальных  уравнений:

42. y' – y tg x = 
[image: image18.wmf]x

3

cos

1

;  y
[image: image19.wmf]o

x

=

= 0.
43. x2 y' + y = (x2 + 1)e x;   y → 1   при  x → - ∞.
    Прикладные  задачи.

     44.  Точка  массы  m  движется  прямолинейно. На  неё  действует  сила, про-
порциональная  времени  (коэффициент  пропорциональности  k1). Кроме  того,
точка  испытывает  сопротивление  среды, пропорциональное  скорости  (коэф-фициент  пропорциональности  k2). Найти  зависимость  скорости  от  времени,
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считая, что  в  начальный  момент  скорость  равна  нулю.
      45. Найти  кривые, обладающие  тем  свойством, что  отрезок, который  каса-
тельная  в  любой  точке  кривой  отсекает  на  оси  Оу, равен  квадрату  абсциссы
точки  касания.

         Тема  6.  Уравнения, сводящиеся  к  линейным.
           Замена  переменной  в  уравнении  Бернулли.
    Проинтегрировать  уравнения:

      46.  y' + 2xy = 2xy 2.     47.  (x3 + e y) y' = 3x2.
           Замена  искомой  функции  произведением  в  уравнении  Бернулли.
      Проинтегрировать  уравнение:   48.  y' – y cos x = y 2cos x.
           Метод  вариации  постоянной  при  решении  уравнения  Бернулли.
      Проинтегрировать  уравнение:   49.  y' – 2ye x = 2
[image: image20.wmf]у

e x.
            Уравнение  Риккати.
       50.  Проинтегрировать  уравнение      xy' – y 2 + (2x + 1) y = x2 + 2x,
зная  его  частное  решение   y1 = x.
            Замена  переменных.
       С  помощью  замены  переменных  свести  уравнения  к  линейным  и  проин-тегрировать  их:      51.  y' – tg y = e x 
[image: image21.wmf]y

cos

1

.           52.  yy' + 1 = (x – 1)e
[image: image22.wmf]2

2

y

-

.
           Метод  дифференцирования.

53. С  помощью  дифференцирования  решить  уравнение:
[image: image23.wmf]ò

x

a

dt

t

ty

)

(

 = x2 + y(x).
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                Тема  7.  Уравнения  в  полных  дифференциалах.

             Уравнения  в  полных  дифференциалах.
     

       Проинтегрировать  уравнения:
       54.  x(2x2 + y 2) + y (x2 + 2y 2) y' = 0.    
       55.  
[image: image24.wmf]3

2

y

xdx

 + 
[image: image25.wmf]4

2

2

)

3

(

y

dy

x

y

-

 = 0;  y
[image: image26.wmf]1

=

х

= 1.
 
             Интегрирующий  множитель.
      Проинтегрировать  уравнения:
      56.  (x + sin x + sin y) dx + cos y dy = 0. 
     57.  (2xy 2 – 3y 3) dx + (7 – 3xy 2) dy = 0.


      Зная  вид  интегрирующего  множителя, проинтегрировать  уравнения:
      58.  (x2 + y 2 + 1) dx – 2xy dy = 0;   µ = φ (y 2 – x2).
     59.  x dx + y dy + x(x dy – y dx) = 0;   µ = φ (x2 + y 2). 

     Тема  8.  Уравнения, не  разрешённые  относительно
                     производной.
      Степенные  уравнения  относительно  производной.  
      Проинтегрировать  уравнения:

      60.  x2( y' )2 + 3xyy' + 2y 2 = 0.       61.  (y')3 – y(y')2 – x2y' + x2y = 0.
      Уравнение, не  содержащее  независимой  переменной  и  разрешимое
                                 относительно  искомой  функции.

      62.  Проинтегрировать  уравнение    y' = е
[image: image27.wmf]у

у

¢

.
      Уравнение, не  содержащее  искомой  функции  и  разрешимое  
                      относительно  независимой  переменной.

      63.  Проинтегрировать  уравнение    x(y')2 = e
[image: image28.wmf]у

¢

1

.
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           Метод  параметризации.
       64.  Проинтегрировать  уравнение    у
[image: image29.wmf]5

2

+ (y')
[image: image30.wmf]5

2

= а
[image: image31.wmf]5

2

.   
  
             Общий  метод  введения  параметра.
      

       Проинтегрировать  уравнения:  
       65.  y = 2xy' + 
[image: image32.wmf]2

2

х

+ (y')2.           66.  (y' )4 = 4y (xy' – 2y)2.
     Указание. Разрешить  уравнение  относительно  х  и  дифференцировать  по  у.


              Уравнение  Лагранжа.


       67.  Проинтегрировать  уравнение:    y = x(1 +  y') + (y')2.


               Уравнение  Клеро.
       68.  Проинтегрировать  уравнение:    y = xy' + 
[image: image33.wmf]2

)

(

у

а

¢

.
       69.  Найти  кривую, для  которой  отрезок  касательной, заключённый  между
координатными  осями, имеет  постоянную  длину  а.
        Тема  9. Особые  точки  дифференциальных  уравнений.

           Особые  точки  линеаризованных  уравнений.

       70. Найти  и  исследовать  особые  точки  данных  уравнений. Дать  качест-венную  картину  поведения  интегральных  кривых:
       а)  
[image: image34.wmf]y

x

y

x

dx

dy

4

3

2

+

+

=

;               б) 
[image: image35.wmf]y

x

y

x

dx

dy

-

-

=

2

;              в) 
[image: image36.wmf]6

3

2

+

-

=

x

x

y

dx

dy

;   
       г)   
[image: image37.wmf]5

2

2

-

-

+

=

y

x

y

x

dx

dy

;          д)  
[image: image38.wmf]x

y

x

y

dx

dy

3

2

2

-

-

=

.

           Особые  точки  нелинеаризованных  уравнений.


       71. Найти  и  исследовать  особые  точки  данных  уравнений. Дать  качест-венную  картину  поведения  интегральных  кривых:   
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  а) 
[image: image39.wmf]8
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;    б) 
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     Тема  10.  Особые  решения  дифференциальных  уравнений.

           Особые  точки  плоских  кривых.
        Выяснить  характер  особых  точек  кривых:                    72.  (у – х2)2 = х5.
       73.  (х2 + у 2)(х – а)2 = b 2 х2     (а > 0, b > 0).
                Рассмотреть  три  случая:  1) а > b ;  2) a = b;  3) a < b.
            Огибающие.
        74.  Найти  огибающую  семейства  окружностей     (х – а)2 + у 2 = 
[image: image42.wmf]2

2

а

.
        75.  Найти  кривую, которую  огибает  отрезок  длины  l, когда  его  концы
скользят  по  осям  координат.
        76.  Найти  огибающую  эллипсов  постоянной  площади  S, оси  симметрии                                                                                                                                     
которых  совпадают.                                                              
        77.  Уравнение  траектории  движения  снаряда, выпущенного  из  точки  О
с  начальной  скоростью  v0  под  углом  (  к  горизонту  (без  учёта  сопротивле-ления  воздуха), будет   у = х tg ( - 
[image: image43.wmf]a

2

2

0

2

cos

2

v

gx

. Принимая  угол  (  за  пара-метр, найти  огибающую  всех  траекторий  снаряда, расположенных  в  одной  и
той  же  вертикальной  плоскости.


            Особые  решения.

     Проинтегрировать  уравнения, выделить  особые  решения  и  сделать  чертёж:
     78.  (у( + 1)3 = 27 (х + у)2.             79.  у 2(у( )2 – 2хуу( + 2у 2 – х2 = 0.
     80.  у (у – 2ху( )2 = 2у(.                   81.  (у( )3 = 3(ху( - у).
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          Тема  11.  Задачи  о  траекториях.
          Ортогональные  траектории.


      Найти  ортогональные  траектории  для  данных  семейств  кривых:
      82.  х2 – у 2 = а 2.           83.  cos y = ae – x. 

          Изогональные  траектории.

      84. Найти  изогональные траектории  для  семейства  кривых  3х2 + у 2 = С,
пересекающие  эти  кривые  под  углом  (  = 30 0.
      Тема  12.  Метод  последовательных  приближений.

       Найти  три  первых  последовательных  приближения  в  задаче  Коши:
       85.  у( = х2 – у 2;   
[image: image44.wmf]1

-

=

х

у

= 0.               86.  ху( = 2х – у;   
[image: image45.wmf]1

=

х

у

= 2.
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                    Раздел  2.  Дифференциальные  уравнения
                                        высших  порядков.

     Тема  13.  Уравнения, допускающие  понижение  порядка.

           Нормальные  уравнения  с  правой  частью, зависящей  только  от  х.

      Проинтегрировать  уравнения:
    87.  у((( = х + cos x.    88.  у(( (х + 2)5 = 1;  у (- 1) = 
[image: image46.wmf]12

1

,  у((- 1) = - 
[image: image47.wmf]4

1

.

  Уравнения, не содержащие  искомой  функции  и  её  первых  производных.

     Проинтегрировать  уравнения:
      89.  у((( = 
[image: image48.wmf]2

)

'

'

(

1

у

-

.  90.  2у(( = 
[image: image49.wmf]x

у

'

 + 
[image: image50.wmf]'

2

y

x

;  y(1) = 
[image: image51.wmf]5

2

, y((1) =
[image: image52.wmf]2

2

.


          Уравнения, не  содержащие  независимую  переменную.

      Проинтегрировать  уравнения:
      91.  3y(у(( = 2у;  у(0) = y((0) = 1.   
      92.  у((( = 3уy( ;  у(0) = y((0) = 1,  у(((0) = 
[image: image53.wmf]2

3

.

Уравнения, однородные относительно искомой  функции  и её производных.


      Проинтегрировать  уравнения:
      93.  хуу(( - х(y( )2 = уy(.             94.  уу(( = (y( )2 + 15у 2
[image: image54.wmf]х

.

          Обобщённые  однородные  уравнения.

      Проинтегрировать  уравнения:
   95.  4х2у 3у(( = х2 – у 4.       96.  х2(уу(( - (y( )2) + хуy( = (2хy( - 3у)
[image: image55.wmf]3

х

.
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         Уравнения, обе  части  которых  есть  точные  производные.

      Проинтегрировать  уравнения:

      97.  у(( + у( cos x – y sin x = 0.                   98.  2(у( )2 = (y – 1)у((.

           Физические  и  геометрические  задачи.

      99.  Тело  массой  т  падает  с  некоторой  высоты  с  начальной  скоростью  
v = 0. При падении  тело  испытывает сопротивление, пропорциональное квадра-ту скорости (k – коэффициент пропорциональности). Найти закон  падения  тела.
    100.  Найти  кривую, проходящую  через  начало  координат и  такую, что пло-
щадь  треугольника, образованного  касательной  к  кривой  в  некоторой  точке,
ординатой  этой  точки  и  осью  Ох, пропорциональна  площади  криволинейной
трапеции, образованной  кривой, осью  Ох  и  ординатой  этой  точки.

        Тема  14.  Линейная  независимость  функций.

          Исследование  системы  функций  на  линейную  независимость.

       Исследовать, являются  ли  данные  функции  линейно  независимыми  в  их
области  определения:
       101.  е х, хе х, х2е х.                    102.  1, arcsin x, arccos x.

          Определитель  Вронского.

       Найти  определитель  Вронского  для  указанных  систем  функций:
       103.  2, cos x, cos 2x.                104.  4, sin2 x, cos 2x.  

          Определитель  Грама.

       С  помощью  теоремы  Грама  установить  линейную  зависимость  или  неза-
висимость  указанных  функций  на  отрезке  [- ( ; ( ]:
       105.  5, cos2 x, sin2 x.                106. 1, 2х, х2.

         Составление  дифференциальных  уравнений  по  заданной  
                             фундаментальной  системе  решений.

       Составить  дифференциальные  уравнения, для  которых  данные  системы 
                                                                 - 14 –

функций  образуют  фундаментальные  системы  решений:
      107.  у1(х) = х, у2(х) = ех.     108.  y1(x) = x, y2(x) = sin x, y3(x) = cos x.
    109.  Доказать  правило  дифференцирования  функционального  определителя:
производная  по  х  определителя, составленного  из  функций  от  х, равна  сумме  n  определителей, из  которых  у  первого  в  первой  строке  функции  заменены  их  производными, а  остальные  не  изменены, у  второго  во  второй  строке  функции  заменены  их  производными  и  т.д., у  n-го  в  последней  строке  функции  заменены  их  производными, то  есть

[image: image56.wmf].
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      Указание. Воспользоваться  методом  математической  индукции.


       Тема  15.  Линейные  уравнения  с  переменными
                         коэффициентами.

             Интегрирование  однородных  уравнений  2-го  порядка  с  одним
                    известным  частным  решением  при  помощи  формулы
                                             Остроградского-Лиувилля.

      Найти  общие  решения  данных  уравнений, зная  их  частные  решения:
      110.  (ех + 1) у(( - 2у( - ех у = 0 ;   у1 = ех – 1.
      111.  у(( + (tg x – 2 ctg x) у( + 2 ctg 2x
[image: image57.wmf]у

×

= 0 ;   y1 = sin x.

               Однородные  уравнения  с  известными  частными  решениями.

      Найти  общие  решения  данных  уравнений, зная  их  частные  решения:
      112.  х2(2х – 1) у((( + (4х – 3)ху(( - 2ху( + 2у = 0;      у1 = х,  у2 = 
[image: image58.wmf]х

1

.
      113.  (х2 – 2х + 3)у((( - (х2 + 1)у(( + 2ху( - 2у = 0;    у1 = х,  у2 =ех.

            Неоднородные  уравнения  с  известными  частными  решениями
                             соответствующих  однородных  уравнений.

      Проинтегрировать  уравнения, если  известны  частные  решения  однород-
ных  уравнений:
                                                                                   - 15 -
     114.  х2у(( - ху( - 3у = 5х 4 ;    у1 = 
[image: image59.wmf]х

1

.
      115. (2х + 1) у(( + (2х – 1) у( - 2у = х2 + х ;
               частное  решение  однородного  уравнения – некоторый  многочлен.

           Неоднородные  уравнения  с  известными  частными  решениями.

      Найти  общие  решения  данных  уравнений, зная  их  частные  решения:
      116.  (х2 – 1) у(( + 4ху( + 2у = 6х ;   у1 = х,  у2 = 
[image: image60.wmf]1

1

2

+

+

+

х

х

х

.
      117.  (3х3 + х) у(( + 2у( - 6ху = 4 – 12х2 ;    у1 = 2х,  у2 = (х + 1)2.

              Интегрирование  неоднородных  уравнений  методом  
                                         вариации   постоянных.

      Проинтегрировать  уравнения:
      118.  ху(( - (1 + 2х2) у( = 4х3е
[image: image61.wmf]2

х

.
      119.  (1 + х2) у(( + 2ху( = 
[image: image62.wmf]2

1

1

х

+

;   
[image: image63.wmf]+¥

®

x

lim

у = 
[image: image64.wmf]8

2

p

,  у((0) = 0.


           Тема  16.  Линейные  уравнения  с  постоянными
                             коэффициентами.

           Однородные  уравнения.

      Проинтегрировать  уравнения:
      120.  у((( - 3у(( + 3у( - у = 0 ;   у(0) = 1, у((0) = 2, у(((0) = 3.
      121.  у((( + 6у(( + 11у( + 6у = 0.                   122.  y VI + 2y V + y IV = 0.
      123.  у((( - 8y = 0.                   124.  y IV + 4у((( + 10у(( + 12у( + 5у = 0.
      125.  y V + 4y IV + 5у((( - 6у( - 4у = 0.

           Интегрирование  неоднородных  уравнений  методом  
                                     вариации   постоянных.

      Проинтегрировать  уравнения:
                                                                            - 16 -
     126.  у(( + 2у( + 2у = 
[image: image65.wmf]x

е

х

sin

1

.                         127.  у((( + у(( = 
[image: image66.wmf]2

1

х

х

-

.

  Неоднородные  уравнения  с  квазиполиномиальными  правыми  частями.

     Проинтегрировать  уравнения:
     128.  у(( + 4у( + 4у = 8е – 2х.            129.  у(( + у( + у = (х + х2) е х.
     130.  у(( + у = 4х cos x.                   131.  у(( + 2у( = 4e x(sin x + cos x).
    132.  у((( - у(( + у( - y = x2 + x.         133.  у((( - 3у(( + 3у( - y = e x cos 2x.

           Принцип  суперпозиции.

     Проинтегрировать  уравнения:
     134.  у(( - у( - 2у = 4х – 2е х.           135.  y V + 4у((( = ex + 3 sin 2x + 1.
    136.  y IV + 2у((( + 2у(( + 2у( + у = xe x + 
[image: image67.wmf]2

1

cos x.
     137.  у(( + у = cos2 2x + sin2
[image: image68.wmf]2

х

.


         Тема  17.  Уравнения  Эйлера.

           Однородные  уравнения.

      Проинтегрировать  уравнения:
   138.  х2у(( + 2ху( + 6у = 0.    139.  (2х + 1)2 у((( + 2(2х + 1) у(( + у( = 0.

           Неоднородные  уравнения.

      Проинтегрировать  уравнения:
      140.  х2у(( + ху( + у = х(6 – ln x).
      141.  х2у(( + 4ху( + 2у = 2 ln 2x + 12x.
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[image: image469.png]


[image: image470.png]


[image: image471.emf][image: image472.emf]                 Раздел  3.  Системы  дифференциальных                    
                                  уравнений.

         Тема  18.  Системы  дифференциальных  уравнений.

           Первые  интегралы.

       142.  Проверить, является  ли                 143.  Проверить, образуют  ли  равен-
функция  ( = (1 + х)е – х – е – у         ства {x + y + t = C1, x2 + y2 + t2= C2}
интегралом  для  системы  диффе-        систему  независимых  первых  интегра-
ренциальных  уравнений                        лов  для  системы   дифференциальных            
[image: image473.png]


                                                                   уравнений
[image: image474.png]


          
[image: image69.wmf]dt

dx

 = 
[image: image70.wmf]t

e

x

-

,                                             
[image: image71.wmf]x
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[image: image72.wmf]dt

dy

= 
[image: image73.wmf]t

x

e – y.                                           
[image: image74.wmf]x

y

t
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dt
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-

-

=

.
                                      Метод  исключения.

      Проинтегрировать  системы  уравнений:
      144.  4
[image: image75.wmf]dt

dy

dt

dx

-

 + 3x = sin t,              145.   
[image: image76.wmf]dt

dy

dt

x

d

+

2

2

 + x = 0, 
             
[image: image77.wmf]dt

dx

 + y = cos t.                                
[image: image78.wmf]2

2

dt

y

d

dt

dx

+

 = 0.       
      146.    
[image: image79.wmf]dt

dx

 = y + z,
               
[image: image80.wmf]dt

dy

 = x + z,                                Задача  Коши.      
               
[image: image81.wmf]dt

dz

 = x + y.                       Проинтегрировать  системы  уравнений:
      147.   
[image: image82.wmf]dt

dx

 + 3х + 4у = 0,
             
[image: image83.wmf]dt

dy

 + 2х + 5у = 0,    х(0) = 1, у (0) = 4.
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      148.    
[image: image84.wmf]2

2

dt

x

d

 = х2 + у,
               
[image: image85.wmf]dt

dy

 = - 2х
[image: image86.wmf]dt

dx

 + х,   х(0) = х((0) = 1, у(0) = 0.    



[image: image475.png]


[image: image476.png]


[image: image477.png]


[image: image478.png]


[image: image479.png]


           Тема  19.  Метод  интегрируемых  комбинаций.

             Нахождение  интегрируемых  комбинаций.

      Проинтегрировать  системы  уравнений:
      149.    
[image: image87.wmf]dt

dx

 = - 
[image: image88.wmf]у

1

,                              150.  
[image: image89.wmf]dt

dx

 = 
[image: image90.wmf]у

х

,
              
[image: image91.wmf]dt

dy

 = 
[image: image92.wmf]х

1

.                                                
[image: image93.wmf]dt

dy

 = 
[image: image94.wmf]х

у

.  
      151.   
[image: image95.wmf]dt

dx

 = cos2 x cos2 y + sin2 x sin2 y,
              
[image: image96.wmf]dt

dy

 = - 
[image: image97.wmf]2

1

sin 2x sin 2y,   x(0) = 0, y(0) = 0.

             Системы  уравнений  в  симметрической  форме.

      Проинтегрировать  системы  уравнений:
      152.  
[image: image98.wmf]xy

dt

yt

dy

xt

dx

=

-

=

.                          153.  
[image: image99.wmf]ty

dy

tx

dx

y

x
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dt

2

2

2

2

2

=

=

-

-

.
      154.    t dx = (t – 2x) dt,
               t dy = (tx + ty + 2x – t) dt.



           Тема  20.  Линейные  системы  с  постоянными
                             коэффициентами.

              Однородные  системы.

       Проинтегрировать  системы  уравнений:

                                                                                   - 19 -
     155.    
[image: image100.wmf]dt

dx

 = 2х - y + z,                     156.    
[image: image101.wmf]dt

dx

 = 2x + y,           
              
[image: image102.wmf]dt

dy

 = x + z,                                      
[image: image103.wmf]dt

dy

 = x + 3y – z,
              
[image: image104.wmf]dt

dz

 = - 3x + y – 2z.                          
[image: image105.wmf]dt

dz

 = 2y + 3z – x.
     157.    
[image: image106.wmf]dt

dx

 = x – y + z,
             
[image: image107.wmf]dt

dy

 = x + y – z,
             
[image: image108.wmf]dt

dz

 = 2z – y.

           Однородные  системы, не  приведённые  к  нормальному  виду.

      Проинтегрировать  системы  уравнений:
     158.   
[image: image109.wmf]2

2

dt

x

d

 - х + 2
[image: image110.wmf]2

2

dt

y

d

 - 2у = 0,     159.  
[image: image111.wmf]2

2

dt

x

d

 = - х + у + z,
             
[image: image112.wmf]dt

dx

 - х + 
[image: image113.wmf]dt

dy

 + у = 0.                   
[image: image114.wmf]2

2

dt

y

d

 = x – y + z,
                                                                    
[image: image115.wmf]2

2

dt

z

d

 = x + y – z. 

            Метод  вариации  произвольных  постоянных.

       Проинтегрировать  системы  уравнений:
      160.   
[image: image116.wmf]dt

dx

 = 2х + у + е t,    161.  
[image: image117.wmf]dt

dx

 = - 2x – 4y + 1 + 4t,
              
[image: image118.wmf]dt

dy

 = - 2x + 2t.               
[image: image119.wmf]dt

dy

 = - x + y + 
[image: image120.wmf]2

3

t2,   x(0) = y(0) = 0.

            Системы  с  квазиполиномиальными  неоднородностями.

       Проинтегрировать  системы  уравнений: 
                                                                                    - 20 - 
  162.   
[image: image121.wmf]dt

dx

 = 2х – у,                                    163.  
[image: image122.wmf]dt

dx

 = 2x + y – 7te – t – 3,
            
[image: image123.wmf]dt

dy

 = 2у – х – 5е tsin t.                       
[image: image124.wmf]dt

dy

 = - x + 2y – 1. 


     Тема  21.  Элементы  теории  устойчивости.

      Устойчивость  по  Ляпунову. 

164. Исходя  из определения  устойчивости  по Ляпунову, исследовать  на  устой-
        чивость  решения  следующих  уравнений  и  систем  уравнений:
        а) 
[image: image125.wmf]x

&

 = - x + t 2,  x (1) = 1;                              б) 
[image: image126.wmf]x

&

 = 2t (x + 1),  x (0) = 0;
        в)     
[image: image127.wmf]x

&

 = - x – 9y ,   x (0) = y (0) = 0.
                
[image: image128.wmf]y

&

 = x – y , 

       Устойчивость  по  первому  приближению.

165. Найти  все  положения  равновесия  данных  систем  и  исследовать  их  на
        устойчивость; дать  качественную  картину  поведения  интегральных  кри-
        вых  на  фазовой  плоскости:
        а)     
[image: image129.wmf]x

&

 = у – х2 – x,                        б)   
[image: image130.wmf]x

&

 = е х – е у,                         
                
[image: image131.wmf]y

&

 = 3x – х2 – y ;                          
[image: image132.wmf]y

&

 = 
[image: image133.wmf]2
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х
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 - 2.   
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                                                                            Ответы.
1. D = {(x, y) 
[image: image134.wmf]Î

R2 : y ≠ 0}.   2. D = {(x, y) 
[image: image135.wmf]Î

R2 : y ≠ 0}.    3. D={(x, y) 
[image: image136.wmf]Î

R2:y ≠ πn, n
[image: image137.wmf]Î

Z}.  6. y(y')2 + 2xy' = y.        7. y'' – 2y' + y = 0.         8. y''' + 
[image: image138.wmf]x

3

 y'' = 0.         9. α = arctg
[image: image139.wmf]2

1

.
 [image: image140.png]


                  [image: image141.png]
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14. x2 (1 + y2) = C .         15. y = (1 + Cy + ln y) cos x,  x = 
[image: image144.wmf]2

p

 + πn,
[image: image145.wmf]"

n 
[image: image146.wmf]Î

Z.   
16. (1 – Сe x)e y = 1.        17. b (ax + by + c) + a = Ce bx.   
18. x + C = ctg 
[image: image147.wmf]÷
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ö
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x

y

,  y = x - 
[image: image148.wmf]2

p

+ 2πn,
[image: image149.wmf]"

n 
[image: image150.wmf]Î

Z.         19. y = sin x.
20. tg
[image: image151.wmf]2

y

 = e 2 sin x.            21. y = - 
[image: image152.wmf]x

1

.              22. y = arcctg
[image: image153.wmf]÷
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 + 3 π.  
23. y = (- 1)n (x arcsin x + 
[image: image154.wmf]2

1

x
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) + πnx,
[image: image155.wmf]"

n 
[image: image156.wmf]Î

Z.   
24. y = x( ln x – 1) + C.   25. xy = C   (C ≠ 0);        уравнение:  y'x + y = 0.
                                                                                  - 22 -
26. y = 
[image: image157.wmf]х

а

а
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2

;  уравнение:  
[image: image158.wmf]a
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.  
27. t = - 
[image: image159.wmf]8

,
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ln

10

ln

5

 с ;  уравнение:  m
[image: image160.wmf]dt

dv

 = - kv.  
28.  
[image: image161.wmf]5
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=
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=
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 с ;  уравнение:  m
[image: image162.wmf]dt

dv

 = kv 2.  
29. t = 20 log 2 
[image: image163.wmf]20

80

-

T

= 60 мин ;  уравнение: 
[image: image164.wmf]dt

dT

= k (T – T0).
30. tg
[image: image165.wmf]x

y

= ln Cx,  y = 
[image: image166.wmf]x
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,
[image: image167.wmf]"

n 
[image: image168.wmf]Î

Z.                       31. (x – y) ln Cx = x,   y = x.
32. (x + y – 1)5 (x – y – 1)2 = C.                                                  33. (4x + 2y + 1)2 = 4x + C.
34. ln
[image: image169.wmf]3
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x

y

= 1+
[image: image170.wmf]y
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.         35. y 2 = C
[image: image171.wmf]x
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e
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.           36. 2 arctg
[image: image172.wmf]x

y

3

= ln (x2 + y 6)+C.
37. y = C (x2 + y2),      уравнение:  
[image: image173.wmf]y
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=
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,    или   y' = 
[image: image174.wmf]2

2

2

y

x

xy

-

.
38. Ce
[image: image175.wmf]x

y

arctg

4

= (x2 + y2)(x – 2y)8 ;        уравнение:    x
[image: image176.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

'

y

x

y

= 2(x2 + y2).                                                                    
39. y = C x2 + x2 sin x.              40. x = 
[image: image177.wmf]у

С

+ y ln y.                   41. y = (C + x3) ln x.    
42. y = 
[image: image178.wmf]x

x

2

cos

sin

.                    43. y = e x + e
[image: image179.wmf]х

1

.     
44. v = 
[image: image180.wmf]÷
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;   задача  Коши:  m
[image: image181.wmf]dt

dv

= k1t – k2v,  v(0) = 0.
45. y = C x – x2;   уравнение:  y - xy' = x2.                              46. y = 
[image: image182.wmf]2

1

1

х

Се

+

,  y = 0.
47. x3e – y = C + y.           48. y = 
[image: image183.wmf]1

1

sin

-
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x

Сe

, y = 0.         49. 
[image: image184.wmf]у

 + 1 = Ce
[image: image185.wmf]х

е

, y = 0.
50. y = x + 
[image: image186.wmf]1

1
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Сх

, y = x.                                   51. sin y = ( x + C ) e x;  замена:  z = sin y. 

52. x – 2 + Ce –x = e
[image: image187.wmf]2

2

у

;  замена:  z = e
[image: image188.wmf]2
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у

.                    53. y = 2 – (2 + a2 )e
[image: image189.wmf]2
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a

x
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.
                                                       Указание. Воспользоваться  начальным  условием   y(a) = -a2.
54. x4 + x2y2 + y4 = C.                                               55. y = x.
56. e x (2 sin y + 2x – 2 + sin x – cos x) = C ;    µ = e x.
                                                                                                        - 23 -
57. x2 - 
[image: image190.wmf]y

7

 - 3xy = C ; µ = 
[image: image191.wmf]2
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.                    58. 1 + y2 – x2 = C x; µ =
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.
59. y – 1 = C 
[image: image193.wmf]2
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; µ = (x2 + y2)
[image: image194.wmf]2
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.      60. xy = C,  x2y = C. 

61. y = 
[image: image195.wmf]2
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х

+ C,  y = -
[image: image196.wmf]2

2

х

+ C,  y = Ce x. 

62.    x = ln |ln p| + 
[image: image197.wmf]p

ln

1

 + C,                        63.   x = 
[image: image198.wmf]2

1

p

е

p

,    
        y = 
[image: image199.wmf]p
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ln

.                                                                  y = C + e
[image: image200.wmf]p
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 EMBED Equation.3 [image: image201.wmf]÷
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64.  x = 5
[image: image202.wmf]÷
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 + C,      65.  y = -
[image: image203.wmf]4
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х

+ C x + C 2,      66.  y = C 2(x – C)2,  
       y = a sin5 t.                                             y = -
[image: image204.wmf]2
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х

.                                y = 
[image: image205.wmf]16

4

х

.
67.   x = 2 (1 – p) + Ce – p,                                                68.   y = C x + 
[image: image206.wmf]2

С

а

,
          y = (1 + p) (2 (1 – p) + Ce – p) + p 2.                                                4y3 = 27ax2.  

69. Астроида  x
[image: image207.wmf]3
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+ y
[image: image208.wmf]3
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= a
[image: image209.wmf]3
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;    уравнение: (y - xy')2 + 
[image: image210.wmf]2
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= a 2,  или   
      
[image: image211.wmf]2
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.                          70. а) (0; 0) – седло;   прямые  y = - x, y = 
[image: image212.wmf]2

х

- сепаратрисы  седла;      б) (0; 0) – центр;      в) (- 2; - 1) – узел;   все  интегральные  кривые, 
кроме  прямой  у = - х – 3, примыкают  к  интегральной  прямой  х = - 2;             г) (1; - 2) – фокус;     д) (0; 0) – вырожденный  узел; все  интегральные  кривые  примыкают  к  интег-ральной  прямой  у = х.
71. а) (- 2; - 1) – фокус, (4; 2) – узел;         б) (- 2; 2) – узел, (0; - 2) – седло, (1; - 1) – фокус; [image: image213.png]


     - 24 - [image: image214.png]



в) (- 2; 2) – вырожденный  узел, (1; - 1) – фокус, (- 1; - 1)  и  (2; 2) – сёдла.
[image: image215.png]



72. (0; 0) – точка  возврата  2-го  рода. 
73. (0; 0) – изолированная  точка, если  a > b;   - точка  возврата  1-го  рода, если  a = b;
        - узел, если  a < b.                     74. у = ( х.                   75. х
[image: image216.wmf]3
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+ у
[image: image217.wmf]3

2

= l
[image: image218.wmf]3
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. 
76. Пара  сопряжённых  равносторонних  гипербол, уравнения  которых, если  оси  сим- 
      метрии  эллипсов  принять  за  оси  координат, имеют  вид   ху = (
[image: image219.wmf]p
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S

.
77. «Парабола  безопасности»   у = 
[image: image220.wmf]2
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.                78. у + х = (х + С)3 , у = - х.      79. 2( х – С )2 + 2у2 = С 2,  у = ( х.                                                80. у 2 = С 2х – С,  4ху2 = - 1.     
81. С 3 = 3(С х – у),  9у2 = 4х3.                              82. xy = C.                    83. sin y = Ce – x.    
84. ln C (
[image: image221.wmf]3

y2 + 2xy + 3
[image: image222.wmf]3

x2) + 
[image: image223.wmf]2

arctg
[image: image224.wmf]х
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       уравнение  траекторий:  у( = 
[image: image225.wmf]х
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85. у0(х) = 0,   у1(х) = 
[image: image226.wmf]3
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х

+

,  у2(х) = 
[image: image227.wmf]126

1

(33 – 14х + 42х3 – 7х4 – 2х7).
86. у0(х) = 2,   у1(х) = 2х – ln x,   у2(х) = 2 + ln2 x.
87. у = 
[image: image228.wmf]24
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х

 - sin x + С1 х2 + С2 х + С3.                                       88. у = 
[image: image229.wmf]3
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.
89. у = C3 + C2 x – sin (x + C1).               90. у = 
[image: image230.wmf]5
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x
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.               91. у = 
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92. у = 
[image: image233.wmf]2
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.                              93. у = С2е
[image: image234.wmf]2
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.              94. y = C2e
[image: image235.wmf]х
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95. 4С1 у2 = 4х + х (С1 ln C2 х)2.               96. С1 у 2 + 2С1 у х
[image: image236.wmf]2

3

ln C2 х + х3 = 0,
                                                                       - 25 -
у = С3 х
[image: image237.wmf]2
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,  у = - 2 х
[image: image238.wmf]2
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ln C4 х.   97. у = e – sin x (C2 + C1
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).    98. у = 1 + 
[image: image240.wmf]2
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99. х = 
[image: image241.wmf]k
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t ;   уравнение: 
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100. C x = y 2k – 1  ( k > ½ );   уравнение:  
[image: image244.wmf]ò
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x
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   или    2 (1 – k)(y( )2 - yy(( = 0.      101. Да.            102. Нет.        103. – 8 sin3 x.         104. 0.        105. Линейно  зависимы;    Г (5, cos2 x, sin2 x) = 0.                             106. Линейно  независимы;   Г (1, 2x, x2) = 
[image: image245.wmf]135

128

( 9.
107. (x – 1) y(( - xy( + y = 0.    108. xy((( - y(( + xy( - y = 0.       110. y = C1(ex – 1) + 
[image: image246.wmf]1
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111. y = C1 sin x + C2 sin2 x.                                          112. у = С1 х + С2 х –1 + С3( х ln |x| + 1).
113. у = С1 х + С2ex + C3(x2 – 1).                              114. у = 
[image: image247.wmf]х
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+ С2 х3 + х4.       
115. у = С1 (2х – 1) + С2е –х + 
[image: image248.wmf]2
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.                      116. у = 
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117. у = С1 (х2 + 1) + С2 х –1 + 2х.                             118. у = С1е
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119. у = 
[image: image253.wmf]2
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arctg 2 x.            120. у = ex (1 + x).                121. у = C1 e – x + C2 e – 2x + C3e – 3x.
122. у = C1 + C2 x + C3 x2 + C4 x3 + e – x (C5 + C6 x).
123. у = C1e 2x + e – x (C2 cos
[image: image254.wmf]3

x + C3 sin
[image: image255.wmf]3

x).
124. у = e – x (C1 + C2 x + C3 cos 2x + C4 sin 2x).
125. у = C1e x + C2e – 2x + e – x (C3 + C4 cos x + C5 sin x).
126. у = (С1 – х)е – х cos x + (C2 + ln(sin x()e – x sin x.
127. у = С1 + С2 х + С3е – х + 1 – х + х ln (x (.                    128. у = (C1 + C2 x)e – 2x + 4x2e – 2x.
129. у = 
[image: image256.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

x

C

x

С

2

3

sin

2

3

cos

2

1

e
[image: image257.wmf]2

x

-

 + 
[image: image258.wmf]3

1

(x2 – x + 1) e x. 
130. у = C1 cos x + C2 sin x + x cos x + x2 sin x. 
131. у = C1 + C2e – 2x + 
[image: image259.wmf]5
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(6 sin x – 2 cos x) e x.
132. у = C1e x + C2 cos x + C3 sin x – (x2 + 3x + 1).
133. у = (C1 + C2 x + C3 x2 - 
[image: image260.wmf]8
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134. у = C1e – x + C2e 2x – 2x + 1 + e x.
135. у = C1 + C2 x + C3 x2 + C4 cos 2x + C5 sin 2x + 
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136. у = (C1 + C2 x) e – x + C3 cos x + C4 sin x - 
[image: image264.wmf]8
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137. у = C1 cos x + C2 sin x - 
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139. у = С1 + (2х + 1)
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140. у = C1 cos ln x + C2 sin ln x + 
[image: image270.wmf]2
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141. у = 
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+ ln2 x – 3 ln x + 2x + 7.                   142. Нет.            143. Да.
144.     x = C1e – t + C2 e – 3t,                            145.    x = C1 + C2 t + C3 t2,
               у = C1e – t + 3C2 e – 3t + cos t.                          y = - (C1 + 2C3) t - 
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146.   x = C1e – t + C2e 2t,                                 147.     x = - 2е – t + 3e – 7t,
            у = C3e – t + C2e 2t,                                              у = e – t + 3e – 7t.
            z = -(C1 + C3)e - t + C2e 2t.
148.    x = e t,            149.    x = С2 е
[image: image275.wmf]1
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,        150.  1 + C1 x = C2e
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152.    xy = C1,                              153.    x2 + y2 = C1 x – t 2,         154.   x = 
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155.   x = C1e – t + C2 + C3e t,              156.   x = C1e2t + e3t(C2 cos t + C3 sin t),
           y = C1e – t + C2,                                      y = e3t [(C2 + C3) cos t + (C3 – C2)sin t],
           z = - 2C1e – t – C2 – C3e t.                       z = C1e2t + e3t [(2C2 – C3) cos t + (2C3 + C2) sin t].
157.   x = C1e2t + (C2 + C3 t) e t,                                                   158.   x = - 2C2e3t + C3e t,
           y = (C2 - 2C3 + C3 t) e t,                                                                 y = C1e – t + C2e3t.
         z = C1e2t + (C2 – C3 + C3 t) e t.
159.    x = C1e – t + C2e t + C3 cos
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 + C5 sin
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,
           y = C1e – t + C2e t + C4 cos
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 + C6 sin
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,
           z = C1e – t + C2e t – (C3 + C4) cos
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 – (C5 + C6) sin
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160.    x = C1e t cos t + C2e t sin t + e t – t – 1,
         y = C1e t ( - cos t – sin t) + C2e t (cos t - sin t) – 2e t – 2t – 1.
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161.  x = t 2 + t,                                                        162.    x = C1e t + C2e3t + e t (2cos t – sin t),
          y = - 
[image: image290.wmf]2
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t 2.                                                                  y = C1e t - C2e3t + e t (3cos t + sin t).
163.  x = e2t (C1 cos t + C2 sin t) + 
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164. а) Устойчиво;      б) неустойчиво;      в) устойчиво.
165. а) (0; 0) – седло  (неустойчиво), (1; 2) – устойчивый  узел;
        б) (1; 1) – неустойчивый  фокус, (- 4; - 4) – седло  (неустойчиво).
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      Часть  2.    ВОПРОСЫ  И  ЗАДАЧИ
                              для  ПОВТОРЕНИЯ.

                                   ВОПРОСЫ.

    1. Что  называется  обыкновенным  дифференциальным  уравнением? Что  та-кое  порядок  дифференциального  уравнения? Существуют  ли  “необыкновен-ные”  дифференциальные  уравнения? Каковы  основные  формы  задания  диф-ференциального  уравнения  первого  порядка? Каковы  роли  переменных  в раз-
ных  формах  дифференциальных  уравнений? Равноправны  ли  они? На  приме-
ре  заданий  2.1., 2.2.  проиллюстрировать  задачи, приводящие  к  дифференци-
альным  уравнениям. 
     2. Дать  определения  таким  понятиям, как  решение, общее  решение, част-ное  решение, общий  интеграл, частный  интеграл, интегральная  кривая  диф-ференциального  уравнения  (в  том  числе  и  высших  порядков). В  чём  состоит  задача  интегрирования  дифференциального  уравнения?
     3. Как  составить  дифференциальное  уравнение  однопараметрического  се-мейства  кривых? многопараметрического  семейства  кривых? Проиллюстриро-вать  метод  на  примере  задачи  4.
     4. В  чём  состоит  задача  Коши  для  уравнения  первого  порядка? Каково  её 
геометрическое  истолкование? При  каком  условии  она  имеет  решение? При  каких  условиях  это  решение  будет  заведомо  единственным? Какой характер  носят  эти  условия: необходимый? достаточный? необходимый  и  достаточный? Проиллюстрировать  ответ  на  контрпримере  уравнения  у( = 
[image: image293.wmf]2

1

у

.
     5. Что такое  поле  направлений, определяемое  дифференциальным  уравнени-ем? Что  такое  изоклины? Может ли  интегральная  кривая  уравнения  первого порядка, разрешённого  относительно  производной, иметь  излом? Могут ли  ин-
тегральные  кривые  этого  уравнения  пересекаться  между  собой? касаться друг  друга? В  чём  состоит  отличие  поля  направлений, определяемого  уравнением,
не  разрешённым  относительно  производной, от  поля  направлений, определяе-мого  уравнением, разрешённым  относительно  производной? Как  определить  наклон  интегральной кривой  уравнения  первого порядка  в  заданной  точке  по  виду  уравнения? Проиллюстрировать ответ на  примере  уравнения  у( = х – у2  и  точки  (2; 1).
    6. Охарактеризовать алгоритм  метода изоклин построения интегральных кри-вых  дифференциального уравнения первого порядка, разрешённого  относитель-но  производной. Проиллюстрировать  метод  изоклин  на  примере  задачи  5.1. 
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    7. Как  интегрируются  уравнения  с  разделяющимися  переменными? Проил-
люстрировать  метод  интегрирования  на  примере  задачи  1. 5., приведя  с  по-мощью  линейной  замены  это  уравнение  к  уравнению  с  разделяющимися  переменными. 
    8. Какое  уравнение  называется  однородным? Как  оно  интегрируется? Про-
иллюстрировать  метод  интегрирования  на  примере  задачи  1.6.
    9. Как  интегрируются  уравнения  1-го порядка  с  правой  частью, дробно-ли-нейно  зависящей  от  х  и  у ? Проиллюстрировать  методы  интегрирования  таких  уравнений  на  примере  задач  1.7.  и 1.8. 
    10. Как  интегрируются  обобщённые однородные  уравнения? Проиллюстри-ровать  метод  интегрирования  этих  уравнений  на  примере  задачи  1. 9. 
    11. Какое  дифференциальное  уравнение  называется  линейным? Какой  вид
имеет  общее  решение  однородного  линейного  уравнения? Может  ли  график  ненулевого  решения  однородного  линейного  уравнения  пересекать  ось  Ох  или  касаться  её? Может  ли  линейное  уравнение  иметь  особые решения? Оха-рактеризовать  метод  вариации  произвольной  постоянной. Проиллюстрировать этот  метод  на  примере  задачи  1. 10.  
    12. Охарактеризовать  метод  замены  искомой  функции  произведением  при
интегрировании  линейного неоднородного  уравнения. Проиллюстрировать  этот  метод  на  примере  задачи  1. 11.
    13. Доказать  теоремы  об  интегрировании  линейных  неоднородных  уравне-ний  1-го  порядка  по  известным  одному  и  двум  частным  решениям.
    14. Какой  вид  имеет  уравнение  Бернулли? При  каком  условии  у = 0  будет
решением? Охарактеризовать метод  замены  переменной, метод  вариации  про-извольной  постоянной  и  метод  замены  искомой  функции  произведением  при  интегрировании  уравнения Бернулли. Проиллюстрировать  эти  методы  на  при-мере  задачи  1. 13. 
    15. Какой  вид  имеет  уравнение  Риккати? Как  найти  общее  решение  урав-нения  Риккати, если  известно  одно  его  частное  решение? Проиллюстрировать
этот  метод  на  примере  задачи  1. 14.
    16. Доказать  критерий  уравнения  в  полных  дифференциалах. Проиллюстри-
ровать  метод  интегрирования  уравнений  в  полных  дифференциалах  на  при-
мере  задачи  1. 15.
    17. Доказать  теорему  о  существовании  интегрирующего  множителя  у  уравнения, записанного в дифференциальной форме. Сколько  различных  интег-рирующих  множителей  имеет  такое  уравнение? Какая  между  ними  сущест-вует  взаимосвязь?
    18. При  каких  условиях  у  уравнения  существует  интегрирующий  множи-тель, зависящий  только  от  х  или  только  от  у? В каком  случае  существует 
интегрирующий множитель, зависящий от  заданной  функции  переменных  х, у?
Проиллюстрировать  эту  возможность  на  примере  задачи  1. 17. 
    19. Как  интегрируются  степенные  относительно  производной  уравнения?
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Как  может  быть  записан  их  общий  интеграл? Проиллюстрировать  метод  ин-
тегрирования  на  примере  задачи  1. 18.
    20. Как  могут  быть  проинтегрированы  уравнения, не  разрешённые  относи-
тельно  производной  и  не  содержащие  явно  одного  из  переменных? Проил-люстрировать  приём  интегрирования  такого  уравнения, разрешённого  относи-
тельно  независимой  переменной, на  примере  задачи  1. 21.
    21. Проиллюстрировать  приём  интегрирования  уравнения, не  разрешённого
относительно  производной, но разрешённого  относительно  искомой  функции,
и  не  содержащего  независимой  переменной, на  примере  задачи  1.23.
    22. Охарактеризовать  метод  параметризации  при  интегрировании  уравне-ний, не  разрешённых  относительно  производной  и  не  содержащих  явно  од-
ного  из  переменных. Проиллюстрировать  этот  метод  на  примере  задач  1.22.
и  1.24.
    23. Охарактеризовать  общий  метод  введения  параметра  при  интегрирова-
нии  уравнений, не  разрешённых  относительно  производной. Проиллюстриро-
вать  метод  на  примере  задачи  1. 25.
    24. Какой  вид  имеет  уравнение  Лагранжа? Как  найти  его  общее  решение
в  параметрической  форме? Какие  кривые  могут  быть  особыми  решениями? Проиллюстрировать  метод  интегрирования  на  примере  задачи  1. 27.
    25. Какой  вид  имеет  уравнение  Клеро? Чем  оно  отличается  от  уравнения
Лагранжа? Как  написать  его  общее  решение  по  виду  уравнения? Как  найти
его  особое  решение? Доказать  теорему  о  решениях  уравнения  Клеро. Проил-люстрировать  метод  интегрирования  на  примере  уравнения  
y = xy( + 2 
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  (см. задачу  2. 7.).
    26. Понятие  особой  точки  дифференциального  уравнения 1-го  порядка. Как составляется  характеристическое  уравнение  для  определения  типов  особых  точек  линеаризованного  уравнения? Сколько  существует  типов  простых  осо-бых  точек? Доказать  теорему  Пуанкаре  о  классификации  типов  особых  то-чек  линеаризованного  дифференциального  уравнения. Доказательство  снабдить
иллюстрациями  и  разбить  на  части:
1) корни  характеристического  уравнения  действительны, различны  и  одного
    знака  (проиллюстрировать  на  примере  уравнения  
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2) корни  равны  (проиллюстрировать  на  примерах  уравнений  
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3) корни   действительны  и  разных  знаков  (проиллюстрировать  на  примере  
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     уравнения  
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4) корни  комплексные  сопряжённые;
5) корни  чисто  мнимые.
Как  найти  направления  вхождения  интегральных  кривых  в  “узел”  или  на-правления  сепаратрис  в  окрестности “седла”?
    27. Как  исследовать  типы  особых  точек  у  произвольных  (нелинеаризован-
ных)  уравнений? Охарактеризовать  метод  Бендиксона. Что  такое  линеариза-ция  уравнения? Какой  тип  может  иметь  особая  точка  нелинеаризованного
уравнения, если  для  линеаризованного  уравнения  она  является  “центром”? Проиллюстрировать  метод  исследования  особых  точек  нелинеаризованных  уравнений  на  примере  задачи  14. 3.
    28. Какое  решение  дифференциального уравнения  называется  особым? В ка-ком  случае  уравнение  заведомо  не  имеет особых  решений? Как  можно  обна-ружить  кривые, подозрительные  на  особое  решение, в  процессе  интегрирова-ния  данного  дифференциального  уравнения? Обязательно ли  решение, не  вхо-
дящее  в  формулу  общего  решения, будет  особым? Проиллюстрировать  ответ на  контрпримере  задачи  1. 30.
    29. Как  найти  кривые, подозрительные  на  особое  решение, по самому  диф-ференциальному  уравнению? Понятие  р-дискриминантной  кривой. Проиллюс-трировать  метод  отыскания  особых  решений  по  виду  уравнения  на  примере
задачи  1.28. Все  ли  компоненты  р-дискриминантных  кривых  обязательно  яв-ляются  особыми  решениями? Ответ  проиллюстрировать  на  контрпримере  за-дачи  1.28. Что  может  входить  в  состав  р-дискриминантных  кривых  помимо  особых  решений?
    30. Как  особое  решение  может  быть  связано  с  формулой  общего  интегра-ла? Понятие  С-дискриминантной  кривой. Проиллюстрировать метод  отыскания  особых  решений  через  общий  интеграл  на  примере  задачи  1.31. Все ли  ком-поненты  С-дискриминантных  кривых обязательно  являются  особыми  решени-ями? Ответ  проиллюстрировать  на  контрпримере  задачи  1.31. Что может  вхо-дить  в  состав  С-дискриминантных  кривых  помимо  особых  решений?
    31. Что  называется  огибающей  семейства  кривых? Проиллюстрировать  спо-
соб  отыскания  огибающей  семейства  кривых  на  примере  задачи  6. Почему  огибающая  семейства  интегральных  кривых  будет  особым  решением  соот-ветствующего  дифференциального  уравнения? 
    32. Сформулировать  теоремы  Коши, Пикара, Пеано  о  существовании  и
единственности  решения, удовлетворяющего некоторому начальному  условию.
Какие  из  этих  теорем  дают  условия  только  для  существования  такого  реше-
ния, а  какие – для  существования  и  единственности? 
    33. Доказать  теорему  Пикара. Разбить  доказательство  на  3  этапа: 
1) Последовательные  приближения  и  их  сходимость  к  решению. 
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2) Непрерывность  и  удовлетворение  задаче  Коши  предела  последовательных  
    приближений. 
3) Единственность решения. 
    34. Охарактеризовать метод  последовательных  приближений. Проиллюстри-ровать  его  на  примере  задачи 7.
    35. Что  такое  изогональная (ортогональная) траектория  семейства  кривых? Вывести  уравнения  изогональных  и ортогональных  траекторий  для  заданного  
семейства  плоских  кривых. Проиллюстрировать  метод  отыскания  изогональ-
ных  траекторий  на  примере  задачи  8.
    36. Каковы  основные  формы  задания  дифференциальных  уравнений  выс-ших  порядков? Может  ли  представиться  случай, когда  функция, содержащая  п  произвольных  постоянных  и  удовлетворяющая  некоторому  уравнению  п-го
порядка, не  является  общим  решением  этого  уравнения? Проиллюстрировать
ответ  на  контрпримере  уравнения   у(1 – ln y)y(( + (1 + ln y)( (y( )2 = 0
с  общим  решением  [у = е
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, у = С3]. Какие  особые  решения  имеет  это
уравнение? Как  вообще  определяются  особые  решения  у произвольного  урав-нения  п-го  порядка  (п > 1)?
    37. Как  ставится  задача  Коши  для  уравнения  п-го  порядка, записанного
в  нормальной  форме? Каковы  достаточные  условия  существования  и  един-
ственности  решения  этой  задачи? Что  такое  определитель  Якоби? Охаракте-ризовать  процедуру  практического  решения  задачи  Коши  для  уравнения  
п-го порядка  и  проиллюстрировать  её  на  примере  задачи  1. 32. В  каком  слу-чае  не  все  п  произвольных  постоянных  в  решении  уравнения  п-го порядка  являются  существенными? Будет  ли  тогда  такое  решение  общим?
    38. Как  могут  быть  проинтегрированы  уравнения, содержащие  только  не-
зависимую  переменную  и  старшую  производную? Проиллюстрировать  метод
параметризации  в  таких  уравнениях  на  примере  задачи  1. 33.
    39. Что  такое  промежуточный  интеграл  k-го  порядка  для  уравнения  п-го
порядка? Какой  промежуточный  интеграл  называется  первым  интегралом?
Какова  практическая  важность  знания  промежуточного  интеграла  уравнения? Как  можно  определить  понятие  общего  интеграла через  промежуточный  ин- 
теграл? Как  понижается  порядок  уравнения, не  содержащего  искомой  функ-ции  и  её  первых  производных? Проиллюстрировать  метод  на  примере  зада-чи 1.34.
    40. Как  понижается  порядок  уравнения, не содержащего  независимой  пере-
менной? Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи 1. 35. Какова  особен-
ность  в  процессе  отыскания  решения  поставленной  здесь  задачи  Коши?
    41. Какое  уравнение  п-го  порядка  называется  однородным  относительно искомой  функции  и  её  производных? Как  понижается  порядок  такого  уравне-ния? Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи 1. 36.
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    42. Какое  уравнение  п-го  порядка  называется  обобщённым  однородным? Как  понижается  порядок  этого  уравнения? Проиллюстрировать  метод  на  
примере  задачи 1. 37.
     43. Какое  уравнение  п-го  порядка  называется  уравнением  в  точных  произ-
водных? Какой  вид  имеет  первый  интеграл  этого  уравнения? Проиллюстриро-
вать  процесс  интегрирования  уравнений  в  точных  производных  на  примере  задачи  1.38. Проиллюстрировать  на  примере  задачи  1.39, как  уравнение  мож-но  превратить  в  уравнение  с  точными  производными  при  помощи  удачно  подобранного  интегрирующего  множителя. 
    44. Какие  п  функций  называются  линейно  зависимыми, а  какие – линейно  независимыми? Проиллюстрировать  ответ  на  примере  задачи  9.
    45. Что  такое  определители  Вронского  и  Грама  для  системы  п  функций?
Доказать  теорему  об  определителе  Вронского  для  линейно  зависимых  функ-
ций. Какой  характер  носят  условия  теоремы: необходимый? достаточный? не-обходимый  и  достаточный? Проиллюстрировать  ответ  на  контрпримере  функций  
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Сформулировать теорему Грама. Какой характер носят  условия  этой  теоремы?     
    46. Доказать, что  необходимым  условием  ограниченности  частных  произ-водных  по   y1, y2, ... , yn  функции  f ( x, y1, y2, ... , yn )  в  некоторой  области  явля-ется  удовлетворение  функцией  f ( x, y1, y2, ... , yn )  условию  Липшица  
по  y1, y2, ... , yn.
    47. Какой  общий  вид  имеет  линейное  уравнение  п-го  порядка? При  каком
условии  задача  Коши  для  линейного  уравнения  имеет  единственное  реше-ние? Какова  при  этом  условии  степень  произвола  выбора  начальных  данных решений  линейного  уравнения? Может  ли  линейное  уравнение  с  единичным  коэффициентом  при  старшей  производной  искомой  функции  иметь  особые  решения?
    48. Что  такое  линейный  дифференциальный  оператор? Какими  свойствами
он  обладает?
    49. Что  такое  фундаментальная  система  решений  линейного  однородного
уравнения  п-го  порядка? Может  ли  нулевое  решение  входить  в  фундамен-
тальную  систему? Доказать  теорему  об  определителе  Вронского  для  фунда-ментальной  системы  решений  линейного  однородного  уравнения  n-го  поряд-ка. Какой  характер  носит  условие  фундаментальности  системы  решений  в
этой  теореме: необходимый? достаточный? необходимый  и  достаточный?
    50. Для  всякого  ли  линейного  однородного  уравнения  существует  фунда-
ментальная  система  решений? Доказать  теорему  о  существовании  фундамен-
тальной  системы.
    51. Доказать  теорему  о  полноте  фундаментальной  системы  решений  ли-нейного  однородного  уравнения  n-го  порядка. 
    52. Как  построить  общее  решение  однородного  линейного  уравнения  п-го
порядка  по  известной  фундаментальной  системе  решений? Доказать теорему 
о  структуре  общего  решения  линейного  однородного  уравнения  n-го  поряд-ка. Может  ли  число  произвольных  постоянных  в  формуле  общего  решения
такого  уравнения  отличаться  от  порядка  уравнения?
    53. Однозначно  ли  фундаментальная  система  решений  характеризует  ли-
нейное  однородное  уравнение? Доказать  теорему  о  построении  дифференци-
ального  уравнения  по  его  фундаментальной  системе. Проиллюстрировать  ме-тод  построения  уравнения  на  примере  задачи  10. 
    54. Как  дифференцируется  функциональный  определитель  (см.  задачу  109
практикума)? Доказать  теорему  Остроградского-Лиувилля. 
    55.  Как  интегрируется  линейное  однородное  уравнение  2-го  порядка  с  од-ним  известным  частным  решением? Вывести  соответствующую  формулу. Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи  1. 40.  
    56. Как  можно  понизить  порядок  линейного  однородного  уравнения, если
известны  несколько  его  частных  решений? Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи  1. 41.
    57. Как  найти  общее  решение  линейного  неоднородного  уравнения  п-го
порядка, если  известно  одно  его  частное  решение  и  общее  решение  соответ-
ствующего  однородного  уравнения? Доказать  теорему  о  структуре  общего  решения  такого  уравнения.
    58. Как  можно  понизить  порядок  линейного  неоднородного  уравнения, ес-ли  известны  несколько частных  решений соответствующего однородного урав-нения? Как  можно  понизить  порядок  линейного  неоднородного уравнения, ес-ли  известны  несколько  его  частных  решений? Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи  1. 42.
    59. Как  найти  общее  решение  линейного  неоднородного  уравнения  п-го
порядка, если  известна  фундаментальная  система  решений  соответствующего
однородного  уравнения? Доказать  теорему  о  методе  Лагранжа  вариации  произвольных  постоянных. Проиллюстрировать  метод  на  примере  задачи 1.43.
    60. Охарактеризовать  метод  Эйлера  интегрирования  линейных  однородных
уравнений  высших  порядков  с  постоянными  коэффициентами. Как  составля-
ется  характеристическое  уравнение? Как  зависит структура  фундаментальной
системы  решений  от  вида  корней характеристического  уравнения? Проиллюс-
трировать  метод  Эйлера  на  примере  задач  1. 44. – 1. 46.
    61. В  каких  случаях  и  в  каком  виде  может  быть  найдено  частное  реше-
ние  неоднородного  линейного  уравнения  п-го  порядка  с  постоянными  коэф-
фициентами  методом  неопределённых  коэффициентов? Сформулировать  тео-
рему  о  частных  решениях  линейного  неоднородного  уравнения  с  постоянны-
ми  коэффициентами  и  квазиполиномиальной  правой  частью. Проиллюстриро-
вать  метод  нахождения  частных  решений  у  таких  уравнений  на  примере  за-
дачи  1. 48.
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    62. В  чём  состоит  принцип  суперпозиции  решений линейного  неоднородно-го уравнения  n-го порядка? Доказать  соответствующую  теорему  и  проиллюс-трировать метод  на  примере  задачи  1.49.
    63. Какой  вид  имеет  уравнение  Эйлера? Как  интегрируется  однородное  уравнение  Эйлера? Проиллюстрировать  метод  интегрирования  на  примере за-дачи  1. 50. 
    64. Как  интегрируется  неоднородное  уравнение  Эйлера  с  произвольной  
правой  частью? Как  может  быть  проинтегрировано  неоднородное  уравнение  Эйлера  со  специальной  правой  частью? Проиллюстрировать  метод  интегри-рования  на  примере  задачи  1. 51. 
    65. Каковы  основные  формы  задания  системы  дифференциальных  уравне-ний? Что  называется  порядком  системы  дифференциальных  уравнений? Какая  система  называется канонической? Какая – нормальной? Какая  существует взаи-мосвязь  между  каноническими  и  нормальными  системами? Доказать  теорему  о  замене  канонической  системы  дифференциальных  уравнений  нормальной  системой. Можно  ли  одно  уравнение  высшего  порядка  привести  к  нормаль-ной  системе  уравнений? 
    66. Как  ставится  задача  Коши  для  нормальной  системы? В  каком  случае
она  имеет  решение? В  каком  случае  это  решение  будет  заведомо  единст-
венным? Сформулировать  теорему о  существовании  и  единственности  реше-
ния  задачи  Коши  для  нормальной  системы  дифференциальных  уравнений. Дать  определения  таким  понятиям, как  решение, общее  решение, частное  ре-шение, интегральная  кривая  нормальной  системы. Как  решается  задача  Коши
с  помощью  формулы  общего  решения? Проиллюстрировать  ответ  на  приме-
ре  задачи  11. 
    67. Что  называется  интегралом  нормальной  системы? Пояснить  определе-
ние  на  примере  интеграла  ( (t, x1, x2) = 
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                               x2 = C1t2 + C2t.  Как  распознать  в  данной  функции  ин-
теграл  заданной  системы, если  не  известно  её  общее  решение? Сформулиро-
вать  аналитический  признак  интеграла  нормальной  системы. Проиллюстри-ровать  его  применение  на  примере  задачи  12.
    68. Что такое  первый  интеграл  нормальной  системы? Какие  интегралы  нормальной  системы  называются  независимыми? Каков  критерий  функцио-нальной  независимости  интегралов  нормальной  системы? Проиллюстриро-вать  этот  критерий  на  примере  задачи  143  Практикума. Что  называется  общим  интегралом  нормальной  системы?
    69. Как свести  нормальную  систему  дифференциальных  уравнений  к  одно-
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му  уравнению? Доказать  теорему  о  методе  исключения. Проиллюстриро-
вать  метод  на  примере  задачи  1. 52.
     70. Охарактеризовать  суть  метода  нахождения  интегрируемых  комбина-ций  при  решении  систем  дифференциальных  уравнений. Сколько  интегрируе-
мых  комбинаций  необходимо  иметь, чтобы  составить  общий  интеграл  систе-
мы  п  дифференциальных  уравнений? Проиллюстрировать  метод  интегрируе-
мых  комбинаций  на  примере  задачи  1. 53.
      71. Как  выглядит  система  дифференциальных  уравнений  в  симметричес-
кой  форме? Как можно  при  решении  таких  систем  подобрать  интегрируемую
комбинацию, используя  производные  пропорции? Проиллюстрировать  метод
на  примере  задачи  1. 56.  
     72. Какой  общий  вид  имеет  линейная  система  дифференциальных  уравне-ний? Когда  она  называется  однородной, а  когда – неоднородной? При  каких
условиях  задача  Коши  для  линейной  системы  имеет  единственное  решение? Какова  при  этих  условиях  степень  произвола  выбора  начальных  данных  ре-шений  линейного  уравнения? Какие  решения  линейной  однородной  системы  называются  линейно  зависимыми, а  какие – линейно  независимыми? Что  такое  фундаментальная  система  решений  линейной  однородной  системы  диффе-ренциальных  уравнений? Может ли  нулевое  решение  входить  в  состав  фун-даментальной  системы? Доказать  критерий  фундаментальной  системы  реше-ний  линейной  однородной  системы  дифференциальных  уравнений. Какой  ха-рактер  носят  условия  этой  теоремы: необходимый? достаточный? необходи-мый  и  достаточный? Сколько фундаментальных  систем  решений  имеет задан-ная  линейная  однородная  система?
     73. Как построить  общее  решение  однородной  линейной  системы, если  из-
вестна  фундаментальная  система  решений? Доказать  теорему  о  структуре  общего  решения  линейной  однородной системы  дифференциальных уравнений.
Как  найти  общее  решение  неоднородной  линейной  системы, если  известно  одно  её  частное  решение  и  общее  решение  соответствующей  однородной  системы? Сформулировать  теорему  о  структуре  общего  решения  линейной     неоднородной  системы  дифференциальных  уравнений.
     74. Доказать  теорему  о  нахождении  общего  решения  линейной  неодно-родной  системы  дифференциальных уравнений  методом  вариации  произволь-ных  постоянных. Проиллюстрировать  метод  Лагранжа  на  примере  задачи
1. 57. 
     75. Охарактеризовать  метод  Эйлера  интегрирования  линейных  однородных
систем  с  постоянными  коэффициентами. Как  составляется  характеристи-ческое  уравнение? Что  такое  собственные  значения  матрицы? Сколько  соб-ственных  значений  имеет  матрица  п-го  порядка? Как  строится  общее  реше-
ние у  таких  систем, когда  все  корни  характеристического  уравнения  вещест-
венны  и  различны? Проиллюстрировать  эту  ситуацию на  примере  задачи 1.59.
     76. Охарактеризовать  метод Эйлера  построения  общего  решения  линейной
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однородной  системы  с  постоянными  коэффициентами, когда  среди  различ-
ных  корней  характеристического уравнения  имеются  комплексные. Как  следу-
ет  выбирать  частные  решения, соответствующие  комплексным  корням, чтобы
они  не  были  комплекснозначными? Проиллюстрировать эту ситуацию  на  при-
мере  задачи  1.58.
     77. Охарактеризовать  метод Эйлера  построения  общего  решения  линейной
однородной  системы  с  постоянными  коэффициентами, когда  среди  корней  характеристического  уравнения  имеются  кратные. Проиллюстрировать  эту си-туацию  на  примере  задачи  1.60.
     78. В  каком  виде  может  быть  найдено  методом  неопределённых  коэффи-циентов  частное  решение  линейной  системы  с  постоянными  коэффициента-ми  и  квазиполиномиальной  неоднородностью? Проиллюстрировать  метод  на-хождения  частных  решений  у  таких  систем  на  примере  задачи  1. 61. Имеет
ли место  для  линейных неоднородных систем  принцип  суперпозиции  решений?
     79. Понятия  устойчивости  и  неустойчивости  по  Ляпунову, асимптотичес-
кой  устойчивости  решения  системы  дифференциальных  уравнений. Следует
ли  из  устойчивости  решения  его  ограниченность? Ответ  проиллюстрировать
на  контрпримере  задачи  13.1. Следует  ли  из  ограниченности  решения  его
устойчивость? Ответ  проиллюстрировать на  контрпримере  задачи  13.2. Следу-
ет  ли  из  устойчивости  решения  по  Ляпунову  асимптотическая  устойчивость
этого  решения? Ответ  проиллюстрировать  на  контрпримере  задачи  13.3. Сле-
дует  ли  из  асимптотической  устойчивости  устойчивость  по  Ляпунову?
     80. Какая система  дифференциальных  уравнений  называется  динамической?
Что  такое  фазовое  пространство  (в  частности, фазовая  плоскость)  динами-                                                                                          
ческой  системы? Что такое  траектории, точки  покоя  динамической  системы?
Сформулировать  теорему  Ляпунова  об  устойчивости  точки  покоя  динами-
ческой  системы  по  первому  приближению. Каков  характер устойчивости  точ-
ки  покоя  при  выполнении  условий  теоремы? Возможна  ли  ситуация, когда
теорема  Ляпунова  неприменима? Проиллюстрировать  применение  этой  теоре-
мы  на  примере  задачи  14.2.
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                                      ЗАДАЧИ.

1. Проинтегрировать  дифференциальные  уравнения  и  системы  дифференци-
    альных  уравнений; где  указано, решить  задачу  Коши:
    1. 1.  у( = 
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.               1. 2.  у( = 
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.               1. 3.  у( = y2.
    1. 4.  x(y2 – 1) dx + y(x2 – 1) dy = 0.      1. 5. (x + 2y) у( = 1,  y (0) = - 1.
    1. 6.  
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 .            1. 7.  (х + у – 2) dx + (x – y + 4) dy = 0.
    1. 8.  (x + y + 1)dx + (2x + 2y – 1)dy = 0.    1. 9.  9yy( – 18xy + 4x3 = 0.
    1. 10. у( + 2ху = 2хе
[image: image308.wmf]2

х

-

.      1. 11.  х(х – 1)у( + у = х2(2х – 1),  у (2) = 4.    
   1. 12.  ху( - 4у = х2
[image: image309.wmf]у

.        1. 13.  xy( + y = y2 ln x.
    1. 14. у( - у2 + 2е ху = е 2х + е х,   у1 = е х – частное  решение.
    1. 15.  (3х2 + 6ху2) dx + (6x2y + 4y3)dy = 0.
    1. 16.  2ху ln y dx + (x2 + y2
[image: image310.wmf]1

2

+

у

)dy = 0. 
    1. 17.  (3x + 2y + y2) dx + (x + 4xy + 5y2)dy = 0,  ( = ( (x + y2).
    1. 18.  (у( )2 + уу( - х2 – ху = 0.                1. 19.  (у( )2 + у2 – 1 = 0.
    1. 20.  х(у( )2 - 2уу( + 4х = 0.                   1. 21.  e
[image: image311.wmf]'

у

 + у( = x.
    1. 22.  x3 + (у( )3 – 3xу( = 0.                     1. 23.  y = у( + ln у(.
    1. 24. (у( )3 – y2(a - у( ) = 0.                         1. 25.  y = (у( )2 - ху( + 
[image: image312.wmf]2
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х

.
    1. 26. (у( )3 – 4хуу( + 8у2 = 0.                      1. 27.  y – 2xy( = (y( )2.
    1. 28.  х – у = 
[image: image313.wmf]9

4

 (у( )2 - 
[image: image314.wmf]27

8

(у( )3.            1. 29. (у( )2 = 4х2.   
   1. 30. (у( )2 = у3.                                        1. 31. (2ху( - у)2 – 4х3 = 0.
   1. 32. у((( = 
[image: image315.wmf]2

ln

x

x

; y(1) = 0, y( (1) = 1, y(( (1) = 2.      1. 33.  е
[image: image316.wmf]'
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у

+ у(( = х. 
    1. 34. у((( = 
[image: image317.wmf]2
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.                    1. 35. у(( = 2y3;  y(0) = 1, y( (0) = 1.
    1. 36. х2уу(( = (у - ху( )2.                               1. 37. х3у(( = (у - ху( )2.
    1. 38. y(( - ху( - у = 0.       
[image: image318.wmf]-
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    1. 39. уy(( + 2у2(у( )2 + (у( )2 = 
[image: image319.wmf]x
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.
      1. 40. (1 – х2)y(( - 2ху( + 2у = 0;    у1 = х  - частное  решение.
    1. 41. ху((( - y(( + ху( - у = 0;     у1 = sin x, y2 = cos x  - частные  решения.
    1. 42. (2х – х2)y(( + 2(х – 1)y( - 2у = - 2;        
            Y1 = 1, Y2 = x - частные  решения.          1. 43.  хy(( - у( = х2.
    1. 44. y(( - у = 0.         1. 45. у((( + у = 0.         1. 46. у((( - y(( - у( + у = 0.
    1. 47. y IV + 4у((( + 8y(( + 8у( + 4у = 0.         1. 48. y(( - у = хe x cos x.
    1. 49. у((( + y(( = x2 + 1 + 3xe x.                     1. 50.  х2y(( + 3ху( + у = 0.
    1. 51. х2y(( - ху( + 2у = х ln x.
    1. 52.   
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 = у + 1,     1. 53. 
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t,     1. 54. 
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    1. 55. 
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    1. 57.   
[image: image331.wmf]dx
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 - z = cos x,                       1. 58.   
[image: image332.wmf]dx
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 = - 7у + z,
              
[image: image333.wmf]dx
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 + y = 1.                                      
[image: image334.wmf]dx
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 = - 2y – 5z.
    1. 59.   
[image: image335.wmf]dt

dx

 = 3x – y + z,                    1. 60.   
[image: image336.wmf]dt

dx

 = - x + y,           
              
[image: image337.wmf]dt

dy

 = - x + 5y – z,                            
[image: image338.wmf]dt

dy

 =       - y + 4z, 
              
[image: image339.wmf]dt

dz

 = x – y + 3z.                               
[image: image340.wmf]dt

dz

 = x          - 4z.
    1. 61.   
[image: image341.wmf]dt

dx

 = х – 2у + е t,
              
[image: image342.wmf]dt

dy

 = x + 4y + e 2t.

2. Решить  следующие  задачи, приводящие  к  дифференциальным  уравнениям:
    2. 1. Найти  кривую, проходящую  через  точку  М (0; 1)  и  обладающую  тем
свойством, что  в  каждой  её  точке  угловой  коэффициент  касательной  равен  удвоенной  абсциссе  точки  касания.
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     2. 2. Найти  закон  распада  радиоактивного  вещества с начальной  массой т0,
если  скорость  распада  пропорциональна  наличному  количеству  вещества.
    2. 3. Найти  кривые, для  которых  площадь  треугольника, образованного  ка-
сательной, ординатой  точки  касания  и  осью  абсцисс, есть  величина  постоян-ная, равная  а.
    2. 4. Найти  кривые, обладающие  свойством: если  через  любую  точку  кри-
вой  провести  прямые, параллельные  осям  координат, до встречи  с  этими  ося-ми, то  площадь  полученного  прямоугольника  делится  кривой  в  отношении 
1 : 2.
    2. 5. Футбольный  мяч  массой  400 г  брошен  вверх  со  скоростью  20 м/с. Со-
противление  воздуха  пропорционально  квадрату  скорости  и  равно  4 Н  при  скорости  1 м/с. Вычислить  время  подъёма  мяча.
    2. 6. Тело  охладилось  за  10 мин  от  1000 С  до  400 С. Температура  окружаю-
щего  воздуха  равна  250 С. Когда  тело  остынет  до  280 С ?  

    2. 7. Найти  кривую, касательные  к  которой  образуют  вместе  с  прямоуголь-
ными  осями  координат  треугольник  постоянной  площади, равной  2. 
    2. 8. («Ну, погоди!»). На  оси  Ох  в  положительном  направлении  движется
с  постоянной  скоростью  а  заяц  З. На  плоскости  Оху  бежит  волк  В  с  посто-янной  скоростью  v  так, что  вектор  
[image: image343.wmf]v

r

 всегда  направлен  в  зайца. Найти  тра-екторию  волка  и  продолжительность погони, если  известно, что  в  начале  по-гони  абсциссы  зайца  и  волка  были  одинаковыми  и  равными  х0, а  начальная  ордината  волка  была  равна  у0.    
    2. 9. Закрепленная  одним концом  пружина  совершает колебания. Масса  пру-жины  m, коэффициент упругости  k. Найти  законы  колебания  в  следующих  случаях :
    а) свободное  колебание  без  сопротивления  среды;
    б) свободное  колебание  при  сопротивлении, пропорциональном  скорости  пружины  с  коэффициентом  ν;
    в) вынужденное  колебание  с  возмущающей  силой  F = p sin ωt  без  сопро-тивления  среды;
    г) вынужденное  колебание  с  возмущающей  силой  F = p sin ωt  при  сопро-тивлении, пропорциональном  скорости  пружины  с  коэффициентом  ν.

3. Проверить, что  данные  функции  являются  решениями  указанных  диффе-
    ренциальных  уравнений:
    3. 1.  у = Се – 2х + 
[image: image344.wmf]3

1

е х ; у( + 2у = е х.  3. 3.  х = С1 + 
[image: image345.wmf]4

4

t

 , у(( (у( )3 = 1.
    3. 2.  х + С = е – у ; у(( = (у( )2.
[image: image346.wmf]-

-
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       у = С2 + 
[image: image347.wmf]5
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t

;
4. Составить  дифференциальные  уравнения  заданных  семейств  кривых:
    4. 1.  у = а
[image: image348.wmf]÷
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х

е

1

.                         4. 2.  С1 х + (у – С2)2 = 0.  

5. Методом  изоклин  построить  интегральные  кривые  уравнений:
    5. 1.  y( = 2х – у.                            5. 2.  y( = sin (x + y).
    5. 3.  y( = у – х2 + 2х – 2.              5. 4.  y( = 
[image: image349.wmf]х

у

х

у
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.
6. Найти  огибающую  семейства  прямых  х cos ( + y sin ( - p = 0,   p > 0,
    p = const.
7. Найти  приближённое  решение  задачи  Коши     y( = x2 + y2,   y (0) = 0
    в  прямоугольнике  D = {-1 ≤ x ≤ 1, -1 ≤ y ≤ 1}   с  точностью  ε = 0,2.
8. Найти  изогональные  и  ортогональные  траектории  пучка  прямых  у = ах.
9. Доказать  следующие  утверждения:
    9. 1. Если  одна  функция  уk(x) ( 0  (1( k ( n), то  функции  у1(х), у2(х),…,
          уn(х)  линейно  зависимы  на  промежутке  своего  существования.
    9. 2. Функции  {1, x, x2, …, x n}  линейно  независимы  
[image: image350.wmf]"

х( R, n( N.
    9. 3. Функции  
[image: image351.wmf]x
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 линейно  независимы 
[image: image352.wmf]"

х( R, если  все  чис-
            ла  ki  ( i = 
[image: image353.wmf]n

,

1

)  попарно  различны.
    9. 4. Функции  {sin x, cos x}  линейно  независимы 
[image: image354.wmf]"

х( R.
10. Построить  дифференциальное  уравнение, имеющее  в  качестве  фундамен-  
      тальной  системы  функции  {x, x2, x3}.
11. Показать, что  функции   x1(t) = C1e – t + C2e 3t,    образуют  общее  реше- 
                                         x2(t) = 2C1e – t – 2C2e 3t
      ние  системы  дифференциальных  уравнений  
[image: image355.wmf]dt

dx

1

= х1 – х2,
     Решить  задачу  Коши  для  этой  системы       
[image: image356.wmf]dt

dx

2

= х2 – 4х1.
      с  начальными  условиями:  х1(0) = 0, х2(0) = - 4.
12. Показать, что  функция  ( (t, x1, x2) = arctg
[image: image357.wmf]2

1

х

х

 - t   является  интегралом
      системы  дифференциальных  уравнений 
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13. Исходя  из определения  устойчивости  по Ляпунову, исследовать  на  устой-
      чивость  решения  следующих  уравнений  и  систем  уравнений:
      13.1. 
[image: image360.wmf]x

&

 = 1 + t - x,  x (0) = 0;                                   13.2. 
[image: image361.wmf]x

&

 = sin2 x,  x ≡ 0;
      13.3.     
[image: image362.wmf]x

&

 =  – y,   x (0) = y (0) = 0.
                   
[image: image363.wmf]y

&

 = x , 
14. Найти  все точки  покоя  данных  систем  и  исследовать их  на  устойчивость.   
      Дать  качественную  картину  поведения  интегральных  кривых  на  фазовой  
      плоскости:
     14. 1.  
[image: image364.wmf]х

&

 = 5х – у,      14. 2.  
[image: image365.wmf]х

&

 = х (х + у – 2),    14. 3.   
[image: image366.wmf]х

&

 = - 2ху,   
                
[image: image367.wmf]у
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 = 2х + у.             
[image: image368.wmf]у

&

 = у (1 – х).                   
[image: image369.wmf]у
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 = х2 + у2 – 1.
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                             Ответы  к  задачам  для  повторения.     

1. 1. у = 
[image: image370.wmf]ò

x

x

sin

dx + C.                  1. 2. у = ln(x( + C.                 1. 3. у = - 
[image: image371.wmf]С

х

-
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, у = 0.
1. 4. (x2 – 1)(y2 – 1) = C.                   1. 5. x + 2y + 2 = 0.                  1. 6. х2 + у2 = С у,  у = 0.      1. 7. x2 + 2xy – y2 – 4x + 8y = C.                                             1. 8. x + 2y + 3 ln(x + y - 2( = C. 
1. 9. 
[image: image372.wmf]2
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 = C,  у =
[image: image373.wmf]3
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[image: image374.wmf]2
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.             1. 11. у = х2.        1. 12. у = х 4
[image: image375.wmf]2
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.        1. 13. у = 
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.        1. 14. у = е х + 
[image: image377.wmf]х
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1. 15. x 3 + 3x2y2 + y 4 = C.                                                      1. 16.  x2 ln y + 
[image: image378.wmf]3
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(y2 + 1)
[image: image379.wmf]2
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 = C.
1. 17. (x + y)(x + y2)2 = C,   ( = x + y2.    
1. 18.  у = 
[image: image380.wmf]2
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 + С,                    1. 19.   у = sin (x + C),                   1. 20.   у = 
[image: image381.wmf]2
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            у = Се – х – х + 1.                           у = ( 1 - особые.                            у = ( 2x - особые.
1. 21.   x = e p + p,                                                      1. 22.  x = 
[image: image382.wmf]3
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             у = e p(p – 1) + 
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1. 23.    x = ln p - 
[image: image386.wmf]p
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 + C,                                        1. 24.   x = t + 2 arctg t + C,
              у = p + ln p.                                                                у = 
[image: image387.wmf]2
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1. 25.      у = 
[image: image388.wmf]2
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 + С х + С 2,                                 1. 26.     у = С ( х – С )2, 
                у = 
[image: image389.wmf]4
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[image: image390.wmf]27
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1.27.         x = 
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1. 29.  у = ( х2 + С.                                                  1. 30.   у = 
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1. 31. у 2 = х ( х + С )2.                                                    1. 32. у = - 
[image: image396.wmf]2
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1. 33.      у = 
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1. 34. у = sh ( x + C1 ) + C2 x + C3.               1. 35.  у = 
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1. 39. у = 
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1. 41. у = С1 х + С2 cos x + C3 sin x.             1. 42. у = С1 (х2 – х + 1) + С2 (х – 1) + 1.  
1. 43. у = С1 х2 + С2 + 
[image: image409.wmf]3
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.                         1. 44. у = C1e – x + C2e x.
1. 45. у = C1e – x + e
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 EMBED Equation.3 [image: image411.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

x

C

x

С

2

3

sin

2

3

cos

3

2

. 1. 46. у = e x (C1 + C2 x) + C3e – x.
1. 47. у = e – x [(C1 + C2 x)cos x + (C3 + C4 x)sin x].
1. 48. у = C1e – x + C2e x + e x
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1. 49. у = C1e – x + C2 + C3 x + 
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1. 50. у = 
[image: image417.wmf]х
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(C1 + C2 ln x).                                  1. 51. у = x (C1 cos ln x + C2 sin ln x) + x ln x.
1. 52.     x = C1e – t + C2e t – 1,                                                        1. 53.   t2 + 
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               у = - C1e – t + C2e t – 1.                                                                  t2 + 
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1. 54.     x = t + 
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                у = C2e
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1. 58.     у = e – 6x (C1 cos x + C2 sin x) ,
              z = e – 6x [(C1 + C2) cos x + (C2 – C1) sin x].
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2. 1. у = х2 + С ; уравнение:    у( = 2х.         2. 2. т = т0 е kt ; уравнение:   
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2. 3. у (С  (  х) = 2а2 ;  уравнения:  ( 
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2. 4.    у = С х2,    уравнения:   ху = 3
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2. 5.  tпад. = 0,1 arctg 20 (c) ;  уравнение:  0,4
[image: image433.wmf]dt

dv

 = - 4 – 4v 2  с  условиями 
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2. 6. Через  20  минут;     уравнение:   
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2. 7. Гипербола   у = 
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2. 9.  а)  x (t) = A sin(( t + (),   где   ( = 
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  - начальная  фаза  вынужденных  колебаний;
                 уравнение  упругих  колебаний  при  сопротивлении  среды  и  при  
                 наличии  внешней  возмущающей  силы: m
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5.4.

6. Окружность   х2 + у2 = р2.                                   7. у (х) ( 
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13.1. Асимптотически  устойчиво.      13.2. Неустойчиво.      13.3. Устойчиво.
14. 1. (0; 0) – неустойчивый  узел;  все  интегральные  кривые, кроме  прямой  
            у = (2 -
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) х.
14. 2. (0; 0), (2; 0) – сёдла  (неустойчивы), (1; 1) – неустойчивый  фокус.

14. 3. (0; - 1), (0; 1) – сёдла  (неустойчивы), (- 1; 0), (1; 0) – центры.
           Качественные  картины  см.  на  стр. 50.
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