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Введение 
В настоящее время имеется большое количество экономических для описа-

ния которых необходимо решать дифференциальные уравнения. В рамках про-
ведения такого моделирования необходимо решать как линейные, так и нели-
нейные дифференциальные уравнения с постоянными и переменными парамет-
рами. В данном пособии приведен обзор методов решения обыкновенных диф-
ференциальные уравнения. Пособие ориентировано на развитие у студентов 
компетенций ОК-15 и ОК-16 образовательного стандарта специальности 
38.03.02  «Менеджмент». В результате изучения раздела математики “Обыкно-
венные дифференциальные уравнения” курса “Математический анализ” сту-
денты должны знать основные понятия теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, уметь решать обыкновенные дифференциальные уравнения 
первого и высших порядков, а также системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. 



1. Основные понятия теории дифференциальных уравнений 
Определение 1 
Уравнение, связывающее независимую переменную x, искомую функцию неза-
висимой переменной y(x) и производные функции y (x) до n-го порядка включи-
тельно называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го поряд-
ка. 
Определение 2 
Пусть F (x,y,…) - непрерывная функция. Уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,...,,,,
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xyd

xd
xyd

xd
xydxyxF

n

n

 

называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, нераз-
решённым относительно старшей производной. 
Определение 3 
Пусть f (x,y,…) - непрерывная функция. Уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

−

xd
xyd

xd
xyd

xd
xydxyxf

xd
xyd

n

n

n

n

1

1

2

2
,...,,,,  

называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, раз-
решённым относительно старшей производной. 
Определение 4 
Функция y =y (x) называется решением (интегралом) дифференциального урав-
нения, если при её подстановке в данное уравнение оно обращается в тождест-
во. 
Определение 5 
Общим решением дифференциального уравнения называется его решение, со-
держащее все постоянные интегрирования. 

Замечание 1 
Количество постоянных интегрирования совпадает с порядком уравнения. 
Определение 6 
Если в общем решении выбрано конкретное значение постоянных интегриро-
вания, то решение называется частным. 
Определение 7 
Особым решением называется такое решением дифференциального уравнения, 
для всех точек которого нарушается свойство единственности. Например, от-
дельные слагаемые могут обращаться в нуль или бесконечность. Особое реше-
ние состоит из особых точек. 
Пример 1 
Рассмотрим уравнения 

x
y

xd
yd 2= , 

x
y

xd
yd

−= , 
yx
yx

xd
yd

−
+

= , 
y
x

xd
yd

−= . 
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Правые части данных уравнений, а также уравнений 

y
x

yd
xd

2
= , 

y
x

yd
xd

−= , 
yx
yx

yd
xd

+
−

= , 
x
y

yd
xd

−=  

разрывны в точке x=0 и y=0. Интегрирование исходных уравнений позволяет 
получить следующие решения 

y = C x2, y = C/ x, ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

x
yarctgCyx exp22 , x2+y2

 = C2. 

Данные особые точки называются соответственно узлом, седлом, фокусом и 
центром. 
Определение 8 
График частного решения называется интегральной кривой. 
Определение 9 
Если решение дифференциального уравнения y =y (x) удовлетворяет начальным 
условиям, т.е. при x=x0, y (x0)=y0, ( ) 00 '' yxy = , ( ) 00 "" yxy = , …, ( )( ) ( )

00
nn yxy = , то 

считается, что оно удовлетворяет задаче Коши. 
Определение 10 
Если решение дифференциального уравнения y=y(x) на интервале x∈[a,b] удов-
летворяет граничным условиям, т.е. при x=a y (a)=ya и при x=b y (b)=yb, то счита-
ется, что оно удовлетворяет краевой задаче. 

2. Задачи, приводящие к решению обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

Необходимость решения дифференциальных уравнений возникает в ряде при-
кладных задачах. Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 2 
Рассмотрим точку, движущуюся вдоль оси Ox со скоростью v (t). Будем также 
считать, что известна абсцисса x0 этой точки в некоторый момент времени t0, 
принятый за начальный. Найдём закон движения данной точки. Под законом 
движения понимается зависимость абсциссы движущейся точки от времени. 
Такая задача сводится к необходимости нахождения решения следующего 
дифференциального уравнения 

( ) ( )tv
td
txd
= . 

Общее решение такого уравнения имеет следующий вид 

( ) ( )∫+=
t

dvCtx
0

ττ . 

Решение имеет единственную постоянную интегрирования, но при t=t0 оно 
должно обращаться в x=x0. Из данного условия получаем 
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( )∫−=
0

0
0

t
dvxC ττ . 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )∫+=∫+∫−=
t

t

tt
dvxdvdvxtx

0

0

0
00

0 ττττττ . 

Пример 3 
Известно, что скорость распада радия прямо пропорционально наличному ко-
личеству радия. Будем считать, что в момент времени t0 имелось M0 г радия. 
Определим массу радия в момент времени t. Обозначим коэффициент пропор-
циональности как a >0. Тогда задача сводится к нахождению такого решения 
дифференциального уравнения 

( ) ( )tMa
td

tMd
−= , 

которое при t=t0 обращается в M=M0. Искомым решением будет убывающая во 
времени экспоненциальная функция 

( ) taeCtM −= . 

Наложенное условие позволяет получить 
0

0
taeMC = . 

Таким образом, решение рассмотренного уравнения, удовлетворяющее нало-
женным условиям, имеет следующий вид 

( ) ( )0
0

ttaeMtM −−= . 

Из рассмотренных примеров следует, что одному и тому же дифференциально-
му уравнению может удовлетворять большое количество функций. Поэтому 
для определения искомой функции задавалось не только дифференциальное 
уравнение, которому она должна удовлетворять, но также и её значение при 
определённом (например, начальном) значении аргумента. В рассмотренных 
примерах начальные значения определяли единственным образом соответст-
вующие им решения дифференциальных уравнений. Нахождение решений 
дифференциального уравнения называется интегрированием данного уравне-
ния. 
Пример 4 
Рассмотрим колебательный контур, состоящий из конденсатора ёмкостью С, 
катушки индуктивностью L, резистора с сопротивлением R и источника ЭДС E. 
(см. рис.11.1). Падение напряжения на  первых трёх  элементах  соответственно  
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R

L C

E  
Рис. 1. 

равно 
C
q  (q – заряд на обкладках конденсатора), 

td
idL  (

td
qdi =  - сила тока) и iR. 

Второй закон Кирхгофа при постоянном значении индуктивности в данном 
случае имеет вид 

( ) ( ) ( ) E
C

tq
td
tqdR

td
tqdL =++2

2
. 

Общее решение такого уравнения имеет представимо в следующей форме 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= t

L
R

CLL
RCt

L
R

CLL
RC

L
CEq

2
1

4
exp

2
1

4
exp 2

2

22

2

1 , 

где C1 и C2 – постоянные интегрирования, t - время. Если 
CLL

R 1
4 2

2
> , получаем 

затухающее во времени решение исходного дифференциального уравнения. Ес-

ли 
CLL

R 1
4 2

2
< , получаем колебательное с уменьшающейся во времени амплиту-

дой решение исходного дифференциального уравнения, т.е. 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= tj

L
R

L
R

CL
Ctj

L
R

L
R

CL
C

L
CEtq

24
1exp

24
1exp 2

2

22

2

1 . 

где 1−=j . Эквивалентная форма записи (с учётом формул Эйлера) данного 
соотношения имеет следующий вид 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= t

L
R

L
R

CL
Ct

L
R

L
R

CL
C

L
CEtq

24
1sin~

24
1cos~

2

2

22

2

1 . 
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Пусть q(0)=q0 и . Из таких начальных условий получаем ( ) 00' =q

CLL
R

L
CE

L
R

CLL
R

L
CEq

L
CEqC 1

4
2

2
1

4 2

2

2

2

001 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= , 

CLL
R

L
CE

L
R

CLL
R

L
CEqC 1

4
2

2
1

4 2

2

2

2

02 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

3. Методы решения дифференциальных уравнений первого порядка 
Определение 11 
Уравнения 

( ) ( ) 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xydxyxF  и ( ) ( )( )xyxf

xd
xyd ,= , 

называются обыкновенными дифференциальными уравнением первого порядка 
неразрешённым и разрешённым относительно первой производной. 
Определение 12 
Пусть в каждой точке (x,y) определён такой угол α, что tg (α)=f (x,y(x)). Тогда 
точка (x,y) вместе с отрезком малой длины, составляющим угол α с положи-
тельным направлением оси абсцисс, называется линейным элементом. 
Определение 13 
Совокупность линейных элементов образует поле направлений, наглядно изо-
бражающее рассматриваемое дифференциальное уравнение. 

Метод изоклин 
Рассмотри уравнение 

( ) ( )( )xyxf
xd
xyd ,= . 

Функция k=f (x,y(x)) является угловым коэффициентом касательной к искомой 
интегральной кривой. Геометрическое место точек, в которых касательные к 
интегральным кривым сохраняют постоянное значение (k =const), называются 
изоклинами. 
Пример 5 
Рассмотрим уравнение 

x
y

xd
yd
= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен от-
ношению k =y/x, т.е. совпадает с угловым коэффициентом прямой, направлен-
ной из начала координат в точку (x,y). Интегральными кривыми в данном слу-
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чае будут линии y = C x (C – постоянная интегрирования), т.к. направления этих 
линий совпадают с направлением поля. 
Пример 6 
Рассмотрим уравнение 

y
x

xd
yd

−= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен от-
ношению k =-x/y. Такой угловой коэффициент и угловой коэффициент каса-
тельной в предыдущем примере удовлетворяют условию ортогональности (т.е. 
интегральная кривая перпендикулярна своей касательной), т.е. –(x/y)(y/x)=-1. 
Поэтому поле направлений, определяемое данным дифференциальным уравне-
нием, ортоганально полю направлений, рассмотренному в предыдущем приме-
ре. Тогда интегральными кривыми в рассмотренном примере являются две по-
луокружности 22 xcy −=  и 22 xcy −−= , образующие окружность с цен-
тром в начале координат и радиусом, равным постоянной интегрирования. 
Пример 7 
Рассмотрим уравнение 

22 yx
xd
yd

+= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен 
22222 kyxconstkyx =+⇔==+ . 

Таким образом, изоклинами являются окружности с центром в начале коорди-
нат и равным k радиусом. Для построения поля направлений присвоим посто-
янной k некоторые определённые значения (см. рис. 11.2). 

 
Рис. 2. 

Теперь можно приближённо провести искомые интегральные кривые, похожие 
на y = C x2 (C – постоянная интегрирования). 
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Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
Определение 14 
Если обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка представи-
мо в следующей форме 

( ) ( )xgyf
xd
yd
= , 

где f (y)≠0, то оно называется уравнением с разделяющимися переменными. Для 
его решения разделим переменные. Тогда 

( ) ( ) xdxg
yf
yd

= . 

Интегрирование такого уравнения позволяет получить 

( ) ( ) Cxdxg
yf
yd

+∫=∫ . 

Если необходимо выделить частное решение, удовлетворяющее условиям y(x0) 
=y0, тогда решение рассматриваемого дифференциального уравнения может 
быть представлено в следующей форме 

( ) ( )∫=∫
x

x

y

y
xdxg

yf
yd

00

. 

Пример 8 
Решим уравнение 

y
x

xd
yd

−= . 

Далее разделим переменные. Тогда 
y d y+x d x=0. 

В окончательном виде решение данного уравнения представимо в следующей 
форме 

y2+x2=C. 

Пример 9 
Найдём решение уравнения 

( ) ( )2expln xy
xd
yd
= . 

Далее разделим переменные. Тогда 
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( ) ( ) xdx
y
yd 2exp

ln
= . 

В окончательном виде решение данного уравнения представимо в следующей 
форме 

( ) ( ) Cxdx
y
yd

+∫=∫ 2exp
ln

. 

Полученные интегралы не вычисляются в элементарных функциях, но рассмат-
риваемое дифференциальное уравнение считается проинтегрированным, т.к. 
решение доведено до квадратур. 
Уравнения, приводящиеся к уравнениям с разделяющимися переменными 

Рассмотрим уравнение 

( )ybxaf
xd
yd

+= , 

где a и b - постоянные величины. Замена переменных z = a x +b y позволяет пре-
образовать данное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными. 
Переходя к новым переменным, получаем 

xd
ydba

xd
zd

+= , ( )zfba
xd
zd

+= . 

Разделение переменных приводит к следующему результату 

( ) xd
zfba

zd
=

+
. 

Общий интеграл такого уравнения имеет вид 

( ) C
zfba

zdx +∫
+

= . 

Пример 10 
Найдём решение уравнения 

yx
xd
yd

+= 2 . 

Замена переменных z = a x +b y приводит к следующему результату 

2−=
xd
zd

xd
yd , z

xd
zd

=− 2 . 

Разделение переменных в новом уравнении позволяет получить 
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2+
=

z
zdxd . 

В результате последовательных интегрирования и потенцирования получаем 
x2+ln |C|=ln |z+2|⇒z=Cex-2. 

Возвращение к исходным переменным приводит к решению исходного диффе-
ренциального уравнения в окончательной форме 

2x+y=Cex-2⇔y=Cex-2x-2. 

Пример 11 
Решим уравнение 

11
+

−
=

yxxd
yd . 

Замена переменных z=x-y позволяет получить 

xd
zd

xd
yd

−=1 , 111 +=−
zxd

zd . 

Такая система уравнений может быть преобразована к одному уравнению 

zxd
zd 1

−= . 

Последовательные разделение переменных и интегрирование приводят к сле-
дующему решению данного уравнения 

z d z =-d x, z2=C-2x. 

Возвращение к исходным переменным позволяет получить искомое решение в 
окончательной форме 

(x-y)2=C-2x⇔ xCxy 2−= m . 

К уравнениям с разделяющимися переменными также приводятся 
Однородные дифференциальные уравнения 

Рассмотрим следующее уравнение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

xd
yd . 

После подстановки z=y/x или y =z⋅x получаем 

( )zfz
xd
zdx

xd
yd

=+= . 
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Разделение переменных приводит к следующему результату 

( ) x
xd

zzf
zd

=
−

. 

Общий интегрирование такого уравнения имеет вид 

( ) Cz
zzf

zd lnln +=∫
−

. 

Потенцирование такого соотношения позволяет получить 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

−
=

zzf
zdCx exp . 

Пример 12 
Найдём форму зеркала, собирающего параллельные лучи в одну точку. Для ре-
шения данной задачи будем считать, что лучи падают параллельно оси Ox 
справа. Из соображений симметрии следует, что форма поверхности зеркала 
является поверхностью вращения. Примем плоскость Oxy за мередианную 
плоскость данной поверхности. В сечении находится искомая кривая y =y (x). 
Если воспользоваться условием, что угол падения ϕ равен углу отражения (как 
следствие – равны соответствующие тангенсы, выраженные через x, y (x) и 

), можно получить искомое дифференциальное уравнение в следующем 
виде 
( )xy'

( )
22 xyx

y
xd
ydtg

++
==ϕ . 

Преобразуем данное уравнение к эквивалентной форме 

xdxyydyxdx 22 +=+ . 

Умножим полученное уравнение на функцию 221 xy +=µ , т.е. 

xd
xy

ydyxdx
=

+

+
22

. 

Интегрирование позволяет получить 

Cxxy +=+ 22 . 

Решением данного уравнения является квадратичная парабола 
y2=2C(x+C/2). 

Пример 13 
 12



Рассмотрим уравнение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
222

111
cybxa
cybxaf

xd
yd . 

Такое уравнение может быть преобразовано к однородному уравнению после 
переноса начала координат в точку (x1,y1) пересечения прямых a1x1+b1y1+c1=0 и 
a2x2+b2y2+c2=0. В новых координатах X=x-x1 и Y=y-y1 рассматриваемое уравне-
ние принимает следующий вид 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
X
YF

XYba
XYbaf

YbXa
YbXaf

Xd
Yd

22

11

22

11 , 

соответствующий однородному уравнению. 
Уравнение в полных дифференциалах 

Рассмотрим уравнение 
M(x,y)d x+N(x,y)d y=0. 

Если левая часть такого уравнения является дифференциалом некоторой функ-
ции d U (x,y), то рассмотренное уравнение называется уравнением в полных 
дифференциалах. Тогда 

d U(x,y)=M(x,y)d x+N(x,y)d y=0. 

Интегрирование такого уравнения позволяет получить 
U(x,y)=C. 

Для того, чтобы левая часть исходного уравнения являлась полным дифферен-
циалом функции d U (x,y) необходимо и достаточно выполнения сформулиро-
ванного Эйлером условия 

( ) ( )
x

yxN
y

yxM
∂

∂
≡

∂
∂ ,, . 

Функцию U (x,y) можно также восстановить из полного дифференциала с по-
мощью следующего соотношения 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫+∫=
yx

yx

yx

yx
ydyxNxdyxMyxU

,

0,0

,

0,0
,,, . 

Пример 14 
Рассмотрим уравнение 

(x+y+1) d x+(x-y2+3) d y=0. 

Равенство друг другу производных 
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( ) ( )
x
yx

y
yx

∂
+−∂

=
∂

++∂ 31 2
⇔1=1 

подтверждает, что исходное уравнение является уравнением в полных диффе-
ренциалах. Далее вычисляем интеграл ( ) ( ) yCxdyxMyxU ( )+∫= ,, . Тогда 

( ) ( )yCxyxxyxU +++=
2

,
2

. 

Вычисление производной ( )
y

yxU
∂

∂ ,  позволяет получить 

( ) ( ) ( ) 22 33, y
y
yCyx

y
yCx

y
yxU

−=
∂

∂
⇔+−=

∂
∂

+=
∂

∂ . 

Восстановление C(x,y) по её производной приводит к следующему результату 

( )
3

3
3

1

yCyyC −+= . 

В окончательной форме искомая функция U(x,y) определяется соотношением 

( ) 1

32

3
3

2
, CyyxyxxyxU +−+++= , 

где C1 – постоянная интегрирования. 
Интегрирующий множитель 

Часто левая часть уравнения 
M(x,y) d x+N(x,y) d y=0 

не является уравнением в полных дифференциалах. Но иногда удаётся подоб-
рать такой множитель µ (x,y), который приводит рассматриваемое уравнение в 
уравнение в полных дифференциалах, т.е. 

d U(x,y)=µ (x,y)M(x,y)d x+µ (x,y)N(x,y)d y=0 

В таком случае функция µ (x,y) называется интегрирующим множителем для 
рассматриваемого уравнения. 
Пример 15 
Рассмотрим уравнение 

x d x+y d y+x2
 (x2+y2) d x=0. 

Умножим левую часть уравнения на функцию µ (x,y)=1/(x2+y2), т.е. 

02
2222 =+

+
+

+
xdx

yx
ydy

yx
xdx . 
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Проверка с использованием соотношения 
( ) ( )

x
yxN

y
yxM

∂
∂

=
∂

∂ ,,  

подтверждает, что полученное соотношение является уравнением в полных 
дифференциалах. Тогда уравнение с учётом интегрирующего множителя легко 
интегрируется 

( ) 1

3
22 ln

3
ln

2
1 Cxyx =++ ⇔ ( ) ( )21

3
22 ln

3
2ln Cxyx =++ . 

Потенцирование данного соотношения позволяет получить 

( ) Ceyx x =+ 3222 3
. 

В общем виде интегрирующий множитель может быть определён с помощью 
следующего соотношения 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
x

yxNyx
y

yxMyx
∂

∂
=

∂
∂ ,,,, µµ . 

Линейное уравнение 
Линейным уравнением называется уравнение, линейное относительно искомой 
функции, т.е. 

( ) ( )xfyxp
xd
yd

=+ , 

где p(x) и f (x) – известные функции. Если f (x)=0, то оно называется однород-
ным. Если f (x)≠0, то оно называется неоднородным. Однородное уравнение 
может быть решено методом разделения переменных. Тогда 

( )∫−⋅= xdxpeCy . 

Для решения неоднородного уравнения может быть использован 
Метод вариации произвольной постоянной 

В рамках данного метода решение однородного уравнения подставляется в ис-
ходное неоднородное уравнение. Но при этом считается, что постоянная интег-
рирования c является функцией независимой переменной x, т.е. c =c(x). После 
рассмотренной подстановки получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfexcxpexpxce
xd
xcd xdxpxdxpxdxp =+− ∫−∫−∫− ⇔ 

⇔
( ) ( ) ( )∫−= xdxpexf
xd
xcd . 
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Тогда 

( ) ( ) ( )
1Cxdexfxc vdvp +∫= ∫ . 

Пример 16 
Найдём решение уравнения 

2x
x
y

xd
yd

=− . 

Решением однородного уравнения является следующая функция 
y =C x. 

Далее считаем C функцией x. Тогда 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x

xd
xCdx

xd
xCdxx

x
xxCxC

xd
xCdx =⇔=⇔=−+ 22 . 

Решение уравнения для C(x) и его подстановка в решение однородного уравне-
ния для y (x) позволяет получить 

y = x (C1+x2/2). 

Пример 17 
Определим функцию y (x) из уравнения 

( ) ( )xxxctgy
xd
yd sin2=− . 

Решением однородного уравнения является функция 
y =C⋅sin(x). 

Вариация постоянной C приводит к следующему результату 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⇔=−+ xxxctgxxCxxCx
xd
xCd sin2sincossin  

( ) ( ) ( ) ( ) x
xd
xCdxxx

xd
xCd 2sin2sin =⇔=⇔ . 

Общий интеграл данного уравнения определяется соотношением 
y =(C1+x2) sin(x). 

Некоторые нелинейные уравнения могут быть сведены к линейным заменой 
переменных. Примером таких уравнений является 

Уравнение Бернулли 
Данное уравнение имеет следующий вид 
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( ) ( ) nyxfyxp
xd
yd

=+ , 

где n≠1. Разделим правую и левую часть уравнения Бернулли на y 
n

 (x), т.е. 
( ) ( )xf

y
xp

xd
yd

y nn =+ −1
1 . 

Замена переменной z(x)=yn-1(x) приводит рассматриваемое уравнение к сле-
дующему виду 

( ) ( )xfzxp
xd
zd

n
=+

−1
1 . 

Пример 18 
Решим уравнение 

y
x

x
y

xd
yd

22

2
+= . 

Преобразуем его к виду 

2
2

2 x
x
y

xd
ydy += . 

Проведём замену переменных y2=z. Тогда 
2x

x
z

xd
zd

+= . 

Интегрирование данного уравнения приводит к следующему результату 
z = x (C1+x2/2). 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем 
y2

 = x (C1+x2/2). 

Уравнение Риккарти 
Такое уравнение в общем случае имеет следующий вид 

( ) ( ) ( )xfyxqyxp
xd
yd

=++ 2 . 
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Данное уравнение не интегрируется в квадратурах, т.е. в общем случае его ре-
шение не может быть найдено в элементарных функциях. Однако, если извест-
но одно частное решение уравнения Риккарти y1(x), то заменой y(x)=y1(x)+ z(x) 
рассматриваемое уравнение можно преобразовать в уравнение Бернулли. После 
проведения рассмотренной замены получаем 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfzxqzyxqyxqzxpyxp
xd
zd

xd
yd

=++++++ 2
1

2
11

1 2 . 

Из-за того, что y1(x) является решением уравнения Риккарти, сумма соответст-
вующих членов уравнения равна нулю. Тогда 

( ) ( )[ ] ( ) ( )xfzxqzyxqxp
xd
zd

=+++ 2
12 . 

Пример 19 
Рассмотрим уравнение 

2
2 2

x
y

xd
yd

−= . 

Частным решением такого уравнения является следующая функция y1(x)=1/x. 

Полагая y(x) = z(x)+1/x, получаем ( ) ( ) 2
1''
x

xzxy −= . Тогда 

x
zz

xd
zd

xx
z

xxd
zd 2211 2

2

2

2 +=⇔−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=− . 

Данное уравнение является уравнением Бернулли. Приводим его к следующему 
виду 

121
2 +=

zxxd
zd

z
. 

Замена переменных z=1/u позволяет получить 

12 −−=
x
u

xd
ud . 

Последовательные разделение переменных, интегрирование и потенцирование 
дают связь между u и x 

x
xd

u
ud 2−= ; 2lnln2ln

x
CuCxu =⇔+−= . 

Вариация постоянной приводит к следующему результату 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1221 3

1
2

332
xCxCx

xd
xCd

x
xC

x
xC

xd
xCd

x
−=⇒−=⇔−−=− . 

Тогда 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3
1 3

12
xC

x
xu ⇒ ( ) 3

1

2

3
3

xC
xxz
−

= ⇒ 

⇒ ( ) 23
1

2 1
3

3
xxC

xxy −
−

= ⇔ ( ) ( )3
1

2
1

34

3
33
xCx

Cxxxy
−
−+

= . 

Уравнение Клеро 
Уравнением Клеро называется следующее уравнение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

xd
ydg

xd
ydxy . 

Общий интеграл уравнения Клеро имеет вид 
y = x C +g (C), 

где C – произвольная постоянная. 

4. Дифференциальные уравнения второго порядка 
В данном разделе рассматриваются методы интегрирования дифференциальных 
уравнений второго порядка. Данные методы обобщаемы и на случай уравнений 
более высокого порядка 
Определение 15 
Уравнения 

( ) ( ) ( ) 0,,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyxF  и ( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

xd
xydxyxf

xd
xyd ,,2

2
 

называются обыкновенными дифференциальными уравнениями второго поряд-
ка, соответственно неразрешённым и разрешённым относительно старшей про-
изводной. 

Замечание 2 

Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка имеет сле-
дующий вид: при x =x0 искомая функция и её первая производная соответст-
венно равны y(x0) = y0, . ( ) 00' yxy =

Понижение порядка дифференциальных уравнений 
4.1. Уравнение, не содержащее искомой функции 

Рассмотрим уравнение, не содержащее искомой функции, т.е. 

( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxF . 
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В данном случае замена искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz =  позволяет понизить 

порядок уравнения, т.е. 

( ) ( ) 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xzdxzxF . 

После нахождения решения z = z (x) функция y =y (x) находится интегрированием 
( ) ( ) Cxdxzxy +∫= . 

Пример 20 
Рассмотрим уравнение 

01
2

2
=−

xd
yd

xxd
yd . 

Проведём замену искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz = . Тогда 

0=−
x
z

xd
zd . 

Разделение переменных позволяет получить 

x
xd

z
zd
= . 

Результат интегрирования данного уравнения имеет вид 
z = C1 x. 

Возвращение к исходной искомой функции приводит к следующему соотноше-
нию 

y =C2+ C1 x2/2. 

4.2. Уравнение, не содержащее независимой переменной 
Рассмотрим уравнение, не содержащее независимой переменной, т.е. 

( ) ( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyF . 

Тогда замена искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz =  позволяет понизить порядок 

уравнения, т.е. 
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xd
ydz = ; 

yd
zdz

xd
yd

yd
zd

xd
yd

xd
zd

=== 2

2
. 

Таким образом, достигается понижение порядка исходного дифференциального 
уравнения за счёт его сведения к следующему виду 

( ) ( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyF → ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
yd
yzdyzyF ,,~ . 

Тогда после решения уравнения в переменных (y,z), полученное уравнение 
формально интегрируется в исходных переменных (x,y). 
Пример 21 
Рассмотрим уравнение 

0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

xd
ydy . 

Проведём замену искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz = . Тогда получаем уравнение с 

разделяющимися переменными 

02 =− z
yd
zdzy . 

Последовательные разделение переменных и интегрирование приводят к сле-
дующему результату 

xd
ydyCzCyz

y
yd

z
zd

==⇔+=⇒= 11lnlnln . 

Повторные последовательные разделение переменных и интегрирование позво-
ляют получить общее решение исходного уравнения в окончательном виде 

xCeCyCxCyxdC
y
yd 1

2211 lnln =⇔+=⇒= . 

4.3. Левая часть уравнения является полным дифференциалом функции 
Рассмотрим уравнение, левая часть которого является производной некоторого 
дифференциального выражения, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,~,,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xydxyxF

xd
d

xd
xyd

xd
xydxyxF . 

Тогда формальным интегрированием левой и правой частей уравнения получа-
ем так называемый “первый интеграл”, т.е. 
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( ) ( )
1,,~ C

xd
xydxyxF =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Пример 22 
Рассмотрим уравнение 

0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

xd
yd

xd
ydy . 

Такое уравнение эквивалентно следующему 

0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
ydy

xd
d . 

Первый интеграл такого соотношения имеет вид 

1

2

1 2
1 C

xd
ydC

xd
ydy =⇔= . 

Являющийся в данном случае вторым общий интеграл вычисляется аналогич-
но, т.е. 

y2
 =2 C1 x+C2. 

Пример 23 
Рассмотрим уравнение 

0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

xd
ydy . 

Преобразуем данное уравнение к следующей форме 

0101
2

2

2

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

yxd
d

xd
yd

xd
ydy

y
. 

Первый интеграл данного соотношения имеет вид 

1
1 C

xd
yd

y
= ⇔ 1ln Cy

xd
d

= . 

Являющийся в данном случае вторым общий интеграл вычисляется аналогич-
но, т.е. 

21
~ln CxCy += ⇔ xCeCy 1

2= . 
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4.4. Понижение порядка уравнения, имеющего одинаковые коэффициенты пе-
ред искомой функцией и её производными 

Рассмотрим уравнение, имеющее одинаковые коэффициенты перед искомой 
функцией и её производными (оно также имеет название однородного относи-
тельно искомой функции и её производных), т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xydk

xd
xydkxykxFk

xd
xydk

xd
xydkxykxF p

2

2

2

2

,,,~,,, . 

Порядок такого уравнения может быть понижен на единицу с помощью сле-
дующей замены: ( ) ( )∫= xdxzexy . Вычисление производных от искомой функции 
подтверждает понижение порядка, т.е. 

( ) ( ) ( )∫= xdxzexz
xd
xyd , ( ) ( ) ( ) ( )∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= xdxze

xd
xzdxz

xd
xyd 2

2

2
. 

Решение линейного дифференциального уравнения второго порядка 
Линейным дифференциальным уравнением второго порядка называется урав-
нение следующего вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbxyxa
xd
xydxa

xd
xydxa =++ 012

2

2 .   (1) 

Замечание 3 
Порядок указывает на то, что решение уравнения должно содержать две по-
стоянные интегрирования. Если известны два линейно независимых частных 
решения рассматриваемого дифференциального уравнения y1(x) и y2(x), то 
структура общего решения такого уравнения представима в виде 

y (x) =C1 y1(x)+C2 y2 (x), 

где C1 и C2 – постоянные интегрирования. 
Определение 16 
Если b(x)=0, то дифференциальное уравнение (1) называется однородным. В 
противоположном случае данное уравнение называется неоднородным. 
Определение 17 
Если a0(x)=const0, a1(x)=const1, a2(x)=const2 и b(x)=constb, то дифференциальное 
уравнение (11.1) называется уравнением с постоянными коэффициентами. 
Определение 18 
Функции y1(x), y2(x), … называются линейно зависимыми на отрезке x∈[a,b], 
если существуют такие постоянные величины α1, α2, … (хотя бы одна из них не 
равна нулю), что на данном отрезке выполняется соотношение 

α1 y1 (x)+α2 y2 (x)+…≡0. 
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Если данное тождество выполняется только при α1≡α2≡…≡0, то функции y1(x), 
y2(x), … называются линейно независимыми на отрезке x∈[a,b]. 

Метод Эйлера 
Метод Эйлера применяется для решения линейного однородного дифференци-
ального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. В качестве 
примера рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 

( ) ( ) ( ) 0012

2

2 =++ xya
xd
xyda

xd
xyda . 

Подстановка y(x)=eλ 
x преобразует рассмотренное дифференциальное уравнение 

в алгебраическое 
a2 λ2eλ 

x+a1 λeλ 
x+a0 eλ 

x=0, 

называемое “характеристическим”. Далее сокращаем каждый из членов урав-
нения на ненулевой множитель eλ 

x. Тогда параметр λ определяется корнями 
следующего квадратичного полинома 

a2 λ2+a1 λ+a0 =0. 

Искомые корни определяются с помощью стандартного соотношения 

20
2
1

22

1
2,1 4

2
1

2
aaa

aa
a

−±−=λ . 

В окончательной форме искомое решение рассматриваемого уравнения имеет 
следующий вид 

( ) xx eCeCxy 21

21
λλ += . 

Если параметры λ получаются комплексными, то в зависимости от значения 
корней представляет интерес тригонометрическая или смешанная (экспоненци-
ально-тригонометрическая) форма решения дифференциального уравнения (с 
применением формул Эйлера). 
Пример 24 
Решим уравнение 

0542

2
=++ y

xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y(x)=eλ 
x позволяет получить следующее характеристическое урав-

нение 
λ2+4 λ+5 =0. 

Его корни равны следующим величинам: λ1,2=-2±j, 1−=j . Тогда искомое ре-
шение рассматриваемого уравнения имеет следующий вид 
 24



y (x)=e 
-2x[C1e 

j
 
x+C2 e 

–j
 
x]. 

После незначительных преобразований с использованием формул Эйлера полу-
чаем 

( ) ( ) ( )[ ]xCxCexy x sin~cos~
21

2 += − . 

Пример 25 
Решим уравнение 

0232

2
=+− y

xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y (x)=eλ 
x позволяет получить характеристическое уравнение 

λ2-3 λ+2 =0. 

Его корни равны: λ1=1 и λ2=2. Тогда искомое решение данного уравнения имеет 
следующий вид 

y (x)=C1e 
x+C2 e2

 
x. 

Если среди корней характеристического уравнения имеются кратные (в случае 
дифференциального уравнения второго порядка возможно два кратных корня), 
то решение необходимо искать в другом виде, т.е. 

y (x)=(C1+C2x) eλ 
x. 

Пример 26 
Решим уравнение 

0222

2
=+− y

xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y(x)=eλ 
x позволяет получить следующее характеристическое урав-

нение 
λ2-4 λ+4 =0. 

Его корни равны следующим величинам: λ1=λ2=2. Тогда искомое решение рас-
сматриваемого уравнения имеет вид 

y (x)=(C1+C2x) e 
2x. 

Формула Лиувилля 
Пусть y1(x) и y2(x) – два линейно независимых решения однородного обыкно-
венного дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэф-
фициентами. Если одно из них (например, y1(x)) известно, то второе может быть 
определено с помощью формулы Лиувилля 
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( )
( )

( )( )∫ ∫−= xdxdxa
xy

xyCy 12
1

112 exp1 , 

где C - произвольная постоянная. Частное решение соответствующего неодно-
родного уравнения определяется с помощью следующего соотношения 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 212
1

1
11

1

2 expexp Cxdxdxaxyxb
C

xyxdxdxaxyxb
C

xyys +∫ ∫−∫ ∫= . 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго по-
рядка с переменными коэффициентами 

Рассматриваемое уравнение имеет следующий вид 

( ) ( ) ( ) bxya
xd
xyda

xd
xyda =++ 012

2

2 . 

Общее решение данного уравнения представимо в форме 
y (x)=C1y1(x)+C2y2(x)+ys(x), 

где ys(x) - частное решение дифференциального уравнения, остальная часть - 
общее решение соответствующего однородного уравнения. Иногда удаётся по-
добрать частное решение. Например, у уравнения 

( ) ( ) xxy
xd

xyd
=+2

2
 

частным решением является функция ys(x)=x. Часто частные решения определя-
ют для некоторых специальных зависимостей b(x). Пусть функция b(x) = Qk(x) 
⋅emx, где Qk(x) – многочлен степени k. Тогда частное решение ищется в виде: 
ys(x) = Rk(x)emx (если m не является корнем характеристического уравнения) или 
ys(x)=xq-1⋅Rk(x)emx (если m является q-кратным корнем характеристического урав-
нения), где Rk(x) - полином с неопределёнными пока коэффициентами. Пусть 
функция b(x)=Qk(x)emxsin(ω x) или b(x)=Qk(x)emxcos(ω x), где Qk(x) - многочлен 
степени k. Тогда частное решение определяется в виде: ys(x)=emx[Rk(x)cos (ω x) + 
Sk(x)sin(ω x)] (если m не является корнем характеристического уравнения) или 
ys(x)=xq-1emx[Rk(x) cos(ω x)+Sk(x)sin(ω x)] (если m является q-кратным корнем ха-
рактеристического уравнения), где Rk(x) и Sk(x) - полиномы с неопределёнными 
пока коэффициентами. 
Метод вариации произвольных постоянных для линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения второго порядка 
Если общее решение однородного уравнения найдено, а нахождение частного 
решения неоднородного уравнения затруднено, то можно воспользоваться ме-
тодом вариации произвольных постоянных. Данный метод заключается в том, 
чтобы в общем решении однородного уравнения 
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y (x)=C1y1(x)+C2y2(x) 

объявить произвольные постоянные объявить функциями независимой пере-
менной, т.е. 

y (x)=C1(x) y1(x)+C2(x) y2(x) 

и подобрать их таким образом, чтобы получившееся решение удовлетворяло бы 
неоднородному уравнению. Для этого необходимо сформулировать два допол-
нительных условия, которые могут быть представлены в следующей форме 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

xb
xd

xyd
xd

xCd
xd
xyd

xd
xCd

xy
xd

xCdxy
xd
xCd

2211

2
2

1
1 0

. 

Пример 27 
Рассмотрим колебание тела массы m на пружине жёсткости k. Потери энергии 
учитывать не будем. Зависимость координаты тела от времени описываются 
вторым законом Ньютона 

( ) ( ) ( ) ( ) 00 2

2

2

2
=+⇔=+ tx

m
k

td
txdtxk

td
txdm . 

Общее решение данного уравнения описывается следующим соотношением 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kCt

m
kCtx sincos 21 . 

Такие колебания тела называются собственными. Далее рассмотрим вынужден-
ные колебания тела, т.е. при воздействии внешней силы. Тогда второй закон 
Ньютона записывается в следующей форме 

( ) ( ) ( )tftx
m
k

td
txd

=+2

2
. 

Для нахождения зависимости координаты колеблющегося тела от времени про-
варьируем произвольные постоянные. Тогда 

( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

tft
m
k

td
tCd

m
kt

m
k

td
tCd

m
k

t
m
k

td
tCdt

m
k

td
tCd

cossin

0sincos

21

21

. 

Преобразуем данную систему к следующему виду 
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( ) ( )

( ) ( )⎪
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⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
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⎝

⎛
−=

t
m
ktf

k
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td
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t
m
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k
m

td
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sin

2

1

 

Интегрирование данной системы позволяет получить следующий результат 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

22

11

~cos

~sin

Ctdt
m
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k
mtC

Ctdt
m
ktf

k
mtC

 

Закон изменения координаты колеблющегося тела под действием внешней си-
лы в окончательном виде определяется следующим соотношением 

( ) ( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kCtdt

m
ktf

k
mtx cos~sin 1  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ t

m
kCtdt

m
ktf

k
m sin~cos 2 , 

где  и  - постоянные интегрирования. В качестве частного случая внешней 
силы рассмотрим гармоническое воздействие f (t)=Acos(ω  t). Тогда 

1
~C 2

~C

( ) ( ) ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠
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1 ω  
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ω
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2
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. 

Из данного соотношения следует, что с уменьшением разницы между частотой 
внешнего воздействия ω и собственной частотой колебаний mk  неограни-
ченно увеличивается амплитуда колебаний тела. Такое явление называется “ре-
зонанс”. 
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5. Системы линейных дифференциальных уравнений. 
Нормальные системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка 
К нормальным системам относятся системы следующего вида 

( ) ( ) ( ) ( )
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⎪
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Пусть коэффициенты уравнений постоянны. Для нахождения решения такой 
системы решим следующее характеристическое уравнение 

0

...
............

...

...

21

22221

11211

=

−

−
−

λ

λ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

. 

Каждому корню λi характеристического уравнения соответствует система част-
ных решений 

y1(x)=A1exp(λi x), y2(x)=A2exp(λi x), …, yn(x)=Anexp(λi x). 

Коэффициенты Ai определяются из следующей системы линейных однородных 
алгебраических уравнений 
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Из этой системы могут быть определены только отношения Ai. Поэтому полу-
ченная данным способом система частных решений для каждого λi будет со-
держать единственную произвольную постоянную. Если все корни характери-
стического уравнения различны, то сумма всех частных решений будет содер-
жать n независимых произвольных постоянных. Такая сумма частных решений 
даёт общее решение исходной системы дифференциальных уравнений. Если 
хотя бы один корень λi характеристического уравнения имеет кратность q, то 
этому корню будет соответствовать система частных решений вида 

y1(x)=A1(x) exp(λi x), y2(x)=A2(x) exp(λi x), …, yn(x)=An(x) exp(λi x), 
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где Ai(x) – многочлены степени не выше q-1. После подстановки этих выраже-
ния с неопределёнными коэффициентами в данную систему и приравнивания 
(после сокращения экспоненциального множителя) коэффициенты при одина-
ковых степенях x в правых и левых частях равенств получаются уравнения, по-
зволяющие определить все неизвестные коэффициенты. 
Пример 28 
Найдём решение системы уравнений 
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Характеристическое уравнение данной системы имеет следующий вид 

( )( ) 016
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Для простого корня λ=6 получается следующая система уравнений для коэф-
фициентов Ai, i∈[1,3] 
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Корни этой системы равны следующим величинам: A1=0, A2=A3/2=C1. Тогда: 
y1(x)=0, y2(x)=C1e6x, y3(x)=2C1e6x. Для кратного корня λ=1 искомые решения сис-
темы с учётом неопределённых коэффициентов определяются соотношениями 

y1(x)=(P1x+Q1)ex, y2(x)=(P2x+Q2)ex, y3(x)=(P3x+Q3)ex. 
После подстановки предполагаемой формы решения в исходную систему урав-
нений, сокращения на ex и приведения подобных получаем систему уравнений 
для коэффициентов Pi и Qi
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Приравнивание друг другу коэффициентов при различных степенях x преобра-
зует полученную систему в следующие две 
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Решение этих систем позволяет получить 
P1=5C2, P2=C2, P3=7C2; Q1=5C3-6C2, Q2=C2, Q3=7C3-11C2. 

В таком случае общее решение уравнения имеет вид 
y1(x)=(5С2x+5С3-6С2) ex, y2(x)=C1e6x+(С2x+С3) ex, y3(x)=2C1e6x+(7С2x+7С3-11С2) ex. 

Системы однородных обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка 

Рассматриваемые системы уравнений имеют вид 
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Данная система может быть также записана в более компактной форме 
( ) ( ) 0

11
=∑+∑

==

n

k
kik

n

k

k
ik xyb

xd
xyda , i∈[1,n]. 

Если определитель матрицы, состоящей из коэффициентов aik, не равен нулю, то 
данная система может быть приведена к нормальному виду. Однако решение 
рассматриваемой системы может быть получено без её преобразования. Харак-
теристическое уравнение данной системы имеет следующий вид: |aikλ+bik|=0. 
Коэффициенты Ai, соответствующие простому корню λi, определяется из урав-
нений 

( ) 0
1

=∑ +
=

n

k
kikiik Aba λ , i∈[1,n]. 

В остальном методика нахождения решения данной системы та же, что и в слу-
чае нормальной системы. Системы дифференциальных уравнений, у которых 
определитель матрицы, состоящей из коэффициентов aik, равен нулю, необхо-
димо дополнительно исследовать. 
Пример 29 
Найдём решение системы уравнений 
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Характеристическое уравнение данной системы имеет следующий вид 
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Найдём коэффициенты A1 и A2 для λ1=-2. В данном случае 
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Решением данной системы являются следующие значения коэффициентов Ai: 
A2=2A1=2C1. Далее найдём коэффициенты  и  для λ1

~A 2
~A 2=1. Соответствующая 

система уравнений имеет вид 
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Решением данной системы являются следующие значения искомых коэффици-
ентов . Таким образом, общее решение имеет вид 212 3~3~ CAA ==

y1(x)=C1e-2x+C2ex, y2(x)=2C1e-2x+3C2ex. 
Системы неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого порядка 
Общий вид таких систем 
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Данная система может быть представлена в следующей, более компактной, 
форме 
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xyda i
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== 11
, i∈[1,n]. 
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Рассмотрим решение данной системы с помощью метода вариации произволь-
ной постоянной. Общее решение однородной системы подставляется в неодно-
родную. При этом постоянные интегрирования Ci считаются функциями неза-
висимой переменной x, т.е. Ci=Ci(x). При этом в выражениях для производных 
искомых функций появятся члены, содержащие производные от искомых 
функций, а также члены, содержащие производные от Ci(x) 
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Первые члены компенсируются более поздними слагаемыми уравнений рас-
сматриваемой системы (т.к. являются решениями однородной системы), т.е. 
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Далее из этой системы находятся функции Ci(x). 
Пример 30 
Найдём решение системы уравнений 
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Решение соответствующей однородной системы, найденное в предыдущем при-
мере, имеет следующий вид 

y1(x)=C1e-2x+C2 ex, y2(x)=2C1e-2x+3C2ex. 
Далее постоянные Ci будем считать функциями независимой переменной x, т.е. 
Ci=Ci(x). Тогда 
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Приведение подобных и сокращение экспоненты позволяет получить следую-
щую систему уравнений 
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которая приведением подобных может быть преобразована к более простой 
форме 
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xCd 22

13
10 −−= . 

Решение такой системы имеет вид 
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Общее решение исходной системы неоднородных уравнений представимо в 
следующей форме 
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Системы однородных обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка 

Данные системы уравнений имеют вид 
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Рассматриваемая система также может быть представлена в более компактной 
форме 
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k
ik xyc

xd
xydb

xd
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Такие системы решаются аналогично системам дифференциальных уравнений 
первого порядка, т.е. в виде линейной комбинации частных решений 

, где параметры λ( ) x
ii

ieAxy λ= i определяются из характеристического уравнения 

|aikλ2+bikλ+cik|=0. 
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Параметры Ai определяются из соответствующих линейных алгебраических 
уравнений. 



6. Приложения дифференциальных уравнений в экономике 
Пример 31 
Пусть y(t) - объем продукции некоторой отрасли, реализованной к моменту 
времени t. Будем полагать, что вся производимая отраслью продукция реализу-
ется по некоторой фиксированной цене p, т.е. выполнено условие ненасыщае-
мости рынка. Тогда доход к моменту времени t составит . )()( tpyty =
Обозначим через I(t) величину инвестиций, направляемых на расширение про-
изводства. В модели естественного роста полагают, что скорость выпуска про-
дукции (акселерация) пропорциональна величине инвестиций, имеет место 
дифференциальное уравнение 

)()( tIty α=′  
Полагая, что величина инвестиций I(t) составляет фиксированную часть дохода, 
получим 

)()()( tmpytmYtI == , 
где коэффициент пропорциональности m (так называемая норма инвестиций) - 
постоянная величина, 0<m<1.  
Подставляя последнее выражение для I(t) в дифференциальное уравнение, по-
лучим )(tmpyy α=′ , обозначим k=α mp, тогда )(tyky =′ . 
Данное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными. Его 
решение определяется в рамках стандартной методики, т.е. 

;tdk
y

dy
=  ;ln||ln Ckty +=  ;ln tk

C
y
=  ;tke

C
y
=  . ktCey =

При начальных условиях )  решение можно записать в виде ( 00 tyy =
)(

0
0)( ttkeyty −= . 

На практике условие насыщаемости рынка может быть принято только для дос-
таточно узкого времени интервала. В общем случае кривая спроса, т.е. зависи-
мость цены реализованной продукции от ее объема является убывающей функ-
цией p = p(y). По этой причине модель роста в условиях конкурентного рынка 
примет вид 

yymlpy )(=′  
оставаясь по-прежнему уравнением с разделяющимися переменными. 
Так как все сомножители в правой части уравнения положительны, то 0>′y , и 
это уравнение описывает возрастающую функцию y(t). При исследовании 
функции y(t) на выпуклость естественно используется понятие эластичности 
функции. Дифференцируя уравнение yymlpy )(=′  получим 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′=′′ py

dy
dpymly  

Так как эластичность спроса определяется формулой 
dp
dy

y
pyE p =)( , получим 
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Условие  равносильно равенству 0=′′y 1)( −=yE p . Таким образом, если спрос 
эластичен, т.е. или 1  |)(| >yE p 1-  |)(| <yEp , то 0>′′y  и функция выпукла вниз; в 
случае если спрос эластичен, то функция выпукла вверх. 
Пример 32 
Найти выражение для объёма реализованной продукции )(tyy = , если извест-
но, что кривая спроса  задаётся уравнением )( yp yyp −= 2)( , норма акселера-

ции 21
=

l
, норма инвестиций 5,0=m , 5,0)0( =y . 

Для решения используем формулу, отражающую модель роста в условиях кон-
курентного рынка 

yymlpy )(=′ . 
Тогда получим следующее дифференциальное уравнение 

yyy )2( −=′  
Далее разделим переменные 

;
)2(

dt
yy

dy
=

−
 ;

1122 dt
yy

dy
−=

−+−
 td

y
dy

−=
−− 1)1( 2

. 

Интегрируя, получаем 

;ln
11
11ln Ct

y
y

+−=
+−
−−  ;2ln t

Cy
y

−=
−  ;2 te

Cy
y −=
−  ;21 tCe

y
−=−  

tCe
y

−−
=

1
2 . 

Учитывая, что 5,0)0( =y , получаем, что 3−=C . Таким образом, решение рас-

сматриваемого уравнения имеет вид 
te

y
231

2
−+

= . 

Пример 33 
Найти функцию дохода )(tYY = , если известно, что величина потребления за-

даётся функцией tC 2= , коэффициент капиталоёмкости прироста дохода 
2
1

=b , 

2)0( =Y . 
Известно, что функция дохода равна 

)()()( tCtItY += , 
где )(tI  – сумма инвестиций, )(tC  – величина потребления. А также имеет ме-
сто дифференциальное уравнение 

)()( tItYb =′ , 
где b  – коэффициент капиталоёмкости прироста дохода. По условию задачи со-
ставим дифференциальное уравнение: 

ttYtY 2)(
2
1)( +′= , или ttyty 4)(2)( −=−′  
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Итак, функция дохода удовлетворяет линейному неоднородному уравнению 
первого порядка. Будем искать его решение в виде )()()( tvtutY = . 

Тогда uvvuy ′+′=′ , подставим в уравнение tuvuvvu 42 −=−′+′  
1)    2) 0)2( =−′ vvu tvu 4−=′  

dt
v
dv 2=     teu t 42 −=′  

tv 2ln =     ∫−= − dttedu t24  
tev 2=     Ceteu tt ++= −− 222  

Общее решение vuy =  или 122 ++= tCey t . Используя начальные условия 
, найдём :  или 2)0( =Y C 12 +=C 1=C . Итак, функция дохода имеет вид 

. 122 ++= tey t

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 
I) Найти общие решения обыкновенных дифференциальных уравнений и решить 

для них задачу Коши при y (1)  =1; ( ) 11' =y ; ( ) 11" =y ; …; ( )( ) 11 =ny . Если суще-

ствуют особые решения, указать их 

01. 0'3 =− yxy , ; 0'4" =+ yy 02. 0'9''' =− yy , xyy −=' ; 

03. , ; xexyxy 24'+= ( ) 2'1 yyxy ++= 04. , yyxyx =+ '22 ( ) 0' =⋅+ xtgyy ; 

05. , ; ( ) 0'2 =−+ yaxy 22 1'2 xyyx += 06. ( ) 0'2" 3 =+ yyy , ( ) ( )xctgyy 12' += ;

07. , ; 1'''' 22 =⋅−⋅ yxyx 0'2 =+ yyx 08. ( ) 0' =⋅+ xtgyy , ; yyx 2'3 =

09. , 

; 

( )xxyyx ln2' 3=−

( ) ( )xxyy 2sincos' =+

10. ( ) 01'1 22 =+++ yyx , 

21' xayxy +−=− ; 

11. 
x
y

x
yy −= 2

2
' , ; 1'3 32 +=+ xyyy 12. yxyx =+2' , ( ) yxxy 24' 2 =− ; 

13. , ; ( ) yy 4' 2 = 2' 2 =+ yy 14. 0' =+xyy , ; ( )2'" yyy =

15. , ; 1' 222 =+ xyyyx yxyyx += 22 ' 16. ( ) 1ln' +=+ xyyx , ; 0' 22 =+yyx

17. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

x
yy

x
yyx cossin' , 18. '22 yxyxy =++ , 

⎤⎡ ⎞
⎜
⎛ y
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( ) xyyx =++ '12 ; 
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

x
ytgyyx 1' ; 

19. xcybya ⋅=+ '" , a = const, b = const, 

с = const, ; 32'2 −= yxyx

20. ( ) '222 yyxxyx +=+ , 

( ) 1'22 =++ yxyxa ; 

21. , 3' yxyxy =+ ( ) ( )xctgxtgyy =⋅−' ; 22. ( ) 12'1 +=+ yyxx , yxay =+ 22' ; 

23. , 0'3"3''' 32 =+++ yayayay

( ) yxxyyx =+++ 22 1'1 ; 

24. ( ) ( ) ( xxyxy 2sinsincos' = )− , 

2

2

2'
x

e
x
yy

x−

=+ ; 

25. ; ( ) 0'2 =−+ yxyyx
y
x

x
yy −=' ; 26. ( ) 0'' 2 =+ yyy , ( )  yyxy =+ ' ;

27.  yy =' , ( ) 01' =+++ xyyyxx ; 28. 2' yxyyx −=+ , 23 2
' xeyyxy −−=− ; 

29. yxy ='2 , 04'8"5''' =−+− yyyy ; 30. ( ) 02"34 4 =+− yyy , ( )xyy ln2'= . 

II) Найти общие решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

11.02.01. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

yx
td
zd

zx
td
yd

zy
td
xd

; 11.02.02. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−+=

+−=

yx
td
zd

zyx
td
yd

zyx
td
xd

2

; 

11.02.03. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+

=−+

−

−

t

t

eyx
td
xd

eyx
td
xd

538

45
; 11.02.04. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=−+−

tey
td
yd

td
yd

yx
td
xd

td
xd

1644

044

2

2

2

2

; 
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11.02.05. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=++

0

03

yx
td
yd

yx
td
xd

; 11.02.06. 
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

=

tshx
td
yd

y
td
xd

28
; 

11.02.07. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

−=

052

7

yx
td
yd

xy
td
xd

; 11.02.08. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
td
yd

yx
td
xd

43

2
; 

11.02.09. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=−

=+

yx
td
yd

td
xd

y
td
xd

3

0
; 11.02.10. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=−+

t

t

eyx
td
yd

eyx
td
xd

; 

11.02.11. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

++−=

−−=

zx
td
zd

zyx
td
yd

zyx
td
xd 2

; 11.02.12. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

++=

+−=

zyx
td
zd

zyx
td
yd

zyx
td
xd

44

3

; 

11.02.13. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

−+=

+=

xzy
td
zd

zyx
td
yd

yx
td
xd

32

3

2

; 11.02.14. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

−+=

−+=

zyx
td
zd

yxz
td
yd

xyz
td
xd

; 

11.02.15. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
td
yd

yx
td
xd

3

3
; 11.02.16. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=

=

−tt eex
td
yd

y
td
xd

; 
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11.02.17. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+−=

− t

t

eyx
td
yd

exy
td
xd

26

52
; 11.02.18. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=++

2tx
td
yd

tyx
td
xd

; 

11.02.19. 
( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

tx
td
yd

ty
td
xd

cos

sin
; 11.02.20. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+

+=

02 xt
td
yd

xy
td
xd

; 

11.02.21. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=

−=

2
22

62 2

t

t

etyx
td
yd

ey
td
xd

; 11.02.22. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=

−=

tyx
td
yd

xy
td
xd

98

113
; 

11.02.23. 
( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+−

ty
td
xd

tx
td
yd

td
xd

cos

sin34
; 11.02.24. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

y
td
yd

x
td
xd

2

2

2

2

; 

11.02.25. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+

=++

0

0

2

2

2

2

td
xd

td
yd

x
td
yd

td
xd

; 11.02.26. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+

=++

045

0632

2

2

2

2

td
xd

td
yd

x
td
yd

td
xd

; 

11.02.27. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

xt
td
yd

yx
td
xd

; 11.02.28. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
td
yd

t
x

td
xd 12

; 

11.02.29. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=+

− 2
2

42

tetyx
td
yd

xy
td
xd

; 11.02.30. 
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

tmexa
td
yd

ty
td
xd cos

. 
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