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Список обозначений
 Т              - кинетическая энергия;
 
П            - потенциальная энергия;
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              - знак вариации;
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            - виртуальная работа всех сил;
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A
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            - виртуальная работа непотенциальных сил;
 
t                 - время;

x                - продольная координата вдоль оси недеформированного стержня;

m               - масса стержня на единицу длинны;
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       - поперечное перемещение;                            

EI               - изгибная жесткость стержня; 

Р                - сжимающая нагрузка; 


[image: image5.wmf]x

              - коэффициент вязкого трения;

l                 - длина стержня;

F(x,t)         - приложенная внешняя сила;

[image: image6.wmf]l

              - собственное значение;
T(t)            - зависящая от времени амплитуда колебаний по первой форме;
S                - площадь поперечного сечения.
1. Вариационный принцип Гамильтона-Остроградского и его использование для вывода уравнений, описывающих колебания распределённых механических систем [1]

Согласно общей  формулировке принципа действия движение материальной системы с голономными связями отличается от других, совместимых со связями движений, тем, что для этого движения интеграл от суммы вариации кинетической энергии и работы сил на виртуальных перемещениях, взятый между двумя произвольными фиксированными моментами времени равен нулю, то есть 
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Если выделить работу потенциальных сил и выразить её в виде вариации потенциальной энергии, то можно записать:
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Выражение (1) обычно выводится из общего уравнения динамики. Следует обратить внимание на то, что кроме выполнения основных постулатов классической механики [2] предполагается, что рассмотрение ведётся в инерциальной системе отсчёта, рассматривается движение постоянной по составу системы материальных объектов. Нарушение  любого из этих условий требует уточнения выражения (1), что производится введением некоторых дополнительных сил в общее уравнение динамики, а значит и в выражение (1). Примером такого уточнения может служить случай системы переменной массы рассмотренной в [3].

На базе вариационной задачи, задаваемой выражением (1), может быть получено дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет функция, дающая минимум интегралу действия. Это уравнение  Эйлера-Лангранжа при рассмотрении системы с конечным числом степеней свободы или уравнение Эйлера-Остроградского в случае системы с бесконечным числом степеней свободы (модель с распределёнными параметрами).

В заключении отметим, что распространение выражения (1), полученного для системы с конечным числом степеней свободы, на случай распределённых систем осуществляется с помощью предельного перехода [4].

2. Вывод уравнения и краевых условий для случая изгибных колебаний стержня с учётом приложенных на концах сжимающих (растягивающих) сил
Будем рассматривать малые, низкочастотные, плоские колебания однородного, прямого стержня. Для вывода уравнения и краевых условий воспользуемся выражением (2). Предполагается, что справедлива система гипотез, исключающих связь колебаний в разных плоскостях и позволяющая раздельно рассматривать деформации, которые обусловлены чистым, плоским изгибом. В данном случае для описания деформации изгиба оси стержня достаточно одной компоненты вектора перемещения, зависящей от одной пространственной  координаты, отсчитываемой вдоль оси недеформируемого стержня.
Кинетическая энергия стержня:
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Потенциальная энергия:
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Здесь учтено, что при малых деформациях кривизна стержня мала, а сила растяжения не зависит от продольной координаты. Первое слагаемое учитывает энергию деформации обусловленную собственной жёсткостью стержня. Второе слагаемое учитывает растяжение-сжатие. 
Работа непотенциальных внешних сил в направлении y определяется тремя слагаемыми:
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Работа сил вязкого трения при поперечном движении стержня (вязкое сопротивление окружающей среды):
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Работа приложенных на концах сил сжатия-растяжения:
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 -  если сила «следящая», то есть направленная по оси стержня и дающая составляющую в направлении перемещения,
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 - если сила «замороженная», т.е. направленная по оси х.

Работа прочих внешних поперечных сил:
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При выводе выражения (6) учтено, что работа пропорциональна проекции силы на направление перемещения, а считающаяся положительной приложенная на концах сила – сжимающая.
После подстановки полученных выражений (3),(4) и (5) в (2) и формальных преобразований, состоящих в исключении производных от вариации путём взятия соответствующих интегралов по частям, с учётом произвольности вариаций получим соответствующее  уравнение Эйлера-Остроградского и краевые условия в альтернативной форме:
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Уравнение (7) описывает поперечные колебания, используемые в технической теории стержней. Выражение (8) – это краевые условия в альтернативной форме, то есть в соответствии с видом закрепления на каждом из концов стержня обращается в нуль один из двух сомножителей.

При совпадении оси координат с осью недеформированного стержня получаем следующие условия.

В случае шарнирного закрепления из (8) имеем:
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И в случае консольного закрепления:
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3. Граница устойчивости и динамика после потери устойчивости в случае сжатого стержня при шарнирном закреплении концов
Рассмотрим линейную модель потери устойчивости шарнирно-закреплённого стержня, деформация  которого описывается уравнением (7) при 
[image: image24.wmf](
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. Разделим переменные, подставив решение в виде: 
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В результате получим две задачи.
1. Проблему собственных значений:
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   где 
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2.Задачу для определения зависимости от времени поведения собственных мод деформации:
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  где 
[image: image30.wmf]j
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 - собственное значение соответствующей формы колебаний.
Будем искать решение задачи (10), (11) в виде: 
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После подстановки (13) в уравнение (11) для нахождения 
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  получим уравнение,
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решение, которого имеет вид:
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После преобразования общего решения уравнения (10), используя формулы Эйлера, получим:
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Для нахождения коэффициентов 
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 выражения (14) используем краевые условия (11). Приравнивая к нулю детерминант системы соответствующих линейных алгебраических уравнений, после преобразований получим характеристическое уравнение 
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решение которого 
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Окончательное выражение для собственных значений и соответствующих мод деформации имеет вид:
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С ростом сжимающей нагрузки P первая смена знака собственных значений 
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имеет место при 
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. В этом случае из уравнения (12) следует, что решение 
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 апериодически растёт, то есть стержень теряет устойчивость при 
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.                                                                          Таким образом при потере устойчивости при малом превышении критического значения сжимающей силы 
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 стержень начинает деформироваться по первой моде и величина деформации апериодически растёт до бесконечности согласно уравнению (12) при 
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. Однако, фактически такой рост невозможен из-за влияния нелинейных факторов, когда деформацию уже нельзя считать малой, и необходимо уточнение математической модели.
4. Исследование поведения стержня вблизи границы устойчивости 

При потере устойчивости в малой окрестности критического значения сжимающей нагрузки, когда потери устойчивости по второй моде (j=2) нет, появляется изгиб стержня по первой моде деформации. При этом из-за изгиба стержня появляется сила 
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Рассмотрим стержень, слабо искривлённый в результате потери устойчивости по первой собственной моде деформации (см. Рис.1) и получим выражение для силы 
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Рис.1.
Длинна стержня 
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откуда получим:
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При малой деформации стержня 
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 малая величина. Для упрощения выражения (15) заменим верхний предел интегрирования на 
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Рассмотрим погрешность при такой замене.
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Последний интеграл по теореме о среднем представим в виде:
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Используя выражение (15), после преобразований при малых деформациях получим:
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Тогда
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где учтено, что последним слагаемым в квадратных скобках с точностью до второго порядка малости можно пренебречь.

Таким образом, для силы 
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 с точностью до поправок более высокого порядка малости имеем выражение:
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Окончательно с учётом малой деформации изгиба при подстановке выражения (16) в уравнение (7) получим следующее уравнение движения
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с краевыми условиями (8).
Решение самосопряжённой проблемы собственных значений (10), (11) даёт полную систему функций, необходимую для применения метода Бубного-Галёркина. Для первого приближения по этому методу подставим в (17) решение в виде 
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 и проинтегрируем по продольной координате x. Из требования ортогональности возникающей при этой ошибки к используемой функции сравнения получаем уравнение для 
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где 
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Использованные для определения коэффициентов этого уравнения выражения имеют вид:
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Нелинейное уравнение (18), называемое в литературе уравнением Дуффинга, описывает малые поперечные деформации стержня по первой собственной моде. В линейном случае, то есть при 
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При 
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 недеформированное состояние стержня 
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 устойчиво, это состояние равновесия в фазовом пространстве 
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 единственно. Для соответствующей критической сжимающей силы при 
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 имеем  часто называемое формулой Эйлера выражение
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При 
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 это состояние равновесия становится седлом, и любая начальная деформация стержня неограниченно растёт. 
Рассмотрим нелинейное уравнение (18). При 
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 найдём координаты состояний равновесия:
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При 
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 недеформированный стержень устойчив, а как единственное состояние равновесия – это устойчивый узел или фокус.

При 
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 это состояние равновесия становится седлом, в этом случае  на фазовой плоскости 
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 имеются ещё два состояния равновесия 
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произошла бифуркация в виде рождения ещё двух состояний равновесия. Определим тип этих состояний равновесия и их расположение в зависимости от сжимающей силы 
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Линеаризуем уравнение (18) в окрестности точек 
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 и подставляя её в выражение (19).
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Уравнение (18) линеаризованное в малой окрестности каждого из этих двух состояний равновесия имеет вид:
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[image: image111.wmf]0
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Каждое из этих состояний равновесия – это устойчивый узел или устойчивый фокус в зависимости от коэффициента трения 
[image: image112.wmf]x

.
Итак, при 
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 в результате бифуркации становится неустойчивым состояние равновесия в начале координат фазовой плоскости 
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 и рождается два устойчивых состояния равновесия.
Построим фазовый портрет и бифуркационную диаграмму [5].

Пусть 
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. Умножая  уравнение (18) на 
[image: image116.wmf](

)

t

t

T

¶

¶

, после преобразования получаем интеграл энергии:
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где 
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Используя (20), можно построить фазовый портрет как до, так и после потери устойчивости [5]. Получим явные выражения для потенциальной энергии:
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На Рис.2а представлены графики 
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Состояниям равновесия соответствуют экстремумы этой зависимости. Для устойчивых состояний равновесия 
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 имеет минимум. Построение фазовых траекторий на плоскости 
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 при заданной зависимости 
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 подробно приведено в учебной литературе.
При 
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 система консервативна, и до потери устойчивости (
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) состояние равновесия типа центр, находящееся в начале координат, единственно (Рис.2б). Стержень совершает незатухающие колебания с амплитудой, зависящей от начальных условий.
При потере устойчивости в результате бифуркации новые состояния равновесия при 
[image: image129.wmf]0

=

x

 также являются центрами. В зависимости от начальных условий стержень совершает незатухающие изгибные колебания либо около одного из родившихся состояний равновесия, либо огибая оба этих состояния равновесия (Рис.2в).
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Рис.2.
Изображённые на (Рис.2б) и (Рис.2в) фазовые траектории соответствуют движению с постоянной энергией. На основании этих двух фазовых портретов легко построить полную картину фазовых траекторий при наличии трения 
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. В этом случае полная энергия убывает и фазовые траектории пересекают линии постоянной энергии на фазовой плоскости 
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 снаружи внутрь. Вместо интеграла энергии имеем выражение:
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При малом коэффициенте затухания 
[image: image134.wmf]x

 родившиеся состояния равновесия являются устойчивыми фокусами. Фазовый портрет для этого случая представлен на (Рис.3).
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Рис.3

Заштрихована область притяжения одного из двух состояний равновесий, соответствующего 
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Зависимость координат состояния равновесия 
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 от сжимающей нагрузки с учётом их устойчивости является бифуркационной диаграммой [5]:
[image: image139.wmf]
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Эта диаграмма представлена на Рис.4.
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Рис.4

С ростом затухания шаг спирали растёт и при больших значениях коэффициента 
[image: image142.wmf]x

состояние равновесия становятся узлами, а процесс установившегося равновесия соответствующего изгибу стержня апериодический.
С дальнейшим ростом сжимающей нагрузки стержень теряет устойчивость последовательно по второй, третей и т.д. модам. Построение фазового портрета в этом случае затруднительно и практического интереса не представляет. 
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