PAGE  

ФЕДЕРАЛЬНОЕ АГЕНТСТВО ПО ОБРАЗОВАНИЮ

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского

Л.В. Смирнов

Н.В. Данилова
Основы прикладной аналитической 

гидромеханики напорного течения 

несжимаемой жидкости

Учебное пособие

Рекомендовано методической комиссией 

механико-математического факультета для студентов ННГУ, обучающихся по направлению подготовки 010500 «Прикладная математика и информатика»

Нижний Новгород

[image: image1.wmf];

0

div

=

v

2009

УДК 531.3+532.542

ББК 253

  С 50
С 50 Смирнов Л.В., Данилова Н.В. ОСНОВЫ ПРИКЛАДНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГИДРОМЕХАНИКИ НАПОРНОГО ТЕЧЕНИЯ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ: Учебное пособие. – Нижний Новгород: Нижегородский госуниверситет, 2009. – 65 с. 

Рецензент:   доктор физ.-мат. наук, проф.  Ю.Г. Коротких

Представлены теоретические основы применения методов аналитической механики и теории нелинейных колебаний при математическом моделировании динамики гидравлических систем. Обоснован способ представления математической модели гидромеханических процессов в виде системы обобщенных на случай переменных масс уравнений Лагранжа с интегрируемыми связями обобщенных скоростей. С помощью прямого метода Ляпунова получено исчерпывающее представление о качественной структуре многомерного фазового пространства гидродинамических переменных и ее зависимости от параметров и вида нелинейностей. Общие результаты подхода продемонстрированы на примере исследования динамики системы циркуляции теплоносителя ядерного реактора.

Для студентов старших курсов естественнонаучных специальностей, аспирантов, преподавателей вузов и специалистов, занимающихся проблемами аналитической механики, динамики систем и прикладной гидромеханики.

Ответственный за выпуск: председатель методической комиссии

 механико-математического факультета ННГУ,

к.ф.-м.н., доцент Н.А. Денисова

УДК 531.3+532.542

ББК 253
( Нижегородский государственный
университет им. Н.И. Лобачевского, 2009
Содержание

Введение…………………………………………………..………….........4

Глава 1. Прикладная гидромеханика напорного течения, подходы, решаемые задачи и проблемы……………………….……………….6

1.1. Одномерные математические модели течения жидкости.…….6

1.2. Подходы и общие представления о задачах, решаемых при исследованиях гидросистем…………………………………………...15
1.3. Математическая модель динамики гидросистемы…………...18
Глава 2.  Математические модели динамики гидромеханических процессов в форме уравнений Лагранжа…………………………..22
2.1. Уравнения и модели, описывающие динамику систем переменного состава……………………………………………………...23
2.2. Уравнение Бернулли и математическая модель гидросистемы с точки зрения аналитической механики………………..................27
Глава 3.  Качественная структура фазового пространства математической модели гидродинамических процессов. Методика решения задачи стационарного потокораспределения…………………31
Глава 4.  Динамика системы циркуляции теплоносителя ядерного реактора………………………………………………………………39
4.1.  Математическая модель системы циркуляции теплоносителя ядерной энергетической установки ………………………………..41

4.2. Нахождение стационарных режимов…………..……….……..45
4.3. Исследование устойчивости и вида функции Ляпунова……..49

4.4. Связь  гидромеханических процессов в системе циркуляции теплоносителя   с   безопасностью    ядерной    энергетической   установки…………..………………………………………………...54
Заключение……………………………………………………………...60
Литература…………………………………………………………........61
Введение
Основой для изучаемого в классических университетах курса гидроаэромеханики является рассмотрение трехмерного течения жидкости и газа как сплошной среды. Применяемые для анализа такого течения математические модели в виде систем уравнений в частных производных достаточно сложны. Решение большого числа практических задач с использованием подобных моделей в настоящее время затруднительно, несмотря на значительные успехи в развитии численных методов, вычислительной техники и вычислительной гидромеханики как научного направления. Выход состоит в применении упрощенного (инженерного) подхода, использующего так называемое «гидравлическое приближение». Соответствующий раздел механики жидкостей и газа называют прикладной гидромеханикой или гидравликой. Этот раздел изучается в технических вузах, и прикладная гидромеханика является базой для исследований, проводящихся при проектировании гидравлических систем для обоснования необходимых технических и экономических показателей.

В связи с развитием техники и повышением требований к работе гидравлических систем возникает необходимость как совершенствования методов расчета, так и расширения класса решаемых задач. При этом часто оказывается неизбежным выход за рамки традиционного для прикладной гидромеханики подхода и более широкое привлечение методов других разделов науки. Настоящее пособие посвящено обоснованию и демонстрации использования в прикладной гидромеханике методов, характерных для аналитической механики и теории нелинейных колебаний. По аналогии с аналитической электромеханикой, основы и применение которой рассматриваются в монографиях и статьях (см. например [1]), изложенный в данном пособии подход можно назвать прикладной аналитической гидромеханикой [2]. Предлагаемый материал является обобщением результатов исследований, опубликованных в ряде статей и докладов, в монографии, вышедшей в 1992 году [3], и развитых в последующих работах [4 - 6].

Настоящее пособие предназначено для студентов старших курсов и аспирантов механико-математического факультета университета. Оно принесет пользу также студентам старших курсов других естественнонаучных факультетов, а также преподавателям теоретической механики, гидромеханики и теории нелинейных колебаний, поскольку открывает дополнительные возможности изложения традиционных курсов. Кроме того, приводимые результаты и предлагаемый методологический подход к некоторым важным проблемам прикладной гидромеханики представляют интерес для преподавателей технических вузов и для специалистов, занимающихся гидравликой. Пособие практически не содержит материала, подробно излагаемого в общедоступной рекомендуемой в университетских курсах учебной литературе, на которую имеются необходимые ссылки. Однако для знакомства студентов университета с важным классом решаемых практически задач в первой главе пособия представлено краткое введение в виде обзора использующихся в прикладной гидромеханике подходов и проблем, встающих при проектировании и эксплуатации гидросистем.
Работа выполнена в рамках ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциала высшей школы» (проект 2.1.2/3863).
Глава 1. Прикладная гидромеханика напорного течения, подходы, решаемые задачи и проблемы

1.1.  Одномерные  математические  модели  течения  жидкости

Из большого числа задач, решаемых в прикладной гидромеханике, наиболее важным для практических приложений является класс задач, относящихся к изучению гидравлических систем с напорным течением жидкости, считающейся несжимаемой. Об этом свидетельствует большое число публикаций в виде статей и монографий [7 – 12]. Гидросистемами, или гидравлическими сетями (ГС), называют комплексы аппаратов, различных устройств и сооружений, соединенных между собой трубопроводами, транспортирующими жидкость или газ. В качестве примеров можно указать системы тепло- и водоснабжения, системы транспортировки нефтепродуктов, циркуляции или перекачки рабочей среды в различных машинах, производствах и энергетике. При решении проблем, встающих при проектировании таких систем, широко используется метод математического моделирования на базе упрощенных математических моделей. 

Для описания движения вязкой несжимаемой жидкости как непрерывной сплошной среды в классической механике жидкости и газа используется математическая модель, содержащая уравнения неразрывности, количества движения и состояния:
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 – зависящая от скорости течения сила трения; ( – коэффициент динамической вязкости, считающийся постоянным, что исключает в этой модели необходимость учета температурных полей. На границах области, занимаемой жидкостью, задаются соответствующие физическим процессам на границе краевые условия.

Для решения многочисленных практических задач такая математическая модель из-за ее сложности непригодна, и в прикладной гидромеханике используется упрощенный, так называемый гидравлический подход. Турбулентное в общем случае течение заменяется квазиламинарным, осредненным по турбулентным пульсациям (модель Рейнольдса–Буссинеска), а в качестве характеристик течения используются осредненные по поперечному сечению потока давление и скорость. Для описания потерь на трение используется упрощенный подход, основанный на обобщении полученных в стационарных режимах течения экспериментальных данных и эмпирических формулах Дарси–Вейсбаха [13, 14].

Рассмотрим неустановившийся одномерный напорный поток несжимаемой жидкости, ограниченный в поперечном направлении стенкой трубопровода или некоторой непроницаемой, недеформируемой границей. Для объема жидкости, ограниченного также двумя воображаемыми поперечными к потоку сечениями, имеем:
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где vn – проекция скорости на внешнюю нормаль, S – граница объема, состоящая из ограничивающей поток непроницаемой поверхности и указанных поперечных сечений, через которые движется жидкость. В этом случае из (1.2) получаем:
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x1, x2 – координаты поперечных сечений вдоль в общем случае криволинейной оси x, являющейся осью потока.

Площадь поперечного сечения S(x) в соответствии с формой непроницаемой границы течения также, как и скорость жидкости в этом сечении, зависит от координаты x, а расход протекающей жидкости 
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 в силу ее несжимаемости и недеформируемости границы, как это следует из (1.3), от координаты x не зависит.

Для получения уравнения количества движения жидкости в форме, принятой в прикладной гидромеханике, воспользуемся вторым уравнением системы (1.1), записанным для одномерного течения с осредненными по поперечному сечению потока характеристиками:
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В качестве массовых сил учтем силу тяжести как производную от потенциальной энергии ( = (gz(x). Здесь z(x) – отсчитываемая от горизонтальной плоскости сравнения высота оси потока, являющейся центром поперечного сечения. Таким образом,
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Скорость течения зависит от x и t, поэтому 
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Для представления силы трения 
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 в случае одномерного осредненного течения в дальнейшем будем использовать принятый в прикладной гидромеханике эмпирический подход, основанный на накопленном и обобщенном экспериментальном материале. 

Окончательно уравнение (1.4) принимает вид:


[image: image14.wmf].

2

тр

2

F

P

v

gz

x

t

v

x

x

r

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

r

+

r

¶

¶

-

=

¶

¶

r


Умножая это уравнение на dx и интегрируя по длине потока с учетом выражения 
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где 
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 ( потери давления на рассматриваемом участке, обусловленные зависящей от скорости потока, направленной против течения силой трения. Замена распределения скорости потока в поперечном сечении плоским приводит к погрешности в выражениях для количества движения и кинетической энергии. На основании оценки такой погрешности для стационарного течения в прикладной гидромеханике вводятся обычно близкие к единице поправочные коэффициенты Буссинеска и Кориолиса (1, (2, включенные в уравнение (1.5).

Уравнение (1.5) в прикладной гидромеханике носит название уравнения Бернулли для целого потока вязкой жидкости [13]. Для установившегося течения идеальной жидкости получаем выражение, которое в теоретической гидромеханике называют интегралом Бернулли, а иногда и уравнением Бернулли.

В прикладной гидромеханике для обоснования работы ГС также проводятся исследования течения сжимаемой жидкости. Используемая с этой целью математическая модель является более сложной и содержит уравнения количества движения и неразрывности с учетом сжимаемости.

Уравнение количества движения для квазиодномерного нестационарного течения жидкости выводится с помощью суммирования проекций на ось потока всех сил, действующих на бесконечно малый его участок. Такими силами являются: равнодействующая сил давления на поперечных сечениях, сила реакции боковых стенок, ограничивающих поток, собственный вес, направленная против течения сила гидравлического сопротивления и сила инерции.
Рассмотрим неустановившееся одномерное течение жидкости, ограниченное в поперечном направлении поверхностью вращения с гладкой произвольной образующей. Осью этой поверхности является ось потока x. Двумя сечениями, бесконечно близкими друг к другу и нормальными к оси x, направленной по течению, выделим элемент dx (см. рис. 1). Пусть радиус кривизны оси x много больше радиуса ограничивающей поверхности. В этом случае методика и результат рассмотрения для криволинейной и прямолинейной оси x совпадают. Деформации трубопровода будем считать малыми. Составим выражения для проекций на ось потока всех сил, действующих на выделенный элемент жидкости.
1. Проекция равнодействующей гидродинамического давления по ограничивающим элемент сечениям равна 
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, где S – площадь сечения, а p – давление, которое считаем одинаковым во всех точках данного сечения.

2. Проекция действующих на элемент сил реакции стенок определится из следующих соображений. Длина образующей выделенного элемента равна 
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где D – диаметр поперечного сечения ограничивающей течение поверхности. Проекции сил реакции ограничивающих поток стенок с учетом, что 
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3. Проекция собственного веса жидкости будет равна
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где ( – угол, образуемый осью x с горизонтом, z – ордината оси, ( – плотность жидкости.

4. Связанную с вязкостью жидкости силу гидравлического сопротивления в случае приближенной одномерной квазиламинарной модели течения можно представить как результат действия направленного против течения касательного напряжения ( на поверхности, ограничивающей поток [13, 15, 16]. Реальный физический процесс, определяющий эту силу, имеет сложную природу и в значительной степени связан с турбулентным перемешиванием. Для проекции силы сопротивления на ось x имеем:
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                 (1.7)
Введенный здесь гидравлический уклон i равен обусловленной трением потере давления, приходящейся на единицу длины. Использованная в выражении (1.7) связь касательного напряжения ( с гидравлическим уклоном i обсуждается в указанной выше специальной литературе. Таким же образом можно выразить силу трения в уравнении Бернулли (1.5), однако в конечном итоге учет потерь на трение при численных и аналитических исследованиях на основе одномерных моделей течения проводится с использованием эмпирических формул, хорошо известных в прикладной гидромеханике. Касательные напряжения вводятся с целью замыкания качественного представления о квазиодномерной модели осредненного по турбулентным пульсациям и поперечному сечению потока для приближенного учета неидеальности жидкости.

5. Приложенные к жидкости силы инерции дадут проекцию
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где v – средняя скорость в сечении. Приравнивая нулю сумму всех этих проекций после элементарных преобразований, получим
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Пренебрегая, как это принято в теории одномерного течения слабо сжимаемой жидкости [15, 16], незначительной разницей в величине ( за счет ее зависимости от давления, то есть, учитывая, что
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представим уравнение (1.8) в следующем виде:
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Из баланса массы втекающей и вытекающей из рассматриваемого элемента dx получаем уравнение неразрывности. За время dt в рассматриваемый элемент втекает масса жидкости (Q dt, где Q = vS – расход. За то же время из него вытекает масса 
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, следовательно, приращение массы жидкости в рассматриваемом элементе равно 
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Так же, как это было сделано выше, пренебрежем незначительным изменением ( по длине, так как 
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получим
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Входящие в правую часть выражения (1.11) производные по времени от площади проходного сечения и плотности можно выразить через производную по времени от давления. Относительная величина изменения плотности при изменении давления равна 
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, где Е – объемный модуль упругости жидкости. Если пренебречь инерцией деформирующейся при изменении давления упругой цилиндрической границы потока и зависимостью этой деформации от x [15, 16], то абсолютное удлинение радиуса ограничивающей поток упругой цилиндрической стенки составит 
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. Итак, зависимость изменения плотности жидкости и площади проходного сечения упругой цилиндрической стенки, ограничивающей поток, от изменения давления выражается следующим образом:


[image: image39.wmf],

2

,

t

p

RK

S

t

S

t

p

E

t

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

r

=

¶

r

¶

                       (1.12)

и (1.11) принимает вид
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где 
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 – скорость распространения звука в жидкости, 
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 – скорость звука с учетом упругой радиальной податливости границы. Как это принято в теории гидравлического удара, заменим левую часть уравнения (1.13) на 
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На основании оценок вторым слагаемым в правой части, полученным с учетом (1.12), можно пренебречь. Например, для воды a0 ( 1 400 м/с, и даже для z = 1000 м второе слагаемое равно 0,005.

Таким образом, уравнения математической модели одномерного течения сжимаемой вязкой жидкости принимают хорошо известный [15, 16] вид:
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где v, p – скорость жидкости и давление, предполагающиеся одинаковыми во всех точках поперечного сечения; ( – плотность жидкости, g – ускорение силы тяжести; x – координата вдоль оси потока; z – высота оси потока относительно горизонтальной плоскости; S – площадь поперечного сечения; a – скорость звука, определяющаяся сжимаемостью и упругой податливостью границы; i – гидравлический уклон, характеризующий потери на трение; vS = Q – расход жидкости через поперечное сечение потока. Вместе с краевыми условиями на концах участка, то есть при x = x1 и x = x2 имеем модель напорного, неустановившегося, одномерного течения жидкости. Эта модель используется при расчетах волновых процессов, обусловленных сжимаемостью жидкости и упругостью боковых границ потока. Такие расчеты обычно проводятся численно при изучении гидравлического удара и одномерных акустических колебаний в ГС (см., например, [5, 16]).

Для медленных процессов, для которых характерное время T значительно больше времени распространения волны 
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, и v << a, жидкость можно считать несжимаемой. В этом случае из второго уравнения системы (1.15) имеем 
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после интегрирования первого уравнения по x, получаем уравнение Бернулли (1.5). В этом уравнении потери на трение получаются интегрированием гидравлического уклона по x, то есть 
[image: image51.wmf]ò

=

D

2

1

x

x

тр

dx

i

P

. Таким образом, при указанных выше ограничениях на скорость течения и характерное время рассматриваемых процессов, уравнение (1.5) описывает медленные процессы и следует из уравнений (1.15), если скорость звука a устремить к бесконечности. Связанный со сжимаемостью жидкости волновой процесс возникает при быстром перемещении регулирующего расход клапана или при существовании в спектре турбулентности движущейся жидкости достаточной по величине составляющей, близкой к одной из слабо демпфированных собственных акустических частот ГС.

Анализ результатов исследований, проведенный для некоторых конкретных случаев возникновения волновых процессов в ГС (см., например, [4, 5]), дает основание утверждать следующее. Уравнения (1.15) описывают как быстрые волновые процессы, так и медленные, когда сжимаемость жидкости несущественна, и численный расчет по этим уравнениям для медленных процессов дает тот же результат, что и расчет по уравнению (1.5). Быстрый процесс, после его окончания, переходит в медленный. Если возмущение является достаточно медленным, то быстрый процесс вообще не возникает. Теория разрывных колебаний [17, 18], называемая также теорией сингулярно вырожденных систем [19], разработана для уравнений в полных производных. Наличие малых параметров при производных в части уравнений динамической системы с сосредоточенными параметрами позволяет разделять и раздельно исследовать быстрые и медленные процессы. В системе уравнений (1.15) малым параметром можно считать 
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 и по аналогии с дискретными системами для рассмотрения медленных процессов использовать вырождение уравнений (1.15), то есть использовать уравнение Бернулли (1.5).

Кроме пренебрежения сжимаемостью, получение и использование уравнения Бернулли базируются на ряде других допущений. Главным из них является использование данных о гидравлических потерях, кинетической энергии и количестве движения, справедливых для стационарных потоков. При этом, в частности, предполагается совпадение структур стационарных и нестационарных потоков в общем случае трехмерного течения. Это позволяет применять имеющиеся данные для оценки погрешностей, которые учитываются введением в уравнение Бернулли (1.5) поправочных коэффициентов (1, (2. Такое предположение справедливо не всегда и требует обоснования. Учет влияния особенностей нестационарности трехмерного течения не может быть осуществлен на основании теоретического рассмотрения. При использовании с этой целью экспериментальных данных часто обнаруживается их противоречивость, поэтому первостепенную роль приобретает решение проблемы о границах применимости квазистационарного подхода. Не останавливаясь на этой не до конца решенной проблеме, укажем некоторые работы, где обсуждается эта проблема и, в частности, имеются оценки предельного ускорения жидкости и максимальной частоты спектра возмущений скорости, когда такой подход справедлив [3, 20 - 22],

Анализ имеющихся оценок, экспериментальных и теоретических данных позволяет сделать следующий вывод. Гипотеза квазистационарности справедлива для процессов в ГС, когда сжимаемость жидкости несущественна, и основными элементами такой системы являются достаточно длинные трубопроводы. В этом случае поправками, связанными с динамикой перестройки потока, можно пренебречь. Однако для ГС, использующихся, например, в гидропневмоавтоматике и содержащих большое число элементов со значительной перестройкой потока (так называемые местные сопротивления) и очень короткие трубопроводы, этот вопрос практически открыт [20, 22].

1.2.  Подходы   и   общие   представления  о  задачах,   решаемых при исследованиях гидросистем

Уравнение Бернулли (1.5) является основой математических моделей динамики, изучаемых в рамках так называемой трубопроводной гидравлики медленных процессов в ГС. В таких системах число участков, узлов соединения и разделения потоков, насосов, запорно-регулирующих и других устройств обычно велико. Изучение общих свойств решений, полученных при моделировании ГС, и зависимости этих свойств от параметров и структуры системы является сложной задачей. Решению подобных задач посвящено много работ. Как правило, исследования процессов в сложных инженерных сетях при их проектировании и в процессе эксплуатации проводятся с помощью численных расчетов. С этой целью разрабатываются сложные вычислительные комплексы. В ряде случаев такие программные продукты позволяют успешно справиться с поставленными задачами, но область их применения часто оказывается весьма ограниченной.

Во многих работах, посвященных рассмотрению напорных потоков в ГС [23 – 29], используются геометрические или алгебраические методы, которые основаны на представлении структуры гидравлической системы в виде плоского, связного орграфа с определенным набором вершин (узлов), ребер (ветвей) и граней (контуров). Наиболее часто рассматриваются гидравлические цепи с сосредоточенными параметрами при установившемся напорном течении несжимаемой жидкости (задача стационарного потокораспределения). При постановке задачи используются линеаризованные соотношения, аналогичные законам Кирхгофа для электрической цепи, а также нелинейные (в отличие от электротехники, где этот подход был разработан) уравнения связи между расходами и перепадами давления на ветвях. Полученные системы алгебраических уравнений решаются численно градиентными методами или методом Ньютона. Однако при таком решении имеются ограничения на размерность задач: известные алгоритмы решения стационарной задачи ограничены числом участков до 300. Требуемая точность задания начального приближения очень высока, и при увеличении размерности выбор начального приближения мало отличается от собственно решения. Предложены также модифицированные методы последовательных приближений, позволяющие изучать системы с более высокой размерностью уравнений. Однако класс задач, решаемых описанными выше методами, невелик, а число ограничений и упрощений существенно [8, 30]. Существует еще одна особенность сложных ГС, связанная с их нелинейной природой. Если гидравлические характеристики участков ГС немонотонны, так, например, часто немонотонны характеристики используемых насосов, то исследуемая система может иметь несколько состояний равновесия, а значит, и несколько режимов работы. Это обстоятельство при расчете сетей с помощью алгебраического подхода обычно не учитывается. В исследованиях практически не рассматриваются динамические процессы, происходящие в сложных гидравлических цепях.

Другой, менее разработанный, подход, который также посвящен рассмотрению главным образом стационарного потокораспределения, связан с использованием тех или иных экстремальных методов, опирающихся на физическую или математическую сущность задачи о потокораспределении для произвольной ГС. Работы этого направления связаны с минимизацией некоторой специальной функции, отвечающей тому или иному вариационному принципу [23, 24, 26, 28, 29]. Большинство из них описывает методы, основанные на решении задач нелинейного программирования, в частности нелинейной транспортной задачи [31], либо на применении градиентных или пошаговых методов безусловной минимизации для особым образом подбираемых функций [25, 32].

Среди перечисленных имеются также публикации, в которых в качестве основы вариационного подхода для расчета ГС используется теорема Максвелла о принципе наименьшего теплового действия, согласно которому стационарное состояние электрической системы соответствует минимальному выделению тепла. Обобщение этого принципа состоит в том, что потокораспределение в произвольной ГС отвечает точке минимума некоторого функционала [23, 25, 26]. Однако на практике реализация такого экстремального подхода приводит к системам уравнений, подобных уравнениям Кирхгофа и практически не дает ничего нового по сравнению с алгебраическими методами. В некоторых работах рассматривается имеющее понятный физический смысл обобщение такого подхода на нестационарные и стационарные режимы. Целевым функционалом служит полная механическая энергия системы, а в качестве вариационного принципа выбран вариационный принцип наименьшего действия [28, 29]. Такая постановка задачи позволяет адекватно моделировать течение среды и избежать некоторых упрощений и допущений, однако здесь практически не принимается во внимание влияние механических элементов ГС. Например, узловые напоры и угловые скорости вращения рабочих колес центробежных насосов, положения клапанов запорно-регулирующей арматуры считаются постоянными величинами или наперед заданными функциями времени. Устойчивость и неоднозначность режимов работы системы в случае немонотонности характеристик не рассматривается.

Исследования нестационарных процессов в ГС и влияния возмущений на поведение системы играют особую роль в атомной энергетике, так как надежность и безопасность ядерных реакторов в значительной мере зависит от работы систем циркуляции теплоносителя (СЦТ) в стационарных, переходных и аварийных режимах. Для решения этой проблемы для СЦТ, как частного вида ГС, был предложен и реализован принципиально новый подход [3]. При этом ГС рассматривается как совокупность имеющих одну степень свободы тел переменного состава, обменивающихся массой в узлах соединения и разделения потоков. Анализ динамики такой СЦ в качестве примера применения разработанного подхода и демонстрации влияния механических процессов на гидродинамические процессы рассмотрен в главе 4.

Сущность подхода состоит в следующем. Математическую модель динамики гидромеханических процессов оказалось возможным представить в виде системы соответствующим образом обобщенных уравнений Лагранжа с избыточными координатами и голономными связями. Это значительно упростило применение качественных методов теории нелинейных колебаний для анализа общих свойств решений и позволило получить необходимую для практики информацию, практически недоступную для численных исследований. Это информация о структуре многомерного фазового пространства гидродинамических переменных и ее зависимости от параметров и возмущений. Этот подход назван прикладной аналитической гидромеханикой [2], и его изложению посвящено данное пособие. 

Остановимся на математических моделях ГС, получаемых традиционным способом, постановке задач и проблемах, для решения которых оказалось необходимым использование классических методов аналитической механики и методов теории нелинейных колебаний.

1.3. Математическая модель динамики гидросистемы

Рассмотрим произвольную ГС, состоящую из N участков и L узлов, из которых L' – внутренние узлы. Будем предполагать, что жидкость несжимаемая, течение напорное, одномерное, тогда течение жидкости в отдельном участке, являющемся основной частью ГС, описывается уравнением Бернулли (1.5). Также будем предполагать, что на некоторых участках имеются насосы, приводящие жидкость в движение. В этом случае в гидравлической характеристике такого участка следует учесть не только потери на трение, но и зависимость перепада давления от расхода и от скорости вращения рабочего колеса насоса. Влиянием размеров и динамических свойств узлов на поведение ГС пренебрегаем, как это обычно делается в прикладной гидромеханике даже при описании обусловленных сжимаемостью волновых процессов. Будем считать, что в концевых сечениях соединяющихся в узле участков одно и то же давление. В сложных ГС число участков велико, и их соединение происходит в узлах. Узлами могут быть тройники, коллекторы и смесительные камеры, в которых происходит соединение или разделение потоков. В качестве гидродинамических характеристик узлов соединения участков будем использовать давление в узле и уравнение неразрывности. В этом случае математическая модель медленных процессов в ГС из N участков, N1 из которых содержат насосы с угловыми скоростями вращения рабочих колес насосов (i, 
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где
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xi1, xi2 – координаты поперечного сечения Q потока на входе и выходе i-го участка;
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 – движущий момент, в общем случае зависящий от внешних воздействий (i на привод насоса; 
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 – определяющийся трением и расходом перекачиваемой среды момент сопротивления; Ji – момент инерции рабочего колеса насоса и вращающихся элементов, связанных с ним механически. Если имеются внешние воздействия на привод, то необходимо задать закон изменения переменных (i или соответствующие уравнения (например, это могут быть уравнения электрических процессов в сетях питания электродвигателей насосов). Параметр (j – постоянный множитель, равный +1, если жидкость поступает в узел, и (–1), если жидкость выходит из узла. Знаки этих множителей можно определить, зная геометрическую структуру и назначение ГС. При определении коэффициентов (i интегрирование выполняется по направлению течения от входа до выхода участка. Точкой здесь и ниже обозначается дифференцирование по времени.

Первые N уравнений системы (1.16) – это уравнения Бернулли для участков, содержащих и не содержащих насосы. Следующие N1 уравнений – это уравнения угловых скоростей вращения рабочих колес насосов. Если на некоторых участках ГС имеются запорно-регулирующие устройства, то их гидравлические характеристики могут быть учтены, так же как и для насосов. Следующие L уравнений – это уравнения неразрывности для L узлов, в каждом из которых соединяются Mk участков.

Имеется ряд отличий системы (1.16) от систем уравнений, приводящихся в литературе по теории гидравлических цепей. Это, в частности, вошедшие в эту систему уравнения вращения твердого тела относительно неподвижной оси для угловых скоростей (i. В уравнениях Бернулли (первые N уравнений системы (1.16)) это разности высот концов участков и члены, учитывающие разности удельных кинетических энергий жидкости на концах. Если концы участков ГС имеют разные высоты, то вместо давлений Pi можно использовать выражения yi = Pi + (gzi, называемые пьезометрическими напорами. В случае, когда проходные сечения на концах участка с площадями Si1 и Si2 различны, разности удельных кинетических энергий жидкости на входе и на выходе можно включать в гидравлическую характеристику участка, как это сделано выше.

Если обратиться к обычной постановке рассматриваемой в прикладной гидромеханике задачи нахождения стационарного потокораспределения, то соответствующую систему N алгебраических уравнений получаем из (1.16), задавая величины 
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. Как уже отмечалось, при решении задачи статики возникает проблема единственности решения. Часто для решения этой проблемы вводятся ограничения на характер нелинейных зависимостей, соответствующих гидравлическим характеристикам участков. Подобные ограничения гарантируют единственность решения. Это позволяет сформулировать только достаточные условия единственности решения и, конечно, ограничивает класс рассматриваемых систем и общность получаемых результатов. Другой проблемой является относительно редко рассматриваемая задача о динамическом поведении ГС и, в частности, об устойчивости стационарных режимов, характере установления этих режимов при запуске или изменениях в работе насосов, плановом или аварийном отключении части ГС или отдельных ее элементов. Результаты решения этих проблем на основании численных расчетов, получаемых при фиксированных параметрах, начальных условиях и возмущениях, часто не удовлетворяют практику. Малое число работ по исследованию динамики сложных ГС, характерных для тепло- и водоснабжения, объясняется не только сложностью задачи, но, возможно, и ее недостаточной актуальностью. Однако есть объекты современной техники, для которых проблема исследования общих динамических свойств ГС имеет первостепенное значение. К таким объектам, в первую очередь, относится ядерный реактор, надежность и безопасность которого в значительной степени зависит от циркуляции теплоносителя. Для надежного функционирования СЦТ решение проблемы динамики (с учетом динамического поведения механических переменных, например, частот вращения 
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) обязательно. Математическая модель динамики гидромеханических процессов в системе циркуляции, учитывающая ее структуру, принципиально не отличается от модели, описываемой уравнениями (1.16). Обращение к опыту математического моделирования ГС с использованием традиционного для прикладной гидромеханики подхода и последующих численных расчетов не позволяет получить ответ на большинство вопросов по обеспечению надежности работы системы циркуляции, как в стационарных, так и в нестационарных плановых и аварийных режимах. Как уже отмечалось выше, выход был найден в использовании подходов и методов аналитической механики и теории нелинейных колебаний. При этом ГС рассматривается как совокупность имеющих одну степень свободы тел переменного состава (участков), обменивающихся массой в узлах соединения потоков. Такой подход потребовал использования уравнений Лагранжа, обобщенных на случай потока массы через границы каждого из участков системы, и рассмотрения математической модели ГС с позиций аналитической механики. Методика такого обобщения, разработанная и использованная для исследования динамики систем циркуляции ядерных реакторов [3], была распространена на ГС общего вида. Она позволила для таких ГС получить практически важные и интересные с теоретической точки зрения результаты, представленные в следующих главах.

Глава 2. Математические  модели  динамики  гидромеханических    процессов    в    форме   уравнений Лагранжа

Использование динамических аналогий между движением механических систем и систем иной физической природы является эффективным средством изучения поведения природных и технических объектов. Можно, в частности, отметить рассмотрение так называемых систем Гельмгольца [2, 3]. Это системы различной природы, уравнениям движения которых можно придать форму уравнений Лагранжа. Такой прием открывает возможность значительного расширения области применения подхода и хорошо развитых методов аналитической механики при исследованиях поведения подобных систем. Математический аппарат, структура математических моделей и результаты, полученные в рамках аналитической механики, широко используются при рассмотрении электромеханических систем. Основой для этого послужила предложенная Максвеллом идея применения в электромеханике уравнений Лагранжа, форма которых не зависит от физической природы переменных состояния. Это направление известно как аналитическая электромеханика [1].

Настоящая глава посвящена обоснованию методики применения такого подхода к выводу полученных в гидравлическом приближении математических моделей гидромеханических процессов. Развитие идеи применения методов аналитической механики для изучения движения жидкости привело к формированию аналитической гидромеханики как самостоятельного научного направления. Для работ этого направления характерно использование вариационных принципов при выводе уравнений движения и при анализе общих свойств решений этих уравнений. Однако из-за сложности математических моделей возможности аналитических исследований в случае изучения неодномерных течений с учетом вязкости и сжимаемости жидкости ограничены. В связи с этим приходится в ущерб общности получаемых результатов обращаться к численным методам. Несмотря на значительные успехи в развитии и применении таких методов в гидромеханике, большое значение имеет изучение общих динамических свойств гидромеханических систем с помощью аналитических методов, что требует значительного упрощения исследуемых моделей. Приведенное ниже рассмотрение относительно простого, но практически очень важного случая движения несжимаемой жидкости, когда справедливо гидравлическое приближение, в первую очередь относится к так называемой трубопроводной гидравлике.

В первой главе было показано, что получающаяся при традиционном для прикладной гидромеханики напорных течений подходе математическая модель сложной ГС представляет собой систему нелинейных уравнений в полных производных достаточно общего вида. Изучение динамических свойств решений соответствующих уравнений движения и зависимости этих свойств от параметров и структуры системы является сложной задачей. Однако рассмотрение ГС в виде совокупности тел переменной массы позволяет представить уравнения движения в виде системы уравнений Лагранжа и голономных связей. Последние являются уравнениями неразрывности в узлах, где происходит соединение и разделение потоков. Тем самым доказывается, что система уравнений движения является системой Гельмгольца [33].

Такой подход позволяет по-новому взглянуть на математическую модель гидромеханических процессов и использовать для получения уравнений движения ГС и их исследования хорошо разработанный аппарат аналитической механики и методов качественной теории дифференциальных уравнений, зародившихся в классической механике и получивших развитие в теории нелинейных колебаний. Этот подход представляет интерес и в связи с возможностью проведения аналитических исследований с помощью вычислительной техники и с использованием компьютерной алгебры. В этом случае математическая модель обычно представляется в виде системы уравнений Лагранжа.

2.1. Уравнения  и  модели,  описывающие  динамику  систем переменного состава

При обычном для механики рассмотрении системы, ограниченной некоторой областью, внешнее воздействие выражается в виде сил, действующих на границах, и массовых сил, а также в виде изменения материального состава, если имеется поток вещества через границы области, что является нарушением одного из исходных предположений, лежащих в основе законов и принципов классической механики, которые обычно используются при получении уравнений движения. Компенсация такого нарушения производится с помощью введения некоторой дополнительной силы, иногда называемой реактивной. Выражение этой силы получается при выводе уравнения Мещерского [34], которое является соответствующим обобщением уравнения Ньютона. Для системы из N материальных точек или имеющих одну степень свободы тел переменной массы в инерциальной системе отсчета имеем систему уравнений Мещерского:
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(2.1)

где Fi +Ri – равнодействующая всех активных сил и реакций наложенных связей; mi, vi – масса и абсолютная скорость частицы; ui – абсолютная скорость массы, отделяющейся от частицы или присоединяющейся к ней; Fi – функции радиус-векторов положения материальных точек 
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. При отсутствии потока массы (2.1) – это система уравнений Ньютона.

Умножим каждое из уравнений (2.1) на соответствующее точке виртуальное перемещение 
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[image: image68.wmf]0

1

=

d

å

=

N

i

i

i

r

R

) имеет вид:


[image: image69.wmf].

,

1

,

0

)

(

1

N

i

dt

dm

dt

m

d

i

N

i

i

i

i

i

i

=

=

d

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

å

=

r

u

v

F



(2.2)

Заметим, что
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а mi зависят от времени и координат. Предполагается, что массы изменяются непрерывно. Подставляя (2.3) в (2.2), интегрируя (2.2) по времени с учетом того, что 
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, получаем принцип Гамильтона-Остроградского для системы тел переменной массы:
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(2.4)

где 
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– вариация кинетической энергии системы; 
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– работа активных (потенциальных и непотенциальных) сил Fi, действующих на материальную точку; 
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– работа дополнительных сил, обусловленных абсолютным движением присоединяемых и отбрасываемых в единицу времени масс; 
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 – изменение кинетической энергии за счет зависимости масс от координат и скоростей. Это последнее слагаемое в выражении (2.4) сокращается со вторым слагаемым в выражении для вариации кинетической энергии T. Если имеется несколько потоков присоединяемого и отделяющегося вещества, то в выражении для (A2 необходимо просуммировать эти эффекты для каждой массы.

Принцип Гамильтона-Остроградского в форме (2.4) можно использовать для получения уравнений движения конкретных механических систем с учетом изменения массы или состава. В случае систем с сосредоточенными параметрами вместо вариационного принципа обычно используются уравнения Эйлера-Лагранжа для обобщенных координат.

Пусть положение системы описывается координатами (j, 
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(2.5)

тогда
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(2.6)

Учитывая соотношения (2.5) и (2.6), перепишем слагаемые (A1 и (A2 из (2.4) в виде:
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Проведем преобразования остальных членов выражения (2.4):
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Подставляя все слагаемые в (2.4), получим:
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и в силу произвольности вариаций ((i запишем:
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(2.7)

где
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Если потоков массы несколько, то выражение для дополнительной силы Hj усложняется. В общем случае, суммируя потоки массы 
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 для каждой из N частиц, получаем:
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(2.8)

Для частного случая одной материальной точки в (2.7) и (2.8) следует опустить как индексы i, j, так и суммирование по индексу i.
2.2. Уравнение  Бернулли  и  математическая модель гидросистемы с точки зрения аналитической механики
Для описания динамики одномерного напорного течения несжимаемой жидкости в каждом участке ГС используется уравнение Лагранжа, обобщенное на случай потока массы через границы (2.7). Для имеющего одну степень свободы тела оно имеет вид:
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где ( – обобщенная координата, G – обобщенная сила, выражающаяся через активные потенциальные и непотенциальные силы; 
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 – кинетическая энергия; m, v – масса и абсолютная скорость тела соответственно;
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– добавочная сила, обусловленная потоками массы через границы; 
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 – потоки массы с абсолютной скоростью ui.

Рассматривая участок ГС (k = 2) для функций, входящих в уравнение (2.7), получим:
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(2.9)

Интегрирование проводится по длине участка от его входа до выхода. В качестве обобщенной скорости выбран расход жидкости Q, который в случае пренебрежения сжимаемостью зависит только от времени. Такой выбор очевиден, если рассмотреть выражение для кинетической энергии в (2.9). Роль обобщенной координаты выполняет общее количество жидкости, прошедшей через участок. Эта координата в уравнение не входит, то есть является скрытой.

Выражение для обобщенной силы получено интегрированием по длине участка проекций равнодействующей гидродинамического давления, реакции стенок трубопровода и собственного веса жидкости на направление течения (см. вывод первого уравнения системы (1.15)). Входящая также в это выражение сила трения определяется гидравлическими потерями, которые вводятся в виде эмпирической зависимости перепада давления от расхода.

При получении выражения для добавочной силы H, обусловленной переменностью состава жидкости на участке, учтено, что
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   (2.10)

Окончательный вид уравнения движения жидкости на участке следующий:
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Таким образом, уравнение Бернулли, используемое для описания нестационарного течения несжимаемой жидкости на участке ГС, – это уравнение Лагранжа. 

Поскольку уравнение Бернулли – основа математической модели гидросистемы, то эта модель может быть представлена в виде системы уравнений Лагранжа. Следовательно, эта модель является системой Гельмгольца, и для ее получения и исследования могут быть использованы методы аналитической механики.
С точки зрения аналитической механики уравнения неразрывности для узлов, то есть элементов соединения и разделения потоков, являются уравнениями связи, наложенными на обобщенные скорости: 
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(2.12)

где суммирование проводится по всем соединяющимся в узле участкам. Эти связи могут быть проинтегрированы, то есть являются голономными [35, 36].

В составе ГС имеются участки, содержащие насосы. Уравнения для угловых скоростей вращающихся рабочих колес насосов записываются в форме уравнений Лагранжа для вращающихся тел с закрепленной осью. Угловые скорости также являются обобщенными скоростями.

Полная система уравнений гидромеханических процессов в ГС (1.16) может быть получена после подстановки в уравнения Лагранжа (2.7) следующих выражений для кинетической энергии и для обобщенных (Gi) и дополнительных (Hi) сил, проведения преобразований и добавления уравнений связи:
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(2.13)

В выражениях (2.13) сохранены обозначения, использованные в (1.16). Для сложной системы, содержащей насосы на некоторых участках, кинетическая энергия является суммой двух составляющих: первая из них связана с гидродинамическими процессами, а вторая – c механическими.

Математическая модель нестационарных гидромеханических процессов в ГС является системой Гельмгольца и имеет ряд особенностей. 

Уравнения содержат только обобщенные скорости 
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. Сами координаты имеют простой физический смысл и являются скрытыми. Это полное количество прошедшей через поперечное сечение участка жидкости (i, 
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, которые практического интереса не представляют.
Число обобщенных скоростей является избыточным [36], и часть из них может быть исключена с помощью независимых уравнений связи.

Таким образом, уравнения (1.16) могут быть получены как с использованием аналитической механики, так и традиционным способом. Преимущества и связанные с использованием аналитической механики новые возможности исследования ГС обсуждаются в следующих главах.

Следует отметить, что уравнения одномерного течения сжимаемой жидкости (1.15) также могут быть получены с помощью аналогичного рассмотрения. В этом случае вместо обобщенного на случай переменного состава уравнения Лагранжа используется принцип Гамильтона-Остроградского в виде (2.4). В этом случае на каждом из расположенных между узлами участков изменяется не только состав, но и масса. Уравнение неразрывности, то есть второе уравнение системы (2.4), выводится отдельно и является наложенной связью. Математическая модель обусловленных сжимаемостью волновых процессов в ГС, таких как акустические колебания и гидравлический удар, используется только для численных расчетов (см., например, [4, 5]), поэтому в отличие от рассматриваемого здесь случая несжимаемой жидкости предлагаемый подход не дает ничего нового по сравнению с традиционным.

Кроме представленного выше обоснования нетрадиционного способа представления уравнений гидромеханических процессов в ГС в виде уравнений Лагранжа, можно указать и более простой путь, базирующийся не на физическом обосновании, а на формальном подборе обобщенных координат и вида входящих в уравнение Лагранжа функций и обобщенных сил. Конечной целью такого подбора является получение уже известных уравнений (в нашем случае уравнения Бернулли или системы уравнений динамики ГС) после подстановки этих функций  и  известных  из  уравнения  Бернулли  сил  в  уравнение  Лагранжа. 
3. Качественная    структура    фазового      пространства       математической        модели       гидродинамических процессов.  Методика решения задачи стационарного потокораспределения

Для представляющих в большинстве случаев основной интерес (и обычно изучаемых в прикладной гидромеханике напорных течений) гидродинамических процессов воспользуемся уравнениями (1.16), но при постоянных или меняющихся квазистатически механических переменных 
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(3.1)

где (Pi(Qi, 
[image: image106.wmf]0

i

w

) – суммарная гидравлическая характеристика соответствующего участка. Если участок содержит насос, то его гидравлическая характеристика зависит не только от расхода Qi, но и от скорости вращения рабочего колеса насоса 
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, как от фиксированного параметра. Как уже отмечалось выше, особенностью этой системы уравнений с точки зрения классической механики является присутствие в ней только обобщенных скоростей 
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. Часть обобщенных скоростей является избыточной и может быть исключена с помощью уравнений связи, являющихся голономными. Определяющий размерность фазового пространства порядок этой системы уравнений 
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 – ранг матрицы уравнений связи, среди которых могут быть уравнения-следствия. 

Рассматриваемая в большинстве работ задача потокораспределения сводится к численному решению уравнений (3.1) при 
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. При этом остается в стороне ряд проблем, связанных, в частности, с неоднозначностью состояний равновесия, их устойчивостью и существованием других режимов, например, автоколебаний. Решение этих проблем оказалось возможным при использовании рассмотренного выше подхода и методов теории нелинейных колебаний.

Правые части первых N уравнений системы (3.1), представленных в виде системы уравнений Лагранжа, можно выразить через производные от некоторой образующей функции R:
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(3.2)

Здесь 
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– кинетическая энергия системы, учитывающая движение жидкости во всех N участках системы,
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 (3.3)

– зависящая от обобщенных скоростей и определенная с точностью до постоянного слагаемого C1 образующая функция, которую можно назвать обобщенной функцией Рэлея.

Как было отмечено выше, часть из N обобщенных скоростей может быть исключена с помощью уравнений связи (группа алгебраических уравнений системы (3.1)). Каждое выражение Pim + (gzim, m = 1, 2 входит с соответствующим знаком в дифференциальные уравнения системы (3.1) столько раз, сколько участков соединяется в каждом из узлов, поэтому первая сумма в выражении (3.3) преобразуется к виду:
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(3.4)

то есть эта сумма с учетом уравнений связи обращается в нуль.

Умножая каждое из N первых уравнений системы (3.1) на 
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 и суммируя по i, получаем:
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(3.5)

Первая сумма в правой части выражения (3.5), так же как и выражения (3.3), обращается в нуль. Таким образом, (3.5) приобретает вид:
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(3.6)

В левой части выражения (3.6) стоит так называемая удвоенная «энергия ускорений» [36], которая всюду положительна, кроме состояний равновесия системы (3.1), где она обращается в нуль. В правой части (3.6) стоит взятая со знаком минус полная производная по времени от функции R, которая с учетом уравнений связи имеет вид:
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(3.7)

Независимые переменные Q1, …, Qn описывают состояние исследуемой математической модели динамики ГС.

Рассмотрим качественный вид функции R (Q1, …, Qn). Входящие в выражение (3.7) функции (Pi(Qi) представляют собой суммарные гидравлические характеристики соответствующих участков системы. Аналитические выражения этих функций для участка без насоса и с насосом, согласно данным прикладной гидромеханики и теории гидравлических машин, имеют следующий вид [13, 37, 38]:
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(3.8)
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(3.9)

a1, a2, b, c, d1, d2 – положительные коэффициенты, вид которых зависит от гидравлических сопротивлений участков и гидравлических характеристик насосов. В исследуемой системе предполагается постоянство угловых скоростей вращения рабочих колес насосов, то есть 
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. Качественный вид графиков гидравлических характеристик участков без насоса и с насосом представлен на рис. 2 (соответственно а и б). 
Вид функций (Pi позволяет сделать вывод о том, что функция R ограничена снизу и неограниченно растет при удалении от начала координат, поскольку каждое слагаемое, входящее в выражение (3.7) для этой функции, также ограничено снизу и неограниченно растет с ростом модуля аргумента Qi. Константу C1 в (3.7) можно выбрать, исходя из условия 
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 – некоторые значения переменных, при которых R (Q1, …, Qn) имеет глобальный минимум. Поэтому функция R положительна всюду в области изменения переменных Q1, …, Qn, кроме точки (
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). В общем случае эта функция может иметь несколько минимумов.
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Рис. 2. Качественный вид графиков гидравлических характеристик участков без насоса (а) и с насосом (б)

Из выражения (3.6) видно, что 
[image: image127.wmf]dt
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 – отрицательно определенная функция, которая обращается в нуль только в состояниях равновесия исходной системы (3.1). Указанные свойства R и 
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 для изучаемой ГС позволяют использовать функцию R в качестве функции Ляпунова и получать приведенные ниже исчерпывающие качественные представления о структуре фазового пространства (Q1, …, Qn).

Из выражений для (Pi (3.8), (3.9) и вида функции R(Q1, …, Qn) (3.7) следует, что эта функция непрерывна, непрерывно дифференцируема и может быть представлена в виде ряда в окрестности каждого из состояний равновесия [image: image129.wmf])
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       (3.10)

Первые два слагаемых в правой части выражения (3.10) можно обратить в нуль выбором C1. Используя те же рассуждения, что и в предыдущем пункте при преобразовании выражения (3.4), можно показать, что в каждом из состояний равновесия системы (3.1) первая сумма в разложении (3.10) обращается в нуль. Равенство нулю всех коэффициентов этой суммы является необходимым условием как устойчивого, так и неустойчивого состояния равновесия. Таким образом, функция R(Q1, …, Qn) в малой окрестности состояния равновесия, может быть аппроксимирована второй суммой ряда (3.10). Условия минимума функции R(Q1, …, Qn) в точке 
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Функция R фактически зависит только от n независимых фазовых переменных Q1, …, Qn, а избыточные переменные при вычислении 
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 и T выражаются через основные с помощью уравнений связи, входящих в систему (3.1). Например,
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На основании теорем прямого метода Ляпунова и указанных свойств функций R и [image: image136.wmf]R
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 [17, 18] можно утверждать:

1) система (3.1) диссипативна, то есть все процессы независимо от начальных условий заканчиваются в одном из устойчивых состояний равновесия, в которых R(Q1, …, Qn) имеет минимум;

2) единственность состояния равновесия – необходимое и достаточное условие устойчивости “в целом”; 

3) при наличии нескольких состояний равновесия с помощью указанной функции можно выделить устойчивые, в которых она имеет минимумы, и грубо оценить области притяжения. 

Следовательно, все фазовые траектории идут из бесконечности в некоторую ограниченную область, в которой находится либо одно устойчивое состояние равновесия системы (3.1), и тогда R(Q1, …, Qn) имеет единственный минимум, либо несколько состояний равновесия (устойчивые и неустойчивые), в этом случае R (Q1, …, Qn) имеет несколько минимумов, каждый из которых соответствует устойчивому состоянию равновесия. В частности, из выражения (3.7) для функции Ляпунова следует, что система (3.1) имеет только одно состояние равновесия, если все гидравлические характеристики участков (Pi – монотонные функции. 

Согласно геометрической трактовке прямого метода Ляпунова [18], имеем систему вложенных друг в друга гиперповерхностей R(Q1, …, Qn) = const. Фазовые траектории пересекают эти гиперповерхности снаружи внутрь, так как производная от используемой функции Ляпунова, вычисленная с учетом уравнений движения, отрицательна всюду, кроме состояний равновесия. При наличии нескольких состояний равновесия имеются неустойчивые состояния равновесия типа седла, и сепаратрисные гиперповерхности, проходящие через эти состояния равновесия, разделяют фазовое пространство на области притяжения устойчивых состояний равновесия.

Таким образом, анализ функции R(Q1, …, Qn) дает исчерпывающую информацию о качественной структуре n-мерного фазового пространства. При изменении параметров или фиксированных значений переменных 
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, из-за деформации гидравлических характеристик участков с насосами (см. зависимости (3.8)) происходят бифуркации в виде рождения и исчезновения пар особых точек с нулевым суммарным индексом векторного поля [39].

Полученные выше результаты исследования позволяют свести задачу нахождения стационарного потокораспределения ГС, не содержащей объемы со свободными уровнями, к поиску координат минимумов функции многих переменных R. Эти минимумы достигаются в устойчивых состояниях равновесия. Для частного вида ГС, содержащих объемы со свободными уровнями, в работе [3] показана возможность автоколебаний, проявляющихся в виде периодического перераспределения жидкости между объемами.

Задача поиска минимумов функции R(Q1, …, Qn) представляет собой конечномерную многоэкстремальную задачу безусловной оптимизации следующего вида [40]:
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где величины (i, (i (
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) – константы, задающие границы изменения координат вектора Q; целевая функция R(Q) может иметь в допустимой области D несколько локальных экстремумов.

Если воспользоваться выражением (3.10), то становится понятным, что традиционно используемая методика решения задачи стационарного потокораспределения сводится к нахождению в фазовом пространстве точек обращения в нуль коэффициентов первой суммы в этом разложении: 
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 (то есть правых частей уравнений (3.1)), что соответствует нахождению всех состояний равновесия этой системы независимо от их типа. При существовании нескольких состояний равновесия возникает отмеченная выше проблема нахождения всех состояний равновесия и определения их типа. Относительно предлагаемого метода поиска координат минимумов функции R(Q1, …, Qn) можно сказать, что он представляет собой поиск устойчивых состояний равновесия, которые и представляют практический интерес.

Описанный в данной главе подход дает возможность исследования не только статики, но и динамики ГС, что очень важно для обоснования надежности их работы. В частности, рассмотрение гиперповерхности R(Q1, …, Qn) = const, проходящей через ближайшее неустойчивое состояние равновесия, позволяет грубо оценить область притяжения каждого из устойчивых состояний равновесия, а наиболее удовлетворяющее практику требование обеспечения единственности состояния равновесия, гарантирующее его устойчивость «в целом», может служить критерием выбора гидравлических характеристик оборудования, включая насосы, приводящие в движение жидкость. Обоснование и способы реализации методов, позволяющих находить экстремальные значения функций многих переменных, рассматриваются в литературе по методике принятия оптимальных решений [40–44].

Однако решение таких задач при увеличении числа измерений n представляет определенную сложность. Если в одномерной задаче для достижения точности решения ( требуется p вычислений функции, то в задаче с размерностью n для решения с той же точностью необходимо осуществить 
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 испытаний, где ( зависит от свойств целевой функции, допустимой области и используемого метода. Кроме того, при решении многомерных многоэкстремальных задач возникает проблема поиска всех локальных минимумов целевой функции – необходимо найти для каждого локального минимума зону его притяжения, то есть такую окрестность точки минимума, в которой исследуемая функция одноэкстремальна. 

В условиях отсутствия информации об областях притяжения минимумов рассматриваемой функции, множество начальных точек может быть задано автоматически, по схеме метода Монте-Карло или на регулярной сетке во всей области [44]. Обзор методов поиска локально-оптимальных точек для решения многоэкстремальных задач имеется, например, в [41, 43, 45].

Несколько проще задача поиска глобального экстремума целевой функции, для решения которой в настоящее время существуют эффективные методы [40, 44].

Если в выражении (3.9) все характеристики (Pi монотонны, то, как уже отмечалось, функция R(Q1, …, Qn) имеет только один экстремум (минимум), в таком случае можно использовать обычные градиентные методы поиска этого минимума [40–42].

Глава 4. Динамика системы циркуляции теплоносителя ядреного реактора

4.1. Математическая  модель  системы  циркуляции   теплоносителя ядерной энергетической установки

В этой главе описанная выше методика продемонстрирована на примере исследования динамики системы циркуляции теплоносителя (СЦТ) ядерной энергетической установки (ЯЭУ), являющейся частным видом ГС. Нарушение предусмотренной проектом работы СЦТ недопустимо с точки зрения безопасности реактора, поэтому необходимо изучение общих динамических свойств этой системы. Полученные результаты позволяют получить наглядное геометрическое представление об изложенной в предыдущей главе методике. Отметим, что приведенные в данной главе результаты являются не обоснованием, а только демонстрацией разработанного метода на частном примере.

Ядерный реактор представляет собой достаточно сложный объект исследования, поскольку его работа связана с взаимодействием процессов различной природы. Это процессы деления ядер и диффузии рождающихся нейтронов, теплообмена ядерного горючего и теплоносителя, поток которого обеспечивает перенос тепла из активной зоны в теплообменники, процессы, связанные с работой циркуляционных насосов, клапанов, паровых турбин, а также процессы в системах управления. Во многих случаях теоретической основой для принятия ответственных проектно-конструкторских решений служит численный расчет с использованием сложных математических моделей указанных взаимодействующих процессов. Получаемые при этом частные решения из-за сложности математических моделей часто не поддаются тщательной количественной проверке и нуждаются в изучении с точки зрения понимания физики протекающих процессов, качественного характера изменения переменных, а также оценки области, где справедливы результаты расчетов. Кроме того, необходимо изучение зависимости динамики от параметров, начальных условий и возмущений. В связи с этим представляется важным использование адекватных проблеме аналитических и численных методов. Результаты изучения общих динамических свойств системы циркуляции теплоносителя, полученные с использованием представленного в предыдущей главе подхода, могут служить иллюстрацией решения такой проблемы, имеющей важное практическое значение.

На рис. 3 представлена структурная модель типовой СЦТ. Теплоноситель, нагревающийся в активной зоне реактора 1, через узел поступает по трубопроводам в параллельно работающие теплообменные петли 2 и после охлаждения в теплообменниках 3, пройдя другой узел, снова подается в активную зону. Течение теплоносителя обеспечивается работой циркуляционных насосов 4, снабженных электродвигателями 5. Стрелками показано направление течения теплоносителя в нормальном эксплуатационном режиме. Эта схема при числе петель, равном четырем, соответствует установке с реактором ВВЭР-1000. Аналогичные СЦТ используются и в других водо-водяных реакторах, но число петель может быть иным. Изменение плотности теплоносителя при нагревании и охлаждении невелико, и имеющиеся оценки [3] показывают, что влиянием этих изменений в рассматриваемых ниже гидромеханических процессах можно пренебречь. Это дает основание изучать гидродинамические процессы независимо от теплофизических.
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Рис. 3. Расчетная модель системы циркуляции: 1 – активная зона реактора, 2 – теплообменная петля, 3 – теплообменник, 4 – насос, 5 – двигатель

Полная математическая модель динамики гидромеханических процессов, соответствующая представленной расчетной схеме, при произвольном числе петель получается как традиционным, так и предлагаемым в главе 2 способом и имеет вид:
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(4.1)

где n – число петель с насосами и теплообменниками; MДi, MСi – движущий момент и момент сопротивления на валу циркуляционного насоса, определяющиеся характеристиками насосов и приводов; (i – параметр, характеризующий внешние воздействия на привод центробежного насоса; Pi, zi, xi (i = 1, 2) – давление, высота и значение направленной по потоку координаты, соответствующей началу и концу участка;


[image: image144.wmf]ò

ò

+

+

r

=

t

=

r

=

t

2

1

2

1

)

(

;

,

1

,

)

(

1

1

x

x

n

n

x

x

i

i

x

S

dx

n

i

x

S

dx

.

Остальные обозначения такие же, как и для системы (1.7). Уравнения неразрывности для двух имеющихся в системе узлов одинаковы. Одно из этих двух уравнений является следствием и в соответствии с указанием о ранге матрицы уравнений связи 
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 опущено.

Математическая модель (4.1) с учетом зависимости плотности теплоносителя ( от температуры является частью более сложной математической модели, используемой для изучения не только гидромеханических, но и теплофизических процессов. При пренебрежении изменением плотности теплоносителя эта система уравнений является автономной и пригодна для изучения гидромеханических процессов и общих динамических свойств СЦТ. Данная модель отражает динамику двух взаимодействующих процессов разной природы. Это соответственно процессы течения теплоносителя и процессы вращения рабочих колес циркуляционных насосов и связанных с ними масс (редуктор, ротор электродвигателя и маховик). Таким образом, система циркуляции теплоносителя, так же как и рассматриваемая выше ГС общего вида (см. (1.16)) при фиксированных (i, представляет собой две взаимодействующие подсистемы – гидродинамическую и механическую.

Для системы циркуляции ядерного реактора учет изменения частот вращения рабочих колес насосов является важным, однако исследование полной системы уравнений (4.1) затруднительно. Анализ показывает, что гидродинамические и механические процессы имеют значительно различающиеся характерные временные масштабы и могут рассматриваться раздельно.

При введении необходимого для разделения движений малого параметра исключим, как это было сделано в главе 3, избыточную переменную 
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 с помощью уравнения связи. Сложив каждое из n первых уравнений со следующим получим:
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(4.2)

После приведения этих уравнений к форме Коши и объединения с уравнениями для 
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, математическая модель (4.2) принимает вид:
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(4.3)

где
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Проведем следующие преобразования:

1. Умножим каждое из первых n уравнений системы (4.3) соответственно на Qi, а каждое из следующих уравнений – на (i.

2. Заменим переменные Qi, (i выражениями соответствующих гидродинамическим и механическим процессам составляющих кинетической энергии системы для каждого из участков: 
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3. Нормируем 
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, поделив их на соответствующие стационарному режиму составляющие 
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 полной кинетической энергии системы 
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 – гидродинамическая, а 
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 – механическая составляющие кинетической энергии системы в стационарном режиме работы.

4. Проведем замену переменных: 
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Окончательно получим систему уравнений относительно нормированных составляющих кинетической энергии, эквивалентную системе (4.2):
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(4.4)

Перейдем к новому времени 
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 и обозначим 
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(4.5)

В результате указанных преобразований удалось ввести имеющий ясный физический смысл параметр, равный отношению гидродинамической составляющей полной кинетической энергии системы к механической составляющей:
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(4.6)

Оценки, проведенные для ряда систем циркуляции ядреных реакторов, показывают, что параметр ( << 1 [3, 45]. Таким образом, в стационарном режиме основная часть кинетической энергии системы обусловлена вращением рабочих колес насосов и связанных с ними редукторов, роторов электродвигателей и маховиков. Оценки и прямые численные расчеты переходных процессов в системе циркуляции реактора ВВЭР-1000 при одновременном отключении всех четырех циркуляционных насосов показали следующее. Расход теплоносителя обеспечивается запасенной кинетической энергией и уменьшается в e раз за 30 секунд. Если снизить на два порядка суммарные моменты инерции рабочих колес насосов, это время составит 1 с. Это обусловлено установкой на каждом насосе специального маховика. Растянутый во времени процесс снижения расхода теплоносителя при аварийном отключении электропитания предохраняет от опасного перегрева активной зоны [46].

Таким образом, в соответствии с теорией разрывных колебаний [17–19] можно раздельно изучать быстрые гидродинамические и медленные механические процессы, то есть понизить порядок исследуемой системы уравнений (4.1) вдвое.

Для быстрых процессов после исключения Qn+1 с помощью уравнения связи системы (4.1) имеем:
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(4.7)

где значения медленных переменных 
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 предполагаются постоянными либо медленно меняющимися в соответствии с решением системы уравнений медленных процессов, следующей из (4.2) при 
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 В этих уравнениях так же, как и в общем случае (см. гл.3), уже нет Pi, zi (i = 1, 2). Аналитические выражения функций ∆Pi (Qi, ωi), 
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, и ∆Pn+1(Qn+1) приведены в главе 3 в виде зависимостей (3.12), (3.13), а качественный вид графиков – на рис. 2.

При записи системы уравнений (4.7) в форме уравнений Лагранжа, характерной для аналитической механики, имеем:
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(4.8)

При относительно редком рассмотрении динамики ГС более общего вида подобные оценки не проводятся, а предполагается, что скорости вращения рабочих колес насосов поддерживаются постоянными за счет работы идеальных регуляторов оборотов.

4.2. Нахождение стационарных режимов

Исследование устойчивости по гидродинамическим процессам в общем случае было проведено в главе 3 прямым методом Ляпунова с использованием функции R(Q1,…,Qn), аналитическое выражение которой дает зависимость (3.7). Для рассматриваемого в этой главе частного вида ГС сохраняются все результаты, представленные в главе 3 (диссипативность, условия устойчивости). Поиск устойчивых состояний равновесия также сводится к нахождению точек минимумов функции R. Однако для этого частного вида ГС может быть использован более простой графический метод, делающий поиск решения очевидным и дающий наглядное представление о зависимости решения от вида гидравлических характеристик.

Для нахождения состояний равновесия имеем систему уравнений, которая следует из (4.7) или (4.8):
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(4.9)

Решение этой системы соответствует определению стационарных значений расходов 
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Задача (4.9), полученная при рассмотрении системы (4.7), в отличие от общего случая, имеет частный вид и решается с помощью несложного графического построения или соответствующего ему разработанного численного алгоритма. Схематический способ решения системы (4.9) состоит в следующем. Каждое уравнение системы (4.9) разрешим относительно Qi:
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(4.10)

Сложим все n уравнений (4.10) и обозначим выражение в правой части через функцию (:
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далее найдем обратную для 
[image: image176.wmf](

)

å

=

F

n

j

j

Q

1

 функцию и вместо уравнений (4.10) получим одно уравнение относительно 
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(4.11)

После решения этого уравнения и подстановки результата в (4.9) получаем систему уже несвязанных уравнений для нахождения стационарных значений переменных 
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Для наглядности рассмотрим процедуру построения зависимости 
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, которую назовем характеристикой системы петель, для случая двух одинаковых петель (n = 2). Результаты качественного построения функции ( –1(Q1 + Q2) представлены на рис. 4. Зависимости 
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 для i = 1 и i = 2 совпадают и отображены кривой 4. Кривые 1,2,3 – возможные гидравлические характеристики общего участка ∆P3 (Q1+ Q2), 4 – характеристики петель с насосами                 – ∆Pi (Qi, ω0i), 5 – зависимость  ( –1 (Q1+Q2).
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Рис. 4. Нахождение состояний равновесия системы (4.9): 1,2,3 – гидравлическая характеристика общего участка ∆P3 (Q1+ Q2), 4 – характеристики петель с насосами  –∆Pi (Qi, ω0i), 5 – зависимость ( –1 (Q1+Q2)
Зададимся некоторым произвольным значением перепада давления на общем участке ∆P и по равному ему значению перепада давления в петле –∆Pi (Qi, ω0i) найдем возможные значения расходов в петлях Qi. Таких расходов может быть либо один, либо три для каждой петли. Три значения расхода получаются из-за наличия «падающего» участка характеристики KM. Зная значения расходов в петлях, можно определить все возможные при заданном перепаде давления ∆P значения расходов через общий участок Q1 + Q2. Полученные значения Q1 + Q2 вместе с соответствующим значением ∆P определяют на плоскости (Q1 + Q2, ∆P) точки характеристики системы петель 
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, а изменение ∆P от   –( до +( позволяет получить всю эту характеристику.
Решение задачи стационарного потокораспределения (4.5) на рис. 4 соответствует точкам пересечения характеристики общего участка ∆P3 (Q1 + Q2) (кривые 1, 2, 3) и получающейся графически или численно суммарной характеристики системы петель 
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 (кривая 5). Последняя при одинаковых характеристиках участков с теплообменниками имеет двойную петлю, отмеченную жирной линией, каждая точка на ней соответствует двум симметричным режимам.

Процедура и результаты построения характеристики системы петель в случае произвольного n описана в [3]. При любом заданном n и при неидентичности петель, что, например, имеет место при различных скоростях вращения рабочих колес насосов в петлях или при различных насосах, построение характеристики системы петель проводится аналогично. Результаты такого построения для n =2 приведены ниже.

При изменении нелинейных характеристик – ∆Pi (Qi, 
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, и ∆Pn+1(∑Qj), обусловленном изменением параметров, например, гидравлического сопротивления реактора или величин 
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, стационарные значения расходов 
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, изменяются, что соответствует изменению координат и количества особых точек системы уравнений (4.7). В силу диссипативности данной системы в ее фазовом пространстве могут происходить бифуркации в виде рождения и исчезновения пар некоторых особых точек. Например, двухпетлевая система может иметь одно, пять или три состояния равновесия, что определяется возможным числом точек пересечения кривых. Рис. 4 дает наглядное представление о том, как изменяются координаты и количество особых точек системы при увеличении гидравлического сопротивления реактора (соответственно кривые 1, 2, 3). При этом рождаются и исчезают пары состояний равновесия с нулевым суммарным индексом Пуанкаре [17, 18]. Другие бифуркации в системе невозможны.

Алгоритм решения системы (4.9) для случая двух петель был реализован численно, что позволило проследить изменение координат и количества состояний равновесия при разных значениях угловой скорости вращения рабочего колеса одного из насосов. На рис. 5 представлены результаты решения этой задачи при 
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 в случае трех состояний равновесия. В следующем разделе для этого же случая приведен вид функции Ляпунова и разбиение фазовой плоскости Q1, Q2 на траектории.

Демонстрационные расчеты для случая двух петель (n = 2) проводились при следующих заданных параметрах характеристик (3.8), (3.9) системы (4.3): a1 = 1,4; a2 = – 4; b = 4; c = 6; d1= –d2 = 0,75 (гидравлические характеристики для обеих петель полагались одинаковыми, поэтому коэффициенты a1, a2, b, c зависимостей (Pi из (3.8) для первой и второй петли совпадают). При расчетах задавались значения безразмерных частот вращения (1 и (2.
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Рис. 5. Нахождение состояний равновесия системы (4.3) в случае различных характеристик (3 состояния равновесия)

4.3. Исследование устойчивости и вида функции Ляпунова

Для рассматриваемого здесь случая двухпетлевой СЦТ (n = 2) при указанных параметрах ниже приведены результаты построения функции Ляпунова и разбиение фазовой плоскости на траектории. 

Функция Ляпунова для случая n = 2 после вычисления интегралов с учетом аналитических выражений для нелинейностей (3.8), (3.9) представляется следующим образом:
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(4.12)

За счет выбора h можно добиться положительности ограниченной снизу функции R (Q1, Q2).

На рис. 6 представлен вид функции R (Q1, Q2) для различных характеристик петель теплоносителя, когда угловая скорость вращения рабочего колеса насоса во второй петле ω2 отлична от ω1: 
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 (3 состояния равновесия – два узла и одно седло).
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Рис. 6. Вид функции Ляпунова для различных характеристик петель теплоносителя (3 состояния равновесия – два узла и одно седло).

Численный поиск экстремумов функции R (Q1, Q2) для данного случая показал полное соответствие с результатами, представленными на рис. 5. Поиск осуществлен локальным методом Ньютона, начальная точка выбиралась из соответствующей области притяжения, определенной ранее. 

Система (4.7), записанная в форме Коши, при тех же параметрах была также исследована численно. При этом были построены фазовые траектории на плоскости Q1, Q2. Начальные условия для фазовых траекторий выбирались автоматически по периметру прямоугольной области [–1, 4; –1, 4]. Численный счет системы проводился при ( 1 = ( 2 = ( 3 = 1. Полученные результаты полностью подтверждают теоретические представления о структуре фазовой плоскости. На рис. 7 представлены результаты численного исследования структуры фазовой плоскости Q1, Q2, соответствующие режиму работы системы, изображенному на рис. 5, а также значениям параметров системы, используемым выше при построении графического решения системы (4.9). Заметим, что качественный вид фазовой плоскости не зависит от параметров 
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, а полностью зависит от нелинейных гидравлических характеристик, определяющих функцию Ляпунова. Это справедливо и для общего случая ГС.
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Рис. 7. Результаты численного исследования структуры фазовой плоскости (Q1, Q2) для ω1= ω2 = 1 (5 состояний равновесия)

Так как система (4.7) диссипативна, можно утверждать, что состояния равновесия этой системы представляют собой либо устойчивые узлы, либо седла.

Рис. 8, имеющийся в монографии [3], качественно демонстрирует связь структуры фазовой плоскости Q1, Q2 и поверхности R (Q1, Q2) для системы циркуляции теплоносителя ЯЭУ в случае двух одинаковых петель и пяти состояний равновесия (случай соответствует пересечению кривых 5 и 2 на рис. 4). Сопоставление изображений поверхности Ляпунова и соответствующей фазовой плоскости показывает, что каждому устойчивому состоянию равновесия системы соответствует экстремальная точка функции Ляпунова. Причем в точках, соответствующих устойчивым состояниям равновесия, она имеет минимум. Являющимся седлами неустойчивым состояниям равновесия соответствуют седловые точки поверхности R (Q1, Q2). Фазовые траектории ведут себя подобно материальным точкам, скатывающимся по поверхности R (Q1, Q2) под действием силы тяжести, направленной вниз. На рис. 8 представлены качественный вид функции Ляпунова, структура фазовой плоскости сечение функции R (Q1, Q2) плоскостью R = const и проекция этого сечения. 
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Рис. 8. Качественный вид функции Ляпунова и структура фазовой плоскости. 

Случай пяти состояний равновесия.

Построение и анализ функции Ляпунова для n = 2 дают полное представление о структуре фазового пространства без построения фазовых траекторий и об изменениях этой структуры в результате бифуркаций. 

Результаты качественного исследования данной системы состоят в следующем:

· Координаты состояний равновесия в представленном на рис. 8 частном случае определяются в соответствии с решением уравнений статики, проведенным графически на рис. 4 для характеристики общего участка 2. Каждая точка пересечения кривой 2 с участком кривой 5, выделенным жирной линией, соответствует на фазовой плоскости двум симметричным относительно линии Q1 = Q2 состояниям равновесия. Симметричность системы относительно индексов 1, 2 при n = 2 следует из вида уравнений (4.7).

· Диссипативность системы свидетельствует о том, что в системе нет предельных циклов, фазовые траектории идут из бесконечности в некоторую ограниченную область фазовой плоскости, содержащую все состояния равновесия. На рис. 8 штриховкой выделены область притяжения состояния равновесия 
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 и часть областей притяжения устойчивых состояний равновесия, лежащая внутри проекции сечения функции R (Q1, Q2) плоскостью R = const на плоскость Q1, Q2.
· Из всех состояний равновесия системы (4.7) устойчивы те, для которых функция R (Q1, Q2) имеет минимум. Для случая, представленного на рис. 8, система имеет три устойчивых состояния равновесия, которым соответствуют минимумы функции Ляпунова, и два неустойчивых состояния равновесия типа седла, которым соответствуют седловые точки поверхности R (Q1, Q2).

В случае неодинаковых характеристик петель результаты аналогичные, но отсутствует симметрия фазового портрета и функции R (Q1, Q2).

Вид функции Ляпунова, соответствующей фазовой плоскости, изображенной на рис. 7, представлен на рис. 6.

Рассмотрение этого частного случая СЦТ дает картину качественной структуры фазового пространства и возможных в нем бифуркаций, а также связи этой структуры с функцией R (Q1, Q2). Кроме того, это позволяет получить представление о более общем случае СЦТ при произвольном n, и об общем случае произвольной ГС, рассмотренной в главе 3. Области притяжения устойчивых состояний равновесия в многомерном фазовом пространстве разделяются сепаратрисными гиперповерхностями, проходящими через неустойчивые седловые особые точки. Происходящие в результате изменения параметров бифуркации представляют собой только рождение и исчезновение пар особых точек. 

Доказанная в главе 3 устойчивость единственного равновесного режима ГС «в целом» позволяет утверждать, что выбором гидравлических характеристик можно добиться выполнения условия единственности состояния равновесия. Именно единственность состояния равновесия гарантирует устойчивость и установление равновесного режима работы ГС при возмущениях, что наиболее приемлемо для практики.

Однако единственность такого состояния равновесия в основном эксплуатационном режиме работы СЦТ ЯЭУ может быть нарушена при изменениях параметров. Такими параметрами, в частности, являются скорости вращения циркуляционных насосов. В следующем разделе рассмотрен случай такого изменения, связанного с отключением и медленной остановкой одного из насосов. Возникающее при этом возмущение циркуляции теплоносителя рассмотрено с точки зрения безопасности реактора.

В главе 3 проведено исследование качественной структуры фазового пространства 
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 для произвольной ГС прямым методом Ляпунова с использованием функции Ляпунова R, аналитическое выражение которой дает формула (3.9). Рассматриваемый в данной главе частный случай ГС позволяет наглядно продемонстрировать результаты, представленные в главе 3.

Функция Рэлея  для  случая  n = 2  представляется  следующим  образом:
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(4.13)

Производная по времени 
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, вычисленная в силу системы уравнений (4.3) при n = 2 имеет вид:
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(4.14)

Важным качественным результатом, представляющим интерес с точки зрения общих динамических свойств СЦТ, является возможность существования нескольких состояний равновесия. Проектному расчету на рис. 4 отвечает состояние равновесия, соответствующее рабочей точке на участке MN характеристики для каждой из петель. Работа СЦТ в стационарных режимах, соответствующих другим состояниям равновесия, с технической точки зрения недопустима, так как при этом в одной из петель расход теплоносителя либо мал, либо отрицателен.

Исследование типа соответствующих особых точек фазового пространства Q1, Q2 проводилось разными способами: путем анализа структуры поверхности R (Q1, Q2) в окрестности особой точки в соответствии с результатами, представленными в предыдущем разделе, путем построения фазовых траекторий на основании численного интегрирования уравнений при различных начальных условиях, а также с помощью анализа возникающих бифуркаций при изменении параметров. Полученные при дискретных значениях ω2 результаты могут быть использованы и при рассмотрении медленного изменения этой угловой скорости, представленном в следующем разделе. В этом случае они наглядно демонстрируют процесс изменения фазового портрета быстрых движений при изменении медленных механических переменных.

4.4. Связь гидромеханических  процессов  в  системе  циркуляции  теплоносителя  с  безопасностью  ядерной  энергетической установки

Наиболее часто встречающимся источником возмущения расхода теплоносителя СЦТ является отключение и выбег одного или нескольких ГЦН. Это приводит к изменению теплосодержания теплоносителя в активной зоне, а значит, к возмущению коэффициента размножения нейтронов (реактивности) и изменению мощности реактора. В этом случае система автоматического управления должна приводить в соответствие тепловыделение и теплосъем, восстанавливая отклонившуюся от заданного значения мощность реактора и производя соответствующие изменения в работе установки. Рассмотрим только особенности чисто гидромеханических процессов при таком возмущении и укажем на их влияние на безопасность ЯЭУ.

При исследовании двухпетлевой СЦТ были построены графики нахождения состояний равновесия системы (4.7) и фазовые портреты, соответствующие некоторым дискретным значениям угловой скорости вращения одного из двух ГЦН (ω2 = 1, ω2 = 0,92, ω2 = 0,86 и ω2 = 0,8) при неизменном значении скорости вращения другого насоса. Расчеты проводились при следующих заданных параметрах характеристик системы (4.7): a1 = 1,4; a2 = – 4; b = 4; c = 6; d1 = – d2 = 0,4. 

Основная часть настоящего исследования посвящена изучению случая, когда из-за изменения оборотов ГЦН меняется характеристика одной петли СЦТ как результат процесса медленного изменения скорости вращения рабочего колеса одного из насосов при его отключении и выбеге. При этом (2 медленно убывает, и этот процесс может быть определен из последних уравнений системы (4.1) при n = 2, обращении в нуль 
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 и (1 = 0. Однако качественные представления о характере влияния медленного уменьшения (2 можно получить, задав это изменение в виде 
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 и варьируя значение (. Наглядную картину решения задачи статики и вида фазовой плоскости при различных значениях (2  и фиксированном значениями (1 = 1 дают рис. 9–12. Эти рисунки, а также рис. 13 могут быть использованы для демонстрации влияния медленного изменения частоты вращения одного из ГЦН на число и расположение особых точек системы (4.7), описывающей гидродинамические процессы в двухпетлевой СЦТ. 
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Рис. 9. ω1 = 1, ω2 = 1 (1 состояние равновесия)
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Рис. 10. ω1 = 1, ω2 = 0,92 (1 состояние равновесия)
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Рис. 11. ω1 = 1, ω2 = 0,86 (3 состояния равновесия)
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Рис. 12. ω1 = 1, ω2 = 0,8 (1 состояние равновесия)

Интерес представляют происходящие при касании кривых 
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 и ∆ P3 (Q1+Q2) рождение и исчезновение пар состояний равновесия. На рис. 13,а представлен вид характеристики одной из двух петель при различных уменьшающихся значениях (2, а на рис. 13,б – соответствующая эволюция функции 
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. При этой эволюции изменяются число и координаты состояний равновесия, в частности, меняется и значение величины расхода теплоносителя через реактор. При этом происходят последовательно две бифуркации, в результате которых появляется, а затем исчезает пара состояний равновесия – устойчивого и неустойчивого. Сначала на рис. 13, б (а также на рис. 9) видим, что при 
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 кривые 
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 и ∆ P3 (Q1+Q2) пересекаются один раз, то есть на фазовой плоскости системы имеется единственное устойчивое «в целом» состояние равновесия (устойчивый узел). Далее с уменьшением (2, вследствие эволюции
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, происходит бифуркация, и количество пересечений указанных кривых возрастает до трех (см. рис. 11). При этом рождается пара новых состояний равновесия – устойчивый узел и седло. При дальнейшем уменьшении значения угловой скорости вращения колеса насоса (2 происходит еще одна бифуркация, которая сопровождается слиянием и исчезновением пары состояний равновесия (см. рис. 13,б, рис. 12). Далее, при уменьшении параметра (2 на фазовой плоскости будет происходить только изменение координат единственной устойчивой особой точки.
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Рис. 13. Влияние медленного изменения частоты вращения одного из ГЦН на число и расположение особых точек системы (4.7)
При последней из двух бифуркаций, когда исчезают ранее существовавший устойчивый узел и родившееся при первой бифуркации седло, происходят опрокидывание циркуляции в петле с выбегающим ГЦН и относительно резкий (при малых (, соответствующих медленному изменению (2) провал расхода через реактор. На рис. 14 представлена бифуркационная диаграмма в виде зависимости расхода через реактор 
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 от параметра (2, а на рис. 15 – изменение расхода через реактор как функция времени при уменьшении (2 по указанному выше линейному закону и при малых (.
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Рис. 14



Рис. 15

Бифуркации происходят при наличии значительного участка немонотонности характеристики ГЦН. С уменьшением этого участка бифуркации могут не происходить, но несколько менее выраженное падение расхода через реактор все равно сохранится. Время, за которое происходят опрокидывание циркуляции через медленно выбегающий насос и уменьшение расхода через реактор, определяется характерным временем относительно быстрых гидродинамических процессов. Этот процесс можно назвать потерей устойчивости по быстрым гидродинамическим переменным при медленном изменении механических переменных.

При анализе начального этапа аварии на Чернобыльской АЭС были отмечены как недостатки проекта, так и ошибки проводившего эксперимент обслуживающего персонала [47-49]. В частности, из-за этих двух факторов в самом начале работы системы аварийной защиты реактора произошло не уменьшение, а увеличение коэффициента размножения нейтронов (реактивности), а значит, и рост мощности реактора. Проведенное исследование влияния гидродинамических процессов на безопасность ядерного реактора позволяет указать еще на один вид опасного возмущения [50, 51]. При проводимом эксперименте изменение угловых скоростей половины медленно останавливающихся циркуляционных насосов привело к кратковременному и относительно быстрому снижению расхода теплоносителя через реактор и к росту количества пара в активной зоне. Это произошло в момент смены направления течения теплоносителя в петлях с останавливающимися насосами. Во время вызвавшего аварию эксперимента из-за ошибки оператора соответствующее началу аварии движение поглощающих нейтроны стержней аварийной защиты зарегистрировано только через 36 секунд после отключения по пару турбогенератора, питающего часть двигателей циркуляционных насосов. Примерно в это же время в результате уменьшения (2 произошло указанное выше гидродинамическое возмущение. Сложение двух вызвавших рост реактивности возмущений могло оказаться решающим фактором на начальном этапе аварии на ЧАЭС.

Рассмотренный в настоящей главе частный вид ГС наглядно иллюстрирует результаты главы 3. Исследованный в разделе 4.4 вид возмущения демонстрирует необходимость изучения в некоторых случаях не только гидродинамических процессов, но влияющего на них изменения механических переменных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данном пособии изложен основанный на применении методов аналитической механики и теории нелинейных колебаний подход, который используется при получении и анализе уравнений движения гидромеханических систем. С его помощью разработана новая методика исследования сложной ГС, которая позволяет получить информацию о динамических свойствах ГС, то есть о качественном и количественном влиянии возмущений, параметров и начальных условий на работу изучаемой системы. Как следствие, теоретически обоснован новый способ решения задачи стационарного потокораспределения ГС. При этом задача нахождения стационарных режимов сведена к решению многоэкстремальной задачи нахождения экстремумов функции Ляпунова, представляющей собой в изучаемом случае сумму интегралов от гидравлических характеристик участков ГС.

Методика использована при анализе являющейся частным видом ГС типовой системы циркуляции теплоносителя ядерного реактора. Рассмотрено влияние гидродинамических процессов на безопасность ядерного реактора. Полученные на основе изучения этого частного примера результаты продемонстрировали способ и особенности исследования гидромеханических систем более сложного вида.
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Рис. 1. Элемент жидкости, ограниченный поверхностью вращения и двумя нормальными к оси потока сечениями
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