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При рассмотрении интеграла Римана 
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 конечен и 2) функция 
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 ограничена на нём. Отказавшись от этих ограничений, придём к понятию несобственных интегралов. В этой разработке обобщим понятие интеграла на случай бесконечных промежутков.

§1. Определения.

Пусть функция 
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 определена для всех 
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 и интегрируема на любом конечном отрезке 
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 называется несобственным интегралом от функции 
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[image: image12.wmf](

)

dx

x

f

a

ò

+¥

. Аналогично определяются несобственные интегралы по промежуткам 
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Итак, по определению:
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Если указанные пределы существуют и конечны, то говорят, что соответствующие интегралы сходятся (существуют, имеют смысл), а функция 
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 интегрируема (в несобственном смысле). В противном случае интегралы называются расходящимися (несуществующими).


Замечание 1. Главным значением интеграла (3) в смысле Коши называется предел
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf](
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(V.P. – от французского valeur principale – главное значение). Этот предел может существовать, даже когда интеграл (3) в обычном смысле (т.е. когда А и В меняются произвольно) расходится. 


Геометрически несобственный интеграл (1) в случае 
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 выражает площадь неограниченной (бесконечной) области, заключённой между линиями 
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Интеграл (2) сводится к (1) простой заменой 
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,  а (3) – к обоим интегралам (1) и (2).

§2. Свойства интегралов вида (1).
1. Аддитивность:
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                                           (1*)
причём оба несобственный интеграла здесь сходятся или расходятся одновременно.


2. Линейность: а) Если (1) сходится и K – число, то сходится интеграл от функции 
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б) если интегралы от функций 
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 сходятся, то сходится и интеграл от их суммы, причём
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Последнее необратимо.


Если в правой части (5) один интеграл сходится, а другой расходится. То интеграл от суммы – в левой части – расходится.


3. Формула Ньютона-Лейбница. Если функция 
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где 
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, причём обе части равенства (6) одновременно имеют смысл или нет.


4. Интегрирование по частям. Если функции 
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 непрерывно дифференцируемы на полупрямой 
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Причём, если любые два из стоящих здесь выражений имеют смысл, то имеет смысл и третье. (Интегрирование по частям часто используют для улучшения сходимости интеграла.)


§3. Достаточные признаки сходимости интегралов от неотрицательных функций.

1(. Признак сравнения (0бычный).

Пусть функции 
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 определены для всех 
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, интегрируемы на каждом отрезке 
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вытекает сходимость интеграла (1), причём 
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, а из расходимости интеграла (1) вытекает расходимость интеграла (7). Функция 
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Замечание 2. В качестве функции сравнения часто берётся 
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2(. Предельный признак сравнения.


Пусть существует предел 
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Выбирая конкретную функцию для сравнения, можно отсюда получить частные признаки сходимости или расходимости интеграла (7).


3(. Наиболее удобен для решения задач частный признак сравнения. Если при 
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Замечание 3. Чтобы знать, в какую сторону оценивать подинтегральную функцию 
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, нужно «заподозрить» интеграл (1) на сходимость или расходимость. А это часто легко установить заменой величин, входящих в состав 
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 – постоянные, и использовать Замечание 2 или частный признак сравнения. Если остаются сомнения в полной законности произведённых упрощений, можно сравнить 
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§4. Абсолютная и условная сходимость интегралов.

Определение. Интеграл (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл
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Интеграл (1) называется условно или неабсолютно сходящимся, если сам он сходится, а интеграл (8) расходится.


Теорема. Если интеграл (1) сходится абсолютно, то он просто сходится, причём 
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При исследовании (1) на абсолютную сходимость можно к интегралу (8) применять признаки из §3.

Для исследования на сходимость интегралов (особенно условно сходящихся) существуют специальные признаки сходимости.

1. Признак Дирихле. Если а) функция 
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2. признак Абеля. Пусть функции 
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§5. Примеры.

В примерах 1-4 вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость, основываясь непосредственно на определении.
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Следовательно, интеграл расходится.


3. 
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Этот предел не существует, поэтому интеграл расходится.
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где 
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5. Вычислить площадь S фигуры, ограниченной осью абсцисс и кривой 
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Из геометрического смысла несобственного интеграла следует, что 
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6. При вычислении следующего интеграла используем интегрирование по частям:
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Установить возможность применения свойства линейности при вычислении интегралов
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В 
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 разобьём подинтегральную функцию на сумму 
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Поэтому к интегралу 
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Представим подинтегральную функцию в 
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Рассмотрим интеграл 
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Тогда сам интеграл 
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 расходится.


В примерах 8-18 исследовать сходимость интегралов от функций, непрерывных и положительных на всём пути интегрирования.
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Найдём функцию сравнения 
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Определим порядок подинтегральной функции относительно 
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Следовательно, порядок малости функции 
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Покажем, что при 
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так как второй множитель имеет предел 2 при 
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Определим порядок подинтегральной функции по сравнению с 
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Подинтегральная функция на промежутке интегрирования непрерывна и положительна. При 
[image: image176.wmf]+¥

®

x

 имеем: 
[image: image177.wmf]x

x

x

~

sin

±

, 
[image: image178.wmf](

)

k

k

k

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

-

=

-

+

=

1

~

sin

sin

. Следовательно, при  
[image: image179.wmf]+¥

®

x

 функция 
[image: image180.wmf](

)

x

f

 имеет порядок 
[image: image181.wmf]k

p

-

=

 относительно 
[image: image182.wmf]x

1

. Значит, интеграл сходится для 
[image: image183.wmf]1

>

-

=

k

p

, т.е. 
[image: image184.wmf]1

-

<

k

, и расходится для 
[image: image185.wmf]1

-

³

k

.
Расходимость интеграла для 
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и потому при  
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Так как 
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Подинтегральная функция бесконечно малая при 
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Взяв здесь 
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На пути интегрирования 
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Так как можем взять такое 
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Поэтому 
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Отметим, что 
[image: image233.wmf]0

lim

=

a

+¥

®

x

x

e

x

 
[image: image234.wmf]a

"

. Но для бесконечно малой при 
[image: image235.wmf]+¥

®

x

 функции 
[image: image236.wmf](

)

x

e

x

x

f

-

a

=

 не может быть установлен порядок малости р относительно 
[image: image237.wmf]x

1

, так как 
[image: image238.wmf]0

lim

lim

1

=

=

"

+

a

+¥

®

a

+¥

®

x

p

x

x

e

x

x

e

x

p

p

x

. Взяв 
[image: image239.wmf]1

>

p

, воспользуемся пунктом 2 предельного признака сравнения 2(. Из него следует, что интеграл 
[image: image240.wmf]I

 сходится 
[image: image241.wmf]a

"

.

В примерах 19-23 подинтегральная функция тоже непрерывна на пути интегрирования 
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Разрывы подинтегральной функции 
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По свойству 1 достаточно исследовать на сходимость, например, интеграл 
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. Оцениваем сверху подинтегральную функцию по модулю: 
[image: image252.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image253.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

3

1

1

sin

p

-

<

p

-

£

p

-

=

x

x

x

x

x

x

x

f

, 
[image: image254.wmf]p

³

2

x

. Но интеграл 
[image: image255.wmf](

)

ò

+¥

p

p

-

2

2

x

dx

  сходится (
[image: image256.wmf]1

2

>

=

p

), поэтому 
[image: image257.wmf]1

I

 и 
[image: image258.wmf]I

 сходятся абсолютно.
20. 
[image: image259.wmf]ò

+¥

+

+

=

a

dx

x

x

x

I

5

1

sin

5

1

, где 
[image: image260.wmf]0

>

a

.

Исследуем сходимость интеграла 
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1) Исследуем I на абсолютную сходимость.

А) Имеем: 
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. Рассмотрим интегралы от левой части и от обоих слагаемых:
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Исследуем на сходимость интеграл 
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2) Однако при значениях 
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Другой способ.


Часто удаётся установить сходимость интеграла, используя интегрирование по частям. Применим его к интегралу I (для 
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Интеграл B сходится (и притом абсолютно), так как 
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Вводя замену 
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1) Исследуем 
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§6. Задачи для самостоятельного решения.


Вычислить следующие несобственные интегралы с бесконечными пределами или установить их расходимость, основываясь на определении этих интегралов.
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