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Ââåäåíèå
Ó÷åíèå î ïðèðîäå áóäåò ñîäåðæàòü íà-
óêó â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ëèøü â òîé
ìåðå, â êàêîé ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà â
íåé ìàòåìàòèêà.

Èììàíóèë Êàíò
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòèêà ïðîíèêàåò âî âñå áîëåå øèðîêèå îáëàñòè çíàíèé, ýô-

ôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â òåõ äèñöèïëèíàõ, ãäå åå ïðèìåíåíèå äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà íå
ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü è èññëåäîâàòü
ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â æèâîé ïðèðîäå è ñîöèàëüíîé ñôåðå. Ïðè ýòîì îáîãàùàåòñÿ è ñà-
ìà ìàòåìàòèêà, â ðàìêàõ åå ðàçðàáàòûâàþòñÿ íîâûå ìåòîäû, íåîáõîäèìûå äëÿ èçó÷åíèÿ
ñïåöèôè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ðàçäåëû. Ïî ñëîâàì À.Ýíøòåéíà, "ìàòåìàòèêà
îáÿçàíà ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì íåîáõîäèìîñòè óçíàòü ÷òî-ëèáî î ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ
îáúåêòàõ".

Ýòè ñëîâà öåëèêîì ìîæíî îòíåñòè ê íîâîìó íàïðàâëåíèþ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ � òåîðèè îòáîðà. Ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
ïðîöåññîâ â áèîëîãèè, õèìèè, ýêîíîìèêå áûë îáíàðóæåí ðÿä åäèíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, êî-
òîðûå âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëè îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó è ïîñëóæèëè îñíî-
âîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè, îïèñûâàþùåé ÿâëåíèÿ îòáîðà.

Îòáîð (ïî òîëêîâàíèþ "Íîâîãî îáúÿñíèòåëüíîãî ñëîâàðÿ ñèíîíèìîâ ðóññêîãî ÿçûêà"[79])
� ýòî ïðîöåññ ñîðòèðîâêè èëè âûäåëåíèÿ ïî íåêîòîðîìó ïðèçíàêó ýëåìåíòîâ èç çàäàííîãî
íàáîðà îäíîðîäíûõ îáúåêòîâ 1. Â îòëè÷èå îò âûáîðà, êîòîðûé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëå-
íèåì âîëè íåêîòîðîãî ñóáúåêòà, ïðîöåññû îòáîðà ìîãóò ïðîòåêàòü ñïîíòàííî, íàïðèìåð,
õîðîøî èçâåñòåí åñòåñòâåííûé îòáîð íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ âèäîâ â æèâîé ïðèðîäå
[15]. Â ñëó÷àå îòáîðà âñåãäà ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðûé âíåøíèé êðèòåðèé � ôîðìàëüíûé
ïðèçíàê, îïðåäåëÿþùèé, êàêèå èìåííî ýëåìåíòû áóäóò îòîáðàíû â êîíå÷íîì èòîãå, â òî
âðåìÿ êàê ïðè âûáîðå òàêîé êðèòåðèé ìîæåò îòñóòñòâîâàòü, è âûáîð ìîæåò îñóùåñòâ-
ëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíî èëè ñëó÷àéíî.

Îòáîð � ýòî äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, ðàçâåðíóòûé âî âðåìåíè. Èñêîìûå ýëåìåíòû âûäå-
ëÿþòñÿ íå åäèíîâðåìåííî, êàê ýòî áûâàåò ïðè âûáîðå, à ïîñòåïåííî, ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå
ìíîæåñòâà îòáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ, ïîñëåäîâàòåëüíîå ñóæåíèå åãî äî íóæíûõ ïðåäåëîâ. Ðå-
çóëüòàòîì âûáîðà ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, îäèí ýëåìåíò, à ïðè îòáîðå ìîãóò âûäåëÿòüñÿ
íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, îòáîð � ýòî ïîñòåïåííîå ñóæåíèå èñõîäíîãî ìíîæå-
ñòâà îáúåêòîâ äî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà îòáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîöåññû îòáîðà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè. Ñðåäè
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ê íèì ìîæíî îòíåñòè âñåâîçìîæíûå ïðîöåññû ðàçäåëåíèÿ
ñìåñåé, î÷èñòêè âåùåñòâ: ôèëüòðàöèè, ðåêòèôèêàöèè, àáñîðáöèè, ýêñòðàêöèè. Ïðèìåðîì
ïðîöåññà îòáîðà ìîæåò ñëóæèòü âîçíèêíîâåíèå âîëíû îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû èç øóìà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè êîëåáàíèé íà îäíîé ãàðìîíèêå (èëè íà êîìáè-
íàöèè ãàðìîíèê) ïðè íà÷àëüíîì õàîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî âñåìó ñïåêòðó
÷àñòîò [129, 135]. Â æèâîé ïðèðîäå ñóùåñòâóåò óæå óïîìèíàâøèéñÿ åñòåñòâåííûé îòáîð,
à òàêæå èñêóññòâåííûé îòáîð. Â ýêîíîìèêå èçâåñòíû ïðîöåññû êîíöåíòðàöèè ñðåäñòâ ó
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ðàáîòàþùåãî ïðåäïðèÿòèÿ, óêðåïëåíèå åãî ïîçèöèé ñðåäè ìíîæå-
ñòâà êîíêóðèðóþùèõ ôèðì, âûòåñíåíèå îäíèõ òîâàðîâ äðóãèìè ñ îáùåãî ðûíêà ñáûòà. Â
òåõíè÷åñêîé ñôåðå ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííàÿ ñìåíà îäíèõ òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé äðóãèìè,

1Ñì. òàêæå: "Îòáîð � âûäåëåíèå êîãî-, ÷åãî-íèáóäü èç êàêîé-íèáóäü ñðåäû. Îòîáðàííûé � ëó÷øèé ïî
êà÷åñòâó. Îòîáðàòü � âûäåëèòü èç îáùåãî ÷èñëà."[80]
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áîëåå ñîâåðøåííûìè. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè îòáîðà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû êëàññèôèêà-
öèè, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îáó÷åíèÿ è ò.ï.

Ïîñêîëüêó ïðîöåññû îòáîðà ñâÿçàíû ñ ïîÿâëåíèåì óñòîé÷èâûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóê-
òóð â ïåðâîíà÷àëüíî õàîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, òî îíè èíòåðåñíû äëÿ ñîâðåìåííîé
òåîðèè ñèíåðãåòèêè � íàóêè î ñàìîîðãàíèçàöèè, êîòîðàÿ âûÿñíÿåò ïðè÷èíû âîçíèêíîâå-
íèÿ ïîðÿäêà èç õàîñà [107]. Îäíîâðåìåííî ýòè ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ è â ñîâðåìåííîé
òåîðèè èíôîðìàöèè [78].

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïîíÿòèÿ îòáîðà, ìîæíî äàòü åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñà-
íèå. Îäíà èç åãî âîçìîæíûõ ôîðìàëèçàöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåðìèíàõ äèíàìèêè âåðîÿò-
íîñòåé. Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, èç êîòîðîãî áóäåò âûäåëåíî áîëåå óçêîå ïîäìíîæåñòâî
îòáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ. Êàæäîìó ýëåìåíòó èñõîäíîãî ìíîæåñòâà â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè èòîãîâîìó ïîäìíîæåñòâó. Ïðî-
öåññ îòáîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòà âåðîÿòíîñòü äëÿ îäíèõ ýëåìåíòîâ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, äëÿ äðóãèõ � ê åäèíèöå.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êàêèì-ëèáî äðóãèì îáðàçîì êîëè÷åñòâåííûé íåîòðè-
öàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà èòîãîâîìó ïîäìíîæåñòâó: åñëè ýòîò ïî-
êàçàòåëü ðàâåí íóëþ, òî ýëåìåíò íå ïðèíàäëåæèò äàííîìó ïîäìíîæåñòâó. Â çàâèñèìîñòè
îò ïðèðîäû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà òàêèì ïîêàçàòåëåì ìîãóò ñëóæèòü êîëè÷åñòâà âå-
ùåñòâà èëè ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó ýëåìåíòó, ÷àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî
ýëåìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýëåìåíòàìè âûñòóïàþò áèîëîãè÷åñêèå âèäû, òàêèì ïîêàçàòå-
ëåì ìîæåò áûòü ÷èñëåííîñòü îñîáåé êàæäîãî âèäà. Îòáîð áóäåò èìåòü ìåñòî òîãäà, êîãäà
ïðîèñõîäèò êîíöåíòðàöèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ (âåùåñòâà èëè ýíåðãèè) íà îäíèõ ýëåìåíòàõ �
äëÿ íèõ åãî çíà÷åíèÿ èìååò íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë, à äëÿ äðóãèõ åãî çíà÷åíèå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, à
êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè íåïðåðûâíî èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ îòáîðà ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ñòàíäàðò-
íîãî ñèìïëåêñà � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç
âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Ñèñòåìû,
îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Â ÷àñòíîñòè äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà àëüòåðíàòèâ ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïðèíàäëåæíîñòè
îòáèðàåìîìó ïîäìíîæåñòâó, ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî ýëåìåíòà, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàâíà åäèíèöå. Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîñòîÿííîé ñóììû ôàçîâûõ êîîðäèíàò ìîæåò òàêæå
îçíà÷àòü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà èëè ýíåðãèè â ñèñòåìå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì
è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò ëèøü èõ ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñðåäè ðàçíûõ ýëåìåíòîâ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íå òàê, ìîæíî ëåãêî ïåðåéòè ê óäåëüíûì êîëè÷åñòâàì è âçÿòü èõ
çà ïîêàçàòåëè ïðèíàäëåæíîñòè. Äëÿ óäåëüíûõ êîëè÷åñòâ îáùàÿ ñóììà óæå âñåãäà áóäåò
ðàâíà åäèíèöå.

Ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå íàèáîëåå óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ îòáîðà
â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ, òàê êàê òàì ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ñóììà çíà÷åíèé
ïîêàçàòåëåé ïðèíàäëåæíîñòè ê îòáèðàåìîìó ïîäìíîæåñòâó, âñëåäñòâèå ÷åãî óâåëè÷åíèå
ïðåèìóùåñòâ îäíîãî ýëåìåíòà âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ äðóãèõ, è ÿð÷å âñåãî
ïðîÿâëÿþòñÿ ñðàâíèòåëüíûå êà÷åñòâà ðàçíûõ ýëåìåíòîâ.

Îòáîð â ñèñòåìàõ íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå áóäåò èìåòü ìåñòî òîãäà, êîãäà ÷àñòü
êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, òåîðèÿ ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé
îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ îòáîðà.

Ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ îòáîðà îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå êðèòå-
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ðèåâ ïî íàáëþäàåìîìó ïðîöåññó îòáîðà: ïî÷åìó, â ñèëó êàêèõ ïðèçíàêîâ îäíè ýëåìåíòû
ïîëó÷àþò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè, êàê îò ïåðâîíà÷àëüíîãî õàîòè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåùåñòâà èëè ýíåðãèè ïî öåëîìó ñïåêòðó ðàçíîîáðàçíûõ ñòðóêòóð îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä ê óïîðÿäî÷åííîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî åñòü ê âîçíèêíîâåíèþ ïîðÿäêà, ïîÿâëåíèþ
óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû.

Ïåðâîíà÷àëüíî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îòáîðà ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþ-
öèîííûõ ïðîöåññîâ â áèîëîãèè. Â êîíöå 20-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà îôîðìèëîñü íàó÷íîå
íàïðàâëåíèå, êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè åñòåñòâåííîãî îòáîðà
èëè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýâîëþöèè. Äæ. Õîëäåéí [123] ââåë ïîíÿòèå êîýôôèöèåíòà ñå-
ëåêöèè, ñêîðîñòè îòáîðà è äð. Îäíîâðåìåííî ñ íèì íàä ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé
ýâîëþöèîííîé ìèêðîèçìåí÷èâîñòè ðàáîòàëè åùå äâà êðóïíûõ èññëåäîâàòåëÿ: Ð. Ôèøåð â
Àíãëèè è Ñ. Ðàéò â ÑØÀ [119]. Îíè ïûòàëèñü îïðåäåëèòü, ÷åì îáóñëîâëåíî ñåëåêòèâíîå
ïðåèìóùåñòâî îñîáåé îäíîãî òèïà ïåðåä äðóãèìè. Áîëüøóþ ðîëü â ñîçäàíèè îñíîâ òåî-
ðèè åñòåñòâåííîãî îòáîðà ñûãðàëà ðàçðàáîòêà ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé â âèäå ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ìîäåëåé Âîëüòåððà [11], Ëîòêè [128] è ò. ï.). À.Ä. Áàçû-
êèí, èçó÷àÿ ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ [8], ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàë ïðîöåññû âûòåñíåíèÿ
îäíèõ âèäîâ èç ñîîáùåñòâà äðóãèìè, áîëåå ïðèñïîñîáëåííûìè (íàïðèìåð, â ìîäåëè "õèù-
íèê � äâå æåðòâû"). Îáîáùàÿ ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ìåæâèäîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
â òðîôè÷åñêèõ ïèðàìèäàõ [2], Â.Â.Àëåêñååâ äîêàçàë ôàêò âûæèâàíèÿ ëèøü îäíîãî âèäà
ïðîäóöåíòîâ ñ íàèìåíüøèì îòíîøåíèåì êîýôôèöèåíòà ñìåðòíîñòè ê êîýôôèöèåíòó ðîñòà
â ðåçóëüòàòå êîíêóðåíòíîé áîðüáû ïðè îòñóòñòâèè êîíñóìåíòîâ.

Ïðè èññëåäîâàíèè îáùèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè Þ.À. Ïûõ óñïåø-
íî èñïîëüçîâàë ïåðåõîä ñ ïîìîùüþ íîðìèðóþùåé çàìåíû ê ñèñòåìàì äèíàìèêè óäåëüíûõ
÷èñëåííîñòåé [88], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Îí
ââåë ïîíÿòèå ôóíêöèè ïåðåõîäà, èãðàþùåé âàæíåéøóþ ðîëü â òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, è
íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàë ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå â èçó÷åíèè ïðîöåññîâ êîíêóðåíöèè. Âïîñëåäñòâèè áûëî óñòàíîâëåíî [14], ÷òî ëþáóþ
ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà, êîòîðûå
äîïóñêàþò îäíîðîäíîå ïðîäîëæåíèå íà ìíîæåñòâî òî÷åê ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå îäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå
êîòîðîé ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé ÷åðåç íîðìèðóþùóþ çàìåíó.

Âïåðâûå ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñòàëè óïîòðåáëÿòü â XIX âåêå ïðè îïè-
ñàíèè ïðîöåññîâ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðèâîäèëî
ê òîìó, ÷òî ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ìàòåìàòè÷åñêè çàäàâàëèñü ïîñðåäñòâîì ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñèìïëåêñå � âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ñ âåðøèíàìè íà
îñÿõ êîîðäèíàò, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïðîåêòèðóåòñÿ íà ñòàíäàðòíûé
ñèìïëåêñ. Çàòåì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîãèå ïðîöåññû èíîé ïðèðîäû (áèîëîãè÷åñêèå,
ýêîíîìè÷åñêèå è ò.ï.) ïðîòåêàþò ïîäîáíî íåêîòîðûì ãèïîòåòè÷åñêèì õèìè÷åñêèì ðåàêöè-
ÿì. Íàïðèìåð, áûëà îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Âîëüòåðà "õèùíèê
� æåðòâà"è õèìè÷åñêîé ìîäåëüþ Ëîòêè [73]. Ðàçíîîáðàçíûå ïðîöåññû: êîàãóëÿöèè, ñàìî-
ñáîðêè âèðóñîâ [99] è ò.ï. - ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Â ðåçóëüòà-
òå áûëî âûäåëåíî ñåìåéñòâî ñèñòåì, íàçâàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè, êîòîðûå îáëàäàþò
òàêèì ñâîéñòâîì. Á.Ã. Çàñëàâñêèé è Ð.À. Ïîëóýêòîâ, êëàññèôèöèðóÿ ìîäåëè äèíàìèêè
ïîïóëÿöèé [17], îïðåäåëèëè êëàññ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûì ëèíåéíûì òèïîì ëèìèòèðîâà-
íèÿ, êîòîðûå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëèíåéíîñòè ëèìèòèðóþùåãî ôàêòîðà
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Íàðÿäó ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ìîäåëÿìè äëÿ èçó÷åíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ
ñåðåäèíû XX âåêà íà÷àëè àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè: ìîäåëü "ðàç-
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ìíîæåíèÿ � ãèáåëè"[103], êîíå÷íûå àâòîìàòû [106] è ò.ä. Ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè â íèõ
ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â îäíîì èç íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè ýòîì âñå ôàçîâûå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíû è èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå, ò.å.
ëþáàÿ òàêàÿ ìîäåëü îïÿòü-òàêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ì. Íàãóìî [131], íåîñëàáåâàþùèé èíòåðåñ âûçûâàëà ïðîáëåìà îïðå-
äåëåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îñòàþòñÿ
â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ áèîëîãè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè ýòà çàäà÷à áûëà íàçâàíà çàäà÷åé âûæèâàíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ åå ìîæíî òàêæå ñâåñòè
ê çàäà÷å âûâîäà óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó.

Íåçàâèñèìî îò ýòîãî ðàññìàòðèâàëèñü ïðîöåññû îòáîðà â ýêîíîìèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé
îñíîâîé äëÿ êîòîðûõ ñëóæèëà êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîãîîòðàñëåâîé ýêîíîìèêè Âàëüðàñà-
Ëåîíòüåâà. Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëåçíîñòè ñòàâèëà çàäà÷åé îïèñàòü ïðåäïî÷òåíèÿ îä-
íèõ òîâàðîâ äðóãèìè, ÷òî ïðèâîäèëî ê âûòåñíåíèþ îäíèõ òîâàðîâ äðóãèìè ñ îáùåãî ðûíêà
ñáûòà [133]. Â èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé îäíèì èç îñíîâíûõ ÿâëÿëîñü ïîíÿòèå
óñòîé÷èâîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà, ââåäåííîå Ë. Âàëüðàñîì. Íàëè÷èå òàêîãî ðîñòà, êàê
áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [75, 17], ìàòåìàòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ óñòîé÷è-
âîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Ïðè èçó÷åíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ôèçèêå áûëè îáíàðóæåíû ÿâëåíèÿ, êîòîðûå òàê-
æå ìîæíî áûëî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîöåññû îòáîðà [135]. Ä.Ñ. ×åðíàâñêèé èññëåäîâàë
ðàçíîîáðàçíûå ïðîöåññû îòáîðà â õèìèè, áèîëîãèè, äåìîãðàôèè, âûñêàçàë ãèïîòåçó ïðî-
èñõîæäåíèÿ æèçíè, îñíîâûâàÿñü íà êîíöåïöèþ îòáîðà [107].

Â ñåðåäèíå XX-ãî âåêà áûë ðàçðàáîòàí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé îïè-
ñûâàòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ: òåîðèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèé äèíà-
ìèêè ðàñïðåäåëåíèé è ïîëîæèòåëüíûõ ìåð, áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé êàê óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè êîíóñà â áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Îïèðàÿñü íà ýòîò àïïàðàò è îáîáùàÿ èçâåñòíûå ê òîìó âðåìåíè ìîäåëè
îòáîðà, â 80-õ ãîäàõ XX-ãî âåêà À.Í. Ãîðáàíü ââåë ïîíÿòèå ñèñòåìû ñ íàñëåäîâàíèåì êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñåìåéñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ìåð, äàë âàæ-
íåéøåå îïðåäåëåíèå îòáîðà âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè äëÿ òàêèõ ñèñòåì è ñôîðìóëèðîâàë
êðèòåðèé îòáîðà, ïîçâîëÿþùèé îáúÿñíèòü íàáëþäàåìûå ïðîöåññû â áèîëîãèè, ýêîíîìè-
êå, ôèçèêå ñ ïîçèöèé èäåè îïòèìàëüíîñòè[14]. Ïðè ýòîì áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó
êðèòåðèåì îòáîðà è ñðåäíåâðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì âîñïðîèçâîäñòâà. Ýòè ðåçóëüòàòû
ëåãëè â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îòáîðà. Ñâîéñòâî íàñëåäîâàíèÿ âïîñëåäñòâèè áûëî
ñôîðìóëèðîâàíî êàê îñíîâíîé ïîñòóëàò ñîâðåìåííîé òåîðèè èíôîðìàöèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîäåëè îòáîðà ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ öåëîãî êîìïëåêñà
ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ � ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû �
ýòî ñòîõàñòè÷åñêèå, ýâðèñòè÷åñêèå îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû, âïåðâû ïðåäëîæåííûå Õîë-
ëàíäîì â 1975 ãîäó [124]. Îíè îñíîâûâàþòñÿ íà èäåå ýâîëþöèè ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî
îòáîðà, âûäâèíóòîé Äàðâèíûì. Ñåé÷àñ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñîñòàâëÿþò îáëàñòü èñ-
êóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, â êîòîðîé ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîãóò ðåøàòüñÿ çàäà÷è áèîòåõíîëî-
ãèé, ìåäèöèíû, ñèíòåçà ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, âèðòóàëüíûõ ìèðîâ. Âîçíèêíóâ â îáëàñòè
áèîëîãèè, ìîäåëè îòáîðà ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
ñôåðàõ ïðèðîäû è òåõíèêè.

Ðàññìîòðåíèþ èçëîæåííûõ âûøå âîïðîñîâ ïîñâÿùåí ñïåöèàëüíûé êóðñ "Ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ îòáîðà". Îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ 3-ãî êóðñà, îáó÷à-
þùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 010501.62 "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà" â ðàìêàõ
ñïåöèàëèçàöèè "Îïòèìèçàöèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå" è ïî îáðàçîâàòåëüíîìó íàïðàâ-
ëåíèþ 010400.62 "Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè", à òàêæå äëÿ ìàãèñòðàíòîâ, îáó÷àþ-
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ùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ 010500.62 "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà" â ðàìêàõ
ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû "Îïòèìèçàöèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå".

Öåëü äàííîãî êóðñà � èçó÷åíèå ìîäåëåé ïðîöåññîâ îòáîðà, íà ïðèìåðå êîòîðûõ äåìîí-
ñòðèðóþòñÿ ìåòîäû è ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèìåíå-
íèè çíàíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè èçó÷åíèè áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò öåëÿì îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ïî äàííîé ñïåöèàëüíîñòè è äàííûìì íàïðàâëåíèÿì.

Ìàòåðèàë êóðñà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ó÷åáíûì ïëàíîì ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ ïî
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå è îïèðàåòñÿ íà çíàíèå îñíîâíûõ êóðñîâ: ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà, ãåîìåòðèè è àëãåáðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ åñòåñòâîçíàíèÿ. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ êóðñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åãî ìàòåðèàë
ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè
óêàçàííûõ êóðñîâ.

Íàñòîÿùèé ó÷åáíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòêó ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ Î.À. Êóçåíêî-
âà, Å.À. Ðÿáîâîé "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ îòáîðà", âûøåäøåãî â 2007 ãîäó â
èçäàòåëüñòâå ÍÍÃÓ. Ïðè åãî ïîäãîòîâêå áûë ó÷ò¼í ðÿä ïðåäëîæåíèé è çàìå÷àíèé, âû-
ñêàçàííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîãî ïîñîáèÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå. Êðîìå òîãî, ïîñëå
âûõîäà ïîñîáèÿ áûë îáíàðóæåí ðÿä âàæíûõ íîâûõ ôàêòîâ â îáëàñòè îòáîðà, êîòîðûå íà-
øëè îòðàæåíèå íà ñòðàíèöàõ äàííîãî èçäàíèÿ. Ìàòåðèàë ïîñîáèÿ òàêæå áûë ðàñøèðåí
çà ñ÷¼ò ïðèìåðîâ è çàäà÷.



Ãëàâà 1.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

1.1. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
Òåðìèí �ìîäåëü� ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî ñëîâà modulus, êîòîðîå ïåðâîíà÷àëüíî óïî-

òðåáëÿëîñü â ñìûñëå �îáðàçåö äëÿ ïîäðàæàíèÿ�. Â ýòîì çíà÷åíèè ìû èñïîëüçóåì åãî ñåé-
÷àñ, êîãäà ãîâîðèì î òîï-ìîäåëÿõ, ôîòîìîäåëÿõ èëè î íîâûõ ìîäåëÿõ ìàøèí, çàïóñêàåìûõ
â ïðîèçâîäñòâî. Òàêæå ýòî ñëîâî îçíà÷àëî �óìåíüøåííàÿ êîïèÿ ÷åãî-òî�, ïî êîòîðîé, êàê
ïî îáðàçöó, ìîæíî áûëî âîññîçäàòü îáúåêò ïîëíîñòüþ � ïàðóñíèê, äâîðåö, êàðåòó. Â âûïó-
ùåííîé â íà÷àëå ÕÕ âåêà ýíöèêëîïåäèè èçäàòåëåé Ô.À. Áðîêãàóçà è È.À. Ýôðîíà ñêàçàíî,
÷òî ìîäåëü � ýòî �ïîäîáèå êàêîãî-ëèáî ïðåäìåòà, ñäåëàííîå èç äåðåâà, ïðîáêè, êàðòîíà,
âîñêà, ãëèíû, ìåòàëëà èëè äðóãîãî âåùåñòâà, âîñïðîèçâîäÿùåå ýòîò ïðåäìåò ñ òî÷íîñòüþ,
íî â óìåíüøåííîì âèäå�.

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçðàñòàëà çíà÷èìîñòü òàêèõ ìîäåëåé â òåõíè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òàõ. Ïåðâîå èçäàíèå Áîëüøîé ñîâåòñêîé ýíöèêëîïåäèè (30-å ãîäû ÕÕ âåêà) ñîîáùàåò, ÷òî
ìîäåëü � ýòî öåííûé èíñòðóìåíò àâèàêîíñòðóêòîðà: äâèæåíèå óìåíüøåííûõ ìîäåëåé ñà-
ìîëåòîâ ìîæíî èçó÷àòü â âîçäóøíîì ïîòîêå, à çàòåì ó÷èòûâàòü ðåçóëüòàòû ïðè êîíñòðó-
èðîâàíèè áîëüøèõ ìàøèí.

Ïîñòåïåííî çíà÷åíèå òåðìèíà �ìîäåëü� ðàñøèðèëîñü. Ñåé÷àñ ïîä ìîäåëüþ íåêîòîðîãî
åñòåñòâåííîãî îáúåêòà, ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà ìû ïîíèìàåì äðóãîé îáúåêò, êîòîðûé â ñèëó
ñâîåé ïðèðîäû èëè êîíñòðóêöèè îáëàäàåò òåìè æå ñóùåñòâåííûìè ïðèçíàêàìè è ñâîéñòâà-
ìè, ÷òî è ïåðâûé. Íàáîð ïðèçíàêîâ, âûäåëÿåìûõ êàê �ñóùåñòâåííûå� è îòîáðàæàåìûõ â
ìîäåëè, âîîáùå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ.
Ðàçëè÷àþò ìîäåëè �íàòóðíûå� (åñòåñòâåííûå) è �çíàêîâûå�. Íàïðèìåð, àêâàðèóì ÿâëÿåò-
ñÿ íàòóðíîé ìîäåëüþ âîäíîé ýêîñèñòåìû. Ê çíàêîâûì ìîäåëÿì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ
óñëîâíûé èëè ìûñëåííûé îáðàç èñõîäíîãî îáúåêòà, åãî óïðîùåííîå îïèñàíèå â âèäå ðè-
ñóíêà, ÷åðòåæà, êàðòû, òàáëèöû, ñõåìû, ïëàíà è ò.ï.

Ìîäåëèðîâàíèå � ýòî ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ìîäåëè è óñòàíîâëåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íàèáîëåå âàæíûìè ñâîéñòâàìè èñõîäíîãî ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà è
åãî ìîäåëè.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, ò.å. ïðîèñõîäèò óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè íåêî-
òîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà (íàïðèìåð, ñèñòåìû óðàâíåíèé) è ñâîéñòâàìè ðåàëüíîãî.
Ïðè ýòîì îòðàæàþòñÿ ëîãèêî-êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîñëåäíåãî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷àòü êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèñóùèå îáúåêòó, íåîáõîäèìî
â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû, êîòîðûå åãî õàðàêòåðèçóþò. Òàêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ìîæåò áûòü î÷åíü ìíîãî. Íàïðèìåð, òåõíè÷åñêîå îïèñàíèå ñîâðåìåííîãî ñàìîëåòà
âêëþ÷àåò äåñÿòêè, à èíîãäà è ñîòíè òûñÿ÷ ïàðàìåòðîâ è èõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé. Ó÷åò òåõ
èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì. Ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëè íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü ñðàçó âñå ïàðàìåòðû ðåàëüíîãî îáúåêòà. Çà÷àñòóþ
áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ëó÷øå è ãëóáæå èññëåäîâàòü ðåàëüíóþ ñèñòåìó, ÷åì áîëåå
ñëîæíàÿ è, ôîðìàëüíî, �áîëåå ïðàâèëüíàÿ�, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íàèáîëåå
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ñóùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè.
Åñëè èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå îáúåêòà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî öåëåñîîáðàçíî â ïåðâóþ

î÷åðåäü ñëåäèòü çà òåìè ÷èñëîâûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò âðåìåíè è õàðàêòå-
ðèçóþò ñîñòîÿíèå îáúåêòà â êàæäûé ìîìåíò.

Ðàññìîòðèì îáúåêò, ñèñòåìó èëè ïðîöåññ, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè t îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Ýòè
ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè èëè ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè. Óïîðÿäî-
÷åííûé íàáîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn) áóäåì íàçûâàòü ôàçîâûì âåêòîðîì,
âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ èëè òî÷êîé ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.1. Ïóñòü ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ïóòè ñêîëüçèò òâåðäîå òåëî (áðóñîê). Âûáåðåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü äâèæåíèÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü áðóñîê
êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, òî åãî ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïåðåìåííûìè
� êîîðäèíàòîé è ñêîðîñòüþ. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòó êàê x1, à ñêîðîñòü êàê x2. Òîãäà íàáîð
ïåðåìåííûõ x = (x1, x2) õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå áðóñêà.

Ñîâîêóïíîñòü X âñåâîçìîæíûõ ôàçîâûõ âåêòîðîâ x íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Î÷åâèäíî, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ íàáî-
ðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà1 Rn). Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ íàáîðîâ (t, x), ãäå x ∈ X, à t � ïåðåìåííàÿ âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå áðóñêà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ
íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè, òî íèêàêèõ ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå åãî ñîñòî-
ÿíèÿ íå íàêëàäûâàåòñÿ è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî R2 � ñîâîêóïíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ãåîìåòðè÷åñêèì îáðà-
çîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü. Íî ñèòóàöèÿ, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóþò, èìååò ìåñòî äàëåêî íå âñåãäà.
Ïðèìåð 1.1.2. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà. Ñîñòîÿíèå ýòîãî
ïðîöåññà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé ïåðåìåííîé � êî-
ëè÷åñòâîì âåùåñòâà x. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò
ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íåîòðèöà-
òåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x > 0, åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì � ëó÷, ðàñøèðåííûì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì � ìíîæåñòâî ïàð {(t, x) : x > 0}, åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì �
ïîëóïëîñêîñòü.

Òàê êàê ñîñòîÿíèå îáúåêòà ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t, òî åãî ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn

áóäóò ôóíêöèÿìè âðåìåíè x1(t), x2(t), . . . , xn(t). Êàæäîìó ìîìåíòó âðåìåíè t ñîîòâåòñòâó-
åò òî÷êà x(t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííàÿ âðåìåíè t îïðåäåëÿåò
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òî÷åê. Åñëè êàæäàÿ ôàçîâàÿ êî-
îðäèíàòà ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåïðåðûâíî, òî ýòî ñåìåéñòâî áóäåò íåïðåðûâíîé
êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé.

1Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ: åñëè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn),
òî x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn); óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî α: α(x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn), à òàêæå îïåðàöèÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: (x, y) =

n∑
i=1

xiyi.
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Ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñîñòîÿíèÿ è äâèæåíèÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, îòðàæàþùàÿ êà÷åñòâåííûå ÷åðòû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ ôàçî-
âûì ïîðòðåòîì.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè x1, ..., xn âåêòîð-ôóíêöèÿ
x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) îïðåäåëÿåò çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè â çà-
âèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì âðåìåíåì. Ïðè òàêîé èíòåð-
ïðåòàöèè ïðîèçâîäíàÿ ẋ áóäåò ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ òî÷êè, à ẋ1, . . . , ẋn � êîîðäèíàòàìè
ñêîðîñòè ýòîé òî÷êè.

Ïóñòü çàäàíî ñîñòîÿíèå îáúåêòà â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, ò.å. èçâå-
ñòåí âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

x0 = x(t0) ∈ X.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t > t0. Îáîçíà÷èì ∆t = t−t0, î÷åâèäíî, ∆t > 0.
Åñëè ïî ëþáîìó èçâåñòíîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ îáúåêòà â ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå îáúåêòà â ëþáîé ïîñëåäó-
þùèé ìîìåíò âðåìåíè t > t0, òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ äàííîãî îáúåêòà âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï
äåòåðìèíèðîâàííîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà äåòåðìèíèðîâàí-
íîñòè êàæäîìó âåêòîðó íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 = x(t0) ∈ X è ìîìåíòó âðåìåíè t > t0
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð x(t) ≡ x(t0 + ∆t). Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ
çàêîíîì äâèæåíèÿ îáúåêòà.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðèìåðà 1.1.1. Ïóñòü ñêîëüæåíèå áðóñêà îñóùåñòâëÿåòñÿ
áåç òðåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû òÿãè F , íàïðàâëåííîé âäîëü äâèæåíèÿ, ìàññà
áðóñêà ðàâíà åäèíèöå. Òîãäà, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ẍ1 = F èëè

ẋ1 = x2, ẋ2 = F. (1.1)
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 èçâåñòåí âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x0 = (x0

1, x
0
2), òîãäà, èíòåãðèðóÿ

óðàâíåíèÿ (1.1), èìååì
x2(t) = x0

2 + F (t− t0),
x1(t) = x0

1 + x0
2(t− t0) + F (t− t0)

2/2.
(1.2)

Òàêèì îáðàçîì, ïî âåêòîðó íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 è ìîìåíòó âðåìåíè t îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x(t).

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1)
Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííîñòè.

Çàêîí äâèæåíèÿ âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.2), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ
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äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1.1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t = t0 + ∆t, ñîîòíîøåíèÿ (1.2)
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x2(t0 + ∆t) = x0
2 + F∆t, x1(t0 + ∆t) = x0

1 + x0
2∆t+ F∆t2/2.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà x(t0+∆t) ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî çíàòü âåëè÷è-
íó t0; îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âåêòîðîì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 è ïðîìåæóòêîì
âðåìåíè ∆t, êîòîðîå ïðîøëî îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà.

Ñèñòåìà, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì è ïðîìå-
æóòêîì âðåìåíè, ïðîøåäøèì îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà, íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìîé2. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç ñîñòîÿíèÿ x0 çà âðåìÿ ∆t1
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå x, à èç ñîñòîÿíèÿ x çà âðåìÿ ∆t2 â ñîñòîÿíèå x̄, òî çà âðåìÿ ∆t1+∆t2
îíà ïåðåéäåò èç ñîñòîÿíèÿ x0 â ñîñòîÿíèå x̄.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ñðåäè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 1.1.2. Èçâåñòíî [109], ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà ẋ ðàäèîàêòèâíîãî âå-
ùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî êîëè÷åñòâó. Òîãäà

ẋ = −ax, (1.3)
ãäå ïîñòîÿííàÿ a > 0 ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è íàçûâàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé ðàñïàäà.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
è ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.3)

Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0, òî èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.3), ïîëó÷àåì
x(t) = x(t0 + ∆t) = x0e−a(t−t0) = x0e−a∆t. (1.4)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.4) îïèñûâàþò çàêîí èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äàííîé ñèñòåìû. Îòñþäà âèä-
íî, ÷òî ñîñòîÿíèå x(t0 + ∆t) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì è ïðîìåæóòêîì
âðåìåíè ∆t, èñòåêøèì îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
äèíàìè÷åñêîé3. Ïóñòü çà âðåìÿ ∆t1 èç ñîñòîÿíèÿ x0 ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå x, ñî-
ãëàñíî (1.4) x = x0e−a∆t1 ; çà âðåìÿ ∆t2 èç ñîñòîÿíèÿ x ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå x̄,
ò.å. x̄ = xe−a∆t2 , òîãäà

x̄ = x0e−a∆t1e−a∆t2 = x0e−a(∆t1+∆t2),

ò.å. çà âðåìÿ ∆t1 + ∆t2 èç ñîñòîÿíèÿ x0 ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå x̄.
Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè x0 ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.3) ïîëîæèòåëüíî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôèçè÷åñêèì
ñìûñëîì ïåðåìåííîé x(t).

2Áîëåå òî÷íî ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü çàäàíî íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X [21]. Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð T (∆t), çàâèñÿùèé
îò ïàðàìåòðà ∆t > 0, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå x ∈ X òî÷êó x̄ ∈ X: x̄ = T (∆t)x, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ïðè ëþáûõ ∆t1 > 0, ∆t2 > 0 ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó: T (∆t1 + ∆t2) = T (∆t2)T (∆t1), ãäåïîä âûðàæåíèåì T (∆t2)T (∆t1) ïîíèìàåòñÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà T (∆t2) íà ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòî-
ðà T (∆t1). Ýòà ïàðà: îïåðàòîð T (∆t) è ïðîñòðàíñòâî X � íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.3Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð T îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé e−a∆t. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T îáëàäàåò ãðóï-
ïîâûì ñâîéñòâîì:

e−a(∆t1+∆t2) = e−a∆t1 e−a∆t2 .
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1.2. Ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé æè-

âûõ îðãàíèçìîâ. Òàêèå ìîäåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â áèîôèçèêå.
Ïðèìåð 1.2.1. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè. Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ áàêòåðèé îäíîãî âèäà.
Ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëåííîñòüþ
èëè êîëè÷åñòâîì áàêòåðèé � z(t). Î÷åâèäíî, z(t) > 0. Âåëè÷èíà z â äåéñòâèòåëüíîñòè
èìååò ëèøü öåëûå çíà÷åíèÿ, íî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ìîæíî äîïóñòèòü ñëåäóþùóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ èäåàëèçàöèþ: ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèåì âåëè÷èíû z ìîæåò áûòü ëþáîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïðè ýòîì îíà íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ýòà èäå-
àëèçàöèÿ îïðàâäûâàåò ñåáÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè âåëèêà è ïðîñëåäèòü
çà èçìåíåíèåì êîëè÷åñòâà îñîáåé ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèöû òðóäíî.

Åñëè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàêòåðèé íå ìåíÿþòñÿ, òî èõ äåëåíèå ïðîèñõîäèò ñ îäè-
íàêîâîé ÷àñòîòîé; êîëè÷åñòâî äåëåíèé a çà åäèíèöó âðåìåíè, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíó îñîáü,
ïîñòîÿííî. Åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìàë, òî êîëè÷åñòâî äåëåíèé íà îòðåçêå âðåìå-
íè [t, t+ ∆t] áóäåò ðàâíî az(t)∆t. Òîãäà

z(t+ ∆t) = z(t) + az(t)∆t.

Îòñþäà ∆z = z(t + ∆t)− z(t) = az(t)∆t, ∆z/∆t = az. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0,
ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðîñòà ïîïóëÿöèè áàêòåðèé:4

ż = az. (1.5)
Îíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (1.3) ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî çíà-
êà. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, åãî ðåøåíèå ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè z(t0) = z0 èìååò âèä z(t) = z0ea(t−t0), ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòå-
ìà ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé. Åå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êàê è â ïðèìåðå 1.1.2, ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
è ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.5)

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæåò îïèñûâàòü äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè íå òîëüêî áàêòåðèé,
íî è äðóãèõ æèâûõ îðãàíèçìîâ. Ïóñòü â ïîïóëÿöèè êîëè÷åñòâî ðîæäåíèé r è êîëè÷åñòâî
ñìåðòåé s â åäèíèöó âðåìåíè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà îäíó îñîáü, ïîñòîÿííû. ×èñëî r íàçû-
âàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðîæäàåìîñòè, ÷èñëî s � êîýôôèöèåíòîì ñìåðòíîñòè. Èõ ðàçíîñòü
a = r−s íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàçìíîæåíèÿ. Â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ ýòîò êîýô-
ôèöèåíò äëÿ àìáàðíîãî äîëãîíîñèêà (Calandra) ñîñòàâëÿåò 39,6, äëÿ ïîëåâîé ìûøè � 4,5,
äëÿ ÷åëîâåêà � 0,02. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
äëÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè: ż = rz − sz èëè ż = az.

Åñëè â ïîïóëÿöèè ñîñóùåñòâóþò n âèäîâ ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìíîæåíèÿ, zi

� ÷èñëåííîñòü i-ãî âèäà, ai � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ i-ãî âèäà, òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè èìåþò âèä

żi = aizi, i = 1, n. (1.6)
4Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò a â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ÷èñëåííîñòè èëè

îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ ðîñòà ÷èñëåííîñòè, ò.å. îòíîøåíèåì àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ðîñòà ÷èñëåííîñòè ê
îáùåìó êîëè÷åñòâó: a = ż/z. Êîýôôèöèåíò a íàçûâàþò òàêæå êîýôôèöèåíòîì âîñïðîèçâîäñòâà.
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ zi(t0) = z0
i , i = 1, n, âûðàæàåòñÿ ôîðìó-

ëîé zi(t) = z0
i e

ai(t−t0), i = 1, n. Äàííàÿ ñèñòåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé. Åå ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî � ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Åñëè ai < 0, òî i-é âèä âûìèðàåò, ïðè ai = 0 åãî ÷èñëåííîñòü
íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, åñëè ai > 0, òî íàáëþäàåòñÿ áûñòðûé íåîãðàíè÷åííûé
ðîñò ÷èñëåííîñòè i-ãî âèäà.

Ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.6)
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ai.

Èçâåñòíû ðåàëüíûå ïðèìåðû áûñòðîãî ðîñòà ÷èñëåííîñòè æèâûõ îðãàíèçìîâ, ïîñòàâ-
ëåííûõ â áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ. Îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ � ðàçìíîæåíèå êðîëèêîâ
â Àâñòðàëèè.

Â Àâñòðàëèè íå ñóùåñòâîâàëî êðîëèêîâ, êîãäà ýòîò ìàòåðèê áûë îòêðûò åâðîïåéöàìè.
Êðîëèêîâ çàâåçëè ñ ñîáîé êîëîíèñòû â 1859 ãîäó, è òå çà 50 ëåò çàñåëèëè þãî-âîñòî÷íûé
ðàéîí Àâñòðàëèè ïî ïëîùàäè ïðåâûøàþùèé ïîëîâèíó Åâðîïû, ïðè÷èíîé ÷åìó ïîñëó-
æèëà êðîëè÷üÿ ïëîäîâèòîñòü (îäíà ñàìêà çà ãîä ðîæäàåò äî 40 êðîëü÷àò) è îòñóòñòâèå
åñòåñòâåííûõ âðàãîâ. Êðîëèêè ñúåëè ðàñòèòåëüíîñòü, êîòîðîé ïèòàëèñü ìåñòíûå âèäû æè-
âîòíûõ è âûñåëèëè èõ èç íîð, ÷òî ïðèâåëî ê èñ÷åçíîâåíèþ ìíîãèõ ïðåäñòàâèòåëåé ìåñòíîé
ôàóíû. Ñèëüíî ïîñòðàäàëè è ëåñà, ïîñêîëüêó êðîëèêè ïîåäàëè ìîëîäûå ïîáåãè, íå äàâàÿ
äåðåâüÿì âûðàñòè. Íà áîðüáó ñ ýòèì áè÷îì ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà áûëè áðîøåíû îãðîìíûå
ñðåäñòâà. Ïðàâèòåëüñòâî Àâñòðàëèè áûëî âûíóæäåíî àññèãíîâàòü êðóïíóþ ñóììó äåíåã
íà ñòðîèòåëüñòâî ñïåöèàëüíîãî ïðîâîëî÷íîãî çàãðàæäåíèÿ. Òîëüêî áëàãîäàðÿ ýíåðãè÷íûì
ìåðàì óäàëîñü ñïðàâèòüñÿ ñ äàííîé ïðîáëåìîé.

Â 1884 ãîäó â Òåõàñ èç Âåíåñóýëëû íà âûñòàâêó õëîïêà áûë çàâåçåí âîäÿíîé ãèàöèíò
(ýéõîðíèÿ òîëñòîêîæàÿ) � âîäíîå ðàñòåíèå ñ êðàñèâûìè ñèðåíåâî-ëèëîâûìè öâåòàìè. Çà-
âåçåííîå èçäàëåêà, ýòî ðàñòåíèå â íîâûõ óñëîâèÿõ àáñîëþòíî íè÷åì íå ïîâðåæäàëîñü è
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íèêåì íå ïîåäàëîñü. Îíî îáëàäàëî âûñîêèìè òåìïàìè âåãåòàòèâíîãî ðàçìíîæåíèÿ: îäíà
ðîçåòêà çà 30 ñóòîê îáðàçîâûâàëà äî òûñÿ÷è îòïðûñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âíîâü íà÷è-
íàë äåëèòüñÿ. Çà 3 ìåñÿöà îäíî ðàñòåíèå ïðåâðàùàëîñü â ìèëëèîí, à çà ïîëãîäà â òðèëëèîí
ýêçåìïëÿðîâ.

Åãî áóðíîå ðàçìíîæåíèå è ñïîñîáíîñòü æèòü, íå òîëüêî ïðèêðåïèâøèñü ê ãðóíòó, íî
è ñâîáîäíî ïëàâàÿ íà çåðêàëå âîä, ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî íà þãå ÑØÀ îíî áûñòðî ïîêðûëî
ïîâåðõíîñòü ìíîæåñòâà âîäîåìîâ: ìåäëåííî òåêóùèõ ðåê, ïðóäîâ, îçåð è äàæå îãðîìíûõ
âîäîõðàíèëèù. Ýêçîòè÷åñêîå ðàñòåíèå ñòàëî ïðåïÿòñòâèåì äëÿ íàâèãàöèè, ðûáíîé ëîâëè,
èððèãàöèè, áóêâàëüíî çàáèâàÿ îðîñèòåëüíûå êàíàëû. Ïîïàäàÿ íà ðèñîâûå ÷åêè, îíî ïî-
êðûâàëî èõ ñïëîøíûì êîâðîì, îáëåêàÿ êðåñòüÿí íà ãîëîä. Çà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò îíî
ðàñïðîñòðàíèëîñü ïî âñåì òðîïè÷åñêèì è ñóáòðîïè÷åñêèì ðåãèîíàì è çàïîëíèëî âîäîåìû
Àâñòðàëèè, Àôðèêè, Àçèè.

Íåîáõîäèìî áûëî ïðèíÿòü ìåðû ïðîòèâîäåéñòâèÿ ýòîìó ðàñòåíèþ, ïîëó÷èâøåìó íîâîå
íàçâàíèå �âîäíàÿ ÷óìà�. Â Àôðèêå íàäåÿëèñü, ÷òî åãî áóäóò âûåäàòü ãèïïîïîòàìû, íî äà-
æå ýòè ãèãàíòñêèå ïîæèðàòåëè ðàñòåíèé íå îïðàâäàëè îæèäàíèé � ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ
ýéõîðíèè ïðåâûøàëà òåìïû åå ïîãëîùåíèÿ. Íå äàëè îùóòèìûõ ðåçóëüòàòîâ ìåõàíè÷åñêèå
ñðåäñòâà áîðüáû: ñêàøèâàíèå, âûäåðãèâàíèå. Òîëüêî èñïîëüçîâàíèå ãåðáèöèäà 2,4-Ä, ðàñ-
ïûëÿåìîãî ñ ñàìîëåòîâ èëè ñïåöèàëüíûõ ñóäîâ, ïîçâîëÿëî íà êîðîòêîå âðåìÿ î÷èùàòü
âîäîåìû. Íî ïðèìåíåíèå ýòîãî îïàñíîãî ïðåïàðàòà âñêîðå áûëî ïîâñåìåñòíî çàïðåùåíî.

Ñïðàâèòüñÿ ñ �âîäíîé ÷óìîé� ïîìîã ìåòîä áèîëîãè÷åñêîé áîðüáû. Â Þæíîé Àìåðèêå
(íà ðîäèíå ýéõîðíèè) íàøëè íåñêîëüêî âèäîâ æóêà äîëãîíîñèêà, ðàñòèòåëüíîÿäíîãî êëå-
ùà, áàáî÷êó îãíåâêó, êîòîðûå íè÷åì, êðîìå ýéõîðíèè, íå ìîãëè ïèòàòüñÿ. Èõ ðàçâåçëè ïî
âñåì ñòðàíàì, ãäå áóéñòâîâàëà ýéõîðíèÿ è âûïóñòèëè â âîäîåìû. Îáíàðóæèâ íåñìåòíûå
çàïàñû êîðìà, ïðîæîðëèâûå íàñåêîìûå è êëåùè ñòàëè áóðíî ðàçìíîæàòüñÿ è ðàññåëÿòü-
ñÿ. Áóêâàëüíî íà ãëàçàõ ñðåäè ïëîòíûõ çàðîñëåé ýéõîðíèè íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ �äûðû�,
ðàñòåíèå ÿâíî ñëàáåëî è ïîñòåïåííî îòñòóïàëî.

Äðóãîé ïðèìåð ðîñòà ÷èñëåííîñòè ìû âèäèì â áûñòðîì ðàñïðîñòðàíåíèè êîëîðàäñêîãî
æóêà â Åâðîïå.

ß.È. Ïåðåëüìàí â êíèãå ½Æèâàÿ ìàòåìàòèêà� ïðèâîäèò ñëåäóþùèå ïîäñ÷¼òû: åñëè áû
âûæèâàëè âñå ïîòîìêè îäíîé ìóõè, òî çà ëåòî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ áûëî áû òàêîâî,
÷òî èõ îáùàÿ äëèíà ïðåâûøàëà áû â 18 ðàç ðàññòîÿíèå îò çåìëè äî Ñîëíöà [82].

Ïîòîìñòâî ìóõè çà îäíî ëåòî ìîæíî áûëî áû
âûòÿíóòü â ëèíèþ îò Çåìëè äî Óðàíà.

ßñíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò íå ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Îí
íåèçáåæíî, ðàíî èëè ïîçäíî, îãðàíè÷èâàåòñÿ íåäîñòàòêîì ïèùåâûõ ðåñóðñîâ, âîäû, ñâåòà,
æèçíåííîãî ïðîñòðàíñòâà è ò.ï.



Ãëàâà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè 17

½Åñëè áû íà îäíó ìóõó â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè ïðèõîäèëîñü ìíîãî ìóõ (çàìåòíî áîëü-
øå, ÷åì îäíà), òî ÷èñëåííîñòü ýòèõ íàñåêîìûõ âîçðàñòàëà áû â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
è îíè áûñòðåíüêî çàïîëíèëè áû âñþ çåìëþ. Åñëè áû, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îäíîãî ñëîíà
ïðèõîäèëîñü áû â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè çàìåòíî ìåíüøå îäíîãî, òî èõ ÷èñëåííîñòü òàê-
æå áûñòðî â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè óïàëà áû äî íóëÿ... Îäíà ìóõà çà æèçíü ìîæåò
äàòü îãðîìíîå ÷èñëî ïîòîìêîâ, íî ó çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ìóõ â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ
ïîòîìñòâî âîîáùå íå âûæèâàåò� [15].

Èòàê, ó âñåõ ñóùåñòâóþùèõ, íå âûìèðàþùèõ, âèäîâ (è ñëîíîâ, è ìóõ) ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî âûæèâøèõ ïîòîìêîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíîãî ïðåäêà, ðàâíî åäèíèöå. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò òîìó, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ
ðàâíî íóëþ. Ëîêàëüíî, íà íåêîòîðîå âðåìÿ, îíî ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ, è â ýòî âðåìÿ ÷èñëåííîñòü áóäåò íàðàñòàòü, ýòî õàðàêòåðíî, íàïðèìåð, äëÿ ïîïóëÿöèé
ëåììèíãîâ èëè ñàðàí÷è, íî ýòîò ïåðèîä íåèçáåæíî ñìåíÿåòñÿ ïåðèîäîì íå ìåíåå áûñòðîãî
âûìèðàíèÿ, êîãäà çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ îòðèöàòåëüíî. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
âñ¼ ðàâíî áóäåò íóëåâûì.

Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè îâåö, çàâåçåííûõ íà Òàñìàíèþ.
Ñ 1814 ïî 1845 ãîä íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò

÷èñëåííîñòè â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ.
Ïðèìåð 1.2.2. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè ñ ó÷åòîì ïîëîâîãî ðàçìíîæåíèÿ. Äðóãóþ ìîäåëü
ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðåäëîæèë Ñ.Ï. Êàïèöà â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðîñòà ÷åëîâå÷åñòâà [18].
Ïóñòü z � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, z/2 � ÷èñëåííîñòü îñîáåé ìóæñêîãî ïîëà, z/2 � ÷èñëåí-
íîñòü îñîáåé æåíñêîãî ïîëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè (ðàçìíîæå-
íèÿ) ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó âñòðå÷ îñîáåé ìóæñêîãî è æåíñêîãî ïîëà, êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ÷èñëåííîñòåé, ò.å.

ż = k(z/2)(z/2).

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé �ýôôåêòèâíûõ âñòðå÷�. Îáîçíà÷èì k/4 = a,
òîãäà

ż = az2. (1.7)
Ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè z(t0) = z0 ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

z(t) = − 1

a(t− t0)− 1/z0
.
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t∗ = t0 +1/(az0) ðåøåíèå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ z0 è ìîìåíòó âðåìåíè t ñîñòîÿíèå z(t)
ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ëèøü äî ìîìåíòà t∗. Ìîìåíòó âðåìåíè t∗ íèêàêîãî êîíå÷-
íîãî çíà÷åíèÿ z(t∗) íå ñîîòâåòñòâóåò. Ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ z0 è ïðîìåæóòêó âðåìåíè
∆t∗ = t∗ − t0, ïðîøåäøåìó ñ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëèòü óæå
íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ñèñòåìà äèíàìè÷åñêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè â ïîïóëÿöèè èç n ãðóïï ÷èñëåííîñòüþ zi, i = 1, n, ðàçìíîæåíèå êàæäîãî âèäà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé �ýôôåêòèâíûõ âñòðå÷�, òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ïðèîáðåòàþò ôîðìó

żi = kiz
2
i /4, (1.8)

ãäå ki � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ i-ãî âèäà. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (1.8) òàêæå
íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, ò.ê. â íåé ôàçîâûå êîîðäèíàòû âîçðàñòàþò äî áåñêîíå÷íîñòè
çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ðîñò ÷èñëåííîñòè ÷åëîâå÷åñòâà ñ íà÷àëà íàøåé ýðû äî 2000 ã.
Îöåíêà ïî äàííûì Freye [120], 1978 ãîä.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Åñëè õîòÿ áû îäíà ôàçîâàÿ êîîðäèíàòà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò âçðûâíîé íåóñòîé-
÷èâîñòüþ. Òàêèå ñèñòåìû ê äèíàìè÷åñêèì íå îòíîñÿòñÿ.
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Ïðèìåð 1.2.3. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè ñ ó÷åòîì ïîëîâîãî ðàçìíîæåíèÿ è ñìåðòíîñòè.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ñ.Ï. Êàïèöû ñ ó÷åòîì ñìåðòíîñòè [18]

ẋ = ax2 − bx.

Çäåñü x � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, a � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ, b � êîýôôèöèåíò ñìåðò-
íîñòè.

Ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t0) = x0 ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x =
bx0

ax0 − (ax0 − b)eb(t−t0)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 +
1

b
ln(1− b

ax0

) ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü, ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà îáëàäàåò âçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ è íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîé.

Íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, êîòîðûé èìåë ìåñòî â ðàññìîòðåííûõ
ìîäåëÿõ, â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþäàåòñÿ. Êàê ïðàâèëî, æèçíåííî âàæ-
íûå ðåñóðñû: ïèùà, âîçäóõ, âîäà, æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî � âñåãäà îãðàíè÷åíû è ìåæäó
îñîáÿìè âîçíèêàåò êîíêóðåíöèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñìåðòíîñòè. Ó÷åò ýòîé
êîíêóðåíöèè ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ äðóãèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè.
Ïðèìåð 1.2.4. Ìîäåëü Ôåðõþëüñòà ðîñòà áèîìàññû. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ôåðõþëüñòà ðîñòà
áèîìàññû:

ż = rz(1− z

W
). (1.9)

Çäåñü z � îáùåå êîëè÷åñòâî îñîáåé (áèîìàññà), îáèòàþùèõ íà íåêîòîðîé òåððèòîðèè, W
� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îñîáåé, êîòîðûå ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü íà ýòîé òåððèòîðèè,
íå ìåøàÿ äðóã äðóãó (åìêîñòü ñðåäû), r � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ â áëàãîïðèÿòíûõ
óñëîâèÿõ. Âåëè÷èíû W è r ïîëîæèòåëüíû.

Ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè z(t0) = z0 ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

z =
Wz0

z0 + (W − z0)e−r(t−t0)
. (1.10)

Ýòî ðåøåíèå âñåãäà îãðàíè÷åíî. Ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷èñëåííîñòü ïîïó-
ëÿöèè ïðèáëèæàåòñÿ ê âåëè÷èíå W , ò.å. ê åìêîñòè ñðåäû.

Ïóñòü çà âðåìÿ ∆t1 èç ñîñòîÿíèÿ z0 ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå z, ñîãëàñíî (1.10)

z =
Wz0

z0 + (W − z0)e−r(∆t1)
;

çà âðåìÿ ∆t2 èç ñîñòîÿíèÿ z ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå z̄, ò.å.

z̄ =
Wz

z + (W − z)e−r(∆t2)
=

W
Wz0

z0 + (W − z0)e−r(∆t1)

Wz0

z0 + (W − z0)e−r(∆t1)
+ (W − Wz0

z0 + (W − z0)e−r(∆t1)
)e−r(∆t2)

=

=
W 2z0

Wz0 + (W (z0 + (W − z0)e−r(∆t1))−Wz0)e−r(∆t2)
=

Wz0

z0 + (W − z0)e−r(∆t1+∆t2)
,

ò.å. çà âðåìÿ ∆t1 + ∆t2 èç ñîñòîÿíèÿ z0 ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå z̄. Ñëåäîâàòåëüíî,
äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé.
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Ðîñò ïîïóëÿöèè ìàëîãî ìó÷íîãî õðóùàêà (Tribolium)
ïðè 64 ã. (ââåðõó) è 16 ã. (âíèçó) ìóêè íà æóêà

1.3. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 5. Ýòà ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ-
÷èòåëüíîé. Î÷åíü ÷àñòî äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ èìåííî ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàñ-
ñìîòðèì òàêèå óðàâíåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå:
ẋi = Fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, n, (1.11)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé x1(t), . . . , xn(t). Åñëè ââåñòè âåêòîð-ôóíêöèè
x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fn(t, x)),

òî óðàâíåíèÿ (1.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå ẋ = F (t, x).
Ñèñòåìà (1.11) â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåò â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-

ñòâà Rn âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ẋ ñ êîîðäèíàòàìè (F1, . . . , Fn), èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
îïðåäåëÿåò ïîëå ñêîðîñòåé ẋ1, . . . , ẋn. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ F íå çàâèñèò ÿâíî îò t, òî
ïîëå ñêîðîñòåé ñòàöèîíàðíî, ò.å. íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, è äâèæåíèå òî÷êè áó-
äåò óñòàíîâèâøèìñÿ. Ñèñòåìà (1.11) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, êîãäà F çàâèñèò ÿâíî îò t, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåàâòîíîìíîé.

Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
x(t0) = x0, x0 = (x0

1, . . . , x
0
n). (1.12)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.11) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (1.12) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè t > t0
óðàâíåíèÿì (1.11) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.12).

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (1.11), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâè-
ÿì (1.12), íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.11).

5Åñëè íàáîð ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîíå÷íûé, êàê â ðàíåå ðàññìîòðåííûõ
ïðèìåðàõ, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé. Ñóùåñòâóþò ïðîöåññû, êîãäà íàáîð ïåðåìåííûõ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó, áåñêîíå÷åí. Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ðàñïðåäåëåííîé . Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òâåðäîå òåëî, ðàçëè÷íûå ó÷àñòêè êîòîðîãî ïî-ðàçíîìó íàãðåâàþòñÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Ðàñïðåäåëåííûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñèñòåìàìè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [109] èçâåñòíî, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (t0, x

0) ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà6 ïî àðãóìåíòàì xi, i = 1, n, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå7 çàäà÷è Êîøè8 (1.11), (1.12).
Ïðèìåð 1.3.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

ẋ =
√
x.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïðåìåííûìè. Èíòåãðèðóÿ
åãî, èìååì ∫

dx√
x

=

∫
dt, 2

√
x = t+ C, x =

(t+ C)2

4
,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè x(0) = 0, òî
C = 0, x(t) = t2

4 . Íî, î÷åâèäíî, x(t) ≡ 0 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Ýòî
ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ √x íå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé
â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Çàìå÷àíèå 1.3.1. Âñþäó â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó âèäà (1.11), áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî àðãóìåíòàì xi, i = 1, n, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (åñëè íàïðèìåð, ôóíêöèè Fi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî àðãóìåíòàì xi âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x) ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðî-
äîëæåíî9 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t > t0. Åñëè ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1.11) îïèñûâà-
þò äâèæåíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà (1.11) àâòîíîìíà, òî, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, åå ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0

è ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t, ïðîøåäøåãî ñ ìîìåíòà t0, ïîýòîìó îáúåêò, äâèæåíèå êîòîðîãî
6Ôóíêöèÿ Fi(t, x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â

íåêîòîðîé îáëàñòè G èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ t, x, åñëè íàéäåòñÿ êîíñòàíòà L, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
(t, x), (t, x̄) ∈ G ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Fi(t, x1, . . . , xn)− Fi(t, x̄1, . . . , x̄n)| 6 L
n∑

j=1

|xj − x̄j |.

7Ýòîò ôàêò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû è
÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ïðîõîäèò ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1.11), îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå α ≤ t ≤ β, t0 ∈ (α, β).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè |t̃0 − t0| < δ, |x̃0

i − x0
i | < δ, i = 1, n, ðåøåíèå x̃(t)

ñèñòåìû (1.11), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (t̃0, x̃0), ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [α, β] è îòëè÷àåòñÿ òàì îò x(t)
ìåíüøå ÷åì íà ε:

|x̃i(t)− xi(t)| < ε ∀t ∈ [α, β], i = 1, n.

8Óñëîâèå Ëèïøèöà ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ñèëüíûì, ïîòðåáîâàâ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ïî ìî-
äóëþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂Fi/∂xj , i, j = 1, n.9Â ïðèìåðå 1.2.2 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ëèøü â ëþáîé îãðà-
íè÷åííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íî íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R1.
Ïîýòîìó çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0, íî ýòî ðåøåíèå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå
çíà÷åíèÿ âðåìåíè t.
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îïèñûâàåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé (1.11), åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ïðè ýòîì ÷åðåç ëþ-
áóþ òî÷êó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ïðîõîäèòü åäèíñòâåííàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü îáðàòíîå, òî çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
âçÿòûìè â ýòîé òî÷êå, áóäåò èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè æå ñèñòåìà (1.11) íåàâòîíîìíàÿ, òî ÷åðåç òî÷êó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X ìî-
æåò ïðîõîäèòü íå îäíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîñêîëüêó ìîìåíò ïîïàäàíèÿ â ýòó òî÷êó äëÿ
ðàçíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.11) ìîæåò áûòü ðàçíûì. Íî åñëè ðàññìîòðåòü ðàñøèðåííîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (t,X), òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó â íåì áóäåò ïðîõîäèòü åäèíñòâåííàÿ
êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.11). Åñëè ê íàáîðó ïåðåìåííûõ x, õàðàê-
òåðèçóþùèõ â ýòîì ñëó÷àå îáúåêò, äîáàâèòü åùå îäèí ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð τ = t è äî-
ïîëíèòü ñèñòåìó (1.11) óðàâíåíèåì τ̇ = 1, òî ñîñòîÿíèå îáúåêòà (τ, x) â ðàñøèðåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñíîâà áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ëèøü íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
(τ0, x

0) è ïðîìåæóòêîì âðåìåíè ∆t, ïðîøåäøèì îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Òîãäà íåàâòî-
íîìíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò îïðåäåëÿòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îòáîðà èñïîëüçóþòñÿ êàê àâòîíîìíûå, òàê è
íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.4. Óñòîé÷èâîñòü àâòîíîìíûõ ñèñòåì
Åñëè íåêîòîðûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11) ñ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.12), êîòîðûå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèé è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîëó÷åíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âàæíûé äëÿ
ïðèëîæåíèé âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ìàëîå èçìåíåíèå íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé âûçûâàåò ñêîëü óãîäíî ìàëîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ.

Åñëè âðåìÿ t èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå t0 ≤ t ≤ T , òî îòâåò äàåò òåîðåìà î
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé10. Åñëè æå ïåðåìåííàÿ âðå-
ìåíè t ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, òî ýòà ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ñîçäàííîé À.Ì. Ëÿïóíîâûì [72].

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó
ẋi = Fi(x1, . . . , xn), i = 1, n. (1.13)

Òî÷êà x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â

íîëü âñå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.13):
Fi(x

∗
1, . . . , x

∗
n) = 0, i = 1, n,

íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ (òî÷êîé ïîêîÿ) äàííîé ñèñòåìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(R) øàð:

n∑
i=1

(xi − x∗i )
2 < R2.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ ñèñòåìû (1.13) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñìûñëå Ëÿïóíîâà,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû,
íà÷èíàþùàÿñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = t0 â òî÷êå M0 ∈ S∗(δ), âñå âðåìÿ çàòåì îñòàåòñÿ â
øàðå S∗(ε).

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì , åñëè îíî óñòîé÷èâî
â ñìûñëå Ëÿïóíîâà, è ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, íà÷èíà-
þùàÿñÿ â òî÷êå M0 îáëàñòè S∗(δ1), ñòðåìèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ x∗, êîãäà âðåìÿ t
íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.

10Ñìîòðè ñ. 21
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1.4.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ
Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè Fi äèôôåðåíöèðóåìû, äëÿ

çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

aij =
∂Fi

∂xj

(x∗), i = 1, n, j = 1, n. (1.14)

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ ñèñòåìû (1.13), äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëèòåëü

∆(x∗) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a1n

. . . . . . . . . .
an1 ann

∣∣∣∣∣∣ (1.15)

îòëè÷åí îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì [10].
Ïðè èññëåäîâàíèè íà óñòîé÷èâîñòü ïðîñòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (1.13), ãäå íåëèíåéíûå ôóíêöèè Fi(x) äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ïîêîÿ x∗ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èññëåäî-
âàíèåì íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó (ëèíåéíîìó) ïðèáëèæåíèþ [98], [109], [22].

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè Fi(x) ðàñêëàäûâàþòñÿ â îêðåñòíîñòè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ïîñëå ÷åãî, ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷å-
íèé (1.14) ñèñòåìà (1.13) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ẋi =
n∑

j=1

aij(xj − x∗j) +Ri(x1 − x∗1, . . . , xn − x∗n), i = 1, n, (1.16)

ãäå ñëàãàåìûå Ri ñîäåðæàò ÷ëåíû íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî x1 −
x∗1, . . . , xn − x∗n. Çàòåì âìåñòî òî÷êè ïîêîÿ x∗ ñèñòåìû (1.16) èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü
òà æå òî÷êà ïîêîÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋi =
n∑

j=1

aij(xj − x∗j), i = 1, n, (1.17)

íàçûâàåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.16).
Î÷åâèäíî, ÷òî èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (1.16) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ � òî÷êè ïîêîÿ, ðàñïîëîæåííîé â íà÷àëå êîîðäèíàò11. Ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â
òî÷êó x∗, ò.å., äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëàãàÿ xj − x∗j = ξj, j = 1, n, óðàâíåíèÿ (1.16) ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó

ξ̇i =
n∑

j=1

aijξj +Ri(ξ), i = 1, n, (1.18)

è âìåñòî òî÷êè ïîêîÿ ξi ≡ 0, i = 1, n, ñèñòåìû (1.18) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òó æå
òî÷êó ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

ξ̇i =
n∑

j=1

aijξj, i = 1, n. (1.19)

11Íà ïðàêòèêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1.13) ñíà÷àëà ïåðåíî-
ñÿò íà÷àëî êîîðäèíàò â èññëåäóåìóþ òî÷êó, à çàòåì ðàñêëàäûâàþò ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè
íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ñèñòå-
ìà (1.13) ïðèíèìàåò âèä (1.18).
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Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû À.Ì. Ëÿïóíîâûì è â äàëüíåéøåì ðàñøèðåíû òðóäàìè
ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.
Òåîðåìà 1.4.1. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a1n

a21 a22 − λ a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.20)

èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì (1.16), (1.17) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.20) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, òî
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ ñèñòåìû (1.16) è ñèñòåìû (1.17) íåóñòîé÷èâî.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû âîçìîæíî èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ.

Â ê ð è ò è ÷ å ñ ê î ì ñëó÷àå, êîãäà âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåïîëîæèòåëüíû, ïðè÷åì äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî
êîðíÿ ðàâíà íóëþ, íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ ñèñòåìû (1.16) íà÷èíàþò
âëèÿòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû Ri è èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.

Åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ òðèâèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ñèñòåì (1.18), (1.19).

1.4.2. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà
Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (1.21)
èìåþùóþ ïðîñòîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: P ′x(x∗) = a11, P
′
y(x

∗) = a12, Q
′
x(x

∗) = a21, Q
′
y(x

∗) = a22,

∆ =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , σ = a11 + a22.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.20), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ

λ2 − σλ+ ∆ = 0,

èìåþùåãî êîðíè λ1,2 = σ ±
√
σ2 − 4∆, ïðè÷åì ∆ 6= 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. ∆ > 0, σ2 − 4∆ > 0, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûå îäèíà-
êîâûõ çíàêîâ: λ1λ2 > 0. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óçëîì: óñòîé÷èâûì, êîãäà
λ1 < 0, è íåóñòîé÷èâûì, êîãäà λ1 > 0.

2. ∆ < 0, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûå ðàçíûõ çíàêîâ: λ1λ2 <
0. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

3. ∆ > 0, σ2 − 4∆ < 0, σ 6= 0, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå
ñîïðÿæåííûå: λ1,2 = α± iβ, ïðè÷åì α 6= 0. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì:
óñòîé÷èâûì, êîãäà α < 0, è íåóñòîé÷èâûì, êîãäà α > 0.
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4. ∆ > 0, σ = 0, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷èñòî ìíèìûå: λ1,2 = ±iβ.
Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íåâîçìîæíî. Òðåáóþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âèäà 1-3 íàçûâàþò ãðóáûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ [10].
Â ñëó÷àå 4 ñèñòåìà ïåðâîãî (ëèíåéíîãî) ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.21) èìååò ñî-

ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð â òî÷êå x∗, äëÿ íåëèíåéíîé æå ñèñòåìû ýòî ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò õàðàêòåð ôîêóñà (åãî íàçûâàþò ñëîæíûì ôîêóñîì),
õîòÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå òðàåêòîðèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû, ðàñïîëîæåííûå â îêðåñòíîñòè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗, îñòàþòñÿ çàìêíóòûìè (x∗ � öåíòð) âñå æå âîçìîæåí â âèäå èñ-
êëþ÷åíèÿ [10].

Íàèáîëåå òèïè÷íûì ñ÷èòàåòñÿ ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ëèøü íåêîòîðûå (ìîæåò áûòü è
íè îäíîé) êðèâûå îñòàþòñÿ çàìêíóòûìè, à îñòàëüíûå ïðåâðàùàþòñÿ â ñïèðàëè. Òàêèå
çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ âñå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ñïèðàëÿìè, íà-
çûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè. Ðàçëè÷àþò óñòîé÷èâûå, íåóñòîé÷èâûå è ïîëóóñòîé÷èâûå
ïðåäåëüíûå öèêëû.

1.4.3. Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà äëÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà.
×òîáû ïîñòðîèòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.21) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè x, y, ìîæíî, ðàçäå-

ëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå, ñâåñòè åå ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
. (1.22)

Åñòåñòâåííî íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1.22) ðàññìàòðèâàòü òàêæå óðàâíåíèå
dx

dy
=
P (x, y)

Q(x, y)
. (1.23)

Åñëè îáà ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ñìûñë, òî îíè ýêâèâàëåíòíû. Åñëè æå â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ îäíî èç óðàâíåíèé (1.22), (1.23) òåðÿåò ñìûñë, òî â òàêèõ òî÷êàõ åãî çàìåíÿþò
äðóãèì èç ýòèõ óðàâíåíèé.

Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.21) áóäóò èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (1.22) (è (1.23)).
Èõ ìîæíî ïîñòðîèòü èëè ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.22) (÷àñòî îíî ðåøàåòñÿ ïðîùå, ÷åì ñèñòå-
ìà (1.21)), èëè èñïîëüçóÿ ìåòîä èçîêëèí [22], ïðè ýòîì ñíà÷àëà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.21). Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñ-
êîñòè x, y, â êîòîðûõ íàêëîí êàñàòåëüíûõ ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1.22) îäèí è òîò æå,
íàçûâàåòñÿ èçîêëèíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èçîêëèíû èìååò âèä Q(x, y)/P (x, y) = k,
ãäå k � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð.

Ìåòîä èçîêëèí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèäàâàÿ ïàðàìåòðó k áëèçêèå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ,
ðèñóåì äîñòàòî÷íî ãóñòóþ ñåòü èçîêëèí, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðèáëèæåííî ñòðîèì èí-
òåãðàëüíûå ëèíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.22), ò.å., êðèâûå, êîòîðûå â òî÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ ñ èçîêëèíàìè èìåþò êàñàòåëüíûå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óãëîâûì êîýôôèöèåí-
òîì k.

Ïðèðàâíèâàÿ ê 0 ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.21) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ãëàâíûõ èçîêëèí.
P (x, y) = 0 � óðàâíåíèå èçîêëèíû âåðòèêàëüíûõ êàñàòåëüíûõ, Q(x, y) = 0 � óðàâíåíèå
èçîêëèíû ãîðèçîíòàëüíûõ êàñàòåëüíûõ.
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1.4.4. Ïðèìåð êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì

ïðîñòåéøóþ ìîäåëü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè [92].
Ïóñòü íåêîòîðîå âåùåñòâî A ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ k1 ïîñòóïàåò â õèìè÷åñêèé ðåàê-

òîð. Êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà A â ðåàêòîðå îáîçíà÷èì x. Òàì îíî ïðåâðàùàåòñÿ â âåùåñòâî
B ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîíöåíòðàöèè x. Ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè îáîçíà÷èì k2. Êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà B îáîçíà÷èì y. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííîå
âåùåñòâî B âûâîäèòñÿ èç ðåàêòîðà ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé åãî êîíöåíòðàöèè y.
Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ñêîðîñòè âûâåäåíèÿ B îáîçíà÷èì k3. Êîíñòàíòû
k1, k2, k3 ïîëîæèòåëüíû. Äèíàìèêà äàííîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= k1 − k2x, (1.24)

dy

dt
= k2x− k3y. (1.25)

Çäåñü ïðîèçâîäíûå dx

dt
è dy

dt
èìåþò ñìûñë ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ

A è B â ðåàêòîðå, âåëè÷èíà k2x � ñêîðîñòü ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâà A â âåùåñòâî B, k3y
� ñêîðîñòü âûâåäåíèÿ âåùåñòâà B èç ðåàêòîðà. Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå
êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà A, âòîðîå � âåùåñòâà B.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x∗, y∗) íàõîäèòñÿ ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû
(1.24), (1.25) ê íóëþ:

k1 − k2x
∗ = 0, x∗ =

k1

k2

,

k2x
∗ − k3y

∗ = 0, y∗ =
k2

k3

.

Õàðàêòåð ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìåòîäó Ëÿïóíîâà. Çäåñü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä ∣∣∣∣−k2 − λ 0

k2 −k3 − λ

∣∣∣∣ = 0

èëè
λ2 + (k2 + k3)λ+ k2k3 = 0.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
D = (k2 + k3)

2 − 4k2k3 = (k2 − k3)
2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî êîðíè óðàâíåíèÿ âñåãäà äåéñòâèòåëüíû è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

λ1,2 =
1

2
(−(k2 + k3)±

√
D).

Òàê êàê√D < k2+k3, òî îáà êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòîé÷èâûé óçåë.

Ïîäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà ïåðâîå, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
dy

dx
=
k2x− k3y

k1 − k2x
.
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Èçîêëèíû âåðòèêàëüíîãî íàêëîíà íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ k1 − k2x = 0, îòêóäà x =
k1

k2

;
èçîêëèíû ãîðèçîíòàëüíîãî íàêëîíà íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ k2x− k3y = 0, îòêóäà x =

k2x

k3

.

Îïðåäåëèì, ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ êîîðäèíàòíûå îñè ñ ôàçîâûìè òðàåêòîðè-
ÿìè. Åñëè x = 0, òî dy

dx
= −k3

k1

y. Òàêèì îáðàçîì, òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê
ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1.24), (1.25), ïåðåñåêàþùèì îñü êîîðäèíàò x = 0, îòðè-
öàòåëåí â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà òàíãåíñà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óäàëåíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Åñëè y = 0, òî dy
dx

=
k2x

k1 − k2x
. Ïðè 0 < x <

k1

k2

òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ôàçîâîé òðàåêòî-
ðèè, ïåðåñåêàþùåé îñü àáñöèññ, ïîëîæèòåëåí è óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñ
óâåëè÷åíèåì x. Çàòåì ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òàíãåíñ óãëà íàêëîíà óìåíüøàåòñÿ ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíûì, è ñòðåìèòüñÿ ê −1 ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè.

Çíàÿ íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíûõ ê ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì íà ãëàâíûõ èçîêëèíàõ è íà
îñÿõ êîîðäèíàò, ëåãêî ïîñòðîèòü âñþ êàðòèíó ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ïðè ýòîì êîíöåíòðà-
öèÿ âåùåñòâà A ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ âñåãäà ìîíîòîííî, à êîíöåíòðàöèÿ
âåùåñòâà B ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ìèíèìàëüíîå èëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ.



Ãëàâà 2.

Ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðåøåíèÿìè

2.1. Íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
Íåðåäêî ïîñòàíîâêà çàäà÷è òðåáóåò, ÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ìîäåëè ïðè-

íèìàëè ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàê, â ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè îñòàþòñÿ ýíåðãèè ÷àñòèö, â õèìè÷åñêèõ � êîíöåíòðàöèè è êîëè÷åñòâà ðåàãèðóþùèõ
âåùåñòâ, â áèîëîãè÷åñêèõ � ÷èñëåííîñòü îñîáåé ðàçëè÷íûõ âèäîâ, â ýêîíîìè÷åñêèõ � âå-
ëè÷èíû ïðîèçâîäñòâ, êàïèòàëû, à òàêæå öåíû íà ïðîäóêöèþ. Ýòî ìîæíî áûëî âèäåòü â
ïðèìåðàõ 1.1.2, 1.2.1 � 1.2.4.

Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè1. Åñëè çàêîí
äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (1.11), òî åå ðåøåíèå x(t), ñîîòâåòñòâóþùåå ëþáîé
ôàçîâîé òðàåêòîðèè, äîëæíî èìåòü íåîòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû xi(t) â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t > t0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1.11), (1.12) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå x(t),
åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû x1(t), . . . , xn(t) íåîòðèöàòåëüíû äëÿ ëþáûõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà t. Òàêæå áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(t0) = x0 íåîòðèöàòåëüíû-
ìè, åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà x0 íåîòðèöàòåëüíû. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíî-
ñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Íî ýòî óñëîâèå
íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå óñëîâèÿ íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà ïðàâûå ÷àñòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.11), ÷òîáû åå ðåøåíèå áûëî íåîòðèöàòåëüíûì ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ? Ýòîò âîïðîñ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñ-
ñëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ Ñ.Ã. Êðåéíà, Ì.Ã. Êðåéíà, Ì.À. Ðóòìàíà, Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî,
Å.Ô. Ñàáàåâà è äð. [25, 24, 23, 26, 96]. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå [23].
Òåîðåìà 2.1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (1.11) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ñ íåîòðèöàòåëüíîé i-é êîîðäèíàòîé

xi(t0) > 0 (2.1)
èìåëî ñîîòâåòñòâóþùóþ íåîòðèöàòåëüíóþ êîìïîíåíòó xi(t) > 0, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Fi óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè:

Fi(t, x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0, (2.2)
ïðè ëþáûõ ïåðåìåííûõ xj, j 6= i.

1Ìíîæåñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xn) â ïðîñòðàíñòâå Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ xi > 0, i = 1, n,
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì n-ìåðíûì îêòàíòîì.

28
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.Ïóñòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ íåîòðèöàòåëüíîé i-é
êîîðäèíàòîé ðåøåíèå ñèñòåìû (1.11) èìååò ñîîòâåòñòâóþùóþ íåîòðèöàòåëüíóþ êîìïîíåí-
òó xi(t) > 0. Âîçüìåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ òàê, ÷òîáû i-ÿ ôàçîâàÿ
êîîðäèíàòà áûëà ðàâíà íóëþ:

xi(τ) = 0.

Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè τ +∆t, ∆t > 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî xi(τ +∆t) > 0.
Îòñþäà

ẋi(τ) = lim
∆t→+0

xi(τ + ∆t)− xi(τ)

∆t
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ẋi(τ) = Fi(τ, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0.

Òàê êàê ìîìåíò âðåìåíè τ ìîæåò áûòü ëþáûì, òî ýòî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè
âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà:

Fi(t, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0. (2.3)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ íåîòðèöàòåëüíîé i-é êîîðäèíàòîé ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1.11), â êîòîðîì i-ÿ êîìïîíåíòà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Ïóñòü τ � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êî-
òîðûõ xi(t) < 0. Òîãäà xi(t) > 0 ïðè t < τ è â ëþáîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè τ
ñóùåñòâóåò òî÷êà t > τ òàêàÿ, ÷òî xi(t) < 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè xi(t) îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå τ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ: xi(τ) = 0. Ðåøåíèå x(t) â ìîìåíò âðåìå-
íè τ èìååò íóëåâóþ i-þ êîìïîíåíòó, è ïî óñëîâèþ òåîðåìû â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî Fi(τ, x1(τ), . . . , xn(τ)) > 0. Òàê êàê ôóíêöèè x(t) è Fi íåïðåðûâíû, òî
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè τ , â êîòîðîé ñóïåðïîçèöèÿ Fi(t, x(t)) ñîõðàíÿåò ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ẋi = Fi(t, x(t)), òî i-ÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ â ýòîé îêðåñò-
íîñòè ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè
òî÷êè τ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî xi(t) > xi(τ) = 0 ïðè t > τ , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî â ëþáîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè τ åñòü òî÷êà t, â êîòîðîé xi(t) < 0. Òåì ñàìûì
äîñòàòî÷íîñòü äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ äîêàçàíà.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, êîãäà óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè âûïîëíÿ-
åòñÿ â âèäå (2.2). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó, çàâèñÿùóþ îò ïîëîæèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà ε:

ẋi = Fi(t, x) + ε, i = 1, n. (2.4)
Ïðàâûå ÷àñòü i-ãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè
â âèäå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, ò.å. ñèñòåìà (2.4) èìååò ðåøåíèå x(t, ε) ñ íåîòðèöàòåëüíîé
êîìïîíåíòîé

xi(t, ε) > 0. (2.5)
Î÷åâèäíî, ïðåäåëû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (2.4) ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ñî-

îòâåòñòâåííî ðàâíû ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèé (1.11). Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà ïðåäåë ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4) ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.11):

lim
ε→0

xi(t, ε) = xi(t), i = 1, n.

Ïîñêîëüêó çíàê íåðàâåíñòâà (2.5) â ïðåäåëå ñîõðàíÿåòñÿ, òî xi(t) > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
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Ñëåäñòâèå 2.1.2. Ïóñòü äëÿ ïðàâîé ÷àñòè i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.11) óñëîâèå êâàçè-
ïîëîæèòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà

Fi(t, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0. (2.6)
Åñëè ïðè ýòîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî óñëîâèå

xi(t0) = 0, (2.7)
òî äëÿ âñåõ t > t0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xi(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (2.6), (2.7) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óñëîâèé òåîðåìû 2.1.1,
ãàðàíòèðóþùèõ íåîòðèöàòåëüíîñòü i-é êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ: xi(t) > 0. Ñäåëàâ çàìåíó
xi = −yi â óðàâíåíèÿõ (1.11), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

ẋj = Fj(t, x1, . . . , xi−1,−yi, xi+1, . . . , xn), j = 1, n, j 6= i,
ẏi = −Fi(t, x1, . . . , xi−1,−yi, xi+1, . . . , xn).

Òàê êàê
yi(t0) = −xi(t0) > 0, −Fi(t, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0,

òî i-ÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåîòðèöàòåëüíà: yi(t) = −xi(t) > 0. Îòñþäà
xi(t) ≡ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 2.1.3. Ïóñòü äëÿ ïðàâîé ÷àñòè i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.11) âûïîëíåíî óñëî-
âèå (2.6). Åñëè ïðè ýòîì i-ÿ êîîðäèíàòà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.12) óäîâëåòâîðÿåò ñòðî-
ãîìó íåðàâåíñòâó

xi(t0) > 0, (2.8)
òî äëÿ âñåõ t > t0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî xi(t) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1.1 âûòåêàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü i-é êîìïîíåíòû ðåøå-
íèÿ x(t). Òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíåíî (2.8), òî êîìïîíåíòà xi(t) îò-
ëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè τ0 > t0 êîìïîíåíòà xi(t) ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.11), (1.12) îáðàùàåòñÿ â íîëü:

xi(τ0) = 0, (2.9)
â òî âðåìÿ êàê

xj(τ0) = x∗j , j = 1, n, j 6= i. (2.10)
Ñäåëàâ â ñèñòåìå (1.11) çàìåíó ïåðåìåííûõ t = −τ , x̃(τ) = x(−t) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

˙̃xi = −Fi(−τ, x̃), i = 1, n. (2.11)
Òàê êàê ôóíêöèè Fi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x, òî è ïðàâûå
÷àñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (2.11) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x̃. Åñëè
ðàññìîòðåòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x̃i(−τ0) = 0, x̃j(−τ0) = x∗j , j = 1, n, j 6= i, òî çàäà÷à
Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.11) áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, íà îòðåçêå
[−τ0, t0]. Â ñèëó (2.6) äëÿ (2.11) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

−Fi(−τ, x̃1, . . . , x̃i−1, 0, x̃i+1, . . . , x̃n) = 0,
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òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2.1.2 äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
x̃i ≡ 0. Ýòî ðåøåíèå ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè ñîîòíîøåíèåì x̃i(τ) =
xi(−t), ïðè÷åì x̃i(−t0) = xi(t0) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèé (1.3), (1.5), (1.6), (1.7), êîòîðûå îïèñûâàþò ìîäåëè ïðèìåðîâ 1.1.2 � 1.2.2.

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè Φi(t, z, y), ãäå z = (z1, . . . , zn), y = (y1, . . . , ym), i = 1, n. Ôóíê-
öèè Φi áóäåì íàçûâàòü êâàçèïîëîæèòåëüíûìè ïî ïåðåìåííûì z, åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

Φi(t, z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn, y) > 0, i = 1, n, (2.12)
ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ z è ïðîèçâîëüíûõ êîìïîíåíòàõ y.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
żi = Φi(t, z, y), i = 1, n,
ẏj = Rj(t, z, y), j = 1,m,

(2.13)

ãäå ôóíêöèè Φi, Rj íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì z è y. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.13)

zi(t0) = z0
i , i = 1, n, yj(t0) = y0

j , j = 1,m, (2.14)
áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíûìè ïî ïåðåìåííûì z, åñëè z0

i > 0, i = 1, n.
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14) áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíûì ïî ïåðåìåí-

íûì z, åñëè ïðè ëþáîì t > t0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà zi(t) > 0, i = 1, n. Èìååò ìåñòî
Ñëåäñòâèå 2.1.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14) áûëî íåîòðèöà-
òåëüíûì ïî ïåðåìåííûì z ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ ïî z íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé Φi âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.12)
ïî ïåðåìåííûì z ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ z è ïðîèçâîëüíûõ êîìïîíåíòàõ y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íåîòðèöàòåëüíî ïî ïåðå-
ìåííûì z, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà zi(t), i = 1, n, íåîòðèöàòåëüíà. Òîãäà
ïî òåîðåìå 2.1.1 íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (2.12) ïðè ëþáûõ (à òåì áîëåå è ïðè
íåîòðèöàòåëüíûõ) çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò z.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14) ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìîãóò ïðèíèìàòü
ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü t∗ � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìîìåíòîâ âðåìåíè, â
êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ îòðèöàòåëüíà. Òîãäà zi(t) > 0, i = 1, n, ïðè t <
t∗ è â ëþáîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè t∗ ñóùåñòâóåò òî÷êà t > t∗ òàêàÿ, ÷òî ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà êîìïîíåíòà zi(t) < 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè zi(t) îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå t∗ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ: zi(t

∗) = 0. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.1
äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïîíåíòà zi(t) ïðèíèìàëà îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé
ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè t∗, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â òî÷êå t∗ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

Φi(t
∗, z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn, y) < 0,

íî â ìîìåíò âðåìåíè t∗ âñå êîìïîíåíòû z íåîòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûå íåðàâåíñòâà (2.12). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.14) áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûìè ïî ïåðåìåííûì z, åñëè õîòÿ
áû îäíà êîìïîíåíòà z0

i íå ðàâíà íóëþ.
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14) áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûì â ìîìåíò âðåìå-

íè t ïî ïåðåìåííûì z, åñëè õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò zi(t) íå ðàâíà íóëþ.
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Ñëåäñòâèå 2.1.5. Åñëè â ñèñòåìå (2.13) ôóíêöèè Φi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîëî-
æèòåëüíîñòè â âèäå ðàâåíñòâà

Φi(t, z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn, y) ≡ 0, i = 1, n, (2.15)
ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ z è ïðîèçâîëüíûõ êîìïîíåíòàõ y, íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ (2.14) íåòðèâèàëüíû è íåîòðèöàòåëüíû ïî z, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.13),
(2.14) áóäåò íåòðèâèàëüíûì è íåîòðèöàòåëüíûì ïî ïåðåìåííûì z. Íóëåâûì êîìïîíåí-
òàì z0

i = 0 â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâûå êîìïîíåíòû zi(t) ≡ 0
â ðåøåíèè.

Ñëåäñòâèå 2.1.5 îáîáùàåò ñëåäñòâèÿ 2.1.2, 2.1.3 íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ðå-
øåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóëåâûì êîìïîíåíòàì z0

i â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.14) áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâûå êîìïîíåíòû zi(t) ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.13), (2.14), à ïîëîæèòåëü-
íûì êîìïîíåíòàì z0

k â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.14) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûå
êîìïîíåíòû zk(t) ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.13), (2.14).
Ñëåäñòâèå 2.1.6. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (1.11) ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áûëî íåîòðèöàòåëüíûì2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè
Fi äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i = 1, n, óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.2) ïðè
íåîòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ x.

Ïðèìåð 2.1.1. Ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè. Ðàññìîòðèì n áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ, ñî-
ñóùåñòâóþùèõ â îáùåé ñðåäå îáèòàíèÿ, ÷èñëåííîñòè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
z1, z2, . . . , zn, òîãäà ż1, ż2, . . . , żn � ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ýòèõ âèäîâ. Åñëè íå
ó÷èòûâàòü âçàèìíîå âëèÿíèå îñîáåé ðàçëè÷íûõ âèäîâ äðóã íà äðóãà, òî äèíàìèêà ÷èñëåí-
íîñòåé, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1.2.1, çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.6).

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ ðàçìíîæåíèÿ � íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþùèå ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
íàáëþäàòü òàêóþ äèíàìèêó ìîæíî î÷åíü ðåäêî, ëèøü òîãäà, êîãäà îòñóòñòâóþò îãðàíè÷å-
íèÿ íà æèçíåííî íåîáõîäèìûå ðåñóðñû � ïèòàíèå, âîäó, âîçäóõ, æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî
è ò.ï.3 Îáû÷íî ýòè ðåñóðñû îãðàíè÷åíû è ìåæäó îñîáÿìè ñóùåñòâóåò êîíêóðåíöèÿ, êîòî-
ðàÿ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñìåðòíîñòè4. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé çàäàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

żi = aizi − pizi, i = 1, n, (2.16)
ãäå pi � êîýôôèöèåíò äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè îñîáåé i-ãî âèäà â ðåçóëüòàòå êîíêóðåí-
öèè. Ïóñòü ñóùåñòâîâàíèå êàæäîãî j-ãî âèäà âíîñèò âêëàä â ïîâûøåíèå ñìåðòíîñòè i-ãî
âèäà ñ êîýôôèöèåíòîì pij, ïðè ýòîì âåëè÷èíà pi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì5

pi =
n∑

j=1

pijzj, i = 1, n.

2Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäñòâèå 2.1.6 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.11), íà÷èíàþ-
ùàÿñÿ â ïîëîæèòåëüíîì n-ìåðíîì îêòàíòå, íèêîãäà åãî íå ïîêèäàåò. Òî÷êè ýòîãî îêòàíòà â ñèëó çàêîíà
äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1.11), ïåðåõîäÿò â òî÷êè ýòîãî æå îêòàíòà.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé îêòàíò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿ-
åìîãî óðàâíåíèÿìè (1.11). Òåðìèí �èíâàðèàíòåí� ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ îêòàíòà, íî è äëÿ ëþáîãî
äðóãîãî ìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ.3Íàïðèìåð, ðàçìíîæåíèå êðîëèêîâ â Àâñòðàëèè.4Âíåøíèå ôàêòîðû, îãðàíè÷èâàþùèå ðàçìíîæåíèå îñîáåé, òàêèå êàê íåäîñòàòîê ïèòàòåëüíîãî ðåñóðñà
èëè íàëè÷èå õèùíèêîâ â çîíå îáèòàíèÿ è ò.ï., íàçûâàþòñÿ ëèìèòèðóþùèìè.5Â ìîäåëè Âîëüòåððà � Ëîòêè ñóùåñòâîâàíèå êàæäîãî j-ãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ëèìèòèðóþùèì ôàêòîðîì
äëÿ êàæäîãî i-ãî.
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Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.16) ïðèìóò âèä

żi = aizi − zi

n∑
j=1

pijzj, i = 1, n. (2.17)

Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Âîëüòåððà � Ëîòêè6. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè
Ôåðõþëüñòà íà ñëó÷àé n ñîñóùåñòâóþùèõ âèäîâ.

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.6. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè

Fi = aizi − zi

n∑
j=1

pijzj, i = 1, n,

ÿâëÿþòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíûìè: êàæäàÿ èç ôóíêöèé Fi îáðàùàåòñÿ â íîëü, êàê òîëüêî
ñòàíåò ðàâíîé íóëþ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ zi. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ñèñòåìû (2.17) áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ñìûñëó ïåðåìåííûõ zi. Èç ñëåäñòâèÿ 2.1.2 âûòåêàåò, ÷òî íóëåâûì êîîðäèíàòàì â
íà÷àëüíîì óñëîâèè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâûå êîìïîíåíòû â ðåøåíèè. Ïîëîæèòåëü-
íûì êîîðäèíàòàì â íà÷àëüíîì óñëîâèè ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1.3 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîìïîíåíòû â ðåøåíèè.

Ïðèìåðîì ìîäåëè Âîëüòåððà � Ëîòêè ñëóæèò ñèñòåìà

żi = aizi − zi

n∑
j=1

zj, i = 1, n. (2.18)

Çäåñü êîýôôèöèåíò äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè êàæäîãî âèäà ïðîïîðöèîíàëåí îáùåé
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè � ÷åì áîëüøå îñîáåé ñóùåñòâóåò â îáùåé ñðåäå ñ îãðàíè÷åííûì
ðåñóðñîì, òåì âûøå èõ ñìåðòíîñòü.
Ïðèìåð 2.1.2. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè Ïóñòü ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé
íà æèçíåííûå ðåñóðñû ðàçìíîæåíèå êàæäîãî i-ãî âèäà ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó çàêîíó

żi = ϕi(zi), i = 1, n,

ãäå ôóíêöèè ϕi � íåïðåðûâíûå, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, ϕi(0) = 0. Ïóñòü âêëàä
êàæäîãî j-ãî âèäà â ïîâûøåíèå êîýôôèöèåíòà äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà
âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé ψij(zj), ãäå ψij � íåïðåðûâíûå, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå,
ψij(0) = 0, i = 1, n, j = 1, n; ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò pi äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî
âèäà ðàâåí

n∑
j=1

ψij(zj), i = 1, n. Òîãäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòåé zi â óñëîâèÿõ
êîíêóðåíöèè èìåþò âèä

żi = ϕi(zi)− zi

n∑
j=1

ψij(zj), i = 1, n. (2.19)

Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ìîäåëüþ Âîëüòåððà � Ëîòêè. Î÷åâèäíî, ìîäåëü
ïðèìåðà 2.1.1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé ìîäåëè ïðè ϕi = aizi, ψij = pijzj.

Äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (2.19) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëü-
íîñòè â âèäå ðàâåíñòâ (2.6).

6Äàííàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ãðóïï, ñîñòàâëÿþùèõ áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî,
âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Â. Âîëüòåððà [11]. Íåñêîëüêî ðàíåå òàêèå æå óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòå À. Ëîòêè ïðè ðàññìîòðåíèè êèíåòèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé [128].
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Ïðèìåð 2.1.3. Ìîäåëü Âîëüòåððà �õèùíèê � æåðòâà�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îá-
ùåé îáëàñòè îáèòàíèÿ ñîñóùåñòâóþò âèä õèùíèêîâ ÷èñëåííîñòüþ y è âèä îñîáåé (íàçîâåì
èõ æåðòâîé), êîòîðûìè ïèòàþòñÿ õèùíèêè. Ïóñòü ÷èñëåííîñòü æåðòâû ðàâíà z. Â îòñóò-
ñòâèå õèùíèêîâ ÷èñëåííîñòü æåðòâû ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó (1.5). Íàëè÷èå õèùíèêîâ
ìåíÿåò ýòó äèíàìèêó. Ïîÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò p äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè, ïðîïîðöè-
îíàëüíûé êîëè÷åñòâó âñòðå÷ æåðòâû ñ õèùíèêîì, p = ky. Äîïóñòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò
ðîæäàåìîñòè õèùíèêîâ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷åñòâó æåðòâ: r = bz (÷åì áîëüøå
ïèùè, òåì áëàãîïðèÿòíåå óñëîâèÿ äëÿ ðàçìíîæåíèÿ) � è ïîãèáàþò õèùíèêè òîëüêî â
ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè (s � êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè õèùíè-
êîâ). Òîãäà äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé æåðòâû è õèùíèêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
âèäà (2.13): {

ż = az − kyz,
ẏ = bzy − sy,

(2.20)
ãäå a, k, b, s � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Î÷åâèäíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ (2.20) êâàçèïîëîæèòåëüíà ïî z, à ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî � ïî y. Ïðè÷åì óñëîâèå êâà-
çèïîëîæèòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà (2.15), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1.5 íåòðè-
âèàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåòðèâèàëüíîå
íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.20) íà ïåðâîå, ïðèõîäèì
ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, èíòåãðèðóÿ êîòîðîå,
ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (2.20)

bz + ky − s ln z − a ln y = const. (2.21)
Âûðàæåíèå (2.21) â íåÿâíîì âèäå äàåò óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.20). Îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå â ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè (z, y), îõâàòûâàþùèå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (s/b, a/k), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì.

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî ÷èñëåííîñòè Ôàçîâûé ïîðòðåò
cåâåðîàìåðèêàíñêîãî çàéöà è ðûñè â Êàíàäå ñèñòåìû (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.20) èìååò ðåøåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìå-
íè. Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî ÷èñëåííîñòè ñåâåðîàìåðèêàíñêîãî çàéöà è ðûñè â Êàíàäå
çà ïåðèîä ñ 1845 ïî 1935 ãîäû êà÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàþò ñóùåñòâîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ
ðåæèìîâ â ðåàëüíîé ñèñòåìå ñîâìåñòíîãî ñîñóùåñòâîâàíèÿ õèùíèêîâ è æåðòâ.

2.2. Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ
Áîëüøîå çíà÷åíèå â èññëåäîâàíèè ìíîãèõ ñèñòåì ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ôàçîâûìè êîîð-

äèíàòàìè èìååò âîïðîñ íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ðåøåíèÿ: âîçìîæíî ëè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ñòðåìëåíèå ê áåñêîíå÷íîñòè õîòÿ áû îäíîé ôàçîâîé êîîðäèíàòû èëè æå âñå èõ çíà÷åíèÿ
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû? Â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëÿõ ðîñòà ïîïóëÿöèè, êàê ïðàâèëî, îáùåå
êîëè÷åñòâî îñîáåé îãðàíè÷åíî ñâåðõó èç-çà îãðàíè÷åííîñòè æèçíåííûõ ðåñóðñîâ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ïîïóëÿöèè íåèçáåæíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé (èëè
õîòÿ áû ðàâíîé íóëþ) ïðè äîñòèæåíèè åþ íåêîòîðîãî ïðåäåëüíî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ.
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ G(z1, . . . , zn) è êîíñòàíòà M . ×òîáû äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû

żi = Fi(t, z1, . . . , zn), i = 1, n, (2.22)
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

zi(t0) = z0
i , i = 1, n, (2.23)

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó G(z0
1 , . . . , z

0
n) 6 M , â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 âû-

ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
G(z1(t), . . . , zn(t)) 6 M, (2.24)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∂G

∂z1

F1 + . . .+
∂G

∂zn

Fn 6 0 (2.25)

â òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

G(z1, . . . , zn) = M. (2.26)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y = M−G(z1, . . . , zn). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
y(t0) = M −G(z0

1 , . . . , z
0
n) > 0.

Î÷åâèäíî,
ẏ = −Ġ(z1, . . . , zn) = −(

∂G

∂z1

F1(t, z) + . . .+
∂G

∂zn

Fn(t, z)).

Îáîçíà÷èì Q(t, z, y) = −Ġ(z1, . . . , zn) è ðàññìîòðèì ñèñòåìó{
żi = Fi(t, z), i = 1, n,
ẏ = Q(t, z, y).

(2.27)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâó y = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâî (2.26).
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.1 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè ïåðåìåííîé y ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè: Q > 0 ïðè y = 0.
Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé îíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

∂G

∂z1

F1(t, z) + . . .+
∂G

∂zn

Fn(t, z) 6 0

äëÿ òåõ òî÷åê z, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2.26).
Â ñâîþ î÷åðåäü íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðåìåííîé y ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ íåðàâåí-

ñòâà
G(z1(t), . . . , zn(t)) 6 M.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.2.1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (2.22) óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó
n∑

i=1

zi(t) ≤M



Ãëàâà 2. Ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðåøåíèÿìè 36

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.23), ñóììà êîìïîíåíò êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ïî-
ñòîÿííîé M , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

Fi(t, z) ≤ 0

â òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
n∑

i=1

zi = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 2.2.2 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 2.2.1, åñëè â êà÷åñòâå
ôóíêöèè G âçÿòü G =

n∑
i=1

zi.

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ G(z1, . . . , zn) è êîíñòàíòà M . ×òîáû
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.22) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.23), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâó G(z0

1 , . . . , z
0
n) = M , â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

G(z1(t), . . . , zn(t)) ≡M, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∂G

∂z1

F1 + . . .+
∂G

∂zn

Fn = 0

âî âñåõ òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (2.26).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2.1 äëÿ âûâîäà íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-

âèé âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
−G(z1(t), . . . , zn(t)) 6 −M

è îáúåäèíÿÿ èõ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû 2.2.1, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäñòâèÿ.

2.3. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé
Êàê âèäíî èç ïðèìåðà 2.1.1, íåðåäêî ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðèõî-

äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ óðàâíåíèÿìè òèïà
ż = F (z)− zf(t, z),

ãäå F (t, z) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, f(t, z) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè F (t, z) êâàçèïîëîæè-
òåëüíà ïî ïåðåìåííûì z, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì êâàçèïî-
ëîæèòåëüíîñòè ïî z. Äëÿ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó îá èíòåãðèðî-
âàíèè.

Ôóíêöèÿ f(t, z) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ïîðÿäêà k > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî λ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî:

f(t, λz) = λkf(t, z).

Ïðè k = 1 ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.
Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà

żi = Φi(t, z)− zif(t, z), i = 1, n, (2.28)
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ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.23). Åñëè ôóíêöèè Φi(t, z) îäíîðîäíûå ïî z,
ôóíêöèÿ f(t, z) íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, îäíîðîäíàÿ ïîðÿäêà k ïî z,
è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ p(t):

p =



( t∫
t0

kf(τ, ξ(τ))dτ + 1
) 1

k
, åñëè k > 0,

exp
( t∫

t0

f(τ, ξ(τ))dτ
)
, åñëè k = 0,

ãäå ξ � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû

ξ̇i = Φi(t, ξ), i = 1, n, (2.29)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ξi(t0) = z0

i , òîãäà ïðè p 6= 0 ðåøåíèå çàäà÷è (2.28), (2.23) èìååò
âèä

zi =
ξi
p
, i = 1, n. (2.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû p(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì
p(t0) = 1, òî ôóíêöèè zi, i = 1, n, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (2.30), ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

zi(t0) =
ξi(t0)

p(t0)
= z0

i , i = 1, n.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè p(t):

ṗ =



1

k

( t∫
t0

kf(τ, ξ)dτ + 1
)1/k−1

kf(t, ξ(t)), åñëè k > 0,

exp
( t∫

t0

f(τ, ξ)dτ
)
f(t, ξ(t)), åñëè k = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ṗ =
p

pk
f(t, ξ). Òàê êàê ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ïîðÿäêà k ïî ïåðå-

ìåííûì ξ, âåðíî ðàâåíñòâî
ṗ = pf

(
t,
ξ

p

)
= pf(t, z). (2.31)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè (2.30) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.28). Ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü
ôóíêöèé Φi è ðàâåíñòâî (2.31), èìååì

żi =
ξ̇ip− ξiṗ

p2
=

=
ξ̇i
p
− ξi
p

ṗ

p
=

Φi(t, ξ)

p
− zif(t, z) = Φi(t, z)− zifi(z).

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ z(t), ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëîé (2.30), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.28), (2.23).



Ãëàâà 2. Ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðåøåíèÿìè 38

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Ïóñòü â ñèñòåìå (2.28)

f(t, z) ≡
n∑

i=1

Φi(t, z), (2.32)

ïðè ýòîì ôóíêöèè Φi(t, z) îäíîðîäíûå ïî z, è ñèñòåìà (2.29) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ ξi(t0) = z0

i èìååò ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

n∑
i=1

ξi(t)−
n∑

i=1

z0
i + 1 6= 0,

òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2.28), (2.23), (2.32) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

zi(t) =
ξi(t)

n∑
i=1

ξi(t)−
n∑

i=1

z0
i + 1

. (2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîæäåñòâà (2.32) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, z) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîä-
íîé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 2.3.1, ðåøåíèå ñèñòåìû (2.28), (2.32) èìååò âèä (2.30), ãäå ôóíêöèÿ p(t) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

p(t) =

t∫
t0

n∑
i=1

Φi(τ, ξ(τ)) dτ + 1.

Ó÷èòûâàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó (2.29) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ
p(t):

p(t) =

t∫
t0

n∑
i=1

d ξi
d τ

dτ + 1 =
n∑

i=1

ξi(t)−
n∑

i=1

z0
i + 1.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïðèìåð 2.3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.18), â êîòîðîé ai � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, i =

1, n. Ýòî ñèñòåìà âèäà (2.28), ãäå ôóíêöèè Φi(t, z) = aizi, f(t, z) =
n∑

j=1

zj � ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà (k = 1). Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ (2.23) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.30), ãäå ξi � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû

ξ̇i = aiξi, i = 1, n,

îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
ξi(t) = z0

i exp(ai(t− t0)),

à ôóíêöèÿ p(t) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

p(t) =

t∫
t0

n∑
j=1

z0
j e
aj(τ − t0) dτ + 1 =

n∑
j=1

z0
j

aj

(eaj(t− t0) − 1) + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
zi =

z0
i exp(ai(t− t0))

n∑
j=1

z0
j

aj

(eaj(t− t0) − 1) + 1

. (2.34)
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Ïðèìåð 2.3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (2.28), (2.32) ïðè
Φ1 = x2, Φ2 = −x1, Φ3 = x1 + x2, f = x1 + 2x2 + x3:

ẋ1 = x2 − x2
1 − 2x1x2 − x1x3,

ẋ2 = −x1 − x1x2 − 2x2
2 − x2x3,

ẋ3 = x1 + x2 − x1x3 − 2x2x3 − x2
3

(2.35)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåí-
íîé ìîäåëè Âîëüòåððà-Ëîòêè (2.19) ïðè ϕi = Φi, i = 1, 3, ψi1 = ψ1 = x1, ψi2 = ψ2 = 2x2,
ψi3 = ψ3 = x3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü åå, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = −ξ1,

ξ̇3 = ξ1 + ξ2

(2.36)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ξ(t0) = x0. Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.36) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

ξ̈1 = −ξ1,
ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ξ1(t) = A sin(t+ Θ),

ãäå A è Θ � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òîãäà
ξ2(t) = A cos(t+ Θ);

ξ̇3 = A sin(t+ Θ) + A cos(t+ Θ);

ξ3(t) = −A cos(t+ Θ) + A sin(t+ Θ) + C,

ãäå C � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.1 ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (2.35) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (2.30),

ãäå çíàìåíàòåëü èìååò âèä

p =

t∫
t0

(ξ1(τ) + 2ξ2(τ) + ξ3(τ))dτ + 1 = −2A cos(t+ Θ) + A sin(t+ Θ) + Ct+D,

çäåñü D = 2A cos(t0 + Θ)− A sin(t0 + Θ)− Ct0 + 1. Îòñþäà ïðè p 6= 0

x1 = A sin(t+ Θ)/p,

x2 = A cos(t+ Θ)/p,

x3 = (−A cos(t+ Θ) + A sin(t+ Θ) + C)/p.

2.4. Ñèñòåìû àâòîðåïðîäóêöèè
Îäíèì èç âàæíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåì ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè

ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà. Ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèìèñÿ áóäåì ñ÷èòàòü îáúåêòû, êîòîðûå îáëàäà-
þò ñâîéñòâîì ãåíåðèðîâàòü ñâîè êîïèè â ïðîöåññå ñóùåñòâîâàíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî íå íóæíî
ïîíèìàòü òîëüêî êàê íåïîñðåäñòâåííóþ ñïîñîáíîñòü ñàìèõ îáúåêòîâ êîíñòðóêòèâíî ïðî-
èçâîäèòü äðóãèå îáúåêòû, ïîõîæèå íà ñåáÿ, íàïðèìåð, ïóòåì ðîæäåíèÿ. Â ýêîíîìèêå êàæ-
äàÿ äåíåæíàÿ åäèíèöà, çàíÿòàÿ â ïðîèçâîäñòâå, ïðèíîñèò äîõîä â âèäå íîâûõ äåíåæíûõ
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åäèíèö, èäóùèõ íà ïîääåðæàíèå è ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà, ïîýòîìó åå òàêæå ìîæíî
ñ÷èòàòü �ñàìîâîñïðîèçâîäÿùåéñÿ� 7. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ó÷èòåëü � íîñèòåëü èíôîðìà-
öèè � ïåðåäàåò åå ñâîèì ó÷åíèêàì, òåì ñàìûì ñîçäàâàÿ ñâîþ èíôîðìàöèîííóþ êîïèþ.
Â îáëàñòè èíæåíåðíûõ ðàçðàáîòîê ñâîéñòâîì âîñïðîèçâîäñòâà, íàñëåäîâàíèÿ îáëàäàþò
òåõíè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Åñëè êàêîå-òî òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå (âîçìîæíî, çàïàòåíòîâàííîå)
ýôôåêòèâíî, òî îíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè âñå íîâûõ è íîâûõ èçäåëèé, âîñ-
ïðîèçâîäèòñÿ â íîâûõ êîíñòðóêöèÿõ, ÷èñëî åãî ïîâòîðåíèé è åñòü ÷èñëî åãî êîïèé. Ýòèì
îáúÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîõîäà âëàäåëüöåì ïàòåíòà. Åñëè æå òåõíè÷åñêîå
ðåøåíèå íåóäà÷íî, òî îíî èñïîëüçóåòñÿ âñå ðåæå è ðåæå, ÷èñëî åãî êîïèé ñõîäèò íà íåò.
Â íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè óäà÷íàÿ èäåÿ âïîñëåäñòâèè èñïîëüçóåòñÿ â ñåðèè ðàáîò, î ÷åì
îáû÷íî ñâèäåòåëüñòâóåò êîëè÷åñòâî ññûëîê íà ïåðâîèñòî÷íèê.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñàìîâîñïðîèçâåäåíèå (àâòîðåïðîäóêöèÿ) � ýòî ñïîñîáíîñòü ïåðåäà-
âàòü äðóãèì îáúåêòàì êà÷åñòâåííûå ïðèçíàêè èñõîäíûõ îáðàçöîâ, îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ
èõ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå, â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü òîò èëè èíîé ñïîñîá ïîâåäåíèÿ.

ßâëåíèÿ ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â îêðóæàþùåì ìèðå. Èõ óíè-
âåðñàëüíîñòü óòâåðæäàåòñÿ êàê îäèí èç ïîñòóëàòîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè èíôîðìàöèè:
"Âñÿêàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ðàçìíîæàòüñÿ, òî åñòü êî-
ïèðîâàòü ñâîþ êîíñòðóêöèþ â ñðàâíèòåëüíî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ýêçåìïëÿðîâ"[78]. Òàêèå
ÿâëåíèÿ ïðèâëåêàëè âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé åùå íà çàðå âîçíèêíîâåíèÿ êèáåðíåòèêè.
Ìàòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ áûëî íà÷àòî Äæ. ôîí Íåé-
ìàíîì [77]. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà ðàññìàòðè-
âàëèñü òàêæå â [14, 94] è äð.

Â ïðîöåññå ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà ìîæåò èìåòü ìåñòî ñîçäàíèå àáñîëþòíî òî÷íûõ êîïèé
("ñòðîãîå íàñëåäîâàíèå"), à ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñîçäàíèå ýëåìåíòîâ, íåñêîëüêî îòëè-
÷àþùèõñÿ îò èñõîäíûõ � ñàìîâîñïðîèçâåäåíèå "ñ îøèáêàìè", êîãäà ýëåìåíòû îäíîãî òèïà
ñîçäàþò ýëåìåíòû äðóãèõ òèïîâ. Ïðèìåðîì ñòðîãîãî íàñëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðîöåññ
ðàçìíîæåíèÿ áàêòåðèé, çäåñü â ïðîöåññå äåëåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ äâå òî÷íûå êîïèè èñõîä-
íîé îñîáè. Ïðèìåðàìè ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà "ñ îøèáêàìè"ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàíèå ðàçíûõ
îñîáåé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ îñîáü, ÷àñòè÷íî íàñëåäóþùàÿ ïðèçíàêè îäíîãî èç
ðîäèòåëåé, à ÷àñòè÷íî � ïðèçíàêè âòîðîãî; ìóòàãåíåç, êîãäà â ðåçóëüòàòå ìóòàöèé â ïîòîì-
ñòâå èñêàæàþòñÿ ïðèçíàêè ðîäèòåëåé; õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, êîãäà èç ìîëåêóëû îäíîãî
âåùåñòâà ïîÿâëÿþòñÿ ìîëåêóëû äðóãîãî è ò. ä. [94]

2.4.1. Ñëó÷àé ïðîñòîãî âîñïðîèçâîäñòâà
Îñíîâíûå ãèïîòåçû ñòðîãîãî íàñëåäîâàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Ðîçîíîýðîì è Ñåäûõ [94]. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ, ñïîñîáíûõ ê ñàìîâîñïðîèçâåäåíèþ. Ïóñòü êàæäûé îáú-
åêò ìîæåò ïîðîæäàòü ïîäîáíûå ñåáå; îáúåêòû ìîãóò òàêæå "ãèáíóòü". Ïðåäïîëîæèì ñíà-
÷àëà, ÷òî âñå îáúåêòû â òî÷íîñòè îäèíàêîâû è âîñïðîèçâîäÿò â òî÷íîñòè ïîäîáíûõ ñå-
áå (èäåàëüíîå "íàñëåäîâàíèå"), ïðè÷åì "ðàçìíîæåíèå"è "ãèáåëü"êàæäîãî îáúåêòà íèêàê
íå çàâèñÿò îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ äðóãèìè (ò. å. âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó îáúåêòàìè
ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò). Ïóñòü z(t) � êîëè÷åñòâî ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ â ñè-
ñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t èëè êàêàÿ-ëèáî äðóãàÿ àääèòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû,
íàïðèìåð, ñóììàðíàÿ ìàññà èëè ýíåðãèÿ, åñëè òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà â èçó÷àåìîì ñëó÷àå

7Ñâîéñòâî ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà, ïðèñóùåå äåíåæíûì åäèíèöàì, âëîæåííûì â ýêîíîìè÷åñêîå ïðåä-
ïðèÿòèå, áûëî ïîíÿòíî óæå êëàññèêàì ïîëèòè÷åñêîé ýêîíîìèè. Òàê, Ê. Ìàðêñ îïðåäåëÿåò êàïèòàë êàê
ñàìîâîçðàñòàþùóþ ñòîèìîñòü. Ýòî ñàìîâîçðàñòàíèå ìû çàìå÷àåì è â áàíêîâñêîì ïðîöåíòå, è â çåìåëüíîé
ðåíòå.
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èìååò ñìûñë. Î÷åâèäíî, z(t) > 0. Âåëè÷èíà z, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàåò ëèøü öåëûå çíà÷å-
íèÿ, íî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ìîæíî äîïóñòèòü ñëåäóþùóþ èäåàëèçàöèþ: ñ÷èòàòü, ÷òî
çíà÷åíèåì âåëè÷èíû z ìîæåò áûòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è ïðè ýòîì îíà íåïðå-
ðûâíî èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ýòà èäåàëèçàöèÿ îïðàâäûâàåò ñåáÿ â ñèòóàöèè,
êîãäà ÷èñëî îáúåêòîâ âåëèêî è ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì èõ êîëè÷åñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî
åäèíèöû òðóäíî. Òàê ïîñòóïàþò, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ïîïóëÿöèîííîé äè-
íàìèêè. Èçìåíåíèå z(t) ñî âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûìè îñîáåííîñòÿìè ïðîöåññà
ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, íàïðèìåð z(t) ìîæåò áûòü ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Îáîçíà÷èì g(t) �
ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì âíîâü ïîÿâèâøèõñÿ îáúåêòîâ è êîëè÷åñòâîì ðàçðóøèâøèõñÿ
â åäèíèöó âðåìåíè, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí îáúåêò. Âåëè÷èíà g ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì îòíîñè-
òåëüíûì ïðèðîñòîì ÷èñëà îáúåêòîâ â åäèíèöó âðåìåíè. Îíà ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè â
ñîîòâåòñòâèè ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì íà ñèñòåìó. Òîãäà àíàëîãè÷íî äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ðîñòà ïîïóëÿöèè áàêòåðèé (1.5) âûâîäèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
âåëè÷èíû z(t):

ż = gz. (2.37)
Êîýôôèöèåíò g, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò z è t, íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì âîñïðî-

èçâîäñòâà. Îí ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé êîëè÷åñòâà ïî âðåìåíè èëè îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ ðîñòà, ò.å. îòíîøåíèåì àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ðîñòà ê îáùåìó êîëè-
÷åñòâó: g =

ż

z
. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé êîýôôèöèåíò g

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàçìíîæåíèÿ. Â ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, åñëè z � ýòî êàïè-
òàë, çàíÿòûé â ïðîèçâîäñòâå, òî êîýôôèöèåíò g èìååò ñìûñë ïðèáûëè â åäèíèöó âðåìåíè
íà åäèíèöó âëîæåííûõ ñðåäñòâ.

Óðàâíåíèå (2.37) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ íàñëåäîâàíèåì. Îíî èìååò ñìûñë ëèøü ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå îáúåêòîâ è ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà íà ïðîìåæóòêàõ
âðåìåíè, ñóùåñòâåííî áîëüøèõ, ÷åì õàðàêòåðíûå ïðîìåæóòêè ìåæäó àêòàìè ðîæäåíèÿ
è ãèáåëè. Â íåì íå ó÷èòûâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ôëóêòóàöèè ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, óðàâíå-
íèå (2.37) íå ìîæåò îòðàçèòü òàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, êàê, íàïðèìåð, "âûðîæ-
äåíèå"ñèñòåìû � ñëó÷àéíóþ ãèáåëü âñåõ îáúåêòîâ (÷òî âîçìîæíî äàæå ïðè g > 0). Êðî-
ìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùóþ èäåàëèçàöèþ: êàê áû
íè áûëî ìàëî êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â ñèñòåìå, åñëè îíî íå ðàâíî íóëþ, òî îíî áóäåò ïî-
ëîæèòåëüíûì â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè è ìîæåò ñòàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì â
ïîñëåäóþùåì ïðè áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ (g > 0). "Äëÿ äåðåâà åñòü íàäåæäà, ÷òî îíî,
åñëè è áóäåò ñðóáëåíî, ñíîâà îæèâåò, è îòðàñëè îò íåãî âûõîäèòü íå ïåðåñòàíóò: åñëè è
óñòàðåë â çåìëå êîðåíü åãî, è ïåíü åãî çàìåð â ïûëè, íî, ëèøü ïî÷óÿëî âîäó, îíî äà¼ò
îòïðûñêè è ïóñêàåò âåòâè, êàê áû âíîâü ïîñàæåííîå". Êîíå÷íî, òàêàÿ ãèïîòåçà íå âñåãäà
èìååò ìåñòî, íåðåäêî ïðè äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèÿ íåîáðàòèìî ãèáíåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ïðè z(t0) < c0 èìååò ìåñòî z(t) = 0 äëÿ
t > t0 + c1), íî â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòó ãèïîòåçó ìîæíî ïðèíÿòü êàê ðàáî-
÷óþ. Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå ("óñðåäíåííûå") ìîäåëè
òèïà óðàâíåíèÿ (2.37), òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãîâîðêàìè) ïðîñòî
è âìåñòå ñ òåì äîñòàòî÷íî ïîëíî èëëþñòðèðîâàòü âñå îñíîâíûå èäåè.

Óðàâíåíèå (2.37) îïèñûâàåò ïðîñòåéøóþ ìîäåëü àâòîðåïðîäóêöèè. Â áîëåå ñëîæíûõ
ñëó÷àÿõ â ñèñòåìå àâòîðåïðîäóêöèè ìîãóò áûòü îáúåêòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ. Òîãäà îáùàÿ
ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ìíîæåñòâî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ïîäñèñòåì. Ïóñòü èìååò-
ñÿ íåñêîëüêî âèäîâ ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ ýëåìåíòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îäèí îò äðóãîãî
êàêèìè-ëèáî ïðèçíàêàìè. Åñëè zi � ÷èñëåííîñòü ýëåìåíòîâ i-ãî âèäà, à gi � åãî êîýôôè-
öèåíò ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ, òî äëÿ êàæäîãî âèäà ýëåìåíòîâ ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå
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òèïà (2.37):
żi = gi(t)zi, i = 1, n, (2.38)

ãäå n � ÷èñëî âèäîâ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî àêòû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè îòäåëüíûõ îáú-
åêòîâ çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â öåëîì, ò. å. âåðîÿòíîñòè ãèáåëè è ðîæäåíèÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ÷èñëåííîñòÿìè îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Òîãäà â äåòåðìèíèðîâàííîì îïèñàíèè
(2.38) êîýôôèöèåíòû ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷èñëåííîñòåé è âðåìåíè:

gi = gi(t, z1, . . . , zn), i = 1, n,

Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
żi = gi(t, z1, . . . , zn)zi, i = 1, n, (2.39)

îòðàæàþùèõ êàê äèôôåðåíöèðîâàííûé õàðàêòåð ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ (ò. å. ðàçëè÷èå êî-
ýôôèöèåíòîâ ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ), òàê è âçàèìîâëèÿíèå
îáúåêòîâ (çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ îò ÷èñëåííîñòåé).

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.39) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà
äëÿ ôóíêöèé gi ïî ïåðåìåííûì zi è íåïðåðûâíîñòè ïî ïåðåìåííîé t.
Çàìå÷àíèå 2.4.1. Åñëè òðåáîâàòü îò ôóíêöèé gi òîëüêî íåïðåðûâíîñòè ïî âñåì àðãóìåí-
òàì, òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.39) ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî zi.

Ïðè îòñóòñòâèè â íåêîòîðûé ìîìåíò t ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ, ò. å. ïðè óñëî-
âèè z(t) = 0, îíè áîëåå íå ïîÿâëÿþòñÿ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè (ñàìîçàðîæäåíèå
íåâîçìîæíî).

Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.39) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ íàñëåäîâàíèåì, ñèñòåìà (2.39)
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ íàñëåäîâàíèåì. Ñèñòåìû ñ íàñëåäîâàíèåì øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ìîäåëÿõ áèîôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, ê íèì îòíîñÿòñÿ ðàññìîòðåííûå â ïðèìå-
ðàõ 2.1.1, 2.1.3 ìîäåëü Âîëüòåððà è ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè.

Î÷åâèäíî, äëÿ ñèñòåìû (2.39) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè â âèäå ðà-
âåíñòâ (2.6). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêòû i-ãî âèäà ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî îò îáúåêòîâ
i-ãî âèäà. ßñíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè â âèäå ðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà òèïà (2.22) áûëà ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ íà-
ñëåäîâàíèåì. Íî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
êîãäà ñèñòåìà (2.22) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ íàñëåäîâàíèåì.
Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìó (2.22), â êîòîðîé ôóíêöèè Fi(t, z), i = 1, n, íåïðåðûâíû ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì z, èìåþò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂Fi

∂zi

, íåïðåðûâíûå â òî÷êàõ, ãäå zi = 0, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè â âèäå ðàâåíñòâà (2.6), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå (2.39), ãäå
ôóíêöèè gi(t, z) íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè gi(t, z), i = 1, n, îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

gi(t, z) =


Fi(t, z)

zi

, åñëè zi 6= 0,

∂Fi

∂zi

(t, z), åñëè zi = 0.

(2.40)

Ïðè zi 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Fi(t, z) = gi(t, z)zi. (2.41)
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Åñëè zi = 0, òî â ñèëó (2.6) ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.41) îáðàùàþòñÿ â íîëü,
ïîýòîìó (2.41) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ zi. Ôóíêöèÿ gi(t, z), îïðåäåëåííàÿ ôîð-
ìóëîé (2.40), íåïðåðûâíà ïðè zi 6= 0. Ïðîâåðèì åå íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ, ãäå xi = 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: M0

i = (t, z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn) � òî÷êà, ó êîòîðîé êîîðäèíàòà zi

ðàâíà íóëþ. Â ñèëó óñëîâèé (2.6)
Fi(M

0
i ) = 0,

òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂Fi

∂zi

èç ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëà-
ãðàíæà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Fi(t, z) = Fi(t, z)− Fi(M
0
i ) =

∂Fi

∂zi

(Mi)zi,

Mi = (t, z1, . . . , zi−1, ξ, zi+1, . . . , zn), 0 < ξ < zi,

îòêóäà
gi(t, z) =

∂Fi

∂zi

(Mi) åñëè zi 6= 0. (2.42)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.42) è íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂Fi

∂zi

â òî÷êå M0
i ñëåäóåò,

÷òî ôóíêöèÿ gi(t, z), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.40), áóäåò íåïðåðûâíîé è ïðè zi = 0, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.4.2. Ñëó÷àé ñëîæíîãî âîñïðîèçâîäñòâà
Ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè îáúåêòîâ ìîãóò èìåòü áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð è âêëþ-

÷àòü â ñåáÿ, íàïðèìåð, ïðîöåññ �ñêðåùèâàíèÿ�, ïðè êîòîðîì êàæäûé îáúåêò ïîðîæäàåòñÿ
íå îäíèì, à äâóìÿ èëè íåñêîëüêèìè �ðîäèòåëüñêèìè� îáúåêòàìè. Îñîáåííî âàæåí ó÷åò
ñêðåùèâàíèÿ â áèîëîãèè è õèìèè (â õèìèè, êðîìå òîãî, �ãèáåëü� êàæäîãî �ýëåìåíòà� �
ìîëåêóëû � âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ �ðîæäåíèåì� äðóãèõ).

Ìîæåò èìåòü ìåñòî ñëó÷àé ñëîæíîãî âîñïðîèçâîäñòâà: îáúåêòû âèäà A ïîðîæäàþò
îáúåêòû âèäà B, à îáúåêòû âèäà B ïîðîæäàþò îáúåêòû âèäà A è ò. ï. Òàê, íàïðèìåð, â
ìîäåëÿõ àâòîðåïðîäóêöèè ìîæíî ó÷èòûâàòü ÿâëåíèÿ ìóòàãåíåçà.

Ïóñòü â ñèñòåìå åñòü n âèäîâ îáúåêòîâ, êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ i-ãî âèäà îáîçíà÷èì zi.
Ïóñòü âåëè÷èíû zi íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, òî-
ãäà èõ äèíàìèêó ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.22), â êîòîðîé
ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû ïî t è ëèïøèöåâû ïî z.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ ëþáîãî âèäà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íåîòðèöàòåëüíî,
òî íà ôóíêöèè Fi íóæíî íàëîæèòü óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.2).

Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2.22) îïèñûâàëà ïðîöåññ ñàìîâîñïðîèçâîäñòâà, ýòîãî óñëî-
âèÿ íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ: åñëè îáùåå êîëè-
÷åñòâî îáúåêòîâ âñåõ âèäîâ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíî íóëþ, òî â ïîñëåäóþùèå
ìîìåíòû âðåìåíè íè îäèí îáúåêò áîëüøå íå ïîÿâèòñÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ïðèâîäèò ê
óñëîâèþ: åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Z(t) =
n∑

i=1

zi(t) = 0, (2.43)

òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
Fi(t, z) = 0, i = 1, n. (2.44)

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó òðåáîâàíèþ, äîïóñêàþò ñïåöèàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå.
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Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü ôóíêöèè Fi(t, z) â ñèñòåìå (2.22) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî t
è ëèïøèöåâûìè ïî z, óäîâëåòâîðÿþò ïî z óñëîâèÿì êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè, èìåþò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂Fi

∂zj

, íåïðåðûâíûå â òî÷êàõ, ãäå zj = 0, i = 1, n, j = 1, n. Äëÿ

òîãî ÷òîáû ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (2.43) èìåëè ìåñòî ðàâåíñòâà (2.44), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè Fi(t, z) ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Fi(t, z) =
n∑

j=1

bij(t, z)zj, (2.45)

ãäå ôóíêöèè bij(t, z) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïåðåìåííûì t, z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.45) äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2.44) ïðè
óñëîâèè (2.43) î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.45).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè

bij(t, z) =


Fi(t, 0, . . . , 0, zj, zj+1, . . . , zn)− Fi(t, 0, . . . , 0, 0, zj+1, . . . , zn)

zj

, åñëè zj 6= 0,

∂Fi

∂zj

(t, 0, . . . , 0, 0, zj+1, . . . , zn), åñëè zj = 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû, òî è ôóíêöèè bij íåïðåðûâíû âñþäó, êðîìå, ìîæåò
áûòü, òî÷åê, ãäå zj = 0. Èññëåäóåì íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ bij â ïðîèçâîëüíîé òî÷-
êå M0

j ñ íóëåâîé j-é êîîðäèíàòîé. Òàê êàê ôóíêöèè Fi äèôôåðåíöèðóåìû, òî ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Fi(t, 0, . . . , 0, zj, zj+1, . . . , zn)− Fi(t, 0, . . . , 0, 0, zj+1, . . . , zn) =
∂Fi

∂zj

(t, 0, . . . , 0, ξ, zj+1, . . . , zn)zj,

ãäå 0 < ξ < zj. Îòñþäà bij(t, z) =
∂Fi

∂zj

(t, 0, . . . , 0, ξ, zj+1, . . . , zn) ïðè zj 6= 0. Åñëè óñòðå-
ìèòü òî÷êó z ê òî÷êå M0

j ñ íóëåâîé j-é êîîðäèíàòîé, òî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà zj

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, âåëè÷èíà ξ òàêæå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Â ñèëó òîãî, ÷òî
ïðîèçâîäíûå ∂Fi

∂zj

íåïðåðûâíû â òî÷êàõ, ãäå zj = 0, ñëåäóåò, ÷òî

lim
z→M0

j

bij(t, z) = bij(t,M
0
j ).

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé bij â òî÷êàõ, ãäå zj = 0 äîêàçàíà.
Ïîñêîëüêó Fi(t, 0) = 0, òî ôóíêöèÿ Fi äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

Fi(t, z) = Fi(t, z)− Fi(t, 0) = Fi(t, z1, z2, . . . , zn)− Fi(t, 0, z2, . . . , zn) + . . .+

+Fi(t, 0, . . . , 0, zj, zj+1, . . . , zn)−Fi(t, 0, . . . , 0, 0, zj+1, . . . , zn)+Fi(t, 0, . . . , 0, zn)−Fi(t, 0, . . . , 0, 0) =

=
n∑

j=1

Fi(t, 0, . . . , 0, zj, zj+1, . . . , zn)− Fi(t, 0, . . . , 0, 0, zj+1, . . . , zn)

zj

zj =
n∑

j=1

bij(t, z)zj,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×àñòíûì ñëó÷àåì ñëîæíîãî âîñïðîèçâîäñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ íàñëåäîâàíèÿ ñ �îøèá-

êàìè� [94], îïðåäåëÿþùèéñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

żi = gi(z1, . . . , zn)zi +
n∑

j=1

bijzj, i = 1, n, bij > 0 ïðè i 6= j, (2.46)
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ïðè÷åì
n∑

j=1

bij = 0 (2.47)

ò. å. bii = −
∑

j 6=i bij. Êîýôôèöèåíòû bij, õàðàêòåðèçóþùèå òåìï ïîðîæäåíèÿ îáúåêòîâ
i-ro âèäà îáúåêòàìè j-òî âèäà (j 6= i), ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò ÷èñëåííîñòåé.
Óðàâíåíèÿ òèïà (2.39) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ
ïîïóëÿöèé (ñì. [11]). Óðàâíåíèÿ (2.46) äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ áûëè ðàññìîòðåíû
â [108] â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè ýâîëþöèè ìàêðîìîëåêóë.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äðóãèå ïðèìåðû ñëîæíîãî âîñïðîèçâîäñòâà.
Ïðèìåð 2.4.1. Ìîäåëü ïîïóëÿöèè íàñåêîìûõ ñ íåïîëíûì ìåòàìîðôîçîì. Ðàññìîòðèì ïî-
ïóëÿöèþ íàñåêîìûõ ñ íåïîëíûì ìåòàìîðôîçîì: âçðîñëûå îñîáè ïðîèçâîäÿò íà ñâåò ëè-
÷èíêè, ëè÷èíêè ñî âðåìåíåì ïðåâðàùàþòñÿ âî âçðîñëûå îñîáè. Îáîçíà÷èì x � êîëè÷åñòâî
ëè÷èíîê, y � êîëè÷åñòâî âçðîñëûõ îñîáåé. Ïóñòü r � êîëè÷åñòâî ëè÷èíîê, ïîÿâëÿþùèõñÿ
îò îäíîé âçðîñëîé îñîáè, s � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè ëè÷èíîê, p � äîëÿ ëè÷èíîê, äîæèâà-
þùèõ äî ïðåâðàùåíèÿ âî âçðîñëûå îñîáè, q � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè âçðîñëûõ îñîáåé.
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ ñìåðòíîñòü, âûçâàííàÿ âçàèìíîé
êîíêóðåíöèåé îñîáåé äðóã ñ äðóãîì, êîýôôèöèåíò äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè ðàâåí êàê
äëÿ ëè÷èíîê, òàê è äëÿ âçðîñëûõ îñîáåé è ïðîïîðöèîíàëåí îáùåìó êîëè÷åñòâó îñîáåé â
ïîïóëÿöèè. Òîãäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áóäóò èìåòü âèä:{

ẋ = ry − sx− px− x(x+ y),
ẏ = px− qy − y(x+ y).

(2.48)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.48) èìåþò âèä (2.45). Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ íàñëåäîâàíèåì, îíà ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð ñëîæíîãî
âîñïðîèçâîäñòâà: îñîáè îòäåëüíûõ ïîäãðóïï (ëè÷èíîê è âçðîñëûõ) íå ïîðîæäàþò íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâîè êîïèè, âîñïðîèçâîäñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âñåé ñèñòåìû â öåëîì.
Ïðèìåð 2.4.2. Äâóõâîçðàñòíàÿ ìîäåëü êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè. Ïðèâåäåì åùå îäíó ìîäåëü
òèïà (2.45). Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ äâóõâîçðàñòíóþ ìîäåëü êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè [92].
Ïîïóëÿöèÿ ðàçáèòà íà äâå ãðóïïû êëåòîê: ìîëîäûå è ñòàðûå. Ìîëîäûìè áóäåì ñ÷èòàòü
êëåòêè, â êîòîðûõ ñèíòåçèðóåòñÿ áåëîê, à ñòàðûìè � âñå îñòàëüíûå. Íà ïîçäíèõ ñòàäè-
ÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ êëåòêè âûäåëÿþò èíãèáèðóþùèå êåéëîíû, óãíåòàþùå äåéñòâóþùèå íà
ñêîðîñòü äåëåíèÿ. Êëåòêè ïåðâîé ãðóïïû èíòåíñèâíî ðàñòóò, íî íå äîñòèãàþò ôèçèîëî-
ãè÷åñêîé çðåëîñòè è íå ñïîñîáíû äåëèòüñÿ. Êëåòêè âòîðîé ãðóïïû ìîãóò äåëèòüñÿ, íî
ïðîöåññ äåëåíèÿ ìîæåò áûòü çàäåðæàí ïîä âëèÿíèåì èíãèáèòîðîâ. Ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ
èíãèáèòîðîâ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ýòîé ìîäåëè ïðèíèìàþò âèä ẋ = 2

σy

1 + yα
− (δ + 1)x,

ẏ = x− δy − σy

1 + yα
.

(2.49)

Çäåñü x � êîëè÷åñòâî ìîëîäûõ êëåòîê, y � êîëè÷åñòâî ñòàðûõ êëåòîê, δ � ñìåðòíîñòü â
ïîïóëÿöèè (èëè ñêîðîñòü ïðîòîêà), σ

1 + yα
� êîýôôèöèåíò ñêîðîñòè äåëåíèÿ, çàâèñÿùèé

îò êîëè÷åñòâà âûäåëÿåìîãî èíãèáèòîðà (è, ñîîòâåòñòâåííî, îò êîëè÷åñòâà ñòàðûõ êëåòîê
y), α � ïîðÿäîê èíãèáèðîâàíèÿ, σ � êîíñòàíòà èíãèáèðîâàíèÿ, δ, σ, α � ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû. Êîýôôèöèåíò 2 â ïåðâîì óðàâíåíèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äåëåíèè îäíîé ñòàðîé
êëåòêè âîçíèêàþò äâå ìîëîäûå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.49) èìåþò âèä (2.45), êðîìå òîãî, ñèñòåìà (2.49)
íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ íàñëåäîâàíèåì.
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Ñèñòåìà àâòîðåïðîäóêöèè ìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ïðè ýòîì
îíà áóäåò ïîäñèñòåìîé â îáùåé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü z � âåêòîð ïåðå-
ìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû àóòîðåïðîäóêöèè, à y � m-ìåðíûé âåêòîð
ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå îêðóæàþùåé ñðåäû, òî äèíàìèêó âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé żi =

n∑
j=1

bij(t, z, y)zj, i = 1, n,

ẏ = R(z, t, y).

(2.50)

Çäåñü R � m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî t è ëèïøèöåâàÿ ïî z è y.
Ïðèìåð 2.4.3. Ìîäåëü Ìîíî ðàçìíîæåíèÿ ìèêðîîðãàíèçìîâ â êóëüòèâàòîðå. Ðàññìîòðèì
ìîäåëü Ìîíî ðàçìíîæåíèÿ ìèêðîîðãàíèçìîâ â êóëüòèâàòîðå. Ïóñòü x � êîíöåíòðàöèÿ
êëåòîê â êóëüòèâàòîðå, y � êîíöåíòðàöèÿ ïèòàòåëüíîãî ñóáñòðàòà. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ẋ =

yx

1 + y
−Dx,

ẏ = − yx

1 + y
+D(y0 − y).

(2.51)

Çäåñü y0 � êîíöåíòðàöèÿ ñóáñòðàòà, ïîñòóïàþùåãî â êóëüòèâàòîð, D � ñêîðîñòü ïðîòîêà,
y

1 + y
� êîýôôèöèåíò óñâîåíèÿ ñóáñòðàòà êëåòêàìè.

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó ñèñòåìû àâòîðåïðîäóêöèè, âòîðîå � èçìåíåíèÿ
îêðóæàþùåé ñðåäû (êîíöåíòðàöèè ñóáñòðàòà).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà àâòîðåïðîäóêöèè ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü
ïîäñèñòåì àâòîðåïðîäóêöèè, òî ìîæåò áûòü èíòåðåñíûì ñëåäèòü çà äèíàìèêîé îòäåëüíîé
ïîäñèñòåìû, à âîçäåéñòâèå îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíåå.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äèíàìèêà ñèñòåìû àâòîðåïðîäóêöèè ìîæåò çàâèñåòü îò ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (óðàâíåíèå òèïà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ�), âîçðàñòíîãî ñîñòàâà
(óðàâíåíèå ôîí Ôåðñòåðà) è ò. ï.

2.5. Âûðîæäåíèå ñèñòåìû
Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîïàäà-

íèÿ ôàçîâîé òî÷êè â íà÷àëî êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (çà êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷-
íîå âðåìÿ). Òàê, íàïðèìåð, ñòàâèòñÿ çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè [71]. Äëÿ ñèñòåì àâòîðåïðîäóê-
öèè ïîïàäàíèå â íà÷àëî êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ ñèñòåìû � åå íåîáðàòèìîìó
ðàçðóøåíèþ. Îïðåäåëèì, êîãäà òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò íåîãðàíè÷åííî
áëèçêî ïîäõîäèòü ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ò.å. êîãäà âûðîæäåíèå ñèñòåìû íåâîçìîæíî, è êîãäà
åãî ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî èñêëþ÷èòü.

Ïóñòü çàäàíà àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11), ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.2). Ïóñòü, êðîìå òîãî, òî÷êà ñ
íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.11). Î÷åâèäíî, ÷òî
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëþáûì íåîòðèöàòåëüíûì íåòðèâèàëüíûì íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì, íå áóäåò íåîãðàíè÷åííî áëèçêî ïîäõîäèòü ê íà÷àëó êîîðäèíàò òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò, èç êîòîðîé âûõîäèò ëþáàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò íå äîëæíî áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé îêðåñòíîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äåéñòâèòåëü-
íûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû áûëè ïîëîæèòåëü-
íûìè. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé îêðåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå õîòÿ
áû îäíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíîé äåé-
ñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.22), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé èìåþò âèä (2.45). Ïóñòü ôóíêöèè bij
äèôôåðåíöèðóåìû ïî z è íå çàâèñÿò îò t. Òîãäà êîìïîíåíòû ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 èìåþò âèä bij = bij(0), i = 1, n, j = 1, n. Äëÿ òîãî,
÷òîáû âûðîæäåíèå áûëî íåâîçìîæíî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà ìàòðèöà èìåëà õîòÿ áû îäíî
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû èìåëè ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Äëÿ ñèñòåìû (2.39), â êîòîðîé ôóíêöèè gi äèôôåðåíöèðóåìû ïî z è íå çàâèñÿò îò t,
ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò äèàãîíàëüíîé,
åå äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû èìåþò âèä gii = gi(0). Î÷åâèäíî, ýòè êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ
åå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Òîãäà äëÿ íåâîçìîæíîñòè âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû, íåîáõîäèìî,
÷òîáû õîòÿ áû îäíî ÷èñëî gi(0) áûëî íåîòðèöàòåëüíûì, è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ÷èñëà
gi(0) áûëè ïîëîæèòåëüíûìè.
Ïðèìåð 2.5.1. Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè íàñåêîìûõ ñ íåïîëíûì ìå-
òàìîðôîçîì, ìîäåëü êîòîðîé ïðèâåäåíà â ïðèìåðå 2.2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.48). Ëè-
íåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (0,0) èìååò âèä{

ẋ = ry − px− sx,
ẏ = px− qy.

(2.52)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì λ12 =

1

2
(−p− s− q±

√
(s+ q + p)2 − 4q(s+ p) + 4pr). Èç àíàëèçà äàííîãî âûðàæåíèÿ

âèäíî, ÷òî ýòè ÷èñëà âñåãäà äåéñòâèòåëüíû, îäíî èç íèõ îòðèöàòåëüíî, âòîðîå ìîæåò
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî
÷èñëà âîçìîæåí ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà rp > q(s + p). Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå ðàâíî-
âåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì. ×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò k íàêëîíà ñåïàðàòðèñ ñåäëà, ïîäñòà-
âèì óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñ y = kx â ñèñòåìó (2.52), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
k(rk − s − p) = p − qk, îòêóäà k12 =

1

2r
(s + p − q ±

√
(s+ p− q)2 + 4rp). Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî çíàêè êîýôôèöèåíòîâ íàêëîíà âñåãäà ðàçíûå; ñåïàðàòðèñà, âûõîäÿùàÿ èç ñåäëà
(α-ñåïàðàòðèñà), ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ ÷åòâåðòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò, èç êîòîðîé âûõîäèò ëþáàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, âçÿòûì â ýòîé
îêðåñòíîñòè. Åñëè æå èìååò ìåñòî ñëó÷àé îáîèõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òî ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò óñòîé÷èâûì óçëîì, è ó íåãî íå áóäåò îêðåñòíîñòè ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè. Áîëåå òîãî, ïðåäåë âåëè÷èíû Z = x + y âäîëü ëþáîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò ðàâåí íóëþ, òàê êàê â ýòîé îêðåñòíîñòè âñå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Ïðèìåð 2.5.2. Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü âûðîæäåíèÿ â äâóõâîçðàñòíîé ìîäåëè êëåòî÷íîé
ïîïóëÿöèè, ïðèâåäåííîé â ïðèìåðå 2.2.2. Ðàññìîòðèì ìîäåëü (2.49) ẋ = 2

σy

1 + yn
− (δ + 1)x,

ẏ = x− δy − σy

1 + yn
.
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Òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èìååò âèä∣∣∣∣ −(δ + 1) 2σ

1 −(δ + σ)

∣∣∣∣ .
Òàê êàê ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ −(2δ + σ + 1) âñåãäà îòðèöàòåëüíà, òî ïðè

∆ ≡ (δ + 1)(δ + σ) − 2σ > 0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî, ïðè ∆ < 0 � íåóñòîé÷èâî
è ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, α-ñåïàðàòðèñà êîòîðîãî èäåò â ïåðâóþ ÷åòâåðòü ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå lim(x + y) 6= 0. Åñëè δ < 1, òî íåðàâåíñòâî ∆ < 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
σ >

δ(δ + 1)

1− δ
.

Ïðèìåð 2.5.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.51). Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ñ êîîðäèíàòàìè x01 = 0, y01 = y0 è x02 = y0 −

D

1−D
, y02 =

D

1−D
. Âòîðîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ ïîïàäàåò â îáëàñòü íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x ëèøü â ñëó÷àå,
êîãäà D ≤ y0

1 + y0

= D0. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä λ1 = −D, λ2 = D0 −D. Ïðè D < D0 ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ áóäåò ñåäëîì. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ω-ñåïàðàòðèñû
èäóò ïî ïðÿìîé x = 0, ïðè ýòîì α-ñåïàðàòðèñà èäåò âíóòðü ïîëóïëîñêîñòè x > 0. Ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ, ïîïàâøàÿ â ìàëóþ ε-îêðåñòíîñòü ïðÿìîé x = 0 èç ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè x > 0, ñíà÷àëà äâèæåòñÿ âäîëü ω-ñåïàðàòðèñû ê ñåäëó, à çàòåì óõîäèò îò ñåäëà â
ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóïëîñêîñòü x > 0 âäîëü α-ñåïàðàòðèñû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0 â ïîäïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ íà ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ëþáîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé êîîðäèíàòîé x, ïîêèäàåò ýòó îêðåñòíîñòü.

Ïðè D > D0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò óñòîé÷èâûì óçëîì, ñëåäîâàòåëüíî âîçìîæåí
ñëó÷àé, êîãäà lim

t→∞
x(t) = 0.



Ãëàâà 3.

Ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

3.1. Ñîõðàíåíèå ñóììû ôàçîâûõ êîîðäèíàò
Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

ðåøåíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû, â êîòîðûõ â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ñîõðàíÿåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé ñóììà çíà÷åíèé ôàçîâûõ êîîðäèíàò:

n∑
i=1

xi = const, xi > 0, i = 1, n. (3.1)

Â õèìèè, íàïðèìåð, óñëîâèå (3.1) âûðàæàåò çàêîí Ëîìîíîñîâà � Ëàâóàçüå ñîõðàíåíèÿ
âåùåñòâà, â ýêîëîãèè � ñîõðàíåíèå åìêîñòè ñðåäû îáèòàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ íîðìèðóþùåãî
êîýôôèöèåíòà èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (1.11), ôàçîâûå êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-
þò (3.1), âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû (1.11), ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ1

S = {(x1, . . . , xn) : xi > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

xi = 1}.

Ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ
â ïðîñòðàíñòâå R1 â ïðîñòðàíñòâå R2

1Ïóñòü x0, x1, . . . , xn � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn òàêèå, ÷òî âåêòîðû x1−x0, x2−x0, . . . , xn−x0

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè x0, x1, . . . , xn åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê x,
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
n∑

k=0

λkxk, λk > 0,

n∑
k=0

λk = 1.

Íóëüìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíîé x0 � ýòî îäíà òî÷êà x0. Îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè x0, x1

� ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå x = (1 − λ1)x0 + λ1x
1, ãäå 0 ≤ λ1 ≤ 1, λ0 = 1 − λ1, ò.å.îòðåçîê [x0, x1]. Äâóìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè x0, x1, x2 � ñîâîêóïíîñòü òî÷åê x = (1 − λ1 − λ2)x0 +

λ1x
1 + λ2x

2, 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, 2, λ0 = 1 − λ1 − λ2 � åñòü òðåóãîëüíèê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè.
Ìåæäó òî÷êàìè íà ñèìïëåêñå è íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ λk, k = 1, n, ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Êîýôôèöèåíòû λk íàçûâàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Âåðøèíû ó
ñèìïëåêñîâ îäíîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ðàçíûå, à ñèìïëèöèàëüíûå êîîðäèíàòû îäíè è òå æå, ò.å.
ñèìïëèöèàëüíûå êîîðäèíàòû èíâàðèàíòíû ïðè îòîáðàæåíèè îäíîãî ñèìïëåêñà â äðóãîé.
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Ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ
â ïðîñòðàíñòâå R3 â ïðîñòðàíñòâå R4

Ñèñòåìó (1.11), ðåøåíèå êîòîðîé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç S, áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ ñóììû ôàçîâûõ êîîðäèíàò ñèñòå-
ìû (1.11).
Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (1.11) óäîâëåòâîðÿëî òîæäåñòâó

n∑
i=1

xi(t) ≡ 1 (3.2)

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(t0), ïðèíàäëåæàùèõ ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó S, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

n∑
i=1

Fi(t, x) = 0 (3.3)

â òî÷êàõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
n∑

i=1

xi = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 2.2.3, åñëè â íåì â êà÷åñòâå ôóíêöèèG âûáðàòüG =

n∑
i=1

xi, à â êà÷åñòâå êîíñòàíòûM
åäèíèöó.
Çàìå÷àíèå 3.1.1. Ñîâîêóïíîñòü êðèòåðèåâ íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñîõðàíåíèÿ ñóììû ôàçîâûõ êîîðäèíàò äàåò íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó3.

2Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñëîæèëàñü òåðìèíîëîãèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ñèñòåìó, îáëàñòü èçìåíå-
íèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå, íàçûâàþò ñèñòåìîé íà ýòîì
ìíîãîîáðàçèè. Òàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íà ñôåðå, òîðå, öèëèíäðå è ò.ï. Ââåäåííîå ìíîæåñòâî S �
ýòî àíàëîã ñèìïëèöèàëüíûõ êîîðäèíàò (n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.3Â áîëåå îáùåé ôîðìå âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíî-
ìó ñèìïëåêñó ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à âûæèâàíèÿ: íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè íå ïîêèäàåò çàäàííîãî ìíîæåñòâà. Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è
áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Íàãóìî [131].



Ãëàâà 3. Ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå 51

Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ áèîôèçèêè [88] âñòðå÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

ẋi = Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x), i = 1, n. (3.4)

Íà îñíîâå òåîðåìû 3.1.1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òàêèå ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü ôóíêöèè Φi(t, x) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ i = 1, n íåïðåðûâíû
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x íà
ñèìïëåêñå S è óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè

Φi(t, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ≥ 0 (3.5)
ïðè ëþáûõ xj > 0, j 6= i. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñòàí-
äàðòíîì ñèìïëåêñå, ïðè ýòîì åå ïðàâûå ÷àñòè áóäóò íåïðåðûâíûìè, óäîâëåòâîðÿþùè-
ìè óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x íà ñèìïëåêñå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.4) î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ íèõ ïî ïåðåìåííûì x íà ñèìïëåêñå S. Ïóñòü x è x̄ �
äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñèìïëåêñà S, òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L
òàêàÿ, ÷òî

|Φi(t, x)− Φi(t, x̄)| ≤ L
n∑

k=1

|xk − x̄k|, i = 1, n.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè Φi íåïðåðûâíû,òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî |Φi(t, x̄)| ≤M , i = 1, n, ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷êè x̄ èç ñèìïëåêñà S. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî

|Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x)− (Φi(t, x̄)− x̄i

n∑
j=1

Φj(t, x̄))| ≤

≤ |Φi(t, x)− Φi(t, x̄)|+ |x̄i

n∑
j=1

Φj(t, x̄)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x)| ≤

≤L
n∑

k=1

|xk − x̄k|+ |x̄i

n∑
j=1

Φj(t, x̄)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x̄) + xi

n∑
j=1

Φj(t, x̄)−

−xi

n∑
j=1

Φj(t, x)| ≤ L

n∑
k=1

|xk − x̄k|+ |x̄i − xi|
n∑

j=1

|Φj(t, x̄)|+

+xi

n∑
j=1

|Φj(t, x̄)− Φj(t, x)| ≤ L
n∑

k=1

|xk − x̄k|+ nM |x̄i − xi|+

+nL
n∑

k=1

|xk − x̄k| ≤ (L+ nM + nL)
n∑

k=1

|xk − x̄k|.

Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.4).
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèè Φi îáëàäàþò ñâîéñòâîì êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè, òî è ïðà-
âûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.4) � ôóíêöèè Fi(t, x) = Φi(t, x) − xi

n∑
j=1

Φj(t, x), i = 1, n, � òàêæå
îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Ïðè ýòîì ñóììà ôóíêöèé

n∑
i=1

Fi =
n∑

i=1

Φi −

(
n∑

i=1

xi

)
n∑

j=1

Φj

áóäåò ðàâíà íóëþ, åñëè áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
n∑

i=1

xi = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîë-
íåíû âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 3.1.1, è ñèñòåìà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü ôóíêöèè ψ(xi), ϕ(αi, xi), i = 1, n, ãäå ïàðàìåòðû αi � íåêîòîðûå
ïîñòîÿííûå èëè íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî àðãóìåíòàì x íà ñèìïëåêñå S
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋi = ϕ(αi, xi)
n∑

j=1

ψ(xj)− ψ(xi)
n∑

j=1

ϕ(αj, xj), i = 1, n, (3.6)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè, òî ñèñòåìà (3.6) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, ïðè ýòîì åå ïðàâûå ÷àñòè áóäóò íåïðåðûâíûìè ïî x è t,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x íà ñèìïëåêñå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.6) î÷åâèäíà. Âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ íèõ ïî ïåðåìåííûì x íà ñèìïëåêñå S ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 3.1.2. Ïðîñóììèðîâàâ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû, ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 3.1.1 âûïîëíåíû. Ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 3.1.2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü ψ(xi) ≡ xi, i = 1, n, òî íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåê-
ñå S ñèñòåìà (3.6) áóäåò èìåòü âèä (3.4) ïðè Φi(x) = ϕ(αi, xi), i = 1, n.
Çàìå÷àíèå 3.1.3. Åñëè â ñèñòåìå (3.6) ôóíêöèè ψ(xi), ϕ(αi, xi) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, íî
íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî xi ïðè xi ∈ [0, 1], òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ èç ñèìïëåêñà S ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ñèìïëåêñó, íî îïðåäåëÿòü-
ñÿ îíî ìîæåò íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ïóñòü ψ(xi) =

√
xi, ϕ(αi, xi) = αi

√
xi,

i = 1, 2, òîãäà ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

ẋi = αi

√
xi

2∑
j=1

√
xj −

√
xi

2∑
j=1

αj
√
xj, i = 1, 2.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó
ẋ1 = (α1 − α2)

√
x1x2,

ẋ2 = −(α1 − α2)
√
x1x2.

(3.7)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x1(0) = 0, x2(0) = 1 ïàðû ôóíêöèé x1(t) ≡
0, x2(t) ≡ 1 è x̃1(t) = sin2(

α1 − α2

2
t), x̃2(t) = cos2(

α1 − α2

2
t) ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (3.7), ïðèíàäëåæàùèìè ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó.
Âñþäó â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìû âèäà (3.6), áóäåì ïîëàãàòü, åñëè íå îãî-

âîðåíî ïðîòèâíîå, ÷òî ϕ(αi, xi), ψ(xi), i = 1, n, íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé xi.
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Ïðèìåð 3.1.1. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè. Ðàññìîòðèì n áèîëî-
ãè÷åñêèõ âèäîâ, îáèòàþùèõ â îáùåé ñðåäå, ÷èñëåííîñòü êîòîðûõ ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî
z1, z2, ..., zn. Ïóñòü Ω � îáùåå êîëè÷åñòâî îñîáåé âñåõ âèäîâ, êîòîðîå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â
äàííîé ñðåäå, îïðåäåëÿåìîå, íàïðèìåð, âåëè÷èíîé ïèòàòåëüíîãî ðåñóðñà (åìêîñòü ñðåäû).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáùàÿ ÷èñëåííîñòü îñîáåé òàêæå ðàâíà Ω. Îãðàíè÷åííîñòü
ïèòàòåëüíîãî ðåñóðñà (è ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ åìêîñòü ñðåäû) ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòåé èìåþò âèä (2.16). Ïóñòü pi � êîýôôèöèåíò äî-
ïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åííîñòè ïèòàòåëüíîãî ðåñóðñà �
ïðîïîðöèîíàëåí ñîâîêóïíîìó ïðèðîñòó è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí åìêîñòè ñðåäû:

pi =
1

Ω

n∑
j=1

ajzj, (3.8)

ò.å. ÷åì áîëüøå ïîÿâëÿåòñÿ íîâûõ îñîáåé è ÷åì ìåíüøå çàïàñ ïèùè, òåì â õóäøèõ óñëî-
âèÿõ ñóùåñòâóåò ïîïóëÿöèÿ è òåì âûøå â íåé ñìåðòíîñòü. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ìîäåëè Âîëüòåððà � Ëîòêè ïðèìåðà 2.1.1.

Ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå xi = zi/Ω, ñèñòåìó (2.16), (3.8) ïðèâîäèì ê ôîðìå:

ẋi = aixi − xi

n∑
j=1

ajxj, i = 1, n. (3.9)

Ïåðåìåííûå xi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäåëüíûé âåñ i-ãî âèäà ñðåäè îáùåãî ÷èñëà îñîáåé.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (3.9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.1, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìîé íà ñèìïëåêñå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ (3.9) ðàññìàòðèâàòü íå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, à äëÿ
ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé xi, òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü ýôôåêò
âçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Íàïðèìåð, ïóñòü n = 2, a1 = a2 < 0, òîãäà
ẋ1 = a1x1 − x1(a1x1 + a2x2),
ẋ2 = a2x2 − x2(a1x1 + a2x2).

Ñóììà ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ w = x1 + x2 ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

ẇ = a1w − a1w
2.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, èìååì w =
1

1− Ce−a1t
. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî w(0) =
1

1− C
, îòñþäà C = 1− 1

w(0)
. Åñëè w(0) > 1, òî 0 < C < 1,

òîãäà ïðè t =
lnC

a1

çíà÷åíèå w îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (3.9) ëèøü íà ñèìïëåêñå, òî òàêèå ýôôåêòû áóäóò

íåâîçìîæíû.
Ïðèìåð 3.1.2. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè ñ ó÷åòîì ïîëîâîãî ðàçìíî-
æåíèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ñóùåñòâîâàíèÿ n âèäîâ, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ ïîëîâîå
ðàçìíîæåíèå, îñóùåñòâëÿþùååñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé �ýôôåêòèâíûõ âñòðå÷� (ïðè-
ìåð 1.2.2). Ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà åìêîñòü ñðåäû äèíàìèêà èõ ÷èñëåííîñòè, êàê
óæå áûëî ïîêàçàíî, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.8), íî åñëè åìêîñòü ñðåäû îãðàíè÷åíà, òî
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ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñìåðòíîñòü. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïðèîáðåòàþò
âèä

żi = kiz
2
i /4− pizi, i = 1, n.

Ïóñòü êîýôôèöèåíò pi äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà, òàê æå êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ïðèìåðå, ïðîïîðöèîíàëåí ñîâîêóïíîìó ïðèðîñòó è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí åìêîñòè
ñðåäû:

pi =
1

Ω

n∑
j=1

kj

4
z2

j .

Ïîëàãàÿ xi =
zi

Ω
, ai =

ki

4
Ω, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé xi

ẋi = aix
2
i − xi

n∑
j=1

ajx
2
j , i = 1, n. (3.10)

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé ìîäåëè Âîëüòåððà-
Ëîòêè (2.19). Çäåñü ϕi = aix

2
i , ψij = ajx

2
j .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (3.10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.1, ñëåäîâà-
òåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñèìïëåêñå.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 1.2.2 ñèñòåìà (3.10) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, ïî-
ñêîëüêó ýôôåêò âçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå íåâîçìî-
æåí.
Ïðèìåð 3.1.3. Ìîäåëü êîíêóðåíöèè ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé. Ïóñòü n ïðåäïðèÿòèé
âûïóñêàþò îäíó è òó æå ïðîäóêöèþ, zi � âåëè÷èíà êàïèòàëà, âêëàäûâàåìîãî â ïðîèçâîä-
ñòâî çà åäèíèöó âðåìåíè, di � âåëè÷èíà çàòðàò êàïèòàëà íà åäèíèöó ïðîäóêöèè íà i-ì
ïðåäïðèÿòèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåñü âûðó÷åííûé êàïèòàë çà åäèíèöó âðåìåíè âíîâü
èäåò íà ïðîèçâîäñòâî òîé æå ïðîäóêöèè. Òîãäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êàïèòàëîâ áóäóò
èìåòü âèä:

żi = −zi +
zi

di

C, (3.11)
ãäå C � öåíà åäèíèöû ïðîäóêöèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåíà ïðîïîðöèîíàëüíà ñïðîñó
è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïðåäëîæåíèþ:

C =
Ω

n∑
j=1

zj

dj

,

ãäå Ω � ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ â äåíåæíîì âûðàæåíèè, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì; â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáùàÿ ñóììà êàïèòàëîâ, çàíÿòûõ â ïðîèçâîäñòâå, ðàâíà Ω. Ñ
ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ 1/Ω óðàâíåíèÿ (3.11) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå:

ẋi = −xi +
xi

di

n∑
j=1

xj

dj

(3.12)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xi = zi/Ω, èìåþùèõ ñìûñë óäåëüíîãî âåñà êàïèòàëà i-ãî ïðåä-
ïðèÿòèÿ ñðåäè îáùåé ñóììû êàïèòàëîâ, çàíÿòûõ â ïðîèçâîäñòâå äàííîé ïðîäóêöèè.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.1 ñïðàâåäëèâû äëÿ ñèñòåìû (3.12), ò.å. îíà
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
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3.2. Ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå
Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.11) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ

ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå (åñëè, íàïðèìåð, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.3)). Íî ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìó (1.11) ìîæíî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâå-
ñòè ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå èëè âûäåëèòü ñèñòåìó íà ñèìïëåêñå S â êà÷åñòâå
ïîäñèñòåìû (1.11). Òàê, â ïðèìåðàõ 3.1.1 � 3.1.3 ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S áûëè
ïîëó÷åíû ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ xi = zi/Ω. Ñðåäè âñåõ ìåòîäîâ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
óêàæåì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

3.2.1. Ìåòîä ëèíåéíîé çàìåíû
Íàèáîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïðîñòåéøèìè óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ ïîñëå òà-
êîé çàìåíû èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íåêîòîðîìó ñèìïëåêñó

{z = (z1, . . . , zn) : zi > 0,
n∑

i=1

cizi = Ω},

îòëè÷íîìó îò ñòàíäàðòíîãî.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ëèíåéíîé çàìåíû ïðè n = 3 è n = 2

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.22), â êîòîðîé
ôóíêöèè Fi � íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî ïåðåìåííûì z. Åñëè ôóíêöèè Fi ÿâëÿþòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíûìè è óäîâëå-
òâîðÿþò ðàâåíñòâó

n∑
i=1

ciFi(t, z) = 0 êàê òîëüêî
n∑

i=1

cizi = Ω, (3.13)

òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.22) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè zi(t0) = z0
i , i = 1, n,

óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

z0
i > 0, i = 1, n,

n∑
i=1

ciz
0
i = Ω, (3.14)
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èìååò ðåøåíèå z(t), â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

zi(t) > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

cizi(t) = Ω. (3.15)

Çäåñü Ω, ci, i = 1, n, � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 2.2.3, åñëè â íåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè G âçÿòü G =

n∑
i=1

cizi, à â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîéM
êîíñòàíòó Ω.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 3.2.2. Ñèñòåìà (2.22), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.1, ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

xi =
cizi

Ω
, i = 1, n, (3.16)

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ñèñòåìó

ẋi =
ci
Ω
Fi(t,

Ωx1

c1
, . . . ,

Ωxn

cn
), i = 1, n, (3.17)

ÿâëÿþùóþñÿ ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.17) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîëîæè-
òåëüíîñòè ïî ïåðåìåííûì x. Åñëè

n∑
i=1

xi = 1, òî
n∑

i=1

cizi = Ω, ïðè ýòîì ñóììà ïðàâûõ ÷àñòåé
ñèñòåìû (3.17) â ñèëó óñëîâèÿ (3.13) îáðàùàåòñÿ â íîëü:

n∑
i=1

ci
Ω
Fi(t,

Ωx1

c1
, . . . ,

Ωxn

cn
) =

1

Ω

n∑
i=1

ciFi(t, z1, . . . , zn) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.17) åñòü ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
Ïðèìåð 3.2.1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà (2.22), ãäå ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû ïî âñåì àðãó-
ìåíòàì, êâàçèïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì z. Ïóñòü
ôóíêöèè Fi óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

n∑
i=1

Fi(t, z) = 0, êàê òîëüêî
n∑

i=1

zi = Ω.

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.1, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîëíÿëèñü ñî-
îòíîøåíèÿ z0

i > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

z0
i = Ω, òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì zi(t) > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

zi(t) = Ω. Çäåñü ñîõðàíÿåòñÿ
ñóììà çíà÷åíèé ôàçîâûõ êîîðäèíàò, õîòÿ îíà óæå íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà åäèíèöå. Ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéíîé çàìåíû xi = zi/Ω äàííàÿ ñèñòåìà ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå. Èìåííî òàêóþ çàìåíó ìû ñîâåðøàëè â ïðèìåðàõ 3.1.1 � 3.1.3.
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Ïðèìåð 3.2.2. Ñâåäåíèå óðàâíåíèé Âîëüòåððà � Ëîòêè ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì cèì-
ïëåêñå. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.17).
Íàéäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû (2.17) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ðàâåíñòâàì (3.15). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â ñèñòåìå (2.17) çàìåíó (3.16):

Ω

ci
ẋi = ai

Ω

ci
xi −

Ω

ci
xi

n∑
j=1

pij
Ω

cj
xj, i = 1, n;

ẋi = aixi − xi

n∑
j=1

pij
Ω

cj
xj, i = 1, n. (3.18)

Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.15) â ñèñòåìå (2.17) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.14) ýêâèâàëåíòíî
âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâ

xi(t) > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

xi(t) = 1 (3.19)

â ñèñòåìå (3.18) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

xi(t0) = x0
i , x0

i > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

x0
i = 1. (3.20)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.18) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3.3):
n∑

i=1

aixi −
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

pij
Ω

cj
xj = 0, êàê òîëüêî

n∑
i=1

xi = 1.

Ïóñòü êîýôôèöèåíò pij íå çàâèñèò îò èíäåêñà i, ò.å. pij = pj, òîãäà
n∑

j=1

ajxj −
n∑

j=1

pj
Ω

cj
xj = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, êîãäà
aj = pjΩ/cj, (3.21)

è óðàâíåíèÿ (3.18) ïðèíèìàþò âèä (3.9). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà � Ëîò-
êè (2.17) ñâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ê ñèñòåìå (3.9) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå
ïðè óñëîâèè, ÷òî

pij = pj, i = 1, n, j = 1, n. (3.22)
Ïðèìåð 3.2.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Âîëüòåððà � Ëîòêè (2.18). Î÷åâèäíî, óñëîâèå (3.22)
çäåñü âûïîëíåíî: pij ≡ 1. Òîãäà èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî cj = pjΩ/aj = Ω/aj. Ñëåäîâàòåëüíî,
çàìåíà xi = zi/ai ïðèâîäèò ñèñòåìó (2.18) ê ñèñòåìå (3.9) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

3.2.2. Ìåòîä íîðìèðóþùåé çàìåíû
Âòîðûì ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ê ñèñòåìå íà

ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ê èõ óäåëüíûì
âåñàì. Ýòîò ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìèðóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìîäåëÿõ áèîôèçèêè [88]. Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âîçìîæíî.
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Ôóíêöèþ Φ(t, z, y), ãäå z = (z1, . . . , zn), y = (y1, . . . , ym), áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíîé ïî ïåðåìåííûì z, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Φ(t, λz, y) = λΦ(t, z, y)

äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû λ.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà (2.13), ðåøåíèå êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíî ïî z ïðè íåîòðèöàòåëü-

íûõ ïî z íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.14). Åñëè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.14), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

n∑
i=1

z0
i = 1, âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî
n∑

i=1

zi(t) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïåðâûå n óðàâíåíèé â ñèñòåìå (2.13) îáðàçóþò
ïîäñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.13) ôóíêöèè Φi êâà-
çèïîëîæèòåëüíû ïî ïåðåìåííûì z, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû ïî ïåðåìåííûì z, êðîìå
òîãî, ïðè ëþáûõ íåòðèâèàëüíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ïî z íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.14)
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14) íåòðèâèàëüíî ïî ïåðåìåííûì z. Òîãäà ñ ïîìîùüþ
íîðìèðóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ

w =
n∑

k=1

zk, xi = zi/w, i = 1, n, (3.23)

èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ẋi = Φi(t, x, y)− xi

n∑
k=1

Φk(t, x, y), i = 1, n, (3.24)

ẏj = Rj(t, wx, y), j = 1,m, (3.25)

ẇ = w

n∑
k=1

Φk(t, x, y), (3.26)

ãäå óðàâíåíèÿ (3.24) îáðàçóþò ïîäñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 2.1.4 è íåòðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (2.13), (2.14) ïî ïåðåìåííûì z ãàðàíòèðóþò, ÷òî ôóíêöèÿ w(t) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ âî
âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîêàæåì, ÷òî çàìåíà (3.23) ïðèâåäåò ê íóæíîìó
ðåçóëüòàòó. Íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé xi, i = 1, n, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.13) è
ñâÿçü ïåðåìåííûõ (3.23):

ẋi =
˙(zi

w

)
=
żiw − ziẇ

w2
=

Φi(t, z, y)w − zi

n∑
k=1

Φk(t, z, y)

w2
=

=
1

w
Φi(t, z, y)−

zi

w

n∑
k=1

1

w
Φk(t, z, y) =

=
1

w
Φi(t, z, y)− xi

n∑
k=1

1

w
Φk(t, z, y).
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Òàê êàê ôóíêöèè Φi(t, z), i = 1, n, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû ïî ïåðåìåííûì z, òî ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (3.24). Ïðè çàìåíå (3.23) íåîòðèöàòåëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ zi(t0)
ïåðåéäóò â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(t0) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, i = 1, n. Êàê ïîêàçàíî â
ñëåäñòâèè 3.1.2, ñèñòåìà (3.24) ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Ïîäñòàâèâ â îñòàâøèåñÿ m óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.13) âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ z
÷åðåç ïåðåìåííûå x è w:

zi = wxi, i = 1, n, (3.27)
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (3.25).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ w è çàìåíèì ïåðåìåííûå z ïî ôîðìóëàì (3.27):

ẇ =
n∑

k=1

żk =
n∑

k=1

Φk(t, z, y) =
n∑

k=1

Φk(t, wx, y),

ïîñëå ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé Φ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3.26). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (3.4) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (3.24), åñëè ôóíêöèè Φi(t, x)
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì x. Êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíî-
ðîäíûå ïî x ôóíêöèè Φi(t, x) ïðè ýòîì íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà [88], òàê êàê
áëàãîäàðÿ èì ìîæíî ïåðåéòè îò ñèñòåìû (2.13) ê ñèñòåìå (3.24).

Ôóíêöèè Φi(t, z, y) ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòÿìè ðîñòà âåëè÷èí zi, ôóíêöèè Φi(t, z, y)

zi

� èõ

ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè èëè îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè ðîñòà, íî Φi(t, x, y)

xi

=

Φi(t, z, y)

zi

, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè Φi(t, x, y)

xi

òàêæå áóäóò îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè
ðîñòà âåëè÷èí zi.

Ñèñòåìà (2.13) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïóñòü ñóùåñòâóþò n âèäîâ ñà-
ìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ, ò.å. îáúåêòîâ, êîòîðûå âî âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîãóò
ñîçäàâàòü ñâîè êîïèè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ îñîáè îäíîãî è
òîãî æå áèîëîãè÷åñêîãî âèäà. Ïóñòü zi � ÷èñëåííîñòè îáúåêòîâ i-ãî âèäà � óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (2.13), òîãäà Φi(t, z, y) ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòÿìè èõ âîñïðîèçâîäñòâà; âåê-
òîð y õàðàêòåðèçóåò âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ;
ïåðåìåííûå xi îïèñûâàþò äèíàìèêó óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé îáúåêòîâ i-ãî âèäà â îáùåé
ñèñòåìå. Ôóíêöèè Φi(t, x, y)

xi

ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè ðîñòà ÷èñëåííîñòåé zi.
Åñëè ôóíêöèè Φi(t, z, y) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì z, òî ñèñòåìà (2.13)
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé âîñïðîèçâîäñòâà äëÿ n âèäîâ îáúåêòîâ; (3.24) � ñèñòåìà
äèíàìèêè èõ óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé.

Â ýêîíîìèêå ñèñòåìà (2.13) îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñøèðåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà ðàçëè÷-
íûõ òîâàðîâ. Çäåñü ïîä zi ïîíèìàþò êîëè÷åñòâî i-ãî òîâàðà èëè âåëè÷èíó êàïèòàëà, çàíÿ-
òîãî â åãî ïðîèçâîäñòâå.
Ïðèìåð 3.2.4. Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè ñ ëèìèòèðîâàíèåì ïî òèïó ëèíåéíîé îáðàòíîé
ñâÿçè. Ïóñòü äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè n âèäîâ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (2.16), ãäå êîýô-
ôèöèåíò pi ≡ p äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà ìåíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

ṗ = −Ω +
n∑

j=1

zj. (3.28)
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Çäåñü Ω � îáùåå êîëè÷åñòâî îñîáåé âñåõ âèäîâ, êîòîðîå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ðàññìàò-
ðèâàåìîé îáëàñòè îáèòàíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.16), (3.28) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ëè-
ìèòèðîâàíèåì ïî òèïó îáðàòíîé ñâÿçè [3], ãäå ëèìèòèðóþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ
÷èñëåííîñòü îñîáåé. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.16) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû ïî ïåðåìåí-
íûì z, êâàçèïîëîæèòåëüíû, ïðè÷åì óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè âûïîëíåíû â âèäå ðà-
âåíñòâ (2.15). Ïðè íåòðèâèàëüíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñëåäñòâèå 2.1.5
ãàðàíòèðóåò íåòðèâèàëüíîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.16), (3.28) ïî ïå-
ðåìåííûì z. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (2.16), (3.28) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.3.
Ñ ïîìîùüþ íîðìèðóþùåé çàìåíû (3.23), ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåõîäó îò èññëåäîâàíèÿ äè-
íàìèêè ÷èñëåííîñòåé âèäîâ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè èõ óäåëüíûõ âåñîâ, ïîëó÷àåì ñèñòå-
ìó (3.9). Äèíàìèêà îáùåãî êîëè÷åñòâà îñîáåé w =

n∑
j=1

zj ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé
äâóõ óðàâíåíèé:

ẇ = w(
n∑

j=1

ajxj − p), ṗ = −Ω + w.

Â ðåçóëüòàòå ñäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç èñõîäíîé ñèñòåìû (2.16), (3.28), êîòîðàÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.2), âûäåëåíà ïîäñèñòåìà (3.9) íà ñèìïëåêñå S
îòíîñèòåëüíî óäåëüíûõ âåñîâ êîíêóðèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé âèäîâ, íå çàâèñÿùàÿ îò èõ
îáùåé ÷èñëåííîñòè w è îò âåëè÷èíû ëèìèòèðóþùåãî ôàêòîðà (êîýôôèöèåíòà äîïîëíè-
òåëüíîé ñìåðòíîñòè p).
Ïðèìåð 3.2.5. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü Âîëüòåððà �õèùíèê � n æåðòâ�. Äàííàÿ ìîäåëü îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà 2.1.3 òåì, ÷òî â îáùåé îáëàñòè îáèòàíèÿ c îäíèì âèäîì õèùíèêîâ
ñîñóùåñòâóåò n ðàçíîâèäíîñòåé æåðòâ, êîòîðûìè ïèòàþòñÿ õèùíèêè. Ïóñòü ÷èñëåííîñòü
æåðòâû i-ãî âèäà ðàâíà zi, êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ i-ãî âèäà æåðòâû ðàâåí ai, êîýôôè-
öèåíò pi äîïîëíèòåëüíîé ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà æåðòâû â ðåçóëüòàòå ïîåäàíèÿ õèùíèêàìè
ðàâåí ky. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè õèùíèêîâ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí
ñîâîêóïíîìó êîëè÷åñòâó æåðòâ: r = b

n∑
i=1

zi. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó


żi = aizi − kyzi, i = 1, n,

ẏ = b

n∑
i=1

ziy − sy,
(3.29)

ãäå s, êàê è ðàíüøå, êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè õèùíèêîâ, ai, k, b, s � ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû4.

Óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè ïî ïåðåìåííûì z äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ïåðâûõ n óðàâíå-
íèé âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâ (2.15), òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 2.1.5 âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ
íåòðèâèàëüíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ïî z íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèñòåìû (3.29) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì è íåîòðèöàòåëüíûì ïî ïåðåìåííûì z. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ n óðàâíåíèé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû ïî ïåðåìåííûì z.
Òàêèì îáðàçîì, âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 3.2.3 âûïîëíÿþòñÿ. Íîðìèðóþùàÿ çàìåíà (3.23)
ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ẋi =
d

dt

(zi

w

)
=
żiw − ziẇ

w2
=
aizi − kyzi

w
− zi

w

n∑
l=1

alzl − kyzl

w
=

4Ïðè n = 2 òàêàÿ ñèñòåìà èññëåäîâàëàñü À.Ä. Áàçûêèíûì.
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= aixi − kyxi − xi

n∑
l=1

alxl + xi

n∑
l=1

kyxl, i = 1, n;

ẏ = b

n∑
i=1

wxiy − sy;

ẇ =
n∑

l=1

(alwxl − kwxly).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
n∑

i=1

xi = 1, ïîëó÷èì ñèñòåìó



ẋi = aixi − xi

n∑
l=1

alxl, i = 1, n,

ẏ = bwy − sy,

ẇ = w
n∑

l=1

alxl − kwy,

â êîòîðîé ïåðâûå n óðàâíåíèé îáðàçóþò ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

3.2.3. Ìåòîä ñòåïåííîé çàìåíû
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îãðàíè÷åííîìó

çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó, íàïðèìåð ÷àñòè ñôåðû, ýëëèïñîèäà è ò.ï., êîòîðîå ìîæíî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî îòîáðàçèòü íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ. Òîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà
áóäåò ñâåäåíà ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Òàêîé ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòåïåííîé çàìåíû.
Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà

żi = gi(t, zi)− zi

n∑
j=1

zM−1
j gj(t, zj), i = 1, n, (3.30)

ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, gi(t, zi) � íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ, êâàçèïîëîæèòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî zi ôóíêöèè, i = 1, n. Òîãäà ñ
ïîìîùüþ ñòåïåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

xi = zM
i i = 1, n, (3.31)

ñèñòåìó (3.30) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå (3.4), ãäå
Φi(t, xi) ≡M · gi(t, xi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèè gi(t, zi) êâàçèïîëîæèòåëüíûå, òî èç òåîðåìû 2.1.6
ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (3.30) èìååò íåîòðèöà-
òåëüíîå ðåøåíèå. Ñäåëàåì â óðàâíåíèÿõ (3.30) çàìåíó (3.31):

ẋi = MzM−1
i

(
gi(t, zi)− zi

n∑
j=1

zM−1
j gj(t, zj)

)
, i = 1, n.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòüþ ôóíêöèé gi(t, zi) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó:

ẋi = Mgi(t, z
M
i )− zM

i

n∑
j=1

Mgj(t, z
M
j ), i = 1, n,

è âûðàçèì ïåðåìåííûå z ÷åðåç ïåðåìåííûå x ïî ôîðìóëàì (3.31):

ẋi = Mgi(t, xi)− xi

n∑
j=1

Mgj(t, xj), i = 1, n.

Çàìåíèâ Mgi(t, xi) íà Φi(t, xi), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.4). Ôóíêöèè Φi ïðè ýòîì
áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè, ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ïî
ïåðåìåííûì x. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3.2.1. Åñëè ôóíêöèè Φi èìåþò âèä Φi(t, xi), ò.å. êàæäàÿ i-ÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò
òîëüêî îò i-é ïåðåìåííîé xi è íå çàâèñèò îò äðóãèõ, êðîìå t, òî èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé
îäíîðîäíîñòè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà ïî x äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = (x1, . . . , xn) è x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) � äâå òî÷êè èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèé Φi, i = 1, n, òîãäà

|Φi(t, xi)− Φi(t, x̄i)| = |xiΦi(t, 1)− x̄iΦi(t, 1)| =

= |Φi(t, 1)||xi − x̄i| ≤ |Φi(t, 1)|
n∑

k=1

|xk − x̄k|.

Åñëè â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà âçÿòü L = |Φi(t, 1)|, òî óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ ôóíê-
öèè Φi áóäåò âûïîëíåíî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t.
Ñëåäñòâèå 3.2.5. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.30) óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

zi(t0) = z0
i , z0

i > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

(
z0

i

)M
= 1,

òî åå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

zi(t) > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

zM
i (t) = 1, (3.32)

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíû, òî êàê óæå áûëî îòìå÷åíî,
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.30) áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ (3.31) ñèñòåìà (3.30) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(t0) = zM

i (t0) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì (3.20).
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.4) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 áóäåò óäî-
âëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì (3.19), èç êîòîðûõ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (3.32)
äëÿ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ zi(t).

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.30) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.30) èìååò õîòÿ áû äâà ðàç-
ëè÷íûõ ðåøåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.4) òàêæå áóäåò èìåòü
äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî.
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Ïðèìåð 3.2.6. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

żi = bi(t)zi − zi

n∑
j=1

bj(t)z
2
j , i = 1, n,

zi(t0) = z0
i , z0

i > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

(
z0

i

)2
= 1.

(3.33)

Äëÿ ýòîé çàäà÷è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.4 è ñëåäñòâèÿ 3.2.5 ïðè M = 2. Åå
ðåøåíèå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì zi(t) > 0, i = 1, n,

n∑
i=1

z2
i (t) = 1.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü åäèíè÷íîé ñôåðû � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (2.55) ïðè n = 3 è n = 2

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè íåîòðèöàòåëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè (3.33) ïðè-
íàäëåæàò åäèíè÷íîé ñôåðå (n-ìåðíîé ñôåðå ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò), òî
åå ðåøåíèå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íåîòðèöàòåëüíî è ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé ñôåðå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.33) íåîòðèöàòåëüíàÿ
÷àñòü åäèíè÷íîé ñôåðû

{z = (z1, . . . , zn) : zi > 0,
n∑

i=1

z2
i = 1}

ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì5.
Ïîëîæèâ ai = 2bi, ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

xi = z2
i , i = 1, n,

èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (3.33) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû (3.9) íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ xi(t0) = (z0

i )
2, i = 1, n.

3.2.4. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèìïëåêñà
Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ôàçîâûå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò

òîæäåñòâó
n∑

i=1

xi = 1, òî îäíó èç êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî èñêëþ÷èòü, âûðàçèâ ÷åðåç îñòàëü-

íûå, íàïðèìåð, xn = 1 −
n−1∑
i=1

xi. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìó
ïðîåêòèðîâàíèþ ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà S íà ñèìïëåêñ S0

S0 = {(x1, . . . , xn−1) : xi > 0, i = 1, n− 1,
n−1∑
i=1

xi 6 1}, (3.34)

5Áîëåå òî÷íî, ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü åäèíè÷íîé ñôåðû ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.
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îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Îáðàòíî, ñèñòåìó íà ñèìïëåêñå S0 ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî ïðè-

âåñòè ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S, äîáàâëÿÿ äîïîëíèòåëüíóþ ôàçîâóþ ïåðå-
ìåííóþ. Îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèìïëåêñà

Òåîðåìà 3.2.6. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà
ẋi = Gi(t, x), i = 1, n− 1, (3.35)

ãäå ôóíêöèè Gi(t, x) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî x, êâàçèïîëîæèòåëüíû, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

n−1∑
i=1

Gi(t, x) ≤ 0, åñëè
n−1∑
i=1

xi = 1. (3.36)

Òîãäà, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(t0) = x0
i , i = 1, n− 1, çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.35)

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

x0
i > 0, i = 1, n− 1,

n−1∑
i=1

x0
i ≤ 1, (3.37)

òî åå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

xi(t) > 0, i = 1, n− 1,
n−1∑
i=1

xi(t) ≤ 1 (3.38)

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

xn = 1−
n−1∑
i=1

xi. (3.39)

Î÷åâèäíî, äëÿ åå ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ẋn = −
n−1∑
i=1

Gi(t, x) ≡ Fn(t, x). (3.40)
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Ôóíêöèÿ Fn(t, x) êâàçèïîëîæèòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xn = 0, òî
n−1∑
i=1

xi = 1 è ïî
óñëîâèþ (3.36)

Fn(t, x) = −
n−1∑
i=1

Gi(t, x) > 0.

Ñóììà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.35), (3.40) ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.35),
(3.40) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñèìïëåêñå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

xn(t0) = x0
n = 1−

n−1∑
i=1

x0
i > 0,

n∑
i=1

x0
i = 1,

ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.35), (3.40) áåðóòñÿ èç
ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà. Òîãäà åå ðåøåíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò ïðèíàäëåæàòü
ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

xn(t) = 1−
n−1∑
i=1

xi(t) > 0,
n−1∑
i=1

xi(t) ≤ 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 3.2.2. Òåîðåìà 3.2.6 óòâåðæäàåò, ÷òî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû (3.35)
ìîæåò áûòü (n− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ S0 ñ îäíîé èç âåðøèí â íà÷àëå êîîðäèíàò6.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 3.2.7. Åñëè çàäàíà ñèñòåìà (3.35), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3.36), òî ââîäÿ
ïî ôîðìóëå (3.39) ïåðåìåííóþ xn, ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå (3.35), (3.40) íà ñòàíäàðò-
íîì ñèìïëåêñå.

Äëÿ äàííîãî ñëåäñòâèÿ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå îáðàòíûì, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.2.8. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S. Îïðåäåëèì
ôóíêöèè Gi(t, x), i = 1, n− 1, â ñèñòåìå (3.35) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gi(t, x1, . . . , xn−1) = Fi

(
t, x1, . . . , xn−1, 1−

n−1∑
j=1

xj

)
. (3.41)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.35) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (3.37), â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì (3.38).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè Gi, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (3.41), ÿâëÿþòñÿ êâàçèïîëî-
æèòåëüíûìè ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn−1. Òàê êàê

n∑
i=1

Fi(t, x) = 0 ïðè
n∑

i=1

xi = 1, òî

n−1∑
i=1

Gi(t, x1, . . . , xn−1) =
n−1∑
i=1

Fi(t, x) = −Fn(t, x).

6Áîëåå òî÷íî, â òåîðåìå 3.2.6 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñèìïëåêñ S0 áóäåò èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ
ñèñòåìû (3.35).
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Åñëè
n−1∑
i=1

xi = 1, òî xn = 0, ïðè ýòîì Fn(t, x) > 0, ñëåäîâàòåëüíî,
n−1∑
i=1

Gi ≤ 0. Ïî òåî-
ðåìå 3.2.6 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.38), åñëè
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþò (3.37).

Êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, â ëþáîé ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåê-
ñå âñåãäà ìîæíî èñêëþ÷èòü îäíó ïåðåìåííóþ, ïîíèçèâ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû íà åäèíèöó.
Íî òàêîå èñêëþ÷åíèå íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó, êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåé-
øåì, ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå äîïóñêàþò ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, îáëåã÷à-
þùåå èõ èíòåãðèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

3.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

Â ïóíêòå 2.2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà âèäà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.3, ê ñèñòåìàì òàêîãî âèäà, ãäå Φi(t, x) ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà, ïðèâîäèò è íîðìèðóþùàÿ çàìåíà. Ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå7: ëþáóþ ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.4), ãäå Φi(t, x)
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî x. Ýòîò âèä ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì (èëè
çàäàíèåì) ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà.
Òåîðåìà 3.3.1 (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè). Ëþáàÿ ñèñòåìà (1.11) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3.4), ãäå ôóíêöèè Φi(t, x) êâàçèïîëîæè-
òåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì x. Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèè Fi(t, x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x õîòÿ áû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñèìïëåêñà S

{(x1, ..., xn) : 0<α≤
n∑

i=1

xi≤ β<∞, xi >0, i=1, n}, (3.42)

ãäå α è β � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, òî äëÿ ôóíêöèé Φi(t, x) òàêæå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé Φi(t, x) â ñèñòåìå (3.4) âîçüìåì ôóíêöèè

Φi(t, x) = Fi

(
t,

x
n∑

j=1

xj

) n∑
j=1

xj. (3.43)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S ôóíêöèè Φi(t, x) è Fi(t, x) òîæäå-
ñòâåííî ñîâïàäàþò. Åñëè ôóíêöèè Fi áûëè êâàçèïîëîæèòåëüíûìè, òî è ôóíêöèè Φi áóäóò
êâàçèïîëîæèòåëüíûìè. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè Φi(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîëîæè-
òåëüíîé îäíîðîäíîñòè ïî ïåðåìåííûì x. Äåéñòâèòåëüíî,

Φi(t, λx) = Fi

(
t,

λx
n∑

j=1

λxj

) n∑
j=1

λxj = λΦi(t, x) ïðè λ > 0.

Òàê êàê íà ñèìïëåêñå S ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.3), òî ñóììà ôóíêöèé Φj, j = 1, n,
òàêæå ðàâíà íóëþ íà ñèìïëåêñå S. Òîãäà íà ñèìïëåêñå S ôóíêöèè Fi ìîæíî ïðåäñòàâèòü

7Âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë îòìå÷åí â [38] è â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîðìå äëÿ ñèñòåìû äèíàìèêè
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû äîêàçàí â [32].
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â âèäå
Fi(t, x) = Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé Φi. Ïóñòü x è x̄ � äâå ïðîèç-
âîëüíûå òî÷êè èç îêðåñòíîñòè (3.42) ñèìïëåêñà S, òîãäà x

n∑
j=1

xj

, x̄
n∑

j=1

x̄j

� òî÷êè, ïðè-

íàäëåæàùèå ñèìïëåêñó S. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L òàêàÿ, ÷òî

|Fi(t, x)− Fi(t, x̄)| ≤ L

n∑
k=1

|xk − x̄k|;

∣∣∣Fi

(
t,

x
n∑

j=1

xj

)
− Fi

(
t,

x̄
n∑

j=1

x̄j

)∣∣∣ ≤ L
n∑

k=1

∣∣∣ xk
n∑

j=1

xj

− x̄k
n∑

j=1

x̄j

∣∣∣ ≤
≤ L

α2

n∑
k=1

∣∣∣xk

n∑
j=1

x̄j − x̄k

n∑
j=1

xj

∣∣∣ =

=
L

α2

n∑
k=1

∣∣∣xk

n∑
j=1

x̄j − xk

n∑
j=1

xj + xk

n∑
j=1

xj − x̄k

n∑
j=1

xj

∣∣∣ ≤
≤ L

α2

n∑
k=1

(
xk

n∑
j=1

|xj − x̄j|+ |xk − x̄k|
n∑

j=1

xj

)
≤ Lβ

α2

n∑
k=1

|xk − x̄k|.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè Fi íåïðåðûâíû, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî

|Fi(t,
x̄

n∑
j=1

x̄j

)| ≤M, i = 1, n,

ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷êè x̄ èç îêðåñòíîñòè (3.42) ñèìïëåêñà S. Òîãäà

|Φi(t, x)− Φi(t, x̄)|=
∣∣∣Fi

(
t,

x
n∑

j=1

xj

) n∑
j=1

xj − Fi

(
t,

x̄
n∑

j=1

x̄j

) n∑
j=1

xj+

+Fi

(
t,

x̄
n∑

j=1

x̄j

) n∑
j=1

xj − Fi

(
t,

x̄
n∑

j=1

x̄j

) n∑
j=1

x̄j

∣∣∣ ≤
≤
(Lβ2

α2
+M

) n∑
k=1

|xk − x̄k|.

Êàê ñëåäóåò èç ýòîé òåîðåìû, ëþáóþ ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ñèñòåìó äèíàìèêè óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ
îáúåêòîâ, ôóíêöèè ïåðåõîäà Φi ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòÿìè ðîñòà èõ ÷èñëåííîñòåé â
ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìå âîñïðîèçâîäñòâà.

Î÷åâèäíî, â ïðèìåðå 3.1.1 óðàâíåíèÿ (3.9) èìåþò âèä (3.4), ãäå ôóíêöèè Φi = aixi,
i = 1, n, � êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå. ×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèé (3.10)
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ïðèìåðà 3.1.2, òî èõ òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.4) ñ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûìè
ôóíêöèÿìè Φi, åñëè â êà÷åñòâå òàêîâûõ âçÿòü Φi =

aix
2
i

n∑
j=1

xj

. Â ïðèìåðå 3.1.3 ñèñòåìó (3.12)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.4), åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèé Φi âçÿòü

Φi =

xi

n∑
j=1

xj

di

n∑
j=1

(xj/dj)
.

Åñëè ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå àâòîíîìíàÿ, òî ïåðâóþ òåîðåìó î ïðåäñòàâëå-
íèè ìîæíî óñèëèòü, äîêàçàâ, ÷òî ôóíêöèè Φi ìîãóò áûòü âñåãäà íåîòðèöàòåëüíûìè.
Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü ñèñòåìà (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé.
Òîãäà íà ñèìïëåêñå S åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẋi = Φ̃i(x)− xi

n∑
j=1

Φ̃j(x), i = 1, n, (3.44)

ãäå ôóíêöèè Φ̃i, i = 1, n, êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå, óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè ñèìïëåêñà è, êðîìå òîãî, íåîòðèöàòåëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.3.1 äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (3.4), ãäå ôóíêöèè Φi ≡ Φi(x) íå çàâèñÿò îò ïåðåìåí-
íîé t è íåïðåðûâíû ïî x, à òàêæå êâàçèïîëîæèòåëüíû, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû è óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Â ñèëó ïîñëåäíåãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x = (x1, . . . , xn)
è M0

i = (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) èç ñèìïëåêñà S ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|Φi(x)− Φi(M

0
i )| ≤ Lxi, i = 1, n,

ãäå L � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
Φi(x) + Lxi > Φi(M

0
i ), i = 1, n.

Òàê êàê ôóíêöèè Φi êâàçèïîëîæèòåëüíû, òî Φi(M
0
i ) > 0, è ïîýòîìó âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Φi(x) + Lxi > 0, i = 1, n.

Âîçüìåì
Φ̃i(x) ≡ Φi(x) + Lxi, i = 1, n.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèè Φ̃i(x) îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ôóíêöèè Φi(x), è, êðîìå
òîãî, ïîëîæèòåëüíû íà ñèìïëåêñå S. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ S èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

Φ̃i − xi

n∑
j=1

Φ̃j ≡ Φi + Lxi − xi

n∑
j=1

Φj − xi

n∑
j=1

Lxj =

= Φi + Lxi − xi

n∑
j=1

Φj − Lxi

n∑
j=1

xj = Φi − xi

n∑
j=1

Φj, i = 1, n.
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Çíà÷èò, ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.4) îò çàìåíû ôóíêöèé Φi(x) íà Φ̃i(x) íà ñèìïëåêñå S íå
ìåíÿþòñÿ, è äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ (3.44). Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó
ẋi = F (x1, . . . , xn−1), i = 1, n− 1, (3.45)

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ S0 ðàçìåðíîñòè n− 1 ñ îäíîé èç âåð-
øèí â íà÷àëå êîîðäèíàò (3.34). Êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 3.2.4., ñèñòåìó íà ñèìïëåêñå S0

ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå S, äîáàâëÿÿ äîïîëíèòåëüíóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ ñèñòåì
ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè 3.3.1 è 3.3.2, òî îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå
ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (3.45).
Òåîðåìà 3.3.3. Àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (3.45), çàäàííóþ íà ñèìïëåêñå S0, âñåãäà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẋi = Φi(x)− xi

n∑
j=1

Φj(x), i = 1, n− 1, (3.46)

ãäå ôóíêöèè Φi, i = 1, n,êâàçèïîëîæèòåëüíûå, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäÿ ïî ôîðìóëå (3.39) ïåðåìåííóþ xn, ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå
ẋi = Fi(x), i = 1, n− 1,

ẋn = −
n−1∑
i=1

Fi(x)
(3.47)

íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S.
Ïî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè 3.3.1 ñèñòåìó (3.47) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẋi = Φi(x)− xi

n∑
j=1

Φj(x), i = 1, n, (3.48)

ãäå ôóíêöèè Φi, i = 1, n, êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå, óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ðàññìàòðèâàÿ ïåðâûå n − 1 óðàâíåíèå è ïîëàãàÿ â íèõ xn = 1 −
n−1∑
i=1

xi, ïðèõîäèì ê
ïðåäñòàâëåíèþ (3.46)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå øèðîêîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìà çàäàíà íå íà
ñèìïëåêñå, à â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà Rn−1, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ G(z1, . . . , zn−1) = M,
òî åñòü, êîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû żi = F (z1, . . . , zn−1), i = 1, n− 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
G(z1, . . . , zn−1) 6 M .
Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çàäàíà ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõî-
äà Φi(t, x). Çàäàäèì íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ I è J èç ìíîæåñòâà 1, 2, . . . , n
òàê, ÷òî I 6= J è ñóììû êîìïîíåíò ðåøåíèÿ

∑
i∈I

xi,
∑
j∈J

xj íè â îäèí ìîìåíò âðåìåíè íå

îáðàùàþòñÿ â 0. Òîãäà êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dt

(∑
i∈I

xi∑
j∈J

xj

)
=

∑
i∈I

xi∑
j∈J

xj

(∑
i∈I

Φi(t, x)∑
i∈I

xi

−

∑
j∈J

Φj(t, x)∑
j∈J

xj

)
. (3.49)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåïðåðûâíîãî îòíîøåíèÿ
∑
i∈I

xi∑
j∈J

xj

â ñèëó óðàâíåíèé (3.4) âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

d

dt

(∑
i∈I

xi∑
j∈J

xj

)
=

∑
j∈J

xj ·
∑
i∈I

ẋi −
∑
i∈I

xi ·
∑
j∈J

ẋj(∑
j∈J

xj

)2 =

=

∑
j∈J

xj

∑
i∈I

(Φi(t, x)− xi

n∑
k=1

Φk(t, x))(∑
j∈J

xj

)2 −

−

∑
i∈I

xi

∑
j∈J

(Φj(t, x)− xj

n∑
k=1

Φk(t, x))(∑
j∈J

xj

)2 =

=

∑
j∈J

xj

∑
i∈I

Φi(t, x)−
∑
i∈I

xi

∑
j∈J

Φj(t, x)(∑
j∈J

xj

)2 =

=

∑
i∈I

xi∑
j∈J

xj

(∑
i∈I

Φi(t, x)∑
i∈I

xi

−

∑
j∈J

Φj(t, x)∑
j∈J

xj

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ìîæíî îòìåòèòü åùå îäèí âàæíûé ôàêò, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì

ñèìïëåêñå: ëþáóþ òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåëåííîé ñèñòåìå äèíàìèêè îòíîøåíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ xi

xj

, î ÷åì ãîâîðÿò ñëå-
äóþùèå äâå òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.3.5. Ïóñòü ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çàäàíà ÷åðåç ôóíêöèè ïåðå-

õîäà Φi(t, x). Òîãäà îòíîøåíèÿ êîìïîíåíò åå ðåøåíèÿ
xi

xj

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

d

dt

(xi

xj

)
=
xi

xj

(Φi(t, x)

xi

− Φj(t, x)

xj

)
, i = 1, n, (3.50)

åñëè xi(t), xj(t) íè â îäèí ìîìåíò âðåìåíè íå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.3.4 â ñëó÷àå, êîãäà
ìíîæåñòâà I è J ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó: I = {i}, J = {j}.
Òåîðåìà 3.3.6. Ïóñòü â ñèñòåìå (3.50) ôóíêöèè Φi(t, x), i = 1, n, � êâàçèïîëîæèòåëüíûå,
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì x. Åñëè ñèñòåìà (3.50) ïðè ëþáûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà S èìååò ðåøåíèå ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè êîìïîíåíòàìè xi(t), i = 1, n, òî ñèñòåìà (3.4) áóäåò åäèíñòâåííîé ñèñòåìîé
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ïåðåìåííûå xi(t), i = 1, n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû âèäíî, ÷òî ïåðåìåííûå x
óäîâëåòâîðÿþò îäíîâðåìåííî ñèñòåìàì (3.50) è (3.4). Äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äðóãîé
ñèñòåìû íà ñèìïëåêñå S, êðîìå (3.4), êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ïåðåìåííûå (3.50).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñèìïëåêñå S ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
ẋi = Ri(t, x), (3.51)

íå ñîâïàäàþùàÿ ñ ñèñòåìîé (3.4), êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå (3.50). Â ñèëó ïåðâîé
òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìó (3.51) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ẋi = Gi(t, x)− xi

n∑
j=1

Gj(t, x), (3.52)

ãäå ôóíêöèè Gi(t, x) � êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì x.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ äèíàìèêà îòíîøåíèÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ xi

xj

ñèñòåì (3.4) è (3.52) ñîâ-
ïàäàåò, ñëåäîâàòåëüíî,

Φi(t, x)

xi

− Φj(t, x)

xj

≡ Gi(t, x)

xi

− Gj(t, x)

xj

∀ i, j ∈ {1, . . . , n}.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà xixj:

xjΦi(t, x)− xiΦj(t, x) ≡ xjGi(t, x)− xiGj(t, x)∀ i, j ∈ {1, . . . , n},
è ïðîñóììèðóåì ïî èíäåêñó j:

Φi(t, x)
n∑

j=1

xj − xi

n∑
j=1

Φj(t, x) = Gi(t, x)
n∑

j=1

xj − xi

n∑
j=1

Gj(t, x),

i = 1, n. Òàê êàê
n∑

j=1

xj = 1, òî ñèñòåìû (3.4) è (3.52) òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

3.4. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì íà ñèìïëåêñå
Áëàãîäàðÿ ïðåäñòàâëåíèþ ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÷åðåç ôóíêöèè ïåðå-

õîäà (3.4) êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
âñïîìîãàòåëüíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì îòíîøåíèå
ôóíêöèé ïåðåõîäà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé ïåðåìåííîé èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü
ñìûñë îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé ïåðåìåííîé âñïîìîãàòåëü-
íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøå-
íèå âñïîìîãàòåëüíîé ïîñðåäñòâîì íîðìèðóþùåé çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì, â ðÿäå ñëó÷àåâ
ìîæíî îáëåã÷èòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, ñâåäÿ åãî ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ âñïîìîãàòåëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ñïðàâåäëèâ è îáðàòíûé ïåðåõîä: ïî
ðåøåíèþ ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, çàäàííîé ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà, ìîæíî
âîññòàíîâèòü ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà 3.4.1 (Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì íà ñèìïëåêñå). Ïóñòü ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå çàäàíà ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà Φi(t, x). Òîãäà åå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0 ∈ S, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

xi(t) =
ξi(t)

n∑
j=1

ξj(t)

, i = 1, n, (3.53)



Ãëàâà 3. Ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå 72

ãäå ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξn(t)) � íåòðèâèàëüíîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè

ξ̇i = Φi(t, ξ), i = 1, n, (3.54)

ξ(t0) = x0. (3.55)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé Φi(t, ξ) çàäà÷à (3.54), (3.55)

èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ïî òðåáîâàíèþ òåîðåìû êîìïîíåíòû ýòîãî ðåøåíèÿ íè â
îäèí ìîìåíò âðåìåíè íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íîëü, ïîýòîìó âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t),
îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.53), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t0 ôóíêöèè (3.53) óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

xi(t0) =
ξi(t0)

n∑
j=1

ξj(t0)

=
x0

i
n∑

j=1

x0
j

= x0
i , i = 1, n.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè xi, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (3.53), óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-
ìå (3.4). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (3.53) ïî ïåðåìåííîìó t:

ẋi =

ξ̇i
n∑

j=1

ξj − ξi
n∑

j=1

ξ̇j( n∑
j=1

ξj

)2
=

ξ̇i
n∑

j=1

ξj

− ξi
n∑

j=1

ξj

·

n∑
j=1

ξ̇j

n∑
j=1

ξj

.

Òàê êàê ξi, i = 1, n, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.54), òî, ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîä-
íîñòè ôóíêöèé Φi, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

ẋi =Φi

(
t,

ξ
n∑

j=1

ξj

)
− xi

n∑
j=1

Φj

(
t,

ξ
n∑

j=1

ξj

)
=Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t), ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëîé (3.53), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.4), (3.20), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïîíèìàåòñÿ êàê
ñèñòåìà äèíàìèêè óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ, òî åé ñîîò-
âåòñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âîñïðîèçâîäñòâà.
Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, çàäàííîé ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõî-
äà Φi(t, x), i = 1, n, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0, ïðèíàäëåæàùèìè ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñó, à c(t) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

ċ = c

n∑
i=1

Φi(t, x), c(t0) = 1.

Òîãäà ξ(t) = c(t)x(t) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.54), (3.55).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè c(t) åñòü óðàâíåíèå ñ íàñëåäî-

âàíèåì, è â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1.3 ôóíêöèÿ c(t) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ äëÿ âñåõ t > t0.
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Ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèé ξi(t) ïî ïåðåìåííîìó t ðàâíà
ξ̇i = cẋi + xiċ, i = 1, n.

Òàê êàê xi(t), c(t) � ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, òî äëÿ i = 1, n ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

ξ̇i = c
(
Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x)
)

+ xic
n∑

j=1

Φj(t, x) = cΦi(t, x).

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé Φi(t, x) ïî ïåðåìåííûì x ïîñëåäíèå ðàâåí-
ñòâà ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

ξ̇i = Φi(t, cx) = Φi(t, ξ), i = 1, n,

ò. å. ξ1(t), . . . , ξn(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.54), (3.55). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 3.4.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (3.9), (3.20). Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (3.9) åñòü ñèñòåìà
ñ íàñëåäîâàíèåì, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåì 3.4.1, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-
íèå çàäà÷è (3.9), (3.20) èìååò âèä (3.53), ãäå ξi(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû

ξ̇i = aiξi, i = 1, n, (3.56)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.55). Åñëè ai � êîíñòàíòû, òî

ξi(t) = x0
i exp(ai(t− t0)),

è ðåøåíèå çàäà÷è (3.9), (3.20) åñòü

xi(t) =
x0

i exp(ai(t− t0))
n∑

j=1

x0
j exp(aj(t− t0))

, i = 1, n. (3.57)

Åñëè ai � ôóíêöèè âðåìåíè, òî

ξi(t) = x0
i exp

( t∫
t0

ai(τ) dτ
)
, i = 1, n,

è ñîîòâåòñòâåííî

xi(t) =

x0
i exp

( t∫
t0

ai(τ) dτ
)

n∑
j=1

x0
j exp

( t∫
t0

aj(τ) dτ
) , i = 1, n.

Ïðèìåð 3.4.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.33) ïðèìåðà 3.2.6, ãäå ôóíêöèè bi íå çàâèñÿò îò t.
Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 3.2.6, ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ xi = z2

i , ïîëàãàÿ ai = 2bi,
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.33) ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå (3.9) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå, ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä (3.57). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (3.33) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

zi(t) =
z0

i exp(bi(t− t0))√√√√ n∑
j=1

(z0
j )

2 exp(2bj(t− t0))

, i = 1, n.
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Ïðèìåð 3.4.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.18) ïðèìåðà 2.1.1. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 3.2.3, ñ
ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ xi = zi/ai åå ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå (3.9) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (2.18) èìååò âèä

zi(t) =
z0

i exp(ai(t− t0))
n∑

j=1

z0
j

aj

exp(aj(t− t0))

, i = 1, n. (3.58)

Ïðèìåð 3.4.4. Áîëåå íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìà ñ íàñëåäîâàíèåì (3.10).
Äëÿ íåå íå âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ òåîðåìû îá èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå (ôóíêöèè Φi = bix

2
i íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûìè). Ñîãëàñíî ïåðâîé

òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè è òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìå (3.10) ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó

ξ̇i =
aiξ

2
i

n∑
j=1

ξj

, i = 1, n, (3.59)

c ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ïîäåëèì êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòå-
ìû (3.59), íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, íà ïåðâîå óðàâíåíèå:

dξi
dξ1

=
aiξ

2
i

a1ξ2
1

, i = 2, n.

Îòñþäà
ξi =

a1ξ1
ai(1 + a1ciξ1)

, i = 2, n, (3.60)

ãäå êîíñòàíòû ci, i = 2, n, îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ðàâåíñòâî (3.60) áóäåò
ñïðàâåäëèâî è äëÿ èíäåêñà i = 1, åñëè îïðåäåëèòü êîíñòàíòó c1 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå
âûðàæåíèÿ (3.60) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.59) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

n∏
j=1

(
ξ1

1 + a1cjξ1

)1/aj

= cet,

ãäå c îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ó÷èòûâàÿ (3.53), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ xi

÷åðåç ξ1:
xi =

(
n∑

j=1

ai(1 + a1ciξ1)

aj(1 + a1cjξ1)

)−1

, i = 1, n.

3.5. Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
Ïðèâëåêàòåëüíàÿ ÷åðòà õèìè÷åñêîé êè-
íåòèêè: èçó÷àåìûå ñèñòåìû ìîãóò äà-
âàòü ïðèìåðû ëþáîãî (ïî êðàéíåé ìåðå,
â ïðèíöèïå) äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

À.Í. Ãîðáàíü. Îáõîä ðàâíîâåñèÿ
Îäèí èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ïðèìåðîâ ñèñòåì íà ñèìïëåêñå ïðåäñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ

õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ðàññìîòðèì õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, ïðîòåêàþùóþ ïðè ïîñòîÿííîé
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òåìïåðàòóðå è ïîñòîÿííîì îáúåìå V äàííîé ñèñòåìû â ãîìîãåííîé ñðåäå8. Äîáèòüñÿ ïî-
ñòîÿííîé òåìïåðàòóðû â ðåàêòîðå ìîæíî, åñëè ïðèâåñòè åãî â êîíòàêò ñ áåñêîíå÷íûì
òåïëîâûì ðåçåðâóàðîì � òåðìîñòàòîì.

Ïóñòü èçâåñòåí ñïèñîê ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ: A1, ..., An (Ai � ñèìâîë i-ãî âåùåñòâà,
i = 1, n). Êàæäîìó âåùåñòâó Ai ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ Ni � êîëè÷åñòâî
âåùåñòâà Ai â ñèñòåìå, âûðàæåííîå â ìîëÿõ. Âåêòîð N = (N1, ..., Nn) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
ñîñòàâà. Âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ ñîñòàâà â õîäå ðåàêöèè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, äëÿ
íèõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

à) êîëè÷åñòâî ëþáîãî âåùåñòâà íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì
Ni > 0, i = 1, n; (3.61)

á) êîëè÷åñòâî êàæäîãî ýëåìåíòà â çàìêíóòîé ñèñòåìå íå èçìåíÿåòñÿ (çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ìàññû); ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàâåíñòâ

n∑
i=1

di
jNi = κj = const, j = 1,m. (3.62)

Çäåñü êîíñòàíòû di
j > 0 ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòíîìó ñîñòàâó êàæäîãî âåùåñòâà Ai, êîí-

ñòàíòû κj > 0 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, âåêòîðû dj = (d1
j , ..., d

n
j ), j = 1,m,

ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Èç (3.62) ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
n∑

i=1

( m∑
j=1

di
j

)
Ni =

m∑
j=1

κj = const.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.61) ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà ðåàãèðó-
þùèõ âåùåñòâ åñòü ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà â ïðîñòðàíñòâå Rn, íàçûâàåìîå
áàëàíñíûì ìíîãîãðàííèêîì èëè ìíîãîãðàííèêîì ðåàêöèè. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ

yi =

m∑
j=1

di
j

m∑
j=1

κj

Ni, i = 1, n,

ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ñòàí-
äàðòíîãî ñèìïëåêñà

n∑
i=1

yi = 1, yi > 0, i = 1, n.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè óäîáíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ïåðåìåííûå
zi = Ni/V � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà Ai â îáúåìå V .

Ïóñòü çàäàí ìåõàíèçì ðåàêöèè, òî åñòü îïðåäåëåí ñïèñîê ýëåìåíòàðíûõ õèìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ [14], êàæäûé èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñâîèì ñòåõèîìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

νl
1A1 + · · ·+ νl

nAn−→βl
1A1 + · · ·+ βl

nAn, l = 1, r, (3.63)
ãäå l � íîìåð ýëåìåíòàðíîãî ïðîöåññà, νl

i , βl
i � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, íàçûâàåìûå

ñòåõèîìåòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáîçíà÷èì γl
i = βl

i − νl
i . Óðàâíåíèÿ êèíåòèêè,

îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ, èìåþò âèä

Ṅi =
r∑

l=1

γl
iV ωl, i = 1, n,

8Õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, â êîòîðîé âñå ðåàãèðóþùèå è ïîëó÷àþùèåñÿ âåùåñòâà íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâîì
àãðåãàòíîì ñîñòîÿíèè, íàçûâàåòñÿ ðåàêöèåé â ãîìîãåííîé ñðåäå.
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èëè äëÿ êîíöåíòðàöèé
żi =

r∑
l=1

γl
iωl, i = 1, n, (3.64)

ãäå ωl � ñêîðîñòü l-ãî ïðîöåññà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (3.62),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ áàëàíñîâ

n∑
i=1

di
jγ

l
i = 0, j = 1,m, l = 1, r,

òî åñòü ÷òîáû âåêòîðû dj áûëè îðòîãîíàëüíû ñòåõèîìåòðè÷åñêèì âåêòîðàì γl = (γl
1, ..., γ

l
n).

Ãîâîðÿò, ÷òî êèíåòèêà õèìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ9, åñ-
ëè ñêîðîñòü êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî åå ñòåõèîìåòðè÷åñêîìó óðàâ-
íåíèþ (3.63) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ωl = al

n∏
i=1

z
νl

i
i , l = 1, r,

ãäå al � êîíñòàíòà ñêîðîñòè l-ãî ýëåìåíòàðíîãî ïðîöåññà (â îáùåì ñëó÷àå al � ôóíêöèÿ
òåìïåðàòóðû). Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìó íàçûâàþò êèíåòè÷åñêè èäåàëüíîé. Åñëè ñèñòåìà
êèíåòè÷åñêè èäåàëüíà, òî èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó:

żi =
r∑

l=1

γl
ial

n∏
i=1

z
νl

i
i , i = 1, n. (3.65)

Ïðèìåð 3.5.1. Îêèñëåíèå îêñèäà óãëåðîäà (II) äî îêñèäà óãëåðîäà (IV). Ðàññìîòðèì ðåàê-
öèþ âçàèìîäåéñòâèÿ óãàðíîãî ãàçà CO (îêñèäà óãëåðîäà (II)) è êèñëîðîäà O2, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîé îáðàçóåòñÿ óãëåêèñëûé ãàç CO2 (îêñèä óãëåðîäà (IV)) [7]. Äàííàÿ ðåàêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ò.å. èäåò êàê ïðÿìîé ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ óãëåêèñëîãî ãàçà, òàê è
îáðàòíûé � ðàñïàä óãëåêèñëîãî ãàçà íà óãàðíûé ãàç è êèñëîðîä. Ïîñêîëüêó âñå âåùåñòâà,
ó÷àñòâóþùèå â ðåàêöèè, � ãàçû, òî ðåàêöèÿ èäåò â ãîìîãåííîé ñðåäå. Ìåõàíèçì ðåàêöèè
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé (óðàâíåíèåì ðåàêöèè)

2CO +O2 � 2CO2.

Ïóñòü ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò â ïîñòîÿííîì îáúåìå. Îáîçíà÷èì z1 � êîíöåíòðàöèÿ óãàðíîãî
ãàçà CO, z2 � êîíöåíòðàöèÿ êèñëîðîäà O2, z3 � êîíöåíòðàöèÿ óãëåêèñëîãî ãàçà CO2. Ñ
ó÷åòîì ýëåìåíòíîãî ñîñòàâà ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ äîëæíû èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå áà-
ëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ: áàëàíñ àòîìîâ êèñëîðîäà

z1 + 2z2 + 2z3 = const; (3.66)
áàëàíñ àòîìîâ óãëåðîäà

z1 + z3 = const. (3.67)
Ñêëàäûâàÿ èõ, èìååì

2z1 + 2z2 + 3z3 = const. (3.68)
9Çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ áûë âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí Í.Í. Áåêåòîâûì â 1865 ã., à çàòåì Ê. Ãóëüáåð-

ãîì è Ï. Âààãå â 1867 ã. Îí òàêæå íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ïîñòóëàòîì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè [16].
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîíöåíòðàöèè íåîòðèöàòåëüíû, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþùèì
ñèìïëåêñ â ïðîñòðàíñòâå R3:

2z1 + 2z2 + 3z3 = Ω, zi > 0, i = 1, 3,

ãäå êîíñòàíòà Ω îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ó÷èòûâàÿ äîïîëíèòåëüíî îäíî èç
ðàâåíñòâ (3.66) èëè (3.67), ïðèõîäèì ê áàëàíñíîìó ìíîãîãðàííèêó{

z1 + z3 = b1,

2z2 + z3 = b2,
(3.69)

êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì (b1, b2 � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿþùèåñÿ èç
íà÷àëüíûõ óñëîâèé). Ëþáàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ëåæèò
íà ñîîòâåòñòâóþùåì áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå.

Áàëàíñíûé ìíîãîãðàííèê
ïðè Ω = 6, b = 2

Ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèé êèíåòèêè ýòîé ðåàêöèè. Ïóñòü ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò ïðè
ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, a1 � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ïðÿìîãî ïðîöåññà, a2 � êîíñòàíòà ñêîðî-
ñòè îáðàòíîãî ïðîöåññà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ ñêîðîñòü w1 ïðÿìîãî
ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿìè âñòóïèâøèõ â ðåàêöèþ âåùåñòâ � óãàðíîãî ãàçà
è êèñëîðîäà, âçÿòûõ â ñòåïåíÿõ, ðàâíûõ èõ ñòåõèîìåòðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì � 2 è 1
ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. w1 = a1z

2
1z2; ñêîðîñòü w2 îáðàòíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðà-

öèåé óãëåêèñëîãî ãàçà â ñòåïåíè 2, ò.å. w2 = a2z
2
3 . Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

êîíöåíòðàöèé âñåõ òðåõ âåùåñòâ
ż1 = −2a1z

2
1z2 + 2a2z

2
3 ≡ f1(z1, z2, z3),

ż2 = −a1z
2
1z2 + a2z

2
3 ≡ f2(z1, z2, z3),

ż3 = 2a1z
2
1z2 − 2a2z

2
3 ≡ f3(z1, z2, z3).

(3.70)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.2.1, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âûïîëíÿþòñÿ áàëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.66), (3.67), (3.68).
Ïðèìåð 3.5.2. Ðåàêöèÿ îêèñëåíèÿ íèòðèò-èîíîâ. Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ îêèñëåíèÿ íèòðèò-
èîíîâ â ðàñòâîðå:

NO−2 +HClO → [NO−2 ...OH − Cl] → [NO−2 −OH...Cl] →
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→ NO−3 +HCl.

Ìåõàíèçì ýòîé ðåàêöèè óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A1 + A2
a1−→ A3, A3

a2−→ A4, A4
a3−→ A5 + A6,

ãäå A1 � âåùåñòâî NO−2 , A2 � âåùåñòâî HClO, A3 � [NO−2 ...OH−Cl], A4 � [NO−2 −OH...Cl],
A5 � NO−3 , A6 � HCl; ai, i = 1, 3, � êîíñòàíòû ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé. Ïóñòü zi �
êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà Ai, áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ýëåìåíòíîãî ñîñòàâà ðåàãèðó-
þùèõ âåùåñòâ èìåþò âèä:

ñîõðàíåíèå àòîìîâ àçîòà z1 + z3 + z4 + z5 = b1;

ñîõðàíåíèå àòîìîâ êèñëîðîäà 2z1+z2+3z3+3z4+3z5 =b2;

ñîõðàíåíèå àòîìîâ âîäîðîäà z2 + z3 + z4 + z6 = b3;

ñîõðàíåíèå àòîìîâ õëîðà z2 + z3 + z4 + z6 = b4,

ãäå êîíñòàíòû bi íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èìåþò
âèä:

ż1 = −a1z1z2, ż2 = −a1z1z2,

ż3 = a1z1z2 − a2z3, ż4 = a2z3 − a3z4,

ż5 = a3z4, ż6 = a3z4.

(3.71)

Ïðèìåð 3.5.3. Ñèñòåìà Ëîòêè � Âîëüòåððà. Ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðå 2.1.1 ìîäåëüíûå
óðàâíåíèÿ, ïðåäëîæåííûå Â. Âîëüòåððà [11], âîçíèêøèå èç íàáëþäåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé
ñèòóàöèè, ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè À. Ëîòêè [128] äëÿ ìåõàíèçìà ãèïîòåòè÷åñêîé õèìè-
÷åñêîé ðåàêöèè

A+ A1
a1−→ 2A1, A1 + A2

a2−→ 2A2, A2
a3−→ B, (3.72)

ãäå A � èñõîäíûé ðåàãåíò, A1, A2 � ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, B � ïðîäóêò ðåàêöèè, a1, a2

è a3 � êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåàêöèé [73]. Íà ïðàêòèêå, åñëè A è B èìåþòñÿ â ñòîëü áîëüøèõ
êîëè÷åñòâàõ, ÷òî èõ óìåíüøåíèå èëè ïðîèçâîäñòâî â ìåõàíèçìå ðåàêöèè (3.72) îêàçûâàåò
ïðåíåáðåæèìî ìàëîå âëèÿíèå íà èõ êîíöåíòðàöèè, òî, çà èñêëþ÷åíèåì äîëãèõ âðåìåí, èõ
êîíöåíòðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè.

Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A, A1, A2 ñîîòâåòñòâåííî z0, z1, z2. Èç çàêîíà äåé-
ñòâóþùèõ ìàññ, ïðèìåíèìîãî ê (3.72), ñëåäóþò êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ z1(t), z2(t):

ż1 = a1z0z1 − a2z1z2,

ż2 = a2z1z2 − a3z2.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè (2.20) ìîäåëè �õèùíèê � æåðòâà�
ïðèìåðà 2.1.3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.3) ïðîöåññà ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà òàê-
æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåõàíèç-
ìó A1

a−→ A2, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî x � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà A1.
Ïðèìåð 3.5.4. Ðàññìîòðèì ãèïîòåòè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ó÷àñòèåì ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ
A1, ..., An, ìåõàíèçì êîòîðîãî óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ai + Aj
ai−→ 2Ai, Ai + Aj

aj−→ 2Aj, i = 1, n, j = 1, n, i 6= j,
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ãäå ai, i = 1, n, � êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåàêöèé. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî r = n(n − 1)
ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ó÷àñòâóþò 2 âåùåñòâà èç n c ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ñòåõèîìåòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðîòåêàþùèõ ñî ñêîðîñòüþ ωl, l = 1, r:

l Ai + Aj
ai−→ 2Ai wl γl

i γl
j

1 A1 + A2
a1−→ 2A1, a1z1z2 1 −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 1 A1 + An
a1−→ 2A1, a1z1zn 1 −1

n A2 + A1
a2−→ 2A2, a2z1z2 1 −1

n+ 1 A2 + A3
a2−→ 2A2, a2z2z3 1 −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2(n− 1) A2 + An
a2−→ 2A2, a2z2zn 1 −1

2n− 1 A3 + A1
a3−→ 2A3, a3z3z1 1 −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n(n− 1) An + An−1
an−→ 2An, anznzn−1 1 −1

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé òàáëèöåé è ñèñòåìîé (3.64) èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè z1 âåùåñòâà A1

â ñîñòàâå ñìåñè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ż1 =

n(n−1)∑
l=1

γl
1ωl =

n−1∑
l=1

ωl −
n−1∑
i=1

ωi(n−1)+1 =

=
n∑

j=2

(a1 − aj)z1zj =
n∑

j=1

(a1 − aj)z1zj.

Àíàëîãè÷íî çàïèñàâ óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ
A2, ..., An, ïîëó÷èì, ÷òî ïåðåõîäíûé ðåæèì áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

żi =
n∑

j=1

(ai − aj)zizj, i = 1, n,

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

żi = aizi

n∑
j=1

zj − zi

n∑
j=1

ajzj, i = 1, n. (3.73)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ zi(t0) > 0, i = 1, n,

n∑
i=1

zi(t0) = Ω, â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t > t0 ðåøåíèå ñèñòåìû (3.73) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì zi(t) > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

zi(t) = Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû xi = zi/Ω ñèñòåìà (3.73) ëåãêî
ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (3.9) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Ïðèìåðû 3.5.3 � 3.5.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî íåðåäêî ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîöåññû, íå îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê õèìèè, ïðèíàäëåæàùèå ñîâñåì äðóãîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, îäíàêî èõ äèíàìèêà
âî ìíîãîì íàïîìèíàåò õèìè÷åñêóþ êèíåòèêó. Ýòî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîöåññ
êàê êèíåòèêó ãèïîòåòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûå çäåñü óðàâíå-
íèÿ èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû.



Ãëàâà 4.

Êðèòåðèè îòáîðà

4.1. Ïðîöåññû îòáîðà
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ñîñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåðåäêî ïðèõî-

äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà îáúåêòû îäíèõ âèäîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èñ÷åçàþò
èç ñèñòåìû, âûòåñíÿåìûå îáúåêòàìè äðóãèõ âèäîâ. Íàïðèìåð, â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
îäèí âèä æèâûõ ñóùåñòâ âûòåñíÿåòñÿ äðóãèì èç îáùåé ñðåäû îáèòàíèÿ; â ñèñòåìàõ ýêî-
íîìè÷åñêîé êîíêóðåíöèè ïðîäóêöèÿ îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ âûòåñíÿåòñÿ ïðîäóêöèåé äðóãî-
ãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ îáùåãî ðûíêà ñáûòà; â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷àñòîòà ïðèíÿòèÿ
êàêîãî-òî îäíîãî ðåøåíèÿ ïàäàåò äî íóëÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷àñòîòû âûáîðà äðóãîãî
ðåøåíèÿ. Ýòè ÿâëåíèÿ íàçûâàþò ïðîöåññîì îòáîðà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîãî ïðîöåññà ïðèìåì ñëåäóþùóþ ôîðìà-
ëèçàöèþ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {v1, . . . , vn} ðàçëè÷íûõ âèäîâ îáúåêòîâ ñîâìåñòíî
ñóùåñòâóþùèõ â îáùåé ñèñòåìå. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà
M íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî xi(t) � êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðè-
çóþùèé íàëè÷èå îáúåêòîâ äàííîãî âèäà â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè ýòîò ïîêà-
çàòåëü äëÿ âèäà vi ðàâåí íóëþ, òî îáúåêòû ýòîãî âèäà íå ïðåäñòàâëåíû â ñèñòåìå. ×àùå
âñåãî â êà÷åñòâå âåëè÷èíû xi(t) áåðåòñÿ êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ âèäà vi, íî òàêæå ýòî ìî-
æåò áûòü êàêàÿ-ëèáî äðóãàÿ àääèòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íàïðèìåð, ìàññà èëè ýíåðãèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âèäó vi. Â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ âåëè÷èíà xi � ýòî âåðîÿòíîñòü
èëè ÷àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíòà vi â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Êàê è ðàíüøå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû xi(t) íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Èçó÷àòü ïðîöåññû îòáîðà íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî â ñèñòåìàõ, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ îáùàÿ
ñóììà êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé, òàê êàê çäåñü èñ÷åçíîâåíèå âèäà âîçìîæíî òîëüêî çà
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà äðóãèõ âèäîâ, à íå çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà,
ò.å. ðåøàþùåå çíà÷åíèå èìåþò â ïåðâóþ î÷åðåäü âíóòðåííèå âçàèìîîòíîøåíèÿ âèäîâ è
îáúåêòèâíûå ïðåèìóùåñòâà îäíèõ ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì, à íå âíåøíèå îáñòîÿòåëüñòâà.
Ïðè ýòîì, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà ïîêàçàòåëåé ðàâíà åäèíèöå. Â
ñëó÷àå, êîãäà ñóììà ïîêàçàòåëåé ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæíî ïåðåéòè ñ ïîìîùüþ
íîðìèðóþùåé çàìåíû ê óäåëüíûì ïîêàçàòåëÿì, ñóììà êîòîðûõ âñåãäà ðàâíà åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèíàìèêà âåëè÷èí xi îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S. Ïóñòü ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà t > t0. Ýòî âîçìîæíî, åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèè Fi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî àðãóìåíòàì x âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñèñòåìå (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå èìååò
ìåñòî ïðîöåññ íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
x(t0), åñëè âäîëü ýòîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè õîòÿ áû îäíà i-ÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñèñòåìå (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå èìå-
åò ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
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x(t0), åñëè âäîëü ýòîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè j-ÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäè-
íèöå ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü j = 1, à èìåííî
lim
t→∞

x1(t) = 1, (4.1)

åñëè x1(0) 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïåðåîáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå. Î÷åâèäíî,
÷òî ðåçóëüòàò îòáîðà ìîæåò çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé � âèä, íà êîòîðîì ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè áóäåò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ âåùåñòâî èëè ýíåðãèÿ, çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ èõ â ñèñòåìå; âûæèâàíèå òîãî èëè èíîãî áèîëîãè÷åñêîãî âèäà â îáùåé ñèñòåìå
ñîñóùåñòâóþùèõ âèäîâ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ íà÷àëüíûõ êîëè÷åñòâ îñîáåé âñåõ âèäîâ
â ñèñòåìå. Âîñòðåáîâàííûì íà ïðàêòèêå áóäåò íå âñåãäà òî ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øèì â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè, à íåðåäêî òî, ê êîòîðîìó âñå ïðèâûêëè; ÷àñòîòà
èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëà ìàêñèìàëüíîé. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ñðàâíèâàòü âèäû ïî øèðîòå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ îíè îòáèðàþòñÿ. Åñëè îáëàñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè êîòîðûõ îòáèðàåòñÿ
îäèí âèä, áîëüøå îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îòáèðàåòñÿ äðóãîé, òî ñëåäóåò
ïðèçíàòü, ÷òî ó ïåðâîãî áîëüøå ïðåèìóùåñòâ, ÷åì ó âòîðîãî.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì èçó÷åíèå ïðîöåññîâ îòáîðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçó÷åíèÿ
ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà S áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ íåñòðîãîãî îòáîðà,
åñëè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç ýòîé îáëàñòè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé
òðàåêòîðèè èìååò ìåñòî ïðîöåññ íåñòðîãîãî îòáîðà.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà S áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ ñòðîãîãî îòáîðà
(îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ôàçîâîé êîîðäèíàòû), åñëèïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç ýòîé
îáëàñòè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé òðàåêòîðèè èìååò ìåñòî ñòðîãèé îòáîð ïî
ïåðâîé ïåðåìåííîé, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (4.1).
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé
íåñòðîãîãî îòáîðà, åñëè íàéäóòñÿ íîìåðà i è j òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñèìïëåêñó, äëÿ êîòîðûõ xj(t0) 6= 0, i-ÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìó (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé
ñòðîãîãî îòáîðà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð j, ÷òî íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
ïðèíàäëåæàùèõ ñèìïëåêñó, ñ íåíóëåâîé j-é êîîðäèíàòîé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ j-ÿ êîìïî-
íåíòà ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â òî âðåìÿ
êàê âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ñòðîãîãî îòáîðà òàêæå, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (4.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñòðîãîãî îòáîðà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñèñòåìîé íåñòðîãîãî îòáîðà.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, â îáùåì ñëó÷àå, íåñïðàâåäëèâî. Ëèøü â ñëó÷àå n = 2 ïîíÿòèÿ
ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî îòáîðà äëÿ ñèñòåìû (1.11) ñîâïàäàþò.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ âûâîä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî îòáîð (ñòðîãèé èëè íåñòðîãèé).

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ çàäà÷àõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
àëüòåðíàòèâà [88, c. 89] âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (2.2) äëÿ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.11): ëèáî îíî âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà (2.6), ëèáî â âèäå
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà (2.3). Ñîîòâåòñòâåííî â ñèñòåìå (3.4) ýòà àëüòåðíàòèâà òàêîâà: èëè

Φi(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ≡ 0, (4.2)
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èëè
Φi(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0. (4.3)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.11). Åñëè â ñè-
ñòåìå (1.11) óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âû-
ïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà (2.6), òî ïðè xi(t0) = 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî xi(t) ≡ 0 äëÿ
âñåõ t > t0, à ïðè xi(t0) > 0 äëÿ âñåõ t > t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xi(t) > 0. Åñëè
óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ â
âèäå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà (2.3), òî ïðè xi(t0) > 0 íåðàâåíñòâî xi(t) > 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ t > t0.

4.2. Ïðîöåññû íåñòðîãîãî îòáîðà
Åñëè ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çàäàíà ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà, òî íàëè÷èå

íåñòðîãîãî îòáîðà çàâèñèò îò âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé ðîñòà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò âñïîìîãàòåëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ýòà çàâèñèìîñòü
îòðàæåíà â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ1.
Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) =
x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî, íå îá-
ðàùàþòñÿ â íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0, ïðè÷åì èíäåêñ i ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
ìíîæåñòâó I, à èíäåêñ j � ìíîæåñòâó J , I ∩ J = ∅, I ∪ J = {1, . . . , n}, Äëÿ òîãî
÷òîáû êîìïîíåíòû ýòîãî ðåøåíèÿ ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà I ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ñòðåìèëèñü ê íóëþ âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

+∞∫
t0

(∑
j∈J

Φj(t, x(t))∑
j∈J

xj(t)
−

∑
i∈I

Φi(t, x(t))∑
i∈I

xi(t)

)
dt = +∞. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.4 ïðè t > t0 îòíîøåíèå ôóíêöèé
∑
i∈I

xi/
∑
j∈J

xj

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.49). Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî

∑
i∈I

xi/
∑
j∈J

xj, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì:

∑
i∈I

xi(t)∑
j∈J

xj(t)
=

∑
i∈I

x0
i∑

j∈J

x0
j

exp

(
−

t∫
t0

(∑
j∈J

Φj(t, x)∑
j∈J

xj

−

∑
i∈I

Φi(t, x)∑
i∈I

xi

)
dt

)
. (4.5)

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè äëÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4) ñ èíäåêñàìè i ∈ I âûïîë-
íÿþòñÿ ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà lim

t→∞
xi(t) = 0, òî lim

t→∞

∑
i∈I

xi(t) = 0. Òàê êàê (3.4) � ñèñòåìà
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, òî lim

t→∞

∑
j∈J

xj(t) = 1. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → ∞ â ðàâåí-
ñòâå (4.5), ïîëó÷èì

lim
t→∞

∑
i∈I

x0
i∑

j∈J

x0
j

exp

(
−

t∫
t0

(∑
j∈J

Φj(t, x)∑
j∈J

xj

−

∑
i∈I

Φi(t, x)∑
i∈I

xi

)
dt

)
= 0.

1Â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñèñòåì ñ íàñëåäîâàíèåì ýòè òåîðåìû äëÿ íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü
òðàåêòîðèé áûëè äîêàçàíû À.Í. Ãîðáàíåì [14].
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Òàê êàê îòíîøåíèå∑
i∈I

x0
i /
∑
j∈J

x0
j íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (4.4).
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.4), òî ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåí-

ñòâå (4.5), ïîëó÷èì

lim
t→∞

∑
i∈I

xi(t)∑
j∈J

xj(t)
= 0.

Òàê êàê âåëè÷èíà ∑
j∈J

xj(t) îãðàíè÷åíà: 0 <
∑
j∈J

xj(t) ≤ 1, òî

lim
t→∞

∑
i∈I

xi(t) = lim
t→∞

∑
j∈J

xj(t)

∑
i∈I

xi(t)∑
j∈J

xj(t)
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü ñèñòåìà (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòî-
ðîãî, íå îáðàùàþòñÿ â íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4)
èìåë ìåñòî ïðîöåññ íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ x0, à èìåííî lim

t→∞
xi(t) = 0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëî

ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
+∞∫
t0

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = +∞. (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.5 ïðè t > t0 îòíîøåíèå ôóíêöèé xi

xj

ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèÿì

d

d t

(xi

xj

)
=
xi

xj

(
Φi(t, x)

xi

− Φj(t, x)

xj

)
.

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî xi

xj

, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

xi

xj

(t) =
x0

i

x0
j

exp

(
−

t∫
t0

(Φj(t, x)

xj

− Φi(t, x)

xi

)
dt

)
. (4.7)

Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.6), òî ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (4.7), ïîëó÷èì

lim
t→∞

xi

xj

(t) = 0.

Òàê êàê âåëè÷èíà xj(t) îãðàíè÷åíà, 0 < xj(t) ≤ 1, òî

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

xj(t)
xi(t)

xj(t)
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ξ(t) äëÿ t0 ≤ t < ∞. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

〈ξ〉 = lim
T→+∞

1

T − t0

T∫
t0

ξ(t) dt,

òî îí íàçûâàåòñÿ âðåìåííûì ñðåäíèì îò ôóíêöèè ξ.

Òåîðåìà 4.2.3. Ïóñòü ñèñòåìà (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî, íå îáðàùàþò-
ñÿ â íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî ïðîöåññ
íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, à èìåííî
lim
t→∞

xi(t) = 0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî〈
Φj

xj

〉
>

〈
Φi

xi

〉
. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

q =

〈
Φj

xj

〉
−
〈

Φi

xi

〉
.

Ïî óñëîâèþ q > 0, òîãäà

lim
T→+∞

1

T − t0

T∫
t0

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = q;

lim
T→+∞

T∫
t0

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = lim

T→+∞
q(T − t0) = +∞,

òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.6), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïðîöåññà íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 4.2.4. Ïóñòü ñèñòåìà (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî, íå îáðàùàþòñÿ
â íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî ïðîöåññ
íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, à èìåí-
íî lim

t→∞
xi(t) = 0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ïðåäåë

q = lim
t→+∞

(
Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
ñóùåñòâîâàë è ÿâëÿëñÿ ñòðîãî áîëüøèì íóëÿ ëèáî ðàâíûì +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè q > 0, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t∗ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)
> A, (4.9)
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ãäå A � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 0 < A < q. Òîãäà ïðè T > t∗ èìååò ìåñòî
îöåíêà

T∫
t∗

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt > A(T − t∗).

Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (4.6), ÷òî ïî òåîðåìå 4.2.2 âëå÷åò âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0.

Â ñëó÷àå q = +∞ íåðàâåíñòâî (4.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t∗, ÷òî îïÿòü ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì x0.
Ñëåäñòâèå 4.2.5. Ïóñòü ñèñòåìà (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî, íå îáðàùàþòñÿ
â íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî ïðîöåññ
íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, à èìåí-
íî lim

t→∞
xi(t) = 0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëî âåðíî íåðàâåíñòâî

lim
t→+∞

Φj(t, x(t))

xj(t)
> lim

t→+∞

Φi(t, x(t))

xi(t)
.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ î÷åâèäíà. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò âðåìåí-
íûå ñðåäíèå

〈
Φj

xj

〉
è
〈

Φi

xi

〉
, ðàâíûå ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëàì〈

Φj

xj

〉
= lim

t→+∞

Φj(t, x(t))

xj(t)
,

〈
Φi

xi

〉
= lim

t→+∞

Φi(t, x(t))

xi(t)
.

Âîîáùå, åñëè íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ξ(t) èìååò ïðåäåë, òî åå âðåìåííîå ñðåäíåå
ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïðåäåëîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, èìååì

〈ξ〉 = lim
T→+∞

T∫
t0

ξ(t) dt

T − t0
= lim

T→+∞
ξ(T ),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 4.2.1. Ïóñòü äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.4) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (4.2) èëè (4.2). Åñëè òðåáîâàíèÿ òåîðåì 4.2.1 � 4.2.4 è ñëåäñòâèÿ 4.2.5 âûïîëíÿþòñÿ
âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.4) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 ∈ S, â êîòî-
ðûõ x0

j 6= 0, òî ñèñòåìà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåñòðîãîãî îòáîðà.
Åñëè óñëîâèÿ òåîðåì 4.2.1 � 4.2.4 è ñëåäñòâèÿ 4.2.5 âûïîëíÿþòñÿ âäîëü ôàçîâûõ òðà-

åêòîðèé ñèñòåìû (3.4) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 (x0
j 6= 0) èç íåêîòîðîãî ïîä-

ìíîæåñòâà ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ íåñòðîãîãî
îòáîðà.
Ëåììà 4.2.6. Ïóñòü ñèñòåìà (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = x0 ∈ S èìååò ðåøåíèå x(t), i-ÿ è j-ÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî, íå îáðàùàþòñÿ â
íîëü: xi(t)xj(t) 6= 0 ∀ t > t0. Åñëè âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Φj(t, x(t))

xj(t)
>

Φi(t, x(t))

xi(t)
, (4.10)
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òî îòíîøåíèå
xi

xj

(t) ìîíîòîííî óáûâàåò âäîëü ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.5 ïðè t > t0 îòíîøåíèå ôóíêöèé xi

xj

ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ

d

d t

(xi

xj

)
=
xi

xj

(
Φi(t, x)

xi

− Φj(t, x)

xj

)
.

Â ñèëó òðåáîâàíèé ëåììû d

d t

(xi

xj

)
< 0, ñëåäîâàòåëüíî, xi/xj(t) ìîíîòîííî óáûâàåò âäîëü

òðàåêòîðèè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 4.2.2. Åñëè â ñèñòåìå (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i
è j âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.10), òî ýòî íå ãàðàí-
òèðóåò, ÷òî lim

t→∞
xi(t) = 0, ò.å. âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ìîæåò íå áûòü ïðîöåññà íåñòðîãîãî

îòáîðà.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì äàííîå çàìå÷àíèå íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ1 = x1 lnx2 − x1(x1 lnx2 + x2 lnx1 + x3 lnx3),
ẋ2 = x2 lnx1 − x2(x1 lnx2 + x2 lnx1 + x3 lnx3),
ẋ3 = x3 lnx3 − x3(x1 lnx2 + x2 lnx1 + x3 lnx3).

(4.11)

Çäåñü Φ1

x1

= ln x2, Φ2

x2

= ln x1, Φ1

x1

− Φ2

x2

= ln
x2

x1

. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò x0
2 > x0

1. Íàéäåì
ïðåäåë îòíîøåíèÿ x2

x1

(t) ïðè t→∞.
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.5,

d

dt

(
x2

x1

)
=
x2

x1

ln
x1

x2

.

Îáîçíà÷èì z = x2/x1, òîãäà ż = −z ln z, ln z = ln z0e
t0−t. Òàê êàê ln z0 = ln(x0

2/x
0
1) > 0, òî

lim
t→∞

ln z = +0, òîãäà lim
t→∞

z = lim
t→∞

x2

x1

(t) = 1 + 0. Îòñþäà íå âûòåêàåò, ÷òî lim
t→∞

x2(t) = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü ðàññìàòðèâàåìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ìîæåò íå íàáëþäàòüñÿ ïðî-
öåññ íåñòðîãîãî îòáîðà. Ïðè ýòîì âäîëü ðàññìàòðèâàåìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî Φ1

x1

− Φ2

x2

= ln
x2

x1

> 0, îáåñïå÷èâàþùåå ñîãëàñíî ëåììå 4.2.6 ìîíîòîííîå
óáûâàíèå îòíîøåíèÿ x2

x1

(t).



Ãëàâà 4. Êðèòåðèè îòáîðà 87

4.3. Ïðîöåññû ñòðîãîãî îòáîðà
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâèé ñòðîãîãî îòáîðà. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé îòáîðà2.
Òåîðåìà 4.3.1 (Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé ñòðîãîãî îòáîðà). Ïóñòü íè îäíà èç êîìïîíåíò
ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x(t0) = x0 ∈ S, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü: xi(t) 6= 0 ∀ t > t0, i = 1, n. Äëÿ òîãî ÷òîáû
â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëè
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞∫
t0

(Φ1(t, x(t))

x1(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = +∞, i = 2, n. (4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 4.2.2, äëÿ îòíîøå-
íèé xi

x1

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

xi

x1

(t) =
x0

i

x0
1

exp

(
−

t∫
t0

(Φ1

x1

− Φi

xi

)
dt

)
, i = 2, n. (4.13)

Åñëè â ñèñòåìå (3.4) èìååò ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå-
÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0, òî âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ñèìïëåêñà
ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

xi(t) = 0, i = 2, n.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (4.13), ïîëó÷èì

lim
t→∞

x0
i

x0
1

exp

(
−

t∫
t0

(Φ1(t, x)

x1

− Φi(t, x)

xi

)
dt

)
= 0, i = 2, n.

Òàê êàê îòíîøåíèå x0
i

x0
1

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðà-
âåíñòâ (4.12).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (4.12) ïî òåîðåìå 4.2.2 â ñèñòåìå (3.4) èìå-
åò ìåñòî ïðîöåññ íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì x0, ïðè ýòîì, lim

t→∞
xi(t) = 0 äëÿ âñåõ i îò 2 äî n, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè ïðîöåññà

ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0.
Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.4) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0 ∈ S, íå ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèé 0 è 1: x1(t) 6= 0, x1(t) 6= 1 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî

2Ýòîò êðèòåðèé áûë ïîëó÷åí â [38] è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì äèíàìèêè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
â [32].
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ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞∫
t0

(Φ1(t, x(t))

x1(t)
−

n∑
j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)

)
dt = +∞, i = 2, n. (4.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.4 ïðè t > t0 îòíîøåíèå ôóíêöèé∑
i∈I

xi/
∑
j∈J

xj ïðè I = 2, 3, . . . , n, J = 1 óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

d t

(1− x1

x1

)
=

1− x1

x1

( n∑
j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)
− Φ1(t, x)

x1

)
.

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 1− x1

x1

, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì:

1− x1

x1

=
1− x0

1

x0
1

exp

(
−

t∫
t0

(
n∑

j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)
− Φ1(t, x)

x1

)
dt

)
. (4.15)

Åñëè â ñèñòåìå (3.4) èìååò ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå-
÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0, òî âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ñèìïëåêñà
ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

(1− x1(t)) = lim
t→∞

n∑
i=2

xi(t) = 0.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (4.15), ïîëó÷èì

lim
t→∞

1− x0
1

x0
1

exp

(
−

t∫
t0

(Φ1(t, x)

x1

−

n∑
j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)

)
dt

)
= 0, i = 2, n.

Òàê êàê îòíîøåíèå 1− x0
1

x0
1

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâ (4.12).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (4.14) ïî òåîðåìå 4.2.1 â ñèñòåìå (3.4) èìå-
åò ìåñòî ïðîöåññ íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì x0, ïðè ýòîì, lim

t→∞
(1 − x1(t)) = lim

t→∞

n∑
i=2

xi(t) = 0, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè ïðîöåññà
ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0.
Òåîðåìà 4.3.3. Ïóñòü íè îäíà èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.4) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0 ∈ S, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü:
xi(t) 6= 0 ∀ t > t0, i = 1, n. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî
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îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:〈

Φ1

x1

〉
>

〈
Φi

xi

〉
, i = 2, n. (4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâ (4.16), êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 4.2.3, âûòåêà-
åò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (4.12), à èç íèõ ïî òåîðåìå 4.3.1 ñëåäóåò, ÷òî â ñèñòåìå (3.4)
èìååò ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì x0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 4.3.4. Ïóñòü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.4) íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0 ∈ S, íå ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèé 0 è 1: x1(t) 6= 0, x1(t) 6= 1 ∀ t > t0. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå (3.4) èìåë ìåñòî
ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè x(t), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè áûëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

〈
Φ1

x1

〉
>

〈 n∑
j=2

Φi

1− x1

〉
, i = 2, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

q =

〈
Φ1

x1

〉
−

〈 n∑
j=2

Φi

1− x1

〉
.

Ïî óñëîâèþ q > 0, òîãäà

lim
T→+∞

1

T − t0

T∫
t0

(Φ1(t, x(t))

x1(t)
−

n∑
j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)

)
dt = q;

lim
T→+∞

T∫
t0

(Φ1(t, x(t))

x1(t)
−

n∑
j=2

Φi(t, x(t))

1− x1(t)

)
dt = lim

T→+∞
q(T − t0) = +∞,

òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.14), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðîöåññà íåñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 4.3.1. Ïóñòü äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.4) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (4.2) èëè (4.2). Åñëè òðåáîâàíèÿ òåîðåì 4.3.1, 4.3.3 âûïîëíÿþòñÿ âäîëü ôàçîâûõ òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû (3.4) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 ∈ S, â êîòîðûõ x0

1 6= 0, òî
ñèñòåìà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà.

Åñëè óñëîâèÿ òåîðåì 4.3.1, 4.3.3 âûïîëíÿþòñÿ âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.4)
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0, â êîòîðûõ x0

1 6= 0, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñòðîãîãî îòáîðà.
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Ïðèìåð 4.3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.4) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå â ñëó÷àå, êîãäà n = 2,
Φi = aixi, ãäå êîýôôèöèåíòû a1, a2 � ôóíêöèè âðåìåíè: a1 = arctg t2, a2 = sin t2 + 1.
Ïðîâåðèì äëÿ íåå âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 4.3.3:

〈
Φ1

x1

〉
= 〈a1(t)〉 =

〈
arctg t2

〉
= lim

T→+∞

1

T − t0

T∫
t0

arctg t2 dt.

Ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî〈
Φ1

x1

〉
= lim

T→+∞
arctg T 2 =

π

2
.

Àíàëîãè÷íî 〈
Φ2

x2

〉
= 〈a2(t)〉 =

〈
sin t2 + 1

〉
= lim

T→+∞

1

T − t0

T∫
t0

(sin t2 + 1)dt,

èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ôðåíåëÿ3 [102], íàéäåì
〈

Φ2

x2

〉
= lim

T→+∞

1

T − t0

( T∫
0

sin t2dt−
t0∫

0

sin t2 dt+ T − t0

)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
〈

Φ1

x1

〉
>

〈
Φ2

x2

〉
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç ñòàíäàðòíîãî ñèì-

ïëåêñà, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êàê íåñòðîãîãî, òàê è ñòðî-
ãîãî îòáîðà.
Ïðèìåð 4.3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x
2
3),

ẋ2 = x2x3 + x3 − x2(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x
2
3),

ẋ3 = x1x
2
3 − x3(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x

2
3),

ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé ìîäåëè Âîëüòåððà-Ëîòêè (2.19). Çäåñü
Φ1 = x1x2, Φ2 = x2x3+x3, Φ3 = x1x

2
3,

Φ1

x1

= x2, Φ2

x2

= x3+
x3

x2

, Φ3

x3

= x1x3. Òàê êàê 0 < x1 < 1

è x3

x2

> 0, òî x1x3 < x3 è Φ3

x3

− Φ2

x2

= x1x3 − x3 −
x3

x2

< 0. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.6 îòíîøå-
íèå x3

x2

(t) ìîíîòîííî óáûâàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë α = lim
t→∞

x3

x2

(t),

α > 0. Åñëè α > 0, òî

Φ3

x3

− Φ2

x2

< −α,
+∞∫
t0

(Φ3

x3

− Φ2

x2

)
dt = −∞.

3
+∞∫
0

sin t2 dt =
1
2

√
π

2
.
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Èç òåîðåìû 3.3.5 ñëåäóåò, ÷òî

x3

x2

(t) =
x0

3

x0
2

exp

( t∫
t0

(Φ3

x3

− Φ2

x2

)
dt

)
,

òîãäà ïðè x0
2 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→∞

x3

x2

(t) = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α ìîæåò èìåòü òîëüêî íóëåâîå çíà÷åíèå è
lim
t→∞

x3(t) = 0.

Òàê êàê îòíîøåíèå x3

x2

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x2 > x3 +

x3

x2

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè îòíî-
øåíèå x1

x2

áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàòü. Åñëè ïðè ýòîì îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
åãî ïðåäåë áóäåò ðàâåí íåêîòîðîé êîíñòàíòå γ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim

t→∞
x2 =

1

1 + γ
> 0,

lim
t→∞

x3 =
γ

1 + γ
> 0 è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β òàêîå, ÷òî x2 > x3+

x3

x2

+β íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t∗. Òîãäà ïðè t > t∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Φ1

x1

− Φ2

x2

> β.

Ñëåäîâàòåëüíî,
+∞∫
t0

(Φ1

x1

− Φ2

x2

)
dt = +∞, è â ñèëó òåîðåìû 4.2.2 ïðè x0

1 6= 0 èìååò ìåñòî

ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî lim
t→∞

x2(t) = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî îòíîøåíèå x1

x2

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî lim

t→∞
x2 = 0, lim

t→∞
x1 = 1.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè x0
2 6= 0. Íî ïîñêîëüêó F2(x1, 0, x3) = x3 >

0, òî ïðè x0
2 = 0 äëÿ ëþáîãî ∆t > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x2(t0 + ∆t) > 0. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè x0
2 = 0 ìîæíî ïðîâåñòè âñå âûøåèçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ t > t0 + ∆t è

ïðèéòè ê òîìó æå ðåçóëüòàòó.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
ïðèìåðà 3.3.2
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Èòàê, lim
t→∞

x2(t) = lim
t→∞

x3(t) = 0, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç ñòàíäàðòíîãî ñèì-
ïëåêñà, åñëè x0

1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
t→∞

x1(t) = 1 è äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
ñòðîãîãî îòáîðà.

4.4. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû îòáîðà
Â ñëó÷àå êîãäà ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, ìîæíî ïîëó-

÷èòü äîïîëíèòåëüíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî îòáîðà.
Òåîðåìà 4.4.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå

ẋ1 = F1(x1, x2),
ẋ2 = F2(x1, x2).

(4.17)
Çäåñü F1(x1, x2) + F2(x1, x2) = 0, F1(0, x2) > 0, F2(x1, 0) > 04. Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåë ìå-
ñòî ïðîöåññ îòáîðà (ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî) âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ x(t0) = x0 ∈ S, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ïðè
0 < x1 < 1 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

F1(x1, 1− x1) > 0. (4.18)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ñòàíäàðòíîì

ñèìïëåêñå, ïåðåìåííûå x1 è x2 ñâÿçàíû óñëîâèåì x2 = 1 − x1. Ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèÿ

ẋ1 = F1(x1, 1− x1) = G(x1). (4.19)
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè G ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî G(1) > 0. Åñëè G(1) > 0,

òî F2(1, 0) < 0, ïîýòîìó ôóíêöèÿ F2 íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîé, è ñèñòåìà (4.17) íå
ìîæåò áûòü ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Ñëåäîâàòåëüíî, G(1) = 0 è òî÷êà (1, 0)
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.17).

Èç óñëîâèÿ (4.18) âûòåêàåò ñòðîãî ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ôóíêöèè x1(t), êðîìå òîãî,
x1 îãðàíè÷åíà: x1 ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

t→+∞
x1 = α ≤ 1.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 ñòðîãî áîëüøå
íóëÿ: x1(t0) = x0

1 > 0, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî α = 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: α < 1.
Ðàññìîòðèì îòðåçîê [x0

1, α]. Òàê êàê ôóíêöèÿ G(x1) íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå, òî ïî òåî-
ðåìå Âåéåðøòðàññà îíà äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè â íåêîòîðîé òî÷êå îòðåçêà
[x0

1, α]. Ïóñòü inf
[x0

1, α]
G(x1) = β > 0. Ïðîèíòåãðèðóåì (4.19) è îöåíèì ðåçóëüòàò:

x1(t) =

t∫
t0

G(x1(τ)) dτ + x0
1 > β(t− t0) + x0

1 −−−−→
t→+∞

+∞,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, α íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
åäèíèöû.

4Ñìîòðè çàìå÷àíèå 3.1.1 íà ñ. 50.
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Íåîáõîäèìîñòü. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå (4.17) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïî óñëîâèþ
òåîðåìû èìååò ìåñòî ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ x0 ∈ S, â êîòîðîì x0

1 > 0, ò.å. âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.1).
Äîêàæåì, ÷òî âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.18). Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: â íåêîòîðîé òî÷êå íà ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè ïåðåìåííàÿ x1 ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå ζ ∈ (0, 1), è â ýòîé òî÷êå íåðàâåíñòâî (4.18) íå âûïîëíÿåòñÿ: G(ζ) = F1(ζ, 1− ζ) ≤ 0.
Åñëè ïðè ýòîì G(x1) ≤ 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé x1 âäîëü òðàåêòîðèè, òî ïåðåìåí-
íàÿ x1 ìîíîòîííî óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèè è óñëîâèå (4.1) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà íà òðàåêòîðèè, â êîòîðîé x1 = µ ∈ (0, 1) è
G(µ) > 0. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé G(x1), x1(t) íà èíòåðâàëå (ζ, µ) èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííîé x1 ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà ν, äëÿ êîòîðîé G(ν) = 0. Óðàâíåíèå (4.19) ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè x1(0) = ν áóäåò èìåòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x1(t) ≡ ν, x2(t) ≡ 1 − ν,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (4.1). Çíà÷èò ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î íåâûïîëíåíèè íåðà-
âåíñòâà (4.18) íåâåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4.4.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû â àâòîíîìíîé ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé, çàäàííîé íà ñòàí-
äàðòíîì ñèìïëåêñå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ïåðåõîäà Φ1(x1, x2), Φ2(x1, x2), èìåë ìåñòî ïðî-
öåññ îòáîðà (ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî) âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ x(t0) = x0 ∈ S, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè, çà èñêëþ-
÷åíèåì òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x1 = 0, x1 = 1, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

Φ1(x)

x1

>
Φ2(x)

x2

. (4.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü â ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, çàäàííîé
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ïåðåõîäà Φ1(x1, x2), Φ2(x1, x2), èìååò ìåñòî ïðîöåññ îòáîðà âäîëü
òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0. Òîãäà èç òåîðåìû 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî
âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ïðè 0 < x1 < 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F1(x1, x2) ≡ Φ1(x)− x1(Φ1(x) + Φ2(x)) > 0.

Îòñþäà
(1− x1)Φ1(x)− x1Φ2(x) > 0.

Òàê êàê x1 + x2 = 1, òî ïîëó÷èì
x2Φ1(x) > x1Φ2(x).

Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x1 6= 0, x2 6= 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.20).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèé ïåðåõîäà Φ1(x1, x2), Φ2(x1, x2), âäîëü íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ x0 ∈ S, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.20). Òîãäà ïðè ëþáîì x1, ïðèíàäëåæàùåì
èíòåðâàëó (0, 1), âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

x2Φ1(x) > x1Φ2(x),

(1− x1)Φ1(x)− x1Φ2(x) > 0,

Φ1(x)− x1(Φ1(x) + Φ2(x)) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4.1, è â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååò
ìåñòî ïðîöåññ îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.4.1. Ïóñòü äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.4.1) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (2.6) èëè (2.3). Åñëè òðåáîâàíèÿ òåîðåì 4.4.1, 4.4.2 âûïîëíÿþòñÿ âäîëü ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèé ñèñòåìû äâóõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïðè ëþáûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ x0 ∈ S, â êîòîðûõ x0

1 6= 0, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
îòáîðà (ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî).

Åñëè óñëîâèÿ òåîðåì 4.4.1, 4.4.2 âûïîëíÿþòñÿ âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû äâóõ
àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0, â
êîòîðûõ x0

1 6= 0, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, òî
ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îòáîðà (ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî).
Òåîðåìà 4.4.3. Åñëè â ñèñòåìå

ẋi = Fi(x), i = 1, n, (4.21)
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå äëÿ âñåõ òî÷åê ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé x1, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ 0 < α ≤ x1 < 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F1(x) > 0, (4.22)
òî x1 > α � îáëàñòü ñòðîãîãî îòáîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Òàê êàê ôóíêöèÿ F1 íåïðåðûâíà, òî F1(1, 0, . . . , 0) > 0. Åñ-
ëè F1(1, 0, . . . , 0) > 0, òî èç êðèòåðèÿ ñîõðàíåíèÿ ñóììû ôàçîâûõ êîîðäèíàò5 ñëåäóåò,
÷òî

n∑
j=2

Fj(1, 0, . . . , 0) < 0,

ïîýòîìó õîòÿ áû äëÿ îäíîé ôóíêöèè Fj, j = 2, n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Fj(1, 0, . . . , 0) < 0,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.2) êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Fj. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñèñòåìà (4.21) íå ìîæåò áûòü ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå6. Ñëåäîâàòåëü-
íî, F1(1, 0, . . . , 0) = 0 è

n∑
j=2

Fj(1, 0, . . . , 0) = 0. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè
èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî Fj(1, 0, . . . , 0) = 0, j = 2, n. Òàêèì îáðàçîì, òî÷-
êà (1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.21).

Òàê êàê äëÿ âñåõ òî÷åê ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ α ≤ x1 < 1,
âûïîëíåíî óñëîâèå (4.22), òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.21) âûòåêàåò ñòðîãî ìîíî-
òîííîå âîçðàñòàíèå ôóíêöèè x1(t) âäîëü òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0

èç îáëàñòè x1 > α, êðîìå òîãî, íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çíà÷åíèÿ x1 îãðàíè÷åíû ñâåðõó
åäèíèöåé, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→∞

x1(t) = l 6 1. (4.23)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l < 1. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà S � êîìïàêòíîå7 ìíîæåñòâî
K = {x = (x1, . . . , xn) : α 6 x1 6 l, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 2, n}.5Ñìîòðè òåîðåìó 3.1.1.6Ñìîòðè çàìå÷àíèå 3.1.1 íà ñ. 50.7Çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì.
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Ôóíêöèÿ F1(x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà íà K, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò inf
K
F1(x) =

β > 0. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.21) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, t],
t > t0, ïîëó÷èì

x1(t) = x0
1 +

t∫
t0

F1(x) dτ > x0
1 + β(t− t0).

Óñòðåìèâ çäåñü t ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì lim
t→∞

x1(t) = +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.23).
Çíà÷èò, l = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè 3.3.1 àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (4.21) íà ñòàí-
äàðòíîì ñèìïëåêñå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ẋi = Φi(x)− xi

n∑
j=1

Φj(x), i = 1, n, (4.24)

ãäå Φi(x) � êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ôóíêöèè. Ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.4.4. Åñëè â ñèñòåìå (4.24) äëÿ âñåõ òî÷åê ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ñ ïåðâîé
êîîðäèíàòîé x1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 0 < α ≤ x1 < 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Φ1(x)

x1

>

n∑
j=2

Φj(x)

n∑
j=2

xj

, (4.25)

òî x1 > α � îáëàñòü ñòðîãîãî îòáîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå
n∑

j=2

xj = 1−x1, òî èç (4.25) ñëåäóåò,
÷òî íà ïîäìíîæåñòâå ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Φ1(x)(1− x1) > x1

n∑
j=2

Φj(x),

Φ1(x)− x1

n∑
j=1

Φj(x) > 0.

Â ñèëó òåîðåìû 4.4.3 ïîäìíîæåñòâî ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α � îáëàñòü ñòðîãîãî
îòáîðà äëÿ ñèñòåìà (4.24).
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Ýòà òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå äèíàìèêè óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì èç ïîäìíîæåñòâà ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëåííîñòè îáúåêòîâ ïåðâîãî âèäà â îäíîðîäíîé ñèñòåìå
âîñïðîèçâîäñòâà áîëüøå ñðåäíåé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè
îáúåêòîâ âñåõ îñòàâøèõñÿ âèäîâ.
Òåîðåìà 4.4.5. Åñëè â ñèñòåìå (4.24) äëÿ âñåõ òî÷åê ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ñ ïåðâîé
êîîðäèíàòîé x1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 0 < α ≤ x1 < 1, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Φ1(x)

x1

>
Φi(x)

xi

, i = 2, n, (4.26)
êàê òîëüêî xi 6= 0, òî x1 > α � îáëàñòü ñòðîãîãî îòáîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì
α < β < 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A = {x = (x1, . . . , xn) : x ∈ S, α ≤ x1 ≤ β}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòíîøåíèÿ Φ1(x)/x1 íà ìíîæåñòâå A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
Φ1(x)

x1

≤ C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èç íåðàâåíñòâ (4.26) ïðè xi 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî
Φi(x)

xi

≤ C, i = 2, n. Òàê êàê Φi(x) =
Φi(x)

xi

xi, òî óñòðåìèâ xi ê íóëþ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà, èç îãðàíè÷åííîñòè îòíîøåíèÿ Φi(x)

xi

è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé Φi(x) çàêëþ-
÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i = 1, n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (4.2).

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x èç ïîäìíîæåñòâà ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α êîîðäèíà-
òû xj îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ èíäåêñîâ j ∈ E è ðàâíû íóëþ äëÿ èíäåêñîâ j ∈ E, E ∩E = ∅,
E ∪ E = {1, . . . , n}. Èç (4.26) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

xjΦ1(x) > x1Φj(x), j ∈ E,

à èç óñëîâèÿ (4.2) ñëåäóþò ðàâåíñòâà
xjΦ1(x) = x1Φj(x), j ∈ E.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà ïî èíäåêñàì j ∈ E ∪ E, ïîëó÷èì

Φ1(x)
n∑

j=1

xj − x1

n∑
j=1

Φj(x) > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîäìíîæåñòâå ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Φ1(x)− x1

n∑
j=1

Φj(x) > 0,

êîòîðîå â ñèëó òåîðåìû 4.4.3 ãîâîðèò î òîì, ÷òî x1 > α � îáëàñòü ñòðîãîãî îòáîðà äëÿ
ñèñòåìû (4.24).

Ýòà òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå äèíàìèêè óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ ïðîöåññ ñòðîãîãî îòáîðà âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì èç ïîäìíîæåñòâà ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà x1 > α, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëåííîñòè îáúåêòîâ ïåðâîãî âèäà â îäíîðîäíîé ñèñòå-
ìå âîñïðîèçâîäñòâà áîëüøå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà ÷èñëåííîñòè îáúåêòîâ ëþáîãî
äðóãîãî âèäà.
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Çàìå÷àíèå 4.4.2. Åñëè íåðàâåíñòâà (4.22), (4.25) âûïîëíÿþòñÿ âñþäó íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x1 = 0 è x1 = 1, à óñëîâèÿ (4.26) ñïðà-
âåäëèâû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, êàê òîëüêî çíàìåíàòåëè íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî
ñèñòåìà (4.21) è ñîîòâåòñâóþùàÿ åé (4.24) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè ñòðîãîãî îòáîðà.
Ïðèìåð 4.4.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íàñëåäîâàíèåì (3.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.20).
Åñëè êîýôôèöèåíòû ai, i = 1, n, ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷¼ì a1 > max

i=2,n
ai,

òî èç òåîðåìû 4.4.5 è çàìå÷àíèÿ 4.4.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.9) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðî-
ãîãî îòáîðà è âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (4.1). Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, íåïî-
ñðåäñòâåííî èññëåäîâàâ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.9), (3.20), ïîëó÷åííîå â
ïðèìåðå 3.4.1 è èìåþùåå âèä (3.57).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Cji =
x0

j

x0
i

. Òàê êàê x0
i > 0 äëÿ âñåõ i = 1, n, òî Cji � ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû, òîãäà

lim
t→∞

x1(t) =
(
1 +

n∑
j=2

Cj1 lim
t→∞

e(aj − a1)(t− t0)
)−1

= 1,

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

(
1 + C1ie

(a1 − ai)(t− t0)+

+
n∑

j=2
j 6=i

Cjie
(aj − ai)(t− t0)

)−1

= 0

ïðè i = 2, n. Âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ, êðîìå ïåðâîé, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïðèìåðà 3.1.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áèîëîãè÷åñêèé âèä, èìåþùèé íàè-
áîëüøèé êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âûòåñíèò áèîëîãè÷åñêèå âèäû ñ
ìåíüøèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìíîæåíèÿ, èõ îòíîñèòåëüíàÿ ÷èñëåííîñòü áóäåò ñòðåìèòü-
ñÿ ê íóëþ.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2.30)
ïðè n = 3, a1 > a2 > a3 > 0

Åñëè æå â ñèñòåìå (3.9) êîýôôèöèåíòû ai óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 =

a2 > a3 > · · · > an, òî óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4.5 íå âûïîëíÿþòñÿ, ò.ê. Φ1(x)

x1

=
Φ2(x)

x2

, íî
ïðèìåíèâ òåîðåìó 4.2.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåñòðîãîãî îòáîðà.
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Ïðîàíàëèçèðîâàâ â ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (3.57),
ïîëó÷èì lim

t→∞
x1(t) =

x0
1

x0
1 + x0

2

, lim
t→∞

x2(t) =
x0

2

x0
1 + x0

2

, lim
t→∞

xi(t) = 0, i = 3, n.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äâà áèîëîãè÷åñêèõ âèäà, îáëàäàþùèõ íàèáîëüøèìè êîýôôèöèåí-
òàìè ðàçìíîæåíèÿ, âûòåñíÿþò èç îáùåé îáëàñòè îñòàëüíûå âèäû. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷èñëåí-
íîñòü âûæèâàþùèõ âèäîâ çàâèñèò òîëüêî îò èõ íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè.

Åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó (3.33) ïðè b1 > max
i=2,n

bi, òî ñäåëàâ ñòåïåííóþ çàìåíó zi =
√
xi,

ïåðåéäåì ê ñèñòåìå (3.9) ñ êîýôôèöèåíòàìè ai = 2bi. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì x1 → 1 ïðè t→
+∞, òî è z1 → 1 ïðè t→ +∞.

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåì îá îòáîðå ìîæíî èññëåäîâàòü äè-
íàìèêó íå òîëüêî ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, íî è ñèñòåì äðóãèõ êëàññîâ.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (3.33)
ïðè n = 3, b1 > b2 > b3 > 0

Ðàññìîòðèì ìîäåëü (3.29) ïðèìåðà 3.2.5. Âûäåëåííàÿ ïîäñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå ñíîâà èññëåäóåòñÿ òàê æå, êàê ñèñòåìà (3.9). Åñëè a1 > max

i=2,n
ai, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óäåëüíûé âåñ âñåõ âèäîâ æåðòâ, êðîìå
ïåðâîãî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

×òî êàñàåòñÿ ñèñòåìû (3.29), òî ó íåå êðîìå òðèâèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò åñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êàõ

(s
b
, 0, . . . , 0,

a1

k

)
,
(
0,
s

b
, 0, . . . , 0,

a2

k

)
, . . . ,(

0, . . . , 0,
s

b
,
an

k

)
. Â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè

z1 = z2 = · · · = zi−1 = zi+1 = · · · = zn = 0, zi > 0

íàõîäÿòñÿ äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: (0, 0) è zi =
s

b
, y =

ai

k
. Àíàëèç ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ â ïîëóïëîñêîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, àíàëèç âòîðîãî � ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì [109].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñå zi, êðîìå ïåðâîãî, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, çàêëþ÷àåì,
÷òî âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäõîäÿò ê ïëîñêîñòè

z2 = · · · = zi−1 = zi+1 = · · · = zn = 0, zi > 0.
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Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû (2.51) ïðè n = 2

Â ïðèìåðå 3.1.3 óðàâíåíèå (3.12) ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà Φi =
xi

di

( n∑
j=1

xj

dj

)−1

. Òîãäà Φi

xi

=
1

di

( n∑
j=1

xj

dj

)−1

. Åñëè d1 < min
j=2,n

dj, òî ïî òåîðåìå 4.4.5 äàííàÿ
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå êîíêóðåíöèè
îñòàåòñÿ òîëüêî òî ïðåäïðèÿòèå, íà êîòîðîì ìåíüøå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû
ïðîäóêöèè íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ êàïèòàëîâ.
Òåîðåìà 4.4.6. Ïóñòü â ñèñòåìå (4.24) îäíîðîäíûå ôóíêöèè Φi èìåþò âèä

Φi(x) = ϕi(xi)A(x), i = 1, n,

ãäå ôóíêöèÿ A(x) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, ôóíêöèè ϕi(xi) > 0 íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ
xj, i 6= j, è ϕi(xi) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òîãî ÷òîáû
ñèñòåìà (4.24) áûëà ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàê
òîëüêî 0 < x1 < 1, 0 < xi < 1 âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà:

ϕ1(x1)

x1

>
ϕi(xi)

xi

, i = 2, n. (4.27)
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (4.24) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îò-

áîðà. Ðàññìîòðèì åå ïîâåäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ëèøü äâå êîìïîíåíòû íà÷àëüíûõ óñëîâèé
îòëè÷íû îò íóëÿ: x0

1 = x̄0
1 6= 0, x0

i = x̄0
i 6= 0, i 6= 1. Îáîçíà÷èì x̄(t) = (x̄1(t), . . . , x̄n(t)) ðåøå-

íèå ñèñòåìû ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (4.2), òî â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè áóäóò ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

x̄j = 0, j 6= 1, j 6= i, x̄1 + x̄i = 1, 0 < x̄1 < 1, 0 < x̄i < 1.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ïåðåìåííûõ x1 è xi â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ äèíàìèêîé äâóõ
ïåðåìåííûõ x̄1 è x̄i, x̄1 + x̄i = 1:

˙̄x1 =ϕ1(x̄1)A(x̄1, x̄i)−x̄1

(
ϕ1(x̄1)A(x̄1, x̄i) + ϕi(x̄i)A(x̄1, x̄i)

)
,

˙̄xi =ϕi(x̄i)A(x̄1, x̄i)−x̄i

(
ϕ1(x̄1)A(x̄1, x̄i) + ϕi(x̄i)A(x̄1, x̄i)

)
,
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ãäå A(x̄1, x̄i) = A(x̄1, 0, . . . , 0, x̄i, 0, . . . , 0). Ïîñêîëüêó äëÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû âûïîëíåíî
óñëîâèå ñòðîãîãî îòáîðà, òî ïî òåîðåìå 4.4.2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ϕ1(x̄1)A(x̄1, x̄i)

x̄1

>
ϕi(x̄i)A(x̄1, x̄i)

x̄i

, i = 2, n. (4.28)

Òàê êàê ôóíêöèè Φi(x̄) îäíîðîäíû, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî α è i = 2, n ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Φ1(αx̄) =
ϕ1(αx̄1)A(αx̄1, αx̄i)

αx̄1

>
ϕi(αx̄i)A(αx̄1, αx̄i)

αx̄i

= Φi(αx̄),

ϕ1(αx̄1)

αx̄1

>
ϕi(αx̄i)

αx̄i

, i = 2, n.

Îòñþäà ϕ1(x1)

x1

>
ϕi(xi)

xi

äëÿ ëþáûõ 0 < x1 < 1, 0 < xi < 1, i = 2, n.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè âûïîëíåíèè (4.27) âñþäó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, ãäå 0 <
x1 < 1, 0 < xi < 1, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ϕ1(x1)A(x)

x1

>
ϕi(xi)A(x)

xi

, i = 2, n,

òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.4.5 è çàìå÷àíèÿ 4.4.2 ñèñòåìà (4.24) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî
îòáîðà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4.4.7. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñèñòåìå

ẋi = Fi(x1, . . . , xn−2), i = 1, n− 2,
ẋn−1 = G(x1, . . . , xn−2, xn−1, xn),

ẋn = −
n−2∑
i=1

Fi(x1, . . . , xn−2)−G(x1, . . . , xn),
(4.29)

çàäàííîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ñòðîãîãî îòáîðà (4.1), äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà ÿâëÿëàñü ñèñòåìà

ẏi = Fi(y1, . . . , yn−2), i = 1, n− 2, (4.30)

ẏn−1 = −
n−2∑
i=1

Fi(y1, . . . , yn−2), (4.31)

çàäàííàÿ íà ñèìïëåêñå

yi > 0, i = 1, n− 1,
n−1∑
i=1

yi = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà (4.30), (4.31) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà, òî
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ yi(0), i = 1, n− 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

y1(0) > 0, yi(0) > 0, i = 2, n− 2,
n−2∑
i=1

yi(0) ≤ 1,
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äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.30) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå lim
t→+∞

y1(t) = 1. Íî óðàâ-
íåíèÿ (4.30) è ïåðâûå n − 2 óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.29) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ïðè ëþáûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(0) = (x1(0), . . . , xn−2(0)), óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì

x1(0) > 0, xi(0) > 0, i = 2, n− 2,
n−2∑
i=1

xi(0) ≤ 1, (4.32)

âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (4.1). Ïîñêîëüêó ëþáûå íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ (x0

1, . . . , x
0
n) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïðè x0

1 6= 0 óäîâëåòâîðÿþò (4.32), òî ñèñòå-
ìà (4.29) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 4.4.8. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x̄ = (x̄1, . . . , x̄n), ïðèíàäëåæàùàÿ ñòàíäàðòíî-
ìó ñèìïëåêñó S, ÿâëÿëàñü ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñèñòåìû (4.24), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé

Φ1(x)

x1

=
Φ2(x)

x2

= · · · = Φn(x)

xn

(4.33)

èìåëà ðåøåíèå x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) íà ñèìïëåêñå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè â ñèñòåìàõ òèïà (4.33) íåêîòîðûé çíàìåíà-
òåëü xi ðàâåí íóëþ, òî ýòî îçíà÷àåò íå äåëåíèå íà íîëü, à ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèÿ
Φi(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.24) èìååò íåêîòîðîå ñòàöèîíàðíîå ðåøå-
íèå x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) íà ñèìïëåêñå S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå x̄ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Φi(x̄)− x̄i

n∑
j=1

Φj(x̄) = 0, i = 1, n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà x̄ ðàâíû íóëþ äëÿ èíäåêñîâ i ∈ E è îòëè÷íû îò
íóëÿ äëÿ èíäåêñîâ i ∈ E, E ∩ E = ∅, E ∪ E = {1, . . . , n}, òîãäà óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè
ðåøåíèÿ x̄ ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Φi(x̄) = 0, i ∈ E,

Φi(x̄)

x̄i

=
n∑

j=1

Φj(x̄), i ∈ E.

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðàâàÿ ÷àñòü îäèíàêîâà äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i ∈ E. Èç âûøåñêàçàí-
íîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî âåêòîð x̄ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.33).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.33) èìååò íåêîòîðîå ðåøåíèå
x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S. Òàê êàê òî÷êà (0, . . . , 0) íå ïðèíàäëå-
æèò ñèìïëåêñó S, òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà x̄, ò.å. E 6= ∅. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü x̄k 6= 0. Èç (4.33) ñëåäóåò,
÷òî Φi(x̄) = 0, åñëè i ∈ E, è x̄kΦi(x̄) = x̄iΦk(x̄), åñëè i ∈ E. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé èíäåêñà i ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x̄kΦi(x̄) = x̄iΦk(x̄), i = 1, n.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ðàâåíñòâà ïî èíäåêñó i = 1, n, ïîëó÷èì

x̄k

n∑
i=1

Φi(x̄) = Φk(x̄)
n∑

i=1

x̄i.
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Òàê êàê
n∑

i=1

x̄i = 1 è x̄k 6= 0, òî Φk(x̄)

x̄k

=
n∑

i=1

Φi(x̄). Ïîñêîëüêó x̄ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòå-
ìå (4.33), òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Φj(x̄)

x̄j

=
n∑

i=1

Φi(x̄), j = 1, n,

çíà÷èò,
Φj(x̄)− x̄j

n∑
i=1

Φi(x̄) = 0, j = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x̄ = (x̄1, . . . , x̄n) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñèñòåìû (4.24), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 4.4.3. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.33) èìååò ðåøåíèå x̄ âíóòðè ñòàíäàðòíî-
ãî ñèìïëåêñà; z̄(t) � ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû âîñïðîèçâîäñòâà,
òîãäà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îòíîøåíèå z̄i/z̄j ïîñòîÿííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îäíîðîä-
íîé ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûé ïðèðîñò ÷èñëåííîñòåé. Â ýêîíîìèêå òàêîé
ðåæèì íàçûâàþò ñáàëàíñèðîâàííûì ðîñòîì [75].
Ñëåäñòâèå 4.4.9. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (4.24) áûëà ñèñòåìîé îòáîðà (ñòðîãîãî èëè
íåñòðîãîãî), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.33) íå èìåëà ðåøåíèé íà ñòàí-
äàðòíîì ñèìïëåêñå.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ î÷åâèäíà. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (4.33) èìååò ðå-
øåíèå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, òî ïðîöåññû îòáîðà â ñèñòåìå (4.24) ìîãóò íàáëþäàòüñÿ
âäîëü îòäåëüíûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ôàêò íà ñëåäóþùèõ ïðè-
ìåðàõ.
Ïðèìåð 4.4.2. Èññëåäóåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà (3.10) ïðèìåðà 3.1.2 ñèñòåìîé ñòðîãîãî èëè
íåñòðîãîãî îòáîðà. Ïóñòü ai � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ñèñòåìà (4.33) â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä

a1x1 = a2x2 = · · · = anxn = κ,

ãäå κ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå xi =
κ

ai

, ïîñòîÿííàÿ κ íà-

õîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (3.2):
n∑

i=1

xi = κ
n∑

i=1

1

ai

= 1, ñëåäîâàòåëüíî, κ = 1
/( n∑

i=1

1

ai

)
. Òàêèì

îáðàçîì, ìû íàøëè ðåøåíèå ñèñòåìû (3.10)

xi = 1/
(
1 +

n∑
j=1
j 6=i

ai

aj

)
,

êîòîðîå ëåæèò âíóòðè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.4.9 ñèñòåìà (3.10) íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà, íè ñòðîãîãî, íè

íåñòðîãîãî. Íî äëÿ äàííîé ñèñòåìû îòáîð áóäåò íàáëþäàòüñÿ âäîëü îòäåëüíûõ òðàåêòî-
ðèé. Åñëè, íàïðèìåð, a1x

0
1 > aix

0
i , i = 1, n, òî â ñèëó (4.13) îòíîøåíèå x1

xi

áóäåò âîçðàñòàòü
â îêðåñòíîñòè t0, à çíà÷èò, ðàçíîñòü a1x1 − aixi áóäåò ëèøü âîçðàñòàòü ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ òàêèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (4.26) è âäîëü íèõ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñòðîãèé îòáîð. Òàêèì
îáðàçîì, íåðàâåíñòâà a1x1 > aixi, i = 1, n, îïðåäåëÿþò îáëàñòü ñòðîãîãî îòáîðà äëÿ ñèñòå-
ìû (3.10).
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Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû (2.31) ïðè n = 2

Ïðèìåð 4.4.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2 + x2x3 + x3x4),
ẋ2 = x2x3 − x2(x1x2 + x2x3 + x3x4),
ẋ3 = x3x1 − x3(x1x2 + x2x3 + x3x4).

(4.34)

Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò äèíàìèêó ìîäåëè À.Êîëìîãîðîâà. Çäåñü Φ1 = x1x2, Φ2 = x2x3,

Φ3 = x3x1,
Φ1

x1

= x2, Φ2

x2

= x3, Φ3

x3

= x1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé x1 = x2 = x3. Íà
ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå x1 = x2 = x3 = 1/3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå 4.4.9 äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà (íè ñòðîãîãî, íè íåñòðîãîãî).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè x3 = 0 ñèñòåìà (4.34) ïðèîáðåòàåò âèä{

ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2),
ẋ2 = −x2(x1x2).

Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû ïðèìåðà 3.4.4

Çäåñü Φ1

x1

= x2, Φ2

x2

= 0, Φ1

x1

>
Φ2

x2

, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.4.2 äàííàÿ ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà, x1(t) → 1, x2(t) → 0 ïðè t → +∞, x0

1 6= 0, ò.å. ïåðâûé âèä
âûòåñíÿåò âòîðîé â îòñóòñòâèå òðåòüåãî. Àíàëîãè÷íî ïðè x1 = 0 ñèñòåìà (4.34) òàêæå
ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà, çäåñü x2(t) → 1, x3(t) → 0 ïðè t → +∞, x0

2 6= 0, ò.å. âòî-
ðîé âèä âûòåñíÿåò òðåòèé â îòñóòñòâèå ïåðâîãî. Ïðè x2 = 0 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ



Ãëàâà 4. Êðèòåðèè îòáîðà 104

x3(t) → 1, x1(t) → 0 ïðè t → +∞, x0
3 6= 0, ò.å. òðåòèé âèä âûòåñíÿåò ïåðâûé â îòñóòñòâèå

âòîðîãî. Ñèñòåìà (4.34) èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïî t, åå ôàçîâûå òðàåêòîðèè âíóòðè
ñèìïëåêñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå êîíöåíòðè÷åñêèå êðèâûå, îõâàòûâàþùèå öåíòð
ñèìïëåêñà

(1

3
,
1

3
,
1

3

)
. Çäåñü îòáîð îòñóòñòâóåò âäîëü ëþáîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ëåæàùåé

âíóòðè ñèìïëåêñà, íî íàáëþäàåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ñèìïëåêñà.

4.5. ×àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåì îòáîðà
Ðàññìîòðèì íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.6),

ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè â âèäå ðàâåí-
ñòâà (2.6).
Òåîðåìà 4.5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà ψ(x) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
íà îòðåçêå [0, 1], ψ(0) = 0, ôóíêöèÿ ϕ(α, x) ïðè x = 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ϕ(α, 0) = 0.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (3.6) ÿâëÿëàñü ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé íà÷àëüíûì óñëîâè-
ÿì (3.20) ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè, äëÿ j = 2, n áûëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞∫
t0

(ϕ(α1, x1(t))

ψ(x1(t))
− ϕ(αj, xj(t))

ψ(xj(t))

) n∑
m=1

ψ(xm(t)) dt = +∞. (4.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî |ψ(x1) −
ψ(x2)| 6 L|x1 − x2| äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L ïðè ëþáûõ x1, x2 èç îòðåçêà [0, 1],
â ÷àñòíîñòè, ïðè x2 = 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 1/ψ(x1) > 1/Lx1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
1∫
0

dx1/ψ(x1) = +∞.
Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

yi(xi) = exp
( xi∫

1

dτ

ψ(τ)

)
. (4.36)

Ïðè òàêîé çàìåíå yi(0) = 0, yi(1) = 1, 0 < yi(xi) < 1, êîãäà 0 < xi < 1. Âîçüìåì â êà÷å-
ñòâå àðãóìåíòà â çàìåíå (4.36) i-þ êîìïîíåíòó íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è (3.6).
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè yi ïî ïåðåìåííîìó t ðàâíà:

ẏi =
yi

ψ(xi)
ẋi = Fi(t, y), i = 1, n, (4.37)

ãäå Fi(t, y) ≡ yi

(ϕ(αi, xi)

ψ(xi)

n∑
j=1

ψ(xj)−
n∑

j=1

ϕ(αj, xj)
)
, i = 1, n.

Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.5, íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî äèíàìèêà îòíîøåíèÿ ïåðåìåííûõ yj

y1

òàêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

d

d t
(
yj

y1

) =
yj

y1

(ϕ(αj, xj)

ψ(xj)
− ϕ(α1, x1)

ψ(x1)

) n∑
m=1

ψ(xm), j = 2, n.

Îòñþäà äëÿ âñåõ j = 2, n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

yj

y1

=
y0

j

y0
1

exp

(
−

t∫
t0

(ϕ(α1, x1)

ψ(x1)
−ϕ(αj, xj)

ψ(xj)

) n∑
m=1

ψ(xm) d t

)
, (4.38)
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ãäå yj(x
0
j) = y0

j , j = 1, n. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñî ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè x0

1, x0
j , òî èç çàìåíû (4.36) âûòåêàåò, ÷òî îòíîøåíèå yj(x

0
j)

y1(x0
1)ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé îãðàíè÷åííîé, îòëè÷íîé îò íóëÿ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (3.6) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà, ò.å. x1(t) → 1, xj(t) → 0
ïðè t → +∞. Òîãäà èç (4.36) ñëåäóåò, ÷òî y1(t) → 1, yj(t) → 0, à èç (4.38) ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî (4.35).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.35). Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî îá
îãðàíè÷åííîñòè îòíîøåíèÿ y1(0)

yj(0)
, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, èç (4.38) ñëåäóåò, ÷òî lim

t→∞

yj(xj)

y1(x1)
= 0,

j = 2, n. Òàê êàê ôóíêöèè yj(xj), j = 1, n, � íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå, òî yj(xj) →
0, j = 2, n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû xj(t) → 0, j = 2, n. Òàê êàê
çàäà÷à (3.6) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S, òî x1(t) → 1 ïðè t→ +∞, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð 4.5.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.6) âèäà

ẋi = αix
3
i

n∑
j=1

x3
j − x3

i

n∑
j=1

αjx
3
j , i = 1, n, (4.39)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà. Çäåñü αi � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé 4.5.1, ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà (4.39) ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà.
Èíòåãðàë (4.35) äëÿ ñèñòåìû (4.39) ðàâåí

+∞∫
0

(α1 − αi)
( n∑

j=1

x3
j

)
dt, i = 2, n. (4.40)

Íàéäåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
n∑

j=1

x3
j íà ñèìïëåêñå S. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ôóíê-

öèþ Ëàãðàíæà8
L =

n∑
j=1

x3
j + λ

n∑
j=1

xj,

ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Ïîñêîëüêó íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà ÿâëÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

∂L

∂xj

= 3x2
j + λ = 0,

8 Äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñóòü ìåòîäà Ëàãðàíæà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), àðãóìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí-
ñòâó g(x1, . . . , xn) = 0, èùåòñÿ îáû÷íûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn) +
λg(x1, . . . , xn) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïðèðàùåíèÿ dx1, . . . , dxn íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, λ �
ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà íóæíî ðåøèòü ñèñòå-
ìó ∂L

∂xi
= 0, i = 1, n, g(x1, . . . , xn) = 0, èç êîòîðîé íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè M(x1, . . . , xn) è çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà λ. Åñëè âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà â òî÷êå M ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè λ ñ ó÷å-
òîì ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè

n∑
j=1

∂g

∂xj
dxj = 0 ñòðîãî ìåíüøå (áîëüøå) íóëÿ íåçàâèñèìî

îò dx1, . . . , dxn, îäíîâðåìåííî â íîëü íå îáðàùàþùèõñÿ, òî â òî÷êå M åñòü óñëîâíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì)
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).



Ãëàâà 4. Êðèòåðèè îòáîðà 106

òî xj =

√
−λ
3
, j = 1, n; ó÷èòûâàÿ ïðèíàäëåæíîñòü ñèìïëåêñó, èìååì xj =

1

n
. Ëåãêî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî ýòî òî÷êà ìèíèìóìà, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñèìïëåêñå S èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
n∑

j=1

x3
j >

n∑
j=1

( 1

n

)3

=
1

n2
.

Ïîñêîëüêó α1 − αi > 0, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.40) âñåãäà áîëüøå (α1 −
αi)/n

2. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë â (4.40) ðàñõîäèòñÿ ê +∞ è ïî êðèòåðèþ 4.5.1 ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà.



Ãëàâà 5.

Óñòîé÷èâîñòü è îòáîð

5.1. Ñâÿçü óñòîé÷èâîñòè è ñòðîãîãî îòáîðà
Â [37, 40] áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âèäû îòáîðà, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ èõ íàëè÷èÿ.
Äëÿ ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò âðåìåí-

íûå ñðåäíèå ôàçîâûõ êîîðäèíàò âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè, òî ïî÷òè âñåãäà áóäåò èìåòü
ìåñòî îòáîð âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè. Èññëåäîâàíèå îòáîðà âäîëü òðàåêòîðèè è ñðàâíåíèå
ýëåìåíòîâ ïî øèðîòå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðèâîäÿùèõ èõ ê îòáîðó, òåñíî ñâÿçà-
íî ñ èçó÷åíèåì îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íàõîäÿùèõñÿ íà ãðàíèöàõ
ñèìïëåêñà.

Ñòðîãèé îòáîð â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà
ñèìïëåêñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îäíîé èç åãî âåðøèí, à èìåííî óñëîâèå åãî ãëîáàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðîãîãî îòáîðà; óñëîâèå ñòðîãîãî îòáîðà
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ýôôåêòèâíûì
ìåòîäîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìåòîäó, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó îòáîðîì è óñòîé÷èâîñòüþ, ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü öåëûé ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñòðîãîãî îòáîðà â ñèñòåìàõ íà ñòàíäàðòíîì
ñèìïëåêñå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îáðàòèìñÿ ê òåîðèè ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåðøèíå ñèìïëåêñà ïîÿâëÿåòñÿ îïðåäå-
ëåííàÿ ñïåöèôèêà, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè âíóòðè ñèìïëåêñà.
Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 òî÷êà â âåðøèíå ñèìïëåêñà íå ìîæåò áûòü ñîñòîÿíèåì
ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð èëè ôîêóñ [109].

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1.11). Ïóñòü x∗ = (x∗1, ..., x
∗
n) � ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-

ñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ëþáîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó,
áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.
Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ x èç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ x(t)[x], ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó,
íå âûéäåò çà ïðåäåëû ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗.
Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè
îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé äîïóñòèìîé òî÷êè x èç ýòîé îêðåñòíîñòè ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç x,
ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå x∗ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x∗ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì â îáëàñòè D (x∗ ∈ D), åñëè îíî óñòîé÷èâî àñèìïòîòè÷åñêè è, êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáîé òî÷êè x èç îáëàñòè D ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç x, ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå
x∗ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Èç äàííûõ îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåðøèíå ñèìïëåêñà íà âñåì ñèìïëåêñå èëè
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íà ñèìïëåêñå áåç ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îòáîðà.
Åñëè çàäàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåê-

ñå S, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.8 îò íåå ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå

ẋ2 = F2(1−
n∑

i=2

xi, x2, . . . , xn) ≡ G2(x2, . . . , xn),

ẋn = Fn(1−
n∑

i=2

xi, x2, . . . , xn) ≡ Gn(x2, . . . , xn)
(5.1)

íà ñèìïëåêñå
S0 = {(x2, . . . , xn) : xi > 0, i = 2, n, 0 ≤

n∑
i=2

xi 6 1}. (5.2)

Âåðøèíà (1, 0, . . . , 0) ñèìïëåêñà S ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò íà ñèìïëåê-
ñå S0. Òîãäà èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåðøèíå ñèìïëåêñà S
ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò íà
ìíîæåñòâå S0.

Ïîä ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè íà ñèìïëåêñå S0 áóäåò ïîíèìàòüñÿ ïåðåñå÷åíèå øàðîâîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñ ñèìïëåêñîì S0.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ñèìïëåêñå S0 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ V (x). Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâà-
åòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, åñëè

V (x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S0

ëèáî
V (x) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S0.

Åñëè ôóíêöèÿ V (x) âñþäó íåîòðèöàòåëüíà, òî îíà íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîé, åñëè
âñþäó íåïîëîæèòåëüíà � çíàêîîòðèöàòåëüíîé.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé, åñëè

V (x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S0, êðîìå x = 0,

ëèáî
V (x) < 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S0, êðîìå x = 0,

è V (0) = 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, âî âòîðîì � îòðè-

öàòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Åñëè ôóíêöèÿ V (x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîé ÷àñòè ñèìïëåêñà, òî áóäåì ãîâîðèòü î

çíàêîïîñòîÿííîñòè è çíàêîîïðåäåëåííîñòè íà ýòîé ÷àñòè ñèìïëåêñà.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ñèìïëåêñå S0 îïðåäåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
V (x). Âûðàæåíèå

dV

dt
=

n∑
i=2

∂V

∂xi

dxi

dt
=

n∑
i=2

∂V

∂xi

Gi(x), (5.3)

ðàññìàòðèâàåìîå âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5.1), íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè V (x) ïî âðåìåíè, âçÿòîé â ñèëó ñèñòåìû (5.1).
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5.2. Òåîðåìû Ëÿïóíîâà
Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì öåíòðàëü-

íóþ ðîëü èãðàþò òåîðåìû Ëÿïóíîâà. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè è
äîêàçàòåëüñòâà äâóõ òåîðåì Ëÿïóíîâà1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå íàõîäèòñÿ â åãî âåðøèíå, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî
ñîäåðæèò íåçíà÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, êîãäà ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî Rn.
Òåîðåìà 5.2.1 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà). Ïóñòü íà ñèìïëåêñå S0 çàäàíà çíàêîîïðåäå-
ëåííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (x). Ïóñòü åå ïðîèçâîäíàÿ, âçÿòàÿ â
ñèëó ñèñòåìû (5.1), ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, èìåþùåé çíàê ïðîòèâîïîëîæíûé çíà-
êó ôóíêöèè V (x). Òîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò áóäåò óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó. Ôóíêöèÿ V (x) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ V (x), îïðåäåëåííàÿ íà ñèìïëåêñå S0, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ, ò. å. V (x) > 0 ïðè x 6= 0. Â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî V (0) =
0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ε-îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò íà ñèìïëåêñå S0 è ðàññìîòðèì
åå ãðàíèöó � Γε � ãðàíè÷íûå òî÷êè ε-øàðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîïàäàþùèå â
ñèìïëåêñ S0:

Γε = {x = (x2, . . . , xn) : xi > 0, i = 2, n,
n∑

i=2

x2
i = ε2}.

Î÷åâèäíî Γε � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x) îïðåäåëåíà íà Γε, ñëåäîâàòåëüíî, íà Γε îíà äîñòèãàåò ñâîåé
òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Ïóñòü inf

x∈Γε

V (x) = α. Òàê êàê ôóíêöèÿ V (x) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ â
ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà Γε, òî α > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (x) íà ñèìïëåêñå
S0 ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, ïðèíàäëåæàùåãî
ýòîé îêðåñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: V (x) < α. Âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè x(t)[x],
íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå âîçðàñòàåò, òàê êàê
ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∂V

∂t
≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x(t)[x] íå ìîæåò ïîïàñòü íà Γε è íå ìîæåò

âûéòè èç ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò íà ñèìïëåêñå S0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
1Ýòè òåîðåìû âïåðâûå áûëè äîêàçàíû À.Ì. Ëÿïóíîâûì â [72].
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Òåîðåìà 5.2.2 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà). Ïóñòü íà ñèìïëåêñå S0 çàäàíà çíàêîîïðåäå-

ëåííàÿ ôóíêöèÿ V (x), ïðîèçâîäíàÿ
dV

dt
êîòîðîé, âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.1), ÿâëÿåòñÿ

òàêæå çíàêîîïðåäåëåííîé, èìåþùåé çíàê ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó ôóíêöèè V (x). Òî-
ãäà, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì íà ñèìïëåêñå S0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü V (x) > 0, à ∂V
∂t

< 0. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ ε-îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò íà ñèìïëåêñå S0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x, ïðèíàäëåæàùåãî δ- îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò x0 (x0 = 0), ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ x(t)[x], îïðåäåëåííàÿ ýòèì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì, íå âûéäåò èç ε-îêðåñòíîñòè
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ çà ïðåäåëàìè δ-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò
íà ñèìïëåêñå S0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ïîïàäåò â ýòó îêðåñòíîñòü,
òî åñòü áóäåò ðàñïîëîæåíà â ñèìïëåêñå ñ èñêëþ÷åííîé δ-îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò.
Îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòü ñèìïëåêñà êàê A:

{(x2, . . . , xn) : xi > 0, i = 2, n, 0 ≤
n∑

i=2

xi ≤ 1,
n∑

i=2

x2
i > δ2}.

Ìíîæåñòâî A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà, ñëåäîâàòåëüíî, A � êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî. Ôóíêöèÿ (5.3) íà ìíîæåñòâå A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà, ôóíêöèÿ dV

dt
äîñòèãàåò ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé íà ýòîì

ìíîæåñòâå. Îáîçíà÷èì: m = inf
x∈A

dV

dt
, M = sup

x∈A

dV

dt
. Òàê êàê dV

dt
îòðèöàòåëüíà âî âñåõ

òî÷êàõ ñèìïëåêñà, êðîìå x = 0, òî M < 0.
Ðàññìîòðèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ x(t), íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå x ∈ A, è ôóíêöèþ Ëÿïó-

íîâà V (x(t)) âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè. Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
dV

dt
≤M < 0. Îòñþäà

V (t) = V (0) +

t∫
0

dV

dt
dt ≤ V (0) +Mt. (5.4)

Åñëè â íåðàâåíñòâå (5.4) óñòðåìèòü t ê áåñêîíå÷íîñòè, òî V (t) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ìèíóñ
áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè V (x) â êàæäîé òî÷êå ñèì-
ïëåêñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäåò â δ-îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò
íà ñèìïëåêñå S0. Êàê òîëüêî ýòî ïðîèçîéäåò, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ñìîæåò âûéòè çà
ïðåäåëû ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè Tε òàêîé, ÷òî ïðè t > Tε äëÿ ðåøåíèÿ x(t), ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
i=2

x2
i (t) < ε, ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) → 0 ïðè t ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ïîñêîëüêó ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåðøèíå ñèìïëåêñà ÿâëÿ-

åòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðîãîãî îòáîðà, òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò åùå îäíî äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîãî îòáîðà. Íî óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåðøèíå ñèì-
ïëåêñà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñòðîãîãî îòáîðà.
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5.3. Ïîòåíöèàë êàê ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (5.1) íà ñèìïëåêñå S0. Ïðàâûå ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû çàäàþò âåêòîð-

ôóíêöèþ G = (G2, ..., Gn), îïðåäåëåííóþ íà ñèìïëåêñå S0, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîðíîå
ïîëå G íà ñèìïëåêñå S0.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå G íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ U(x2, . . . , xn) òàêàÿ, ÷òî Gi =
∂U

∂xi

, i = 2, n. Ôóíêöèÿ U íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì

ïîëÿ G.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ U îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü U(0) = 0.
Òåîðåìà 5.3.1. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ
äëÿ ñèñòåìû (5.1) íà ñèìïëåêñå S0 è âåêòîðíîå ïîëå G, îïðåäåëåííîå ïðàâûìè ÷àñòÿìè
ñèñòåìû (5.1), ïîòåíöèàëüíî, òî íà÷àëî êîîðäèíàò ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî íà ñèìïëåêñå S0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè ïî-
ëå G ïîòåíöèàëüíî, òî ðàáîòà ïîëÿ âäîëü ãëàäêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A è B, íå
çàâèñèò îò âèäà êðèâîé è ðàâíà ðàçíîñòè U(B)− U(A):∫

ÃB

Gdx = U(B)− U(A). (5.5)

Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (5.5) âäîëü ó÷àñòêà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû (5.1), ñîîòâåòñòâóþùåé îòðåçêó âðåìåíè [t1, t2]:

U(B)− U(A) =

∫
ÃB

Gdx =

∫
ÃB

n∑
i=2

Gi dxi =

=

t2∫
t1

n∑
i=2

Gi(x2(t), . . . , xn(t))ẋi(t) dt =

t2∫
t1

n∑
i=2

G2
i dt > 0. (5.6)

Èòàê, âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5.1) (çà èñêëþ÷åíèåì ôàçîâîé òðàåêòîðèè,
îòâå÷àþùåé ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ) ïîòåíöèàë U ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè U , âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.1), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
íà ñèìïëåêñå S0.

Ôóíêöèÿ U(x) íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñèìïëåêñå S0 äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëü-
øåãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x. Ïðè ýòîì òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû (5.1), èíà÷å âäîëü òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, ïîòåíöèàë óáûâàë
áû íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó (5.6). Ñëåäîâàòåëüíî, x åñòü íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Òàê êàê â íà÷àëå êîîðäèíàò U(0) = 0, òî âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ ñèìïëåêñà S0

ôóíêöèÿ U(x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Ïî òåîðåìå 5.2.2 íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì íà ñèìïëåêñå S0.

5.4. ×àñòíûå ñëó÷àè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
Âûáèðàÿ ðàçíûå âèäû ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëî-

áàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò íà ñèìïëåêñå S0, à ñëåäîâàòåëü-
íî, è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðîãîãî îòáîðà.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, V (x) =
n∑

i=2

xi. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà
ñèìïëåêñå S0. Åå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.1), èìååò âèä

dV

dt
=

n∑
i=2

Gi(x2, . . . , xn).

Åñëè ýòà ôóíêöèÿ âñþäó îòðèöàòåëüíà íà S0 çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, òî íà÷àëî
êîîðäèíàò ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íà ñèìïëåêñå S0. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîä-
íîé ñèñòåìå (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåðøèíû (1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
i=2

Fi(x1, . . . , xn) < 0, (5.7)

âûïîëíÿþùååñÿ âñþäó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèíû (1, 0, . . . , 0).
Íî ïîñêîëüêó íà ñèìïëåêñå S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

n∑
i=2

Fi(x1, . . . , xn) = −F1(x1, . . . , xn),

òî íåðàâåíñòâî (5.7) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
F1(x1, . . . , xn) > 0.

Â èòîãå ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1, 0, . . . , 0). Ýòî óñëîâèå íàïîìèíàåò óñëîâèå òåîðåìû 4.4.3. Îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè F1 òðåáóåòñÿ âñþäó, êðîìå âåðøè-
íû (1, 0, . . . , 0), à â òåîðåìå 4.4.3 � âñþäó, ãäå x1 6= 0 è x1 6= 1.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà áîëåå îáùóþ ôóíêöèþ V (x) =
n∑

i=2

xk
i , ãäå k �

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, k > 1. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà
ñèìïëåêñå S0. Åå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.1), èìååò âèä

dV

dt
=

n∑
i=2

kxk−1
i Gi(x2, . . . , xn).

Åñëè ýòà ôóíêöèÿ âñþäó îòðèöàòåëüíà íà S0 çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, òî íà-
÷àëî êîîðäèíàò ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íà ñèìïëåêñå S0. Âîçâðàùàÿñü ê
èñõîäíîé ñèñòåìå (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
åì ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

n∑
i=2

xk−1
i Fi(x1, . . . , xn) < 0, (5.8)

âûïîëíÿþùååñÿ âñþäó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèíû (1, 0, . . . , 0).
Òàê êàê ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè 3.3.1 ôóíêöèè Fi íà ñòàíäàðòíîì ñèì-
ïëåêñå S ìîãóò áûòü çàäàíû ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåõîäà Φi(x), òî íåðàâåíñòâî (5.8) ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó

n∑
i=2

xk−1
i Φi(x)−

n∑
i=2

xk
i

n∑
j=1

Φj(x) < 0,
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îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
n∑

i=2

xk−1
i Φi(x)

n∑
i=2

xk
i

<
n∑

j=1

Φj(x),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
â âåðøèíå ñèìïëåêñà.

5.5. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìîäåëåé
õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Äëÿ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èçâåñòíà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, èãðàþùàÿ â ðÿ-
äå ñëó÷àåâ ðîëü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Òàêîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ, êîòîðàÿ õà-
ðàêòåðèçóåò áåñïîðÿäîê ñèñòåìû èëè âûðàæàåò ìåðó áëèçîñòè ñèñòåìû ê ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ âåùåñòâà è ýíåðãèè.

Ñîãëàñíî âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè âî âñåõ ñàìîïðîèçâîëüíûõ ïðîöåññàõ â èçî-
ëèðîâàííîé ñèñòåìå ýíòðîïèÿ íå óáûâàåò (áåñïîðÿäîê ìîæåò òîëüêî âîçðàñòè).

Â ðàçäåëå 2.7 ìû ðàññìàòðèâàëè êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (3.65) õèìè÷åñêîé ðåàêöèè,
ïðîòåêàþùåé ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Ìèíèìàëüíîé èçîëèðîâàííîé ñèñòåìîé, â êî-
òîðîé ñàìîïðîèçâîëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ýòîò ïðîöåññ, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñèñòåìà �òåðìîñòàò
+ ðåàêòîð�. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ýíòðîïèÿ âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé Ìàññüå [14, 16]:

J = −RV
n∑

i=1

zi(ln
zi

z∗i
− 1), (5.9)

ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, V � îáúåì ðåàêòîðà, zi � êîíöåíòðàöèè ðåàãè-
ðóþùèõ âåùåñòâ, z∗i � ôàçîâûå êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ.

Âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.65) ôóíêöèÿ J íå óáûâàåò. Åñëè ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ J(z)−J(z∗), òî äëÿ ñèñòåì âèäà (3.65) îíà áóäåò èãðàòü ðîëü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
Ïðèìåð 5.5.1. Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ îêèñëåíèÿ óãàðíîãî ãàçà, îïèñàííóþ â ïðèìåðå 3.5.1.
Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èìåþò âèä (3.70). Ðàâåíñòâà íóëþ ïðà-
âûõ ÷àñòåé ýòîé ñèñòåìû:

f1(z1, z2, z3) = f2(z1, z2, z3) = f3(z1, z2, z3) = 0

è óñëîâèÿ (3.69) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , z

∗
3) íà áàëàíñ-

íîì ìíîãîãðàííèêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−a1z
∗2
1 z

∗
2 + a2z

∗2
3 = 0. (5.10)

Åñëè âñå òðè êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ z∗ îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ôóíêöèÿ Ìàññüå
èìååò âèä (5.9), òîãäà

∂J

∂zi

= −RV (ln
zi

z∗i
− 1 + zi

z∗i
zi

1

z∗i
) = −RV ln

zi

z∗i
.

Âîçüìåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè J ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåìû (3.70):

dJ

dt
=

3∑
i=1

∂J

∂zi

fi = −RV
(

ln
z1

z∗1
(−2a1z

2
1z2 + 2a2z

2
3)+
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+ ln
z2

z∗2
(−a1z

2
1z2 + a2z

2
3) + ln

z3

z∗3
(2a1z

2
1z2 − 2a2z

2
3)
)

=

= −RV (−a1z
2
1z2 + a2z

2
3)(2 ln

z1

z∗1
+ ln

z2

z∗2
+ 2 ln

z∗3
z3

) =

= −RV (−a1z
2
1z2 + a2z

2
3) ln

z2
1z2z

∗2
3

z∗21 z
∗
2z

2
3

.

Îïðåäåëèì çíàê ôóíêöèè dJ/dt. Î÷åâèäíî, â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà
íóëþ, òàê êàê â íåì ñïðàâåäëèâî (5.10). Âûðàæåíèå −a1z

2
1z2 + a2z

2
3 ìîæåò áûòü êàê ïîëî-

æèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Ïóñòü îíî ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, òîãäà
a2z

2
3 > a1z

2
1z2, z2

3

z2
1z2

>
a1

a2

, íî â ñèëó (5.10) z∗23

z∗21 z
∗
2

=
a1

a2

, ïîýòîìó z2
3

z2
1z2

>
z∗23

z∗21 z
∗
2

, z
2
1z2z

∗2
3

z∗21 z
∗
2z

2
3

< 1,

ln
z2
1z2z

∗2
3

z∗21 z
∗
2z

2
3

< 0 è dJ

dt
> 0.

Åñëè −a1z
2
1z2+a2z

2
3 < 0, òî a2z

2
3 < a1z

2
1z2, a1

a2

>
z2
3

z2
1z2

, z2
3

z2
1z2

<
z∗23

z∗21 z
∗
2

, ïðè ýòîì ln
z2
1z2z

∗2
3

z∗21 z
∗
2z

2
3

>

0 è dJ

dt
> 0. Îòñþäà âèäíî, ÷òî dJ

dt
â ëþáîé òî÷êå, îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,

áîëüøå íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ìàññüå âîçðàñòàåò.
Òàê êàê lim

zi→0
zi(ln

zi

z∗i
− 1) = 0, òî ôóíêöèþ Ìàññüå (5.9) ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðå-

ðûâíîé íà âñåì áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå, âêëþ÷àÿ òî÷êè ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ïî-
ñêîëüêó áàëàíñíûé ìíîãîãðàííèê � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî äîîïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ Ìàññüå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà
íà áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ìàññüå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà
íà áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ z∗ ñèñòåìû (3.70).

Ôàçîâûé ïîðòðåò
äëÿ ñèñòåìû ïðèìåðà 3.10.1

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìàêñèìóì ôóíêöèè J äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå z = (z1, z2, z3),
ïðèíàäëåæàùåé áàëàíñíîìó ìíîãîãðàííèêó, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ
(z 6= z∗). Âîçüìåì z â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è ðàññìîòðèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ,
íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå z. Òàê êàê òî÷êà z � íå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òî ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ áóäåò íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè z. Ïóñòü z � ëþáàÿ òî÷êà íà
ýòîé êðèâîé, îòëè÷íàÿ îò z. Âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè ôóíêöèÿ Ìàññüå ñòðîãî âîçðàñòàåò,
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ñëåäîâàòåëüíî, J(z) > J(z) è òî÷êà z íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-
÷èå, çíà÷èò, ìàêñèìóì ôóíêöèè Ìàññüå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V (z) = J(z)− J(z∗). Òîãäà: V (z∗) = 0; V (z) < 0;

dV

dt
(z) =

dJ

dt
(z) > 0

ïðè z 6= z∗. Ñëåäîâàòåëüíî, V (z) � çíàêîîïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ çíàê ïðîòè-
âîïîëîæíûé çíàêó ïðîèçâîäíîé, âçÿòîé â ñèëó ñèñòåìû (3.70). Òàêèì îáðàçîì, V (z) �
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âòîðîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñîñòîÿíèå z∗ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íà áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå.

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òîëüêî òîãäà, êîãäà z∗ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
áàëàíñíîãî ìíîãîãðàííèêà. Åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà z∗i ðàâíà íóëþ, òî ôóíêöèÿ
Ìàññüå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óêàçàòü íåêèé àíàëîã
ôóíêöèè Ìàññüå, êîòîðûé ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ïóñòü â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ z∗ ïðîöåññà (3.63) ðàâíû íóëþ k êîîðäèíàò. Íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïåðâûå k êîîðäèíàò: z∗i = 0, i = 1, k; z∗i > 0, i = k + 1, n.
Äîáàâèì â ìåõàíèçì ðåàêöèè ãèïîòåòè÷åñêèé ýëåìåíòàðíûé ïðîöåññ

νk+1Ak+1 + νk+2Ak+2 + ...+ νnAn
ε−→ β1A1 + β2A2 + ...+ βnAn

ñ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè ε > 0. Ïðè ýòîì γi = βi, åñëè i = 1, k, è γi = βi − νi, åñ-
ëè i = k + 1, n. Ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òî βi > 0, i = 1, k,
è

n∑
i=1

di
jγi = 0, j = 1,m. Ïðè ýòîì áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ (3.62) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-

ìè. Ñêîðîñòü äàííîãî ïðîöåññà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ âûðàæàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì ω = ε

n∏
i=k+1

zνi
i . Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äàí-

íîìó ìåõàíèçìó, èìåþò âèä

żi =
r∑

l=1

γl
ial

n∏
i=1

z
νl

i
i + γiε

n∏
i=k+1

zνi
i ≡ fi(z, ε), i = 1, n.

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ z∗(ε) = (z∗1(ε), . . . , z
∗
n(ε)) ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà fi(z
∗(ε), ε) = 0, i = 1, n. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, z∗(ε) ñòðåìèòñÿ
ê z∗; fi(z, ε) ñòðåìèòñÿ ê fi(z).

Äëÿ äàííîãî ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ìàññüå

J(ε) = −RV
n∑

i=1

zi(ln
zi

z∗i (ε)
− 1),

ïðè÷åì â ñèëó åå ñâîéñòâ
dJ(ε)

dt
=

n∑
i=1

∂J(ε)

∂zi

fi(z, ε) = −RV
n∑

i=1

ln
zi

z∗i (ε)
fi(z, ε) > 0.

Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé J(ε) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ − J(ε)

ln z∗1(ε)
. Òàê êàê îíà îòëè÷àåòñÿ îò ôóíê-

öèè Ìàññüå íà ôèêñèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü, òî
d

dt

(
− J(ε)

ln z∗1(ε)

)
> 0. (5.11)
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Íàéäåì åå ïðåäåë ïðè ε → 0. Åñëè lim
ε→0

ln z∗i (ε)

ln z∗1(ε)
= ηi, i = 1, k, ãäå ηi � íåîòðèöàòåëüíûå

êîíñòàíòû, òî

lim
ε→0

(
− J(ε)

ln z∗1(ε)

)
= lim

ε→0
RV

n∑
i=1

zi ln zi − zi ln z
∗
i (ε)− zi

ln z∗1(ε)
=

= RV
n∑

i=1

lim
ε→0

( zi ln zi

ln z∗1(ε)
− zi ln z

∗
i (ε)

ln z∗1(ε)
− zi

ln z∗1(ε)

)
=

= −RV
k∑

i=1

ηizi ≡ J̃ .

Êðîìå òîãî
lim
ε→0

d

dt

(
− J(ε)

ln z∗1(ε)

)
= lim

ε→0

RV

ln z∗1(ε)

n∑
i=1

ln
zi

z∗i (ε)
fi(z, ε) =

= −RV
k∑

i=1

ηifi(z, ε) ≡
dJ̃

dt
.

Ïðè ýòîì çíàê íåðàâåíñòâà (5.11) â ïðåäåëå ñîõðàíèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, dJ̃
dt

> 0. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ J̃ íå óáûâàåò âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åå ìîæíî
âûáðàòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñ ñîñòîÿíèåì
ðàâíîâåñèÿ, èìåþùèì íóëåâûå êîîðäèíàòû.
Ïðèìåð 5.5.2. Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ îêèñëåíèÿ íèòðèò-èîíîâ, îïèñàííóþ â ïðèìåðå 3.5.2.
Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èìåþò âèä (3.71). Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ýòîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé êîíñòàíò bi, i = 1, 4, èìåþò êîîðäèíàòû
(0, z∗2 , 0, 0, z

∗
5 , z

∗
6), ëèáî (0, 0, 0, 0, z∗5 , z

∗
6), ëèáî (z∗1 , 0, 0, 0, z

∗
5 , z

∗
6).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ëåæàò íà ðàçíûõ áàëàíñíûõ ìíîãî-
ãðàííèêàõ. Ðàññìîòðèì áàëàíñíûé ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé ïåðâóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ.
Äîáàâèì ê ìåõàíèçìó ðåàêöèè ýëåìåíòàðíûé ïðîöåññ

ν2A2 + ν5A5 + ν6A6
ε−→

6∑
i=1

βiAi.

Ñ ó÷åòîì ýëåìåíòíîãî ñîñòàâà âåùåñòâ, âûïîëíåíèÿ áàëàíñíûõ óðàâíåíèé è óñëîâèé β1 >
0, β3 > 0, β4 > 0 èìååì ν2 = 0, ν5 = ν6 = 3, β1 = β2 = β3 = β4 = 1, β5 = β6 = 0.
Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì ïðèîáðåòàþò âèä

ż1 = −a1z1z2 + εz3
5z

3
6

ż2 = −a1z1z2 + εz3
5z

3
6

ż3 = a1z1z2 − a2z3 + εz3
5z

3
6

ż4 = a2z3 − a3z4 + εz3
5z

3
6

ż5 = a3z4 − 3εz3
5z

3
6

ż6 = a3z4 − 3εz3
5z

3
6 .

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ê íóëþ, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì, êî-
òîðûå îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ z∗(ε):

z∗1(ε)z
∗
2(ε)

z∗35 (ε)z∗36 (ε)
=

ε

a1

;
z∗4(ε)

z∗35 (ε)z∗36 (ε)
=

3ε

a3

;
z∗3(ε)

z∗35 (ε)z∗36 (ε)
=

2ε

a2

.
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Îòñþäà
ln z∗1(ε) = − ln z∗2(ε) + 3 ln z∗5(ε) + 3 ln z∗6(ε) + ln ε− ln a1;

ln z∗4(ε) = 3 ln z∗5(ε) + 3 ln z∗6(ε) + ln ε+ ln 3− ln a3;

ln z∗3(ε) = 3 ln z∗5(ε) + 3 ln z∗6(ε) + ln ε+ ln 2− ln a2;

lim
ε→0

ln z∗3(ε)

ln z∗1(ε)
= lim

ε→0

ln z∗4(ε)

ln z∗1(ε)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ J̃ � àíàëîã ôóíêöèè Ìàññüå äëÿ ñèñòåìû (3.71) íà áàëàíñíîì
ìíîãîãðàííèêå, ñîäåðæàùåì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (0, z∗2 , 0, 0, z

∗
5 , z

∗
6), � èìååò âèä

J̃ = −RV (z1 + z3 + z4) < 0.

Ïðîâåðèì, ìîæíî ëè åå âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïîñêîëüêó J̃ < 0 âî âñåõ
òî÷êàõ áàëàíñíîãî ìíîãîãðàííèêà, êðîìå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî J̃ îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåíà. Â ñèëó ñèñòåìû (3.71)

dJ̃

dt
=
∂J̃

∂z1

ż1 +
∂J̃

∂z3

ż3 +
∂J̃

∂z4

ż4 =

= −RV (−a1z1z2 + a1z1z2 − a2z3 + a2z3 − a3z4) = RV a3z4 > 0,

ïîýòîìó dJ̃

dt
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè J̃ âûïîëíÿþòñÿ âñå

óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (0, z∗2 , 0, 0, z

∗
5 , z

∗
6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Àíàëîãè÷íî íà áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå, ñîäåðæàùåì âòîðîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (0, 0, 0, 0, z∗5 , z

∗
6), ðàññìîòðèì ôóíêöèþ J̃ = −RV (z1+z2+z3+z4), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé àíàëîã ôóíêöèè Ìàññüå. Î÷åâèäíî, J̃ < 0 âñþäó, êðîìå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè
ýòîì â ñèëó ñèñòåìû

dJ̃

dt
= RV (a1z1z2 + a3z4) > 0,

ïîýòîìó ôóíêöèþ J̃ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, è ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (0, 0, 0, 0, z∗5 , z

∗
6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Íà áàëàíñíîì ìíîãîãðàííèêå, ñîäåðæàùåì òðåòüå ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (z∗1 , 0, 0, 0, z

∗
5 , z

∗
6), àíàëîãîì ôóíêöèè Ìàññüå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ J̃ = −RV (z2 + z3 + z4).

Òàê êàê J̃ < 0 è dJ̃
dt

= RV a3z4 > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî J̃ ìîæíî
âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Òðåòüå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

5.6. Ìåðà ðàçíîîáðàçèÿ
è ìåðà óïîðÿäî÷åííîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

{(z1, . . . , zn) : zi > 0, i = 1, n,
n∑

i=1

zi = 1}.
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Ïóñòü z∗ = (z∗1 , . . . , z
∗
n) åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà ôóíê-

öèþ Ìàññüå ôîðìàëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèåì (5.9). Ïóñòü z∗1 = z∗2 = · · · =
= z∗n = 1/n, òîãäà

J = −RV
n∑

i=1

zi ln
zi

z∗i
+RV = −RV

( n∑
i=1

zi ln zi − ln
1

n

)
+RV =

= −RV
n∑

i=1

zi ln zi +RV (ln
1

n
+ 1).

Ïîñêîëüêó RV è (ln
1

n
+ 1) ïîñòîÿííûå, òî ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ìîæíî âìåñòî

ôóíêöèè J èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

Z = −
n∑

i=1

zi ln zi.

Ôóíêöèÿ Z íåïðåðûâíî äîîïðåäåëÿåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà zi = 0: ïîëàãàþò, ÷òî zi ln zi = 0,
åñëè zi = 0. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ñèñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Îíà
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà, ðàâíîãî íóëþ, â âåðøèíàõ ñèìïëåêñà è ñâîåãî ìàêñèìóìà â
öåíòðå ñèìïëåêñà.

Ôóíêöèþ Z ÷àñòî èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ (ìåðû) ðàçíîîáðàçèÿ äëÿ äàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, òî ñíà-
÷àëà åå ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû (3.16),
à çàòåì âû÷èñëÿþò ìåðó ðàçíîîáðàçèÿ. Ôóíêöèÿ Z ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì óïîðÿäî÷åííî-
ñòè ñèñòåìû; ÷åì áîëüøå Z, òåì áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî âåùåñòâî, ýíåðãèÿ è ò.ï.
ïî âñåì âèäàì ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, ÷åì ìåíüøå Z, òåì áîëåå ñîñðåäîòî÷åíû âåùåñòâî èëè
ýíåðãèÿ íà îäíîì èç êîíêðåòíûõ âèäîâ ñðåäè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Íî òàêîå îïèñàíèå èìååò ñìûñë òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû ðàâíîöåííû. Åñëè
æå íåêîòîðûå âèäû ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïî îòíîøå-
íèþ ê äðóãèì âèäàì, òî ïðè îïèñàíèè óïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòåìû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
åå èçìåíåíèå çà ñ÷åò óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç n ðàçëè÷íûõ âèäîâ
ýëåìåíòîâ, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ i-ãî âèäà îáîçíà÷èì zi. Ïóñòü ïåðâûå m âèäîâ èìåþò ñà-
ìóþ ïðîñòóþ ñòðóêòóðó. Ýòî �ýëåìåíòàðíûå êèðïè÷èêè�, �àòîìû�, èç êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ
ýëåìåíòû âñåõ îñòàëüíûõ âèäîâ. Ïóñòü êàæäûé ýëåìåíò j-ãî âèäà ïðè j > m ñîñòîèò èç
îáúåäèíåíèÿ ïî lij ýëåìåíòîâ i-ãî âèäà, i = 1,m.

Åñëè â ñèñòåìå âîçìîæíû òîëüêî ïåðåñòðîéêè ýëåìåíòîâ èç îäíîãî âèäà â äðóãîé, íî
íå ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâåíèå èëè ïîÿâëåíèå íîâûõ �àòîìîâ�, òî ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
áàëàíñíûì ñîîòíîøåíèÿì

zi +
n∑

j=m+1

lijzj = bi, i = 1,m, (5.12)

ãäå êîíñòàíòû bi îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñîñòîÿíèþ íàèìåíüøåé óïîðÿ-
äî÷åííîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ýëåìåíòû âñåõ
ïåðâûõ m âèäîâ, ò.å.

z∗i = bi, i = 1,m, z∗j = 0, j = m+ 1, n.

Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ óæå ïî-
äðóãîìó. Çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîã ôóíêöèè Ìàññüå J̃ , ââåäåííûé â ðàçäåëå 3.10.
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Òîãäà ïîêàçàòåëåì óïîðÿäî÷åííîñòè áóäåò âåëè÷èíà

J1 = −
m∑

i=1

zi. (5.13)

Ñ ó÷åòîì áàëàíñíûõ ñîîòíîøåíèé (5.12) âåëè÷èíà (5.13) ýêâèâàëåíòíà âåëè÷èíå

J2 = −
n∑

i=1

zi, (5.14)

ò.å. óâåëè÷åíèå J1 âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå J2 è íàîáîðîò.
Ïðèìåð 5.6.1. Ïóñòü â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû äâóõ âèäîâ A è B, ïðè÷åì A ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì âèäîì, à êàæäûé ýëåìåíò B ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ A.
Ïóñòü z1 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âèäà A, z2 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âèäà B. Áàëàíñíîå
óðàâíåíèå èìååò ôîðìó

z1 + 2z2 = b1.

Óïîðÿäî÷åííîñòü ñèñòåìû â êîíêðåòíîì ñîñòîÿíèè (z1, z2) ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì
J1 = −z1 èëè J2 = −z1− z2. Òîãäà â ñîñòîÿíèè z1 = b1, z2 = 0 ïîêàçàòåëè óïîðÿäî÷åííîñòè
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ J1(b1, 0) = −b1, J2(b1, 0) = −b1; â ñîñòîÿíèè z1 = 0, z2 = b1/2 ñîîòâåò-
ñòâåííî J1(0, b1/2) = 0, J2(0, b1/2) = −b1/2. Ïåðâîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó
ïîðÿäêó, âòîðîå � ìàêñèìàëüíîìó.

5.7. Ñèñòåìû áëèçêèå ê ñèñòåìàì îòáîðà
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè áûâàåò íåöåëåñîîáðàçíî ðàçëè÷àòü ñëó÷àè, êîãäà â ñèñòåìå

íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
è êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå 1 − ε ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì ε. Èçâåñòíî,
íàïðèìåð, ÷òî ó òâåðäîãî òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, ïðîèñõîäÿò ìèêðîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè � îòêëîíåíèÿ îò àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîãî
íàãðåâà. Íî â îáûäåííîé æèçíè ýòè ôëóêòóàöèè íèêòî íå çàìå÷àåò, è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåì-
ïåðàòóðà òåëà âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë âûäåëèòü êëàññ
ñèñòåì, áëèçêèõ ïî ñâîåìó ïîâåäåíèþ ê ñèñòåìàì ñòðîãîãî îòáîðà.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.11) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S ÿâëÿ-
åòñÿ áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε (0 < ε � 1)
òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñèìïëåêñó, ñ íåíóëåâîé j-é
êîîðäèíàòîé, íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè T , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî xj(t) > 1− ε, t > T .

Â äàëüíåéøåì, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü j = 1, ò.å. äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x1(t) > 1− ε äëÿ âñåõ t > T. (5.15)
Öåëüþ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûâîä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ

ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà.
Òåîðåìà 5.7.1. Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (4.21) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå S ÿâëÿåòñÿ áëèç-
êîé ê ñèñòåìå îòáîðà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

F1(x) > 0 ïðè 0 < x1 ≤ 1− ε. (5.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ x1(t) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x1(t0) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

x1(t) = x1(t0) +

t∫
t0

F1(x(τ)) dτ. (5.17)

Ôóíêöèÿ F1(x) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K:

K = {x : 0 < x1(t0) 6 x1 6 1− ε, xi > 0, i = 2, n,
n∑

i=1

xi = 1}.

Ïî óñëîâèþ (5.16) ôóíêöèÿ F1(x) ïðèíèìàåò íà êîìïàêòå K òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà F1(x) äîñòèãàåò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè β = inf

K
F1(x). Òàê

êàê x1(t0) > 0 è F1(x) > β > 0, òî èç ðàâåíñòâà (5.17) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü îòíîøåíèÿ
x1(t) > β(t− t0),

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = T = t0 + (1− ε)/β ôóíêöèÿ x1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (5.15).
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t > T äëÿ ôóíêöèè x1(t) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x1(t) > 1 − ε. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t2 > T ôóíêöèÿ x1(t2) <
1− ε. Òàê êàê x1(t) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1, òàêîé
÷òî T 6 t1 < t2, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x1(t1) = 1− ε. Íî òîãäà

lim
t1→t2−0

x1(t2)− x1(t1)

t2 − t1
= F1(x(t2)) < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (5.16).
Òåîðåìà 5.7.2. Ñèñòåìà (4.24) ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà, åñëè âûïîëíåíî óñëî-
âèå

Φ1(x)

x1

>
Φi(x)

xi

ïðè 0 < x1 6 1− ε, xi 6= 0, i = 2, n. (5.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x1 6= 1, òî xi, i = 2, n, îäíîâðåìåííî â íîëü íå îáðàùàþòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå îáëàñòè, âûðåçàåìîé èç ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà
óñëîâèåì 0 < x1 6 1− ε, êîìïîíåíòû xi íå ðàâíû íóëþ äëÿ èíäåêñîâ i ∈ E è ðàâíû íóëþ
äëÿ èíäåêñîâ i ∈ E, E ∪ E = {2, . . . , n}.

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (5.18) âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé xi =
0, òî äëÿ èíäåêñîâ i ∈ E ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

0 ≤ lim
xi→0

Φi(x1, . . . , xn)

xi

≤ Φ1(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn)

x1

.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îòíîøåíèÿ Φ1/x1 â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè,
íåîáõîäèìîå âûïîëíåíèå óñëîâèé

Φi(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0, i ∈ E.

Òîãäà
Φ1xi = Φix1, i ∈ E,

Φ1xi > Φix1, i ∈ E.
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Ïðîñóììèðîâàâ îòäåëüíî ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïî âñåì èíäåêñàì i ∈
E ∪ E, ïîëó÷èì

Φ1(1− x1)− x1

n∑
i=2

Φi > 0 ïðè 0 < x1 6 1− ε.

Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 5.7.1:

Fi(x) ≡ Φ1(x)− x1

n∑
i=1

Φi(x) > 0 ïðè 0 < x1 6 1− ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5.7.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (4.24) áûëà áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

Φ1(x)

x1

>

n∑
j=2

Φj(x)

n∑
j=2

xj

ïðè 0 < x1 6 1− ε. (5.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
n∑

j=2

xj 6= 0. Òàê êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (4.24) ïðèíàäëåæèò
ñèìïëåêñó S è ôóíêöèÿ x1 óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì 0 < x1 6 1 − ε, òî ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

n∑
j=2

xj = 1− x1 ≥ ε.

Èç (5.19) ñëåäóåò
Φ1(1− x1) > x1

n∑
j=2

Φj,

Φ1(x)− x1

n∑
j=1

Φj(x) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 5.7.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 5.7.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

ẋi = aixi + µ− xi

n∑
j=1

(ajxj + µ), i = 1, n, (5.20)

ãäå ai � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì a1> a2> ...> an; µ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð,
0 < µ � 1. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5.20) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.20) âûïîëíåíî
òðåáîâàíèå (5.19) ïðè íåêîòîðîì ε:

a1 +
µ

x1

>

n∑
j=2

(ajxj + µ)

1− x1

ïðè 0 < x1 6 1− ε. (5.21)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.21) ñâåðõó
n∑

j=2

(ajxj + µ)

1− x1

<

n∑
j=2

ajxj + nµ

ε
<
a2 + nµ

ε
,
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à ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó
a1 +

µ

x1

> a1 +
µ

1− ε
.

Åñëè êîýôôèöèåíòû a1, a2 è ïàðàìåòð µ òàêîâû, ÷òî

a1 +
µ

1− ε
>
a2 + nµ

ε
,

òî ñèñòåìà (5.20) áëèçêà ê ñèñòåìå îòáîðà â ñèëó òåîðåìû 5.7.3. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ïîçâîëÿåò óêàçàòü ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x = (1, 0, . . . , 0), â êîòîðóþ çàâåäîìî ïîïàäåò ðå-
øåíèå ñèñòåìû (5.20):

a−
√
a2 − 4a1(a2 + nµ)

2a1

< ε <
a+

√
a2 − 4a1(a2 + nµ)

2a1

,

ãäå a = a1 + a2 + (n+ 1)µ. Íàïðèìåð, åñëè a1 = 4, a2 = 1, n = 4, µ = 0, 003, òî ε ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0, 25; 1).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ñèñòåìû

ẋi = aixi + µfi(x)− xi

n∑
j=1

(ajxj + µfj(x)), i = 1, n,

ãäå ôóíêöèè fi(x) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, îãðàíè÷åííûìè â ñîâîêóïíîñòè êîí-
ñòàíòàìè L è M , ò.å. äëÿ ëþáîãî íîìåðà i = 1, n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî L ≤ fi ≤ M .
Îáîçíà÷èì a = a1 +a2 +(L+nM)µ. Òîãäà ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x = (1, 0, . . . , 0), â êîòîðóþ
çàâåäîìî ïîïàäåò ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

a−
√
a2 − 4a1(a2 + nMµ)

2a1

< ε <
a+

√
a2 − 4a1(a2 + nMµ)

2a1

.

Òàê, åñëè a1 = 4, a2 = 1, n = 4, µ = 0, 003, L = 0, M = 2, òî ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
èíòåðâàëà (0, 31; 1).
Ïðèìåð 5.7.2. Ìîäåëü �õèùíèê � n æåðòâ� ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ìóòàöèè.
Îòëè÷èå äàííîé ìîäåëè îò ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 3.2.5 ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ìóòàöèè â ïîòîìñòâå æåðòâ j-ãî âèäà ïîÿâëÿåòñÿ ãåíîòèï i ñ âåðîÿòíîñòüþ fij,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì: fij > 0, fij = fj i, fii � fij,

n∑
i=1

fij = 1, fii = fjj. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
ñèñòåìà (3.29) èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

żi =
n∑

j=1

fijajzj − kyzi, i = 1, n,

ẏ = b
n∑

i=1

ziy − sy.
(5.22)

Òàê æå êàê è â ñèñòåìå (3.29), ïàðàìåòðû ai, k, b, s � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïóñòü
çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

zi(t0) = z0
i , i = 1, n, y(t0) = y0.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ
xi =

zi
n∑

j=1

zj

, i = 1, n
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îò ñèñòåìû (5.22) ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äèíàìèêè óäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé æåðòâ:

ẋi =
n∑

j=1

fijajxj − xi

n∑
l=1

n∑
j=1

fljajxj, i = 1, n. (5.23)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5.23) ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè
âûïîëíåíî òðåáîâàíèå (5.19) òåîðåìû 5.7.3 äëÿ íåêîòîðîãî ε, ò.å.

n∑
j=1

f1jajxj

x1

>

n∑
i=2

n∑
j=1

fijajxj

n∑
i=2

xi

ïðè 0 < x1 6 1− ε. (5.24)

Îöåíèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.24) ïðè óñëîâèÿõ 0 < x1 6 1 − ε,
n∑

j=2

xj =

1 − x1 > ε. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ fij è ai, ïðåîáðàçóåì
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.24)

n∑
i=2

n∑
j=1

fijajxj

n∑
i=2

xi

=

n∑
j=1

f2jajxj +
n∑

j=1

f3jajxj + · · ·+
n∑

j=1

fnjajxj

n∑
i=2

xi

=

=
( n∑

i=2

fiiaixi + a1x1

n∑
i=2

fi1 + a2x2

n∑
i=3

fi2 + a3x3

n∑
i=2
i6=3

fi3+

+ · · ·+ an−1xn−1

n∑
i=2

i6=n−1

fi n−1 + anxn

n−1∑
i=2

fin

)/ n∑
i=2

xi.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
max
j=1,n

n∑
i=2
i6=j

fij =
n∑

i=2

fi1 = 1− f11,

îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.24) ñâåðõó:
n∑

i=2

n∑
j=1

fijajxj

n∑
i=2

xi

≤
a2f22

n∑
i=2

xi + a1(1− f11)
n∑

i=1

xi

n∑
i=2

xi

≤

≤ a2f11 +
a1(1− f11)

ε
.

Ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.24) îöåíèì ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì
n∑

j=1

f1jajxj

x1

= f11a1 +

n∑
j=2

f1jajxj

x1

≥ f11a1 + an
ε

1− ε
min
j=2,n

f1j.
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Åñëè êîýôôèöèåíòû fij, ai òàêîâû, ÷òî

f11a1 + an
ε

1− ε
min
j=2,n

f1j > a2f11 +
a1(1− f11)

ε
, (5.25)

òî â ñèëó òåîðåìû 5.7.3 ñèñòåìà (5.23) ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê ñèñòåìå îòáîðà. Îáîçíà÷èâ θ =
f11(a1 − a2)− an min

j=2,n
f1j, ñîîòíîøåíèå (5.25) ïåðåïèøåì â âèäå

θε2 − (a1 − a2f11)ε+ a1(1− f11) < 0.

Åñëè θ > 0, òî óñëîâèå (5.25) ñïðàâåäëèâî äëÿ ε, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
a1 − a2f11 −

√
D

2θ
< ε <

a1 − a2f11 +
√
D

2θ
,

ãäå D = (a1 − a2f11)
2 − 4θa1(1− f11).

Íàïðèìåð, åñëè a1 = 6, a2 = 3, an = 1, f11 = 0, 9, min
j=2,n

f1j = 0, 002, òî ε ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0, 22; 1). Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà f11 ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ε, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.15).
Òàê, ïðè f11 = 0, 95 îíî ðàâíî 0, 1. Óìåíüøåíèå a1 âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ε, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.15). Ïðè a1 = 4, f11 = 0, 9 âåëè-
÷èíà ε ∈ (0, 44; 1). Óâåëè÷èâ f11 = 0, 95, ïîëó÷èì, ÷òî ε ∈ (0, 21; 1). Äàííûé ðåçóëüòàò
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ æåðòâ ïåðâîãî âèäà,
à òàêæå óâåëè÷åíèå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïîòîìñòâî ïåðâîãî âèäà æåðòâ áóäåò ïðèíàä-
ëåæàòü ýòîìó æå êëàññó, âåäåò ê óâåëè÷åíèþ óäåëüíîé ÷èñëåííîñòè æåðòâ ïåðâîãî âèäà
ñðåäè îñòàëüíûõ æåðòâ.
Ïðèìåð 5.7.3. Ðàññìîòðèì ïðèìåð 5.7.2 â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü fij(t) ïîÿâëåíèÿ ãå-
íîòèïà i â ïîòîìñòâå j-ãî âèäà æåðòâ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì

ḟij = dijfij − fij

n∑
l=1

dljflj, i = 1, n, (5.26)

ãäå dij � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì
dij = dj i, i = 1, n, j = 1, n, dii = max

j=1,n
{dij}.

Òîãäà ñèñòåìà (5.26) îáëàäàåò ïðåäåëüíûì ñâîéñòâîì (4.1), è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

fii(t) = 1, lim
t→∞

fij(t) = 0, i 6= j. (5.27)
Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà (5.27) è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, îöåíèì
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.24) ñâåðõó:

n∑
i=2

n∑
j=1

fijajxj

n∑
i=2

xi

≤ a2f11 +
a1(1− f11)

ε
< a2 +

a1γ

ε
,

à ëåâóþ ñíèçó:
n∑

j=1

f1jajxj

x1

= f11a1 +

n∑
j=2

f1jajxj

x1

> f11a1 > (1− γ)a1.
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Çäåñü γ � ïîëîæèòåëüíàÿ ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ âåëè÷èíà. Åñëè êîýôôèöèåíòû a1, a2 òàêèå,
÷òî

(1− γ)a1 > a2 +
a1γ

ε
, (5.28)

òî ñèñòåìà (5.23) áëèçêà ê ñèñòåìå îòáîðà â ñèëó òåîðåìû 5.7.3. Óñëîâèå (5.28) ñïðàâåäëèâî
äëÿ ε, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

ε >
γa1

(1− γ)a1 − a2

. (5.29)

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà γ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî èç îöåíêè (5.29) âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (5.23)
ïðè óñëîâèè (5.26) áëèçêà ê ñèñòåìå îòáîðà ïðè ëþáîì, ñêîëü óãîäíî áëèçêîì ê íóëþ, ε.
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà.
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