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ВВЕДЕНИЕ

Дисциплина “Математика” относится к базовой части ОПОП по специальности 38.05.02 «Таможенное дело.» Дисциплина обязательна для освоения в в 1 и 2 семестрах. Дисциплина “Математика” базируется на знаниях, полученных студентами в процессе освоения школьной программы по предмету «Математика». Дисциплина «Математика» имеет логические и методологические последующие связи с дисциплинами: Экономика организации, Статистика, Бухгалтерский учет, Маркетинг, Логистика, Менеджмент, Рекламная деятельность, Организация, технология и проектирование предприятий и Информационные технологии в профессиональной деятельности.

Целями освоения дисциплины являются:

- обучить студентов основам теоретической и практической математики

- освоить необходимый математический аппарат 

-научить студентов анализировать и обобщать информацию, делать выводы 

- обучить студентов логически  верно,  аргументировано  и  ясно  строить устную  и  письменную речь 

Преподавание дисциплины “Математика” строится исходя из требований, установленных в Государственном  стандарте профессионального высшего образования к уровню базовой подготовки в области таможенное дело.
Конечной целью является формирование у будущих специалистов представлений о месте и роли математических методов при анализе и расчете различных экономических показателей. Общий курс “Математика” – комплексная дисциплина, в которую входят основы математического анализа, линейной алгебры и элементы теории вероятностей и математической статистики.
     Раздел1. математический анализ

 Глава1.числовая последовательность и ее пределы

     1.1 Определение предела числовой последовательности

Определение.  Если по некоторому закону каждому натуральному числу n поставлено в соответствие определенное число un, то говорят,что задана числовая последовательность {un}.

Пример.  un =(n-1)/n,  придавая  n  значения  n = 1, 2, 3,…  получим:

u1 = (1-1)/1 = 0, u2 = (2-1)/2 = 1/2, u3 = (3-1)/3 = 2/3, …,

т.е.  0, 1/2, 2/3, …, (n-1)/n,…

или    0,  …,  0.9  , …,  0.99  , …,  0.999  , …

                                n=1      n=10        n=100        n=1000 

Здесь un   -  n - й член последовательности.

Замечаем, что с ростом  n  члены последовательности все меньше и меньше отличаются от единицы. Скажем, в этом случае, что наша последовательность стремится к единице, или что число  1  является ее пределом.

Определение. Число  А  называется пределом последовательности Un,если для произвольно малого положительного числа  ε найдется такое число  N ,  что для всех членов последовательности, номер которых  n ≥ N , выполняется неравенство |un - А|<ε

Обозначается это так: 
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Если последовательность имеет предел, то её называют сходящейся, в противном случае – расходящейся.
Примеры. Нахождение элементарных пределов. 
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т.к. первое слагаемое неограниченно возрастает, а второе  - постоянно, то неограниченно возрастает и сумма;
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числитель дроби – величина постоянная, а знаменатель 

неограниченно возрастает, поэтому дробь убывает, стремясь к нулю;
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     Пример. Нахождение предела последовательности, с использованием определения предела.

Докажем, что последовательность 1; 
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Неравенство |un - A| <(  принимает вид: 
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Учитывая, что n-номер, т.е.целое положительное число (как и N),  имеем 
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                            или  
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Пусть (=0,03, тогда n>12,75 (N=13), или (=0,006, тогда n>250,25 (N=251). То есть для любого (>0 найдется N((), начиная с которого будет выполнено неравенство |un-A|<(; это означает, что искомая последовательность имеет предел, равный 
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Задание 1. С использованием определения предела последовательности доказать, что 
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                                Раскрытие неопределённостей

Пример . Найти предел  
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При 
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 числитель и знаменатель дроби 
стремятся к бесконечности, т.е. вналичии неопределённость вида “
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”. Преобразуем данную последовательность, разделив числитель и знаменатель на 
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Задание 2. Найти пределы последовательностей.
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Для ряда примеров типа “
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” необходима техника работы с дробными показателями.

Задание 3. Найти пределы последовательностей.
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Пример . Найти предел последовательности 
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 Здесь, как и в предыдущем примере, числитель 
и знаменатель не имеют конечных пределов, и потому сначала необходимо выполнить соответствующие преобразования. 
Поделив числитель и знаменатель на n, получаем
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Поскольку в числителе стоит произведение бесконечно малой 
последовательности на ограниченную последовательность, то 
 получаем
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Пример . Найти предел последовательности 
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- данный предел не существует.

Задание 4. Найти пределы последовательностей.
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Пример .   Найти предел последовательности 
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Примеры сопряженных выражений:
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Задание 5. Найти пределы последовательностей.
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                   Число е ( второй замечательный предел).
Рассмотрим последовательность {un} общий член которой 
выражается формулой :
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последовательность монотонно возрастает и имеет предел. Э
тот предел называют числом е. Следовательно, 
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и является неопределенностью вида “1( ”.  -Число е является иррациональным; его приближенное значение равно     е = 2,7182818…
Пример.
Найти 
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Задание 6. Найти пределы последовательностей
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1.2 Задача о непрерывном начислении процентов.
Понятие предела лежит в основе дифференциального исчисления и, следовательно, исследования функций, в том числе и тех, которые описывают связи экономических показателей. 

Задача 1.Определить наращенную сумму капитала при непрерывном начислении процентов на капитал.

Решение.  Введем обозначения:

· первоначальная сумма капитала - P,

· номинальная (годовая) ставка процентов  - j,

· количество операций начисления процентов в году - m,

· период начисления процентов – 1/m (лет),

· ставка на один период начисления процентов  - j/m,

· срок финансовой операции – n (лет),

· наращенная сумма капитала – S.

После одного периода начисления процентов наращенная сумма капитала составит - 
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Если период начисления процентов становится бесконечно малым  (m((), то :  
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В случае непрерывного начисления процентов на капитал годовую ставку процентов называют силой роста. Обозначим ее другой буквой - (, тогда: 
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e

P

S

d

×

=


Глава2. функция
2.1 Определение функции и свойства.
     Определение. Если каждому элементу (значению) x множества X
поставить в соответствие определенный элемент (значение) y множества Y, то говорят, что на множестве X задана функция y=f(x); при этом множество X называется областью определения функции y, а множество Y – областью значений функции y.

     Функция y=f(x) называется четной, если для любых значений x из области определения функции f(–x) = f(x), и нечетной, если f(–x) = –f(x). В противном случае f(x) – функция общего вида.

    Функция y=f(x) называется возрастающей (убывающей) на некотором промежутке X, если большему значению аргумента соответствует большее (меньшее) значение функции f(x). Возрастающие или убывающие функции называются монотонными.

    Функция y=f(x) называется ограниченной на промежутке X, если существует такое число M>0, что | f(x)| < M, для всех x ( X. В противном случае функция называется неограниченной.

    Функция y=f(x) называется периодической с периодом T ≠ 0, если f(x+T) = f(x) для любых x ( X.

    Если функция y=f(u) есть функция переменной u (определенной на множестве U с областью значений Y), а переменная u, в свою очередь, также является функцией u = ((x) (определенной на множестве X с областью значений U), то заданная на множестве X функция y=f[((x)] называется сложной функцией.

    Основные элементарные функции:

1)  степенная функция 
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2)  показательная функция 
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3)  логарифмическая функция 
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4)  тригонометрические функции 
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5)  обратные тригонометрические функции 
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                                  Преобразование графиков:

       а) y=f(x+a) – сдвигает график y=f(x) параллельно оси Oy на |a| единиц,                  a>0 – влево, a<0 – вправо);

      б) y=f(x)+b – сдвигает график y=f(x) параллельно оси Ox на |b| единиц      (b>0 – вверх, b<0 – вниз);

      в) y=cf(x) (c≠0) – растягивает в c раз (c>1) или сжимает (0<c<1) график y=f(x) относительно оси Oy; при c<0 симметрично отображает график относительно оси Ox.
г) y=f(kx) (k≠0) – растягивает в k раз (k>1) или сжимает (0<k<1) график y=f(x) относительно оси Ox; при k<0 симметрично отображает график относительно оси Oy.
      Пример:  Найдем область определения функции 
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Р е ш е н и е. Так как выражение под корнем четной степени должно быть неотрицательно, знаменатель дроби отличен от нуля, а выражение, стоящее под знаком логарифма, должно быть положительно, то область определения функции найдем из системы неравенств:
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Значения переменной x, которые удовлетворяют всем неравенствам системы одновременно, есть x((–10;–2]([2;6)((6;+().

Пример:  Найдем область  значений функции 
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Р е ш е н и е. Вынесем в знаменателе за скобку 
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Учитывая, что 
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 принимает все возможные значения на отрезке [‑1; 1], или 
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Пример:  Найдем  основной (наименьший) период функции 
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Р е ш е н и е. По определению периодической функции y(x+T) = y(x), для любых x и T ≠ 0. Для 
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откуда 
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Задание 1. Найти область определения функций:
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Задание 2. Выяснить четность (нечетность) функций:
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Задание 3. Найти область значений функций:
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Задание 4. Найти основной (наименьший) период функций:
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2.2 Задачи с экономическим содержанием, использующие понятие
                                              функции.

Задача 1.Постоянные издержки F (не зависящие от числа x единиц произведенной продукции) составляют 125 тыс. руб. в месяц, а переменные издержки V(x) (пропорциональные x) – 700 руб. за каждую единицу продукции. Цена единицы продукции 1200 руб. Найти объем продукции x, при котором прибыль равна: а) нулю (точка безубыточности); б) 105 тыс. руб. в месяц.

Р е ш е н и е:

   Издержки производства x единиц продукции составят: C(x) = F+V(x) = 125+0,7x (тыс. руб.). Совокупный доход (выручка) от реализации этой продукции R(x) = 1,2x, а прибыль P(x) = R(x) – C(x) = 0,5x –125 (тыс. руб.). Точка безубыточности, в которой P(x) = 0,5x –125 = 0, равна x = 250 (ед.).

   Прибыль P(x) равна 105 (тыс. руб.), т.е. P(x) = 0,5x –125 = 105 при x = 460 (ед.).

        Задача 2. Предприятие купило автомобиль стоимостью 150 тыс. руб. Ежегодная норма амортизации составляет 9(. Полагая зависимость стоимости автомобиля от времени линейной, найти стоимость автомобиля через 4,5 года.

Задача 3.Зависимость уровня потребления y некоторого вида товаров от уровня дохода семьи x выражается формулой: 
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. Найти уровень потребления товаров при уровне дохода семьи 158 ден. ед. Известно, что при x = 50 y = 0; при x = 74 y = 0,8; при x = 326 y = 2,3.

Задача 4.Банк выплачивает ежегодно 5( годовых (сложный процент). Определить: а) размер вклада через 3 года, если первоначальный вклад составил 10 тыс. руб.; б) размер первоначального вклада, при котором через 4 года вклад (вместе с процентными деньгами) составит 10 000 руб.

У к а з а н и е. Размер вклада 
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, где p – процентная ставка за год, 
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                               2.3 Предел функции
Определение. Число A называется пределом функции y = f(x) при x((, если для любого (>0 найдется также число S>0, зависящее от (, что для всех x таких, что |x|>S, будет верно неравенство |f(x)-A|<(   (
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Определение. Число A называется пределом функции f(x) при x(x0, если для любого (>0 найдется число (>0, зависящее от (, что для всех x(x0 и удовлетворяющих условию | x - x0|<( выполняется неравенство

|f(x) - A| < (      (
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Определение. Функция ((x) называется бесконечно малой величиной при x(x0 (или x((), если 
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Определение. Функция ((x) называется бесконечно большой величиной при x(x0, если для любого M > 0 найдется такое число ( > 0, зависящее от M, что для всех x( x0 и удовлетворяющих условию |x - x0|<( будет верно неравенство |f(x)|>M   (
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                                Свойства бесконечно малых.

     Если ((x) и ((x) – бесконечно малые величины при x(x0 (или x((), то будут бесконечно малыми величины: ((x) ( ((x); c((x), c – постоянная; f(x)((x) (f(x) – ограниченная функция); ((x)((x); 
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                              Свойства бесконечно больших.

        Если f(x) и ((x) – бесконечно большие величины при x(x0 (или x((), то будут бесконечно большими величинами f(x)((x) (
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                Связь бесконечно больших и бесконечно малых величин.
     Если функция ((x) есть бесконечно малая величина при x(x0 (или x((), то функция 
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 является бесконечно большой, и обратно, если f(x) – бесконечно большая функция при x(x0 (или x((), то 
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 является бсконечно малой величиной.
                          Сравнение порядков бесконечно малых.

 Если ((x) и ((x) – бесконечно малые величины при x(x0 (или x(() и 
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, то при k=0 бесконечно малая ((x) называется бесконечно малой  бо​лее высокого порядка малости, чем ((x); при 0 < k < ( — одного порядка малости; при k=( — более низкого порядка малости, чем ((x).
Если k = 1, то бесконечно малые ((x) и ((x) называются эквивалентными: ((x) ( ((x).
Предел отношения двух бесконечно малых величин не изменится, если эти бесконечно малые заменить им эквивалентными.                             
                                      Теоремы о пределах:
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 3)      Если   
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 4)  Первый замечательный предел:
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  5)  Второй замечательный предел (число e):
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   Примеры:

а) Докажем, что 
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  Р е ш е н и е:  Пусть ( = 0,3, тогда неравенство |f(x) –А| < (  в опре​делении будет иметь вид |(3x - 2) - 4| < 0,3, или |3x - 6| < 0,3, от​куда -0,3<3(х-2)<0,3, т.е. -0,1<x-2<0,1 и |x - 2| < 0,1. Анало​гично при (=0,09 неравенство |f(x) – А| < ( будет выполнено при |х – 2| < 0,03. Таким образом, для любого ( > 0 оно будет выполняться при |х - 2| <
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   б)Докажем, что 
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Р е ш е н и е: Для любого (>0 неравенство |f(x)-A|<( в определении будет иметь вид: 
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Для того чтобы найти предел элементарной функции, когда аргумент стремится к значению, принадлежащему области определения этой функции, нужно в выражение функции вместо аргумента подставить его предельное значение, используя тем самым определение непрерывности в точке.
 в)  Найдем  
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Р е ш е н и е:  Подставляем вместо x выражение под знаком предела 3, получим 
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   г)  Найдем 
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Р е ш е н и е:  Знаменатель дроби x3 при x(( является бесконечно большой величиной, 
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Р е ш е н и е:   Знаменатель дроби (x-4) при x(4 является бесконечно малой величиной, тогда 
[image: image273.wmf]4

1

-

x

– бесконечно большая величина; числитель дроби 2x2 является функцией, предел которой отличен от нуля (
[image: image274.wmf]32

2

2

4

lim

=

®

x

x

). Функция 
[image: image275.wmf]4

2

2

-

x

x

 является бесконечно большой величиной, т.е. искомый предел равен (.
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        Раскрытие неопределённостей различных типов
Далеко не всякая подстановка предельного значения в функцию вместо независимой переменной может сразу привести к нахождению предела. Случаи, в которых подстановка предельного значения в функцию не дает значения предела, называют неопределенностями; к ним относятся неопределенности видов


[image: image299.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

¥

¥

, 
[image: image300.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

0

0

, [0((], [(-(], [1(], [(0], [00].

Устранить неопределенность удается часто с помощью алгебраических преобразований.

Примеры.   Рассмотрим  пределы вида 
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, где f(x) и ((x) в общем случае – сложные степенные или показательные функции. В случае степенных функций необходимо выносить за скобку в числителе и знаменателе дроби x с наибольшим показателем степени среди всех слагаемых дроби; в случае показательных функций за скобку выносится наиболее быстро возрастающее слагаемое среди всех слагаемых дроби. После сокращения дроби неопределенность устраняется.

а) Найдем  
[image: image303.wmf]1

3

4

2

7

2

4

4

lim

+

+

-

¥

®

x

x

x

x

x

   
[image: image304.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

¥

¥

 .
Р е ш е н и е: Вынося за скобку и в числителе и в знаменателе x  в наибольшей степени, получим 
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Р е ш е н и е:  Наибольшая степень среди слагаемых – третья; вынося за скобки 
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в) Найдем  
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Р е ш е н и е:  При x((( показательная функция y=ax, при a>1 стремится к ((. Быстрее будет возрастать та функция, у которой основание больше, поэтому в нашем случае выносим за скобки 3x:
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 Задание 2 .Найти пределы:
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Примеры. Рассмотрим пределы вида 
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. В этом случае необходимо разложить на множители и числитель, и знаменатель дроби или домножить и числитель, и знаменатель дроби на одно и то же выражение, приводящее к формулам сокращенного умножения. Неопределенность устраняется после сокращения дроби.
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Р е ш е н и е:  Разложим числитель и знаменатель дроби на множители: числитель – по формуле сокращенного умножения a2 – b2 = (a-b)(a+b), а знаменатель – по формуле разложения квадратного трехчлена на множители при = b2 – 4ac(0:

ax2 + bx + c = (x-x1)(x-x2), где x1,2 = 
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Получим:
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После сокращения дроби следует подставить предельное значение x в сокращенную дробь. Получим A = 
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  б) Найдем  
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Р е ш е н и е:  1-й способ. Дополним числитель до разности квадратов (a-b)(a+b) =a2 – b2 , а знаменатель до разности кубов  (a-b)(a2 +ab +b2) = a3 – b3. Получим
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2-й способ. Сделаем замену переменной: 
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Задание 3.Найти пределы:
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Примеры. Рассмотрим пределы с неопределенностью вида [(-(]. Если функция, стоящая под знаком предела, представляет собой алгебраическую сумму дробей, то неопределенность устраняется или приводится ко 2-му типу после приведения дробей к общему знаменателю. Если упомянутая функция представляет собой алгебраическую сумму иррациональных выражений, то неопределенность или устраняется, или приводится к 1-му типу путем домножения и деления функции на одно и то же (сопряженное) выражение, приводящее к формулам сокращенного умножения.
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Р е ш е н и е: Приведем дроби к общему знаменателю:
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Имеем предел 2-го типа, необходимо разложить на множители числитель дроби. Получим
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б) Найдем 
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Р е ш е н и е : Домножим и разделим функцию, стоящую под знаком предела на сопряженное выражение, приводящее к разности квадратов:
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Имеем предел 1-го типа. 
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При x((( 
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Задание 4. Найти пределы:
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                  Замечательные пределы функций
Рассмотрим,  во-первых ,пределы с неопределенностью вида [1(]. В этом случае выражение, стоящее под знаком предела, представляет собой степенно-показательную функцию, в основании которой необходимо выделить целую часть дроби (которая должна быть равна 1). Неопределенность устраняется при помощи выделения «второго замечательного предела».

 Пример. Найдем  
[image: image432.wmf]2

3

2

2

1

2

3

2

lim

x

x

x

x

-

¥

®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

  .
Р е ш е н и е:  Имеем неопределенность вида [1(], так как
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Выделим целую часть дроби
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Таким образом, искомый предел равен 
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 Задание 5. Найти пределы:
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 Теперь рассмотрим функции, сводящиеся к первому замечательному пределу: 
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 Примеры.  а)Найдем  
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Р е ш е н и е:  
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Первый сомножитель представляет собой первый замечательный предел и равен 1, второй сомножитель представляет предел, равный 
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б) Найдем  
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Р е ш е н и е: Имеем неопределенность вида 
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Имеем первый замечательный предел, следовательно искомый предел равен 1.

 Задание 6. Найти пределы:

	1
	
[image: image488.wmf]x

x

x

2

sin

lim

0

®


	2
	
[image: image489.wmf]2

2

0

3

2

sin

lim

x

x

x

®


	3
	
[image: image490.wmf]2

0

4

5

sin

lim

x

x

x

®



	4
	
[image: image491.wmf]x

x

x

2

6

sin

2

0

lim

®


	5
	
[image: image492.wmf]x

x

x

2

sin

6

3

3

0

lim

®


	6
	
[image: image493.wmf]x

x

arctg

x

7

8

lim

0

®



	7
	
[image: image494.wmf]2

0

3

1

cos

lim

x

x

x

-

®


	8
	
[image: image495.wmf]x

x

x

x

4

8

sin

2

sin

lim

0

+

®


	9
	
[image: image496.wmf]3

3

0

3

sin

lim

x

x

x

®



	10
	
[image: image497.wmf]2

2

0

3

cos

1

lim

x

x

x

-

®


	11
	
[image: image498.wmf])

8

(

lim

0

x

ctg

x

x

×

®


	12
	
[image: image499.wmf]x

x

x

4

8

cos

1

lim

0

-

®



	13
	
[image: image500.wmf]3

3

1

sin

lim

x

x

x

×

¥

®


	14
	
[image: image501.wmf]3

0

3

sin

lim

x

x

x

®


	15
	
[image: image502.wmf]x

x

x

3

2

0

sin

5

sin

lim

®



	16
	
[image: image503.wmf]x

x

x

3

sin

2

sin

4

5

0

lim

®


	17
	
[image: image504.wmf]2

2

1

sin

lim

x

x

x

×

¥

®


	18
	
[image: image505.wmf]x

x

x

3

9

sin

lim

0

®




Применение эквивалентных бесконечно малых к вычислению пределов.
При отыскании пределов ряда функий полезно пользоваться следующим приёмом. В произведении бесконечно малых функций одну можно заменить эквивалентной ей бесконечно малой функцией.
 Таблица эквивалентных бесконечно малых величин при x(0: 

sin x ( x                              (1+x)m (1+mx  
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Задание 7. Найти пределы:
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2.4 Задачи с экономическим содержанием, использующие понятие предела функции.
 Задача 1.Проанализировать спрос потребителей (x) на малоценные товары, описываемый функцией Торнквиста 
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Задача 2. Проанализировать спрос потребителей (x) на товары первой необходимости, описываемый функцией Торнквиста 
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Задача 3.а ьзующие понтие предела функции.

























































































 Проанализировать спрос потребителей (x) на предметы роскоши, описываемый функцией Торнквиста 
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Контрольные задания по теме  

«Предел последовательности. Предел функции»
1) - 3) Доказать по определению предела; 
4) - 7) Вычислить предел.
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Примеры решения  контрольных заданий по теме 
«Предел последовательности. Предел функции»
1. Доказать, что 
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                      Глава3. дифференциальное исчисление
                                          3.1 Произодная.

Определение.Производной функции y=f(x) называется конечный предел приращения функции к приращению независимой переменной при стремлении последнего к нулю (при условии, что этот предел существует):
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Если функция в точке x0 (или на промежутке X) имеет конечную производную, то функция называется дифференцируемой в этой точке (или на промежутке X).

Если функция 
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 дифференцируема в точке x0 (или на промежутке X), то она в этой точке непрерывна (или на промежутке X). Если функция непрерывна в данной точке, то она не обязательно дифференцируема в этой точке.

      Пример. Покажем, что функция 
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 непрерывна, но не дифференцируема в точке x = 0.
Р е ш е н и е:  Функция 
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1) определена на всей числовой оси, в том числе и в точке x = 0;

2) существует конечный предел 
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3) этот предел равен значению функции в точке x = 0, т.е. 
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Таким образом, согласно определению непрерывности функции в точке, функция непрерывна при x = 0.

Производная функции
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т.е. функция не является дифференцируемой при x = 0.

                      Дифференцирование явных функций.
                              

                          Правила дифференцирования:


c – постоянная, u=u(x), v=v(x) – дифференцируемые функции:
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Производная сложной функции. Если y = f(u), u = u(x), т.е. y = f[u(x)], где f(u) и u(x) имеют производные, то
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Производная обратной функции. Если y = f(x) – дифференцируемая и строго монотонная функция на промежутке X, то функция, обратная к данной x = ((y), также дифференцируема и ее производная определяется соотношением:
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Формулы дифференцирования элементарных функций:
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Производные высших порядков
Производной n-го порядка называется производная от производной (n-1)-го порядка. Производные высших порядков вычисляются последовательным дифференцированием данной функции:
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       Примеры. Найдем производные функций:
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   Р е ш е н и е:  Используя правила дифференцирования и формулы  дифференцирования элементарных функций,получим:
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Р е ш е н и е:  Используя правила дифференцирования, получим:
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Р е ш е н и е:  Используя правила дифференцирования и формулы , получим:
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Р е ш е н и е:  Используя правила дифференцирования сложной функции и формулы  и, получим:
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Задание 1. Найти производные функций:
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              3.2 Геометрический смысл производной. 

Если кривая задана уравнением y=f(x) или F (x, y) = 0, то 
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 есть угловой коэффициент касательной (тангенс угла ее наклона с положительным направлением оси абсцисс).

Уравнение касательной к кривой y=f(x) в точке x0 имеет вид:
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а уравнение нормали:
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Углом между двумя кривыми y=f1(x), y=f2(x) в точке их пересечения M0(x0, y0) называется угол между касательными к этим кривым в точке M0, тангенс которого находится по формуле:
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Примеры. а)Составим уравнение касательной и нормали к графику функции 
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 в точке с абсциссой x0 = 2.

Р е ш е н и е:  Вычислим значение функции в точке x0 = 2: 
[image: image767.wmf]3
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=1. Производная функции 
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. Значение производной в точке x0 = 2: 
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. Уравнение касательной имеет вид: 
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б) Составим уравнение касательной к графику функции 
[image: image774.wmf]9
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, проходящую через точку M(0; -4).

Р е ш е н и е:  Определим абсциссу точки касания из условия, что точка M принадлежит касательной, т.е. ее координаты удовлетворяют уравнению: 
[image: image775.wmf])

0

)(

(

)

(

4

0

0

0

x

x

f

x

f

-

¢

=

-

-

.

Подставляя в это соотношение выражение для значения функции и ее производной в точке x0, получим уравнение вида: 
[image: image776.wmf]9
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. Решая его относительно x0, найдем, что x0 = 2. Определив значение функции и ее производной в этой точке, уравнение касательной запишем в виде: 
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в) Найдем угол между параболами 
[image: image779.wmf]5
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 в точке их пересечения.

Р е ш е н и е: Решив совместную систему уравнений парабол, находим точку их пересечения x0 = 2 и  y0=11. Продифференцировав уравнения парабол 
[image: image781.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image782.wmf]6

2

1

+

=

¢

x

y

, 
[image: image783.wmf]x

y

2

2

=

¢

, найдем их угловые коэффициенты в точке пересечения: 
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. Тангенс угла между параболами будет равен: 
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 3.3 Исследование функций и построение их графиков

 Определение. Прямая l называется асимптотой графика функции 
[image: image788.wmf])
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, если расстояние от точки 
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 до этой прямой стремятся к нулю при неограниченном удалении точки графика от начала координат.


Асимптоты бывают вертикальными, горизонтальными и наклонными.


Прямая 
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 является вертикальной асимптотой графика функции 
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Прямая 
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может быть вертикальной асимптотой функции 
[image: image795.wmf])

(

x

f

y

=

 в том случае, если 
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x

 – точка разрыва или граничная точка области определения.


Прямая 
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 является наклонной асимптотой графика функции 
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Общая схема исследования функции и построения графиков. 

1) найти область определения графиков;

2) исследовать функцию на четность – нечетность;

3) найти вертикальные асимптоты;

4) исследовать поведение функции в бесконечности; найти горизонтальные и наклонные асимптоты;

5) найти экстремумы и интервалы монотонности функции;

6) найти интервалы выпуклости функции и точки перегиба;

7) найти точки пересечения графика функции с осями координат и, возможно, некоторые дополнительные точки, уточняющие график.

Пример.  Исследуем функцию 
[image: image807.wmf]2
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 и построим ее график.
Решение:

1. Область определения: 
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 Точки х = -1и х = 1 – точки разрыва функции. 

2. 
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, т.е. функция нечетная; ее график симметричен относительно начала координат и достаточно провести исследование функции на интервале 
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Прямые х=1 и (в силу симметрии графика) х= -1–вертикальные асимптоты.
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. Прямые у=0 (ось абсцисс) – двусторонняя горизонтальная асимптота.
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 при всех допустимых значениях х. Экстремумов нет, функция возрастает на интервалах 
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Функция выпукла вниз на интервалах 
[image: image816.wmf](
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 меняет свой знак при переходе через три точки х= -1, х=0, х =1, но график функции имеет только одну точку перегиба х=1, ибо в двух других точках х= -1, х=1 функция не определена.

7. Точка пересечения графика с осями единственна – начало координат (0;0).

График функции :
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Задание 1. Исследовать функцию на наличие экстремумов, асимптот, точек        перегиба. Построить график. 
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 3.4 Функции нескольких переменных.

  Определение.  Если каждому набору n переменных 
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 из некоторого множества Х соответствует одно вполне определенное значение переменной z, то говорят, что задана функция нескольких переменных .

[image: image846.wmf]).

,...,

(

1

n

x

x

f

z

=


Множество Х называется областью определения функции.

 График функции двух переменных 
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 есть множество точек трех мерного пространства 
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Линией уровня функции двух переменных 
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 называется множество точек на плоскости, таких, что во всех этих точках значение функции одно и то же и равно С. Число С в этом случае называется уровнем.

         Число А называется пределом функции 
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Частные производные .

Определение.  Частными производными 
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по х и по у называются пределы вида:
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Пример. 

 а)  Найдем частные производные функции 
[image: image862.wmf].
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Решение. При дифференцировании по х считаем постоянной величину у. Таким образом, 
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б) Найти частные производные второго порядка функции двух переменных 
[image: image865.wmf]).

2

1

ln(

y

x

z

+

+

=


Решение. Частные производные 1-го порядка имеют вид: 
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Считая их новыми функциями двух переменных, найдем их частные производные. Получаем:
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Задание 1.  Найти частные производные второго порядка функций:
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Экстремум функции нескольких переменных .

1. Точка 
[image: image885.wmf](
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 называется точкой максимума (минимума) функции 
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, если существует окрестность точки М, такая, что для всех точек 
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2. Если в точке максимума или минимума обе частные производные существуют, то они равны нулю в этой точке (необходимое условие экстремума).

3. Если в точке 
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При 
[image: image893.wmf]0
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 имеется экстремум (максимум при А< 0 и минимум при

 А> 0).


4. Наибольшее (наименьшее) значение функции (глобальный максимум (минимум)) 
[image: image894.wmf](
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 определяется как наибольшее (наименьшее) значение функции в замкнутой области из ее значений в критических точках внутри области и на ее границе.


5. При исследовании функции на экстремум рекомендуется пользоваться следующей схемой: 


1. 
Найти частные производные 
[image: image895.wmf]x
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 и 
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2.
Решить систему уравнений 
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 и найти критические точки функции.


3.
Найти частные производные второго порядка, вычислить их значение в каждой критической точке и с помощью достаточного условия сделать вывод о наличии экстремумов.


4.
Найти экстремумы (экстремальные значения) функции.

  Примеры:

 а) Найдем экстремумы функции 
[image: image899.wmf])
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Решение.

1. Находим частные производные:
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2. Находим критические точки функции из системы 
[image: image901.wmf]î
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Получаем х = -2, у = 0, т.е. (-2;0) – единственная критическая точка.

3. Находим частные производные второго порядка: 
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Имеем
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В точке (-2;0) имеем 
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. Таким образом, (-2;0) – точка минимума.

4. Находим минимум функции 
[image: image905.wmf].
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   б) Найдем экстремумы функции 
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Решение. 
[image: image907.wmf].

ln

;

1

x

x

x

z

y

yx

z

y

y

y

x

-

=

¢

-

=

¢

-

 Легко проверить, что равенство 
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 выполняется в трех случаях: при х=1, при у =0 и при у =1. В первых двух случаях уравнение 
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 не имеет решений, так что единственное решение системы 
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 есть х = е, у =1, т.е. критическая точка (е; 1) – единственная.

Имеем 
[image: image911.wmf];
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[image: image912.wmf].
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1

=

¢

¢

=

xy

z

B

 
[image: image915.wmf].

e

z

C

yy

=

¢

¢

=



[image: image916.wmf],
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 так что функция экстремумов не имеет.

Такая точка (е; 1) есть седловая точка.

Задание 2. Исследовать функции на экстремум.
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3.5 Предельный анализ  экономических процессов

    Предельные величины. Применение производной в экономике позволяет получать так называемые предельные характеристики экономических объектов или процессов. Предельные величины (предельная выручка, полезность, производительность, предельный доход, продукт и др.) характеризуют не состояние, а скорость изменения экономического объекта или процесса по времени или относительно другого исследуемого фактора.
      Издержки производства. Если издержки производства y рассматривать как функцию выпускаемой продукции x, т.е. y=C(x), то 
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 будет выражать предельные издержки производства и приближенно характеризовать прирост переменных затрат на производство дополнительной единицы продукции. Средние издержки являются издержками на единицу выпуска продукции: 
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     Производительность труда. Пусть функция u(t) выражает объем произведенной продукции у за время t. Тогда производная объема произведенной продукции по времени и'(t0) есть производительность труда в момент t0.
     Функция потребления и сбережения. Если х — национальный 
доход, С(х) — функция потребления (часть дохода, которая тратится), 
а S(x) — функция сбережения, то

х=C(x)+S(x).


Дифференцируя, получим, что 
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где 
[image: image938.wmf]dx
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 — предельная склонность к потреблению;


[image: image939.wmf]dx
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 — предельная склонность к сбережению. 

     Эластичность. Это мера реагирования одной переменной величины на изменение другой. Эластичность функции приближенно 
показывает, на сколько процентов изменится одна переменная в результате изменения другой переменной на 1%. 

Эластичность функции определяется с помощью соотношения:
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— относительная скорость изменения (темп) функции. 

Эластичность функции применяется при анализе спроса и предложения от цены (ценовая эластичность). Она показывает реакцию 
спроса или предложения на изменение цены и определяет, на сколько 
процентов приближенно изменится спрос или предложение при изменении цены на 1%. 

Если эластичность спроса
[image: image943.wmf]1
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, то спрос считается эластичным, если 
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— нейтральным (с единичной эластичностью), 
а если 
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 — неэластичным относительно цены.
      Примеры.

1)Функция издержек производства продукции некоторой фирмой имеет вид: 
[image: image946.wmf]250
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 (ден. ед.). Найти средние и предельные издержки производства и вычислить их значение при x=10.

Р е ш е н и е: Найдем производную 
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Средние издержки:
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Это означает, что при данном уровне производства (количестве выпускаемой продукции) средние затраты на производство одной единицы продукции составляет 28 ден. ед., а увеличение объема на одну единицу продукции обойдется фирме приближенно в 11 ден. ед.

2)Функция спроса 
[image: image956.wmf]3
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 и предложения 
[image: image957.wmf]2
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, где q и s – количество товара, соответственно покупаемого и предлагаемого на продажу в единицу времени, p – цена единицы товара. Найти: а) равновесную цену, т.е. цену, при которой спрос и предложение уравновешиваются;
б) эластичность спроса и предложения;
в) изменение дохода при увеличении цены на 10( от равновесной.

Р е ш е н и е: 

Равновесная цена определяется из условия q=s, т.е. 
[image: image958.wmf]2

3

14

3

+

=

+

+

p

p

p

, откуда p=2, т.е. равновесная цена равна 2 ден. ед.

Найдем эластичности по спросу и предложению:
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[image: image960.wmf]2
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Для равновесной цены p=2 имеем 
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Так как полученные значения эластичности меньше 1 (по абсолютной величине), то спрос и предложение данного товара при равновесной (рыночной) цене неэластичны относительно цены. Это означает, что изменение цены не приведет к резкому изменению спроса и предложения.

При увеличении цены p на 10( от равновесной спрос уменьшается на 0.1(10 = 1(, следовательно, доход pq возрастет приближенно на 9(.

Задача1.Выручка от продажи конфет составляет 
[image: image963.wmf]2
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, где x – объем проданной продукции (тыс. ед.). Найти среднюю и предельную выручку, если продано: а) 10 тыс. ед.;
б) 60 тыс. ед.

Задача2.Функция издержек производства y от объема выпускаемой продукции x имеет вид 
[image: image964.wmf]3
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. Определить средние и предельные издержки при объеме продукции 10 ед.

Задача3.Себестоимость продукции y связана с объемом выпускаемой продукции x уравнением: 
[image: image965.wmf])
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. Определить среднюю и предельную себестоимость выпускаемой продукции при объеме, равном 10 ед.

Задача4.Производительность труда бригады может быть описана уравнением 
[image: image966.wmf]100
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, где 0 ( t ( 8 – рабочее время в часах. Вычислить скорость и темп изменения производительности труда при t=2 и t=7.

Задача5.Себестоимость производства телевизоров y (в тыс. руб.) описывается функцией 
[image: image967.wmf]12
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, 5 ( x ( 50, где x – объем выпускаемой продукции в месяц (тыс. ед.). Определить скорость и темп изменения себестоимости при выпуске 20 и 40 тыс. ед. продукции.

Задача6.Зависимость между себестоимостью готовой продукции предприятия y (млн. руб.) и объемом выпускаемых изделий x (тыс. шт.) выражается уравнением 
[image: image968.wmf]2
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. Найти эластичность себестоимости продукции предприятия, выпускающего 12 тыс. шт. изделий. Какие рекомендации можно дать руководителям предприятий об изменении величины объема выпускаемой продукции?

Задача7.Зависимость между количеством выпускаемых деталей в партии x (тыс. ед.) и затратами на их изготовление y (тыс. руб.) для предприятий отрасли выражается уравнением 
[image: image969.wmf]6
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. Найти эластичность затрат для предприятий, выпускающих по 10 тыс. деталей в партии.

Задача8.Заданы функции спроса q и предложения s от цены x: 
[image: image970.wmf]x
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. Найти: а) равновесную цену; б) эластичность спроса и предложения для равновесной цены; в) изменение дохода при изменении равновесной цены на 5(.

        Задача9.Функции спроса q и предложения s на некоторый товар от его цены x задаются уравнениями: 
[image: image972.wmf]x
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. Найти: а) равновесную цену; б) эластичность спроса и предложения для равновесной цены; в) изменение дохода при изменении равновесной цены на 5(.

Задача10.Зависимость потребления y от дохода x задается функцией 
[image: image974.wmf]b
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. Показать, что эластичность функции потребления от дохода не зависит от параметра a и стремится к нулю при неограниченном возрастании дохода.
Контрольные задания по теме 
«Дифференциальное исчисление»

1) Найти производную функции;

2) Найти производную функции;

3) Найти частные производные функции;

4) Исследовать функцию на экстремум.
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	Вариант 10
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Примеры решения контрольных заданий по теме 

«Дифференциальное исчисление»
1. Найти производную функции 
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2. Найти производную функции 
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3. Найти частные производные функции 
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4. Исследовать функцию на экстремум 
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Находим частные производные первого порядка:
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Решаем систему уравнений:
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Находим частные производные второго порядка:
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А = 2, С = 2, В = -1.

Вычисляем значение ∆.

∆ = 4 – 1 = 3.

Так как ∆ > 0, A > 0, то (1,0) – точка минимума, 
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                       Глава4. интегральное исчисление
                           4.1 Неопределённый интеграл.
Определение. Функция 
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Совокупность всех первообразных для функции 
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где С – произвольная постоянная.


В записи 
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Нахождение неопределенного интеграла от некоторой функции называется интегрированием этой функции. Операции интегрирования и дифференцирования взаимно обратны.

               Основные свойства неопределенного интеграла:
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Таблица интегралов:


[image: image1045.wmf]ò

=

,

0

C

dx

                                               
[image: image1046.wmf]ò

+

=

,

C

e

dx

e

x

x

            

[image: image1047.wmf],

1

1

C

n

x

dx

x

n

n

+

+

=

ò

+

                                    
[image: image1048.wmf]ò

+

-

=

,

cos

sin

C

x

xdx

     
где 
[image: image1049.wmf];

1

-

¹

n

                                              
[image: image1050.wmf]ò

+

=

,

sin

cos

C

x

xdx



[image: image1051.wmf],

ln

C

x

x

dx

+

=

ò

                                         
[image: image1052.wmf]ò

+

=

-

,

arcsin

2

2

C

a

x

x

a

dx



[image: image1053.wmf],

ln

C

a

a

dx

a

x

x

+

=

ò

                                        где 
[image: image1054.wmf];

0

,

>

<

<

-

a

a

x

a


где
[image: image1055.wmf];

1

,

0

¹

>

a

a



[image: image1056.wmf]ò

¹

+

=

+

;

0

,

2

1

2

2

a

C

a

x

arctg

x

a

dx

                          
[image: image1057.wmf]ò

+

=

;

cos

2

C

tgx

x

dx



[image: image1058.wmf]ò

¹

+

+

-

=

-

;

0

,

ln

2

1

2

2

a

C

a

x

a

x

a

a

x

dx

                        
[image: image1059.wmf]ò

+

-

=

.

sin

2

C

ctgx

x

dx



[image: image1060.wmf]ò

¹

+

+

+

=

+

;

0

,

ln

2

2

a

C

a

x

x

a

x

dx


Примеры. Найдем неопределенные интегралы:
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Решение:

          а)Вынося постоянный множитель 
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 за знак интеграла, приходим к табличному интегралу при а 3/2:
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б) Используя свойства интеграла 4) и 5), приходим к сумме табличных интегралов при а =3 и при n=0;


[image: image1064.wmf]ò

ò

ò

ò

+

+

-

-

=

+

-

=

+

-

+

.

5

3

ln

3

9

cos

2

5

3

9

sin

2

)

5

3

sin

2

(

2

C

x

x

dx

xdx

dx

x

x

x

x


в)
[image: image1065.wmf](

)

.

3

ln

4

12

4

4

4

4

1

4

4

4

1

2

3

1

3

1

3

4

3

2

3

4

3

2

3

4

4

1

3

2

3

4

2

3

C

x

x

x

dx

x

x

dx

dx

x

dx

x

x

x

dx

x

x

x

dx

x

+

-

+

=

=

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

+

+

=

+

-

-

-

-

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò


Интегрирование, основанное на применение свойств интеграла 4), 5) называется непосредственным или интегрированием методом разложения.
Задание 1. Используя метод разложения, найти интегралы:
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                      Метод замены переменной

              Пусть 
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 – функция, непрерывно дифференцируемая на рассматриваемом промежутке. Тогда 
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Эта формула называется формулой замены переменной в неопределенном интеграле.

Примеры: Найдем интегралы:
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Решение:

а) Положим t=(x+5)/3. Тогда 
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По определению дифференциала получаем:
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 EMBED Equation.3  [image: image1089.wmf]
откуда 
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 Учитывая выражение для t, исключим х из записи подынтегрального выражения искомого интеграла:
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где 
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В простых примерах новую переменную часто не выписывают явно. В этих случаях говорят о преобразовании функции под знаком дифференциала .При этом следует учитывать, что, например,
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где k и b – некоторые числа 
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б) Заметим, что 
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в) В знаменателе подынтегрального выражения выделим полный квадрат:
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Учитывая, что 
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Для того ,чтобы применить метод замены переменной надо внимательно  проанализировать подинтегральное выражение. Дадим несколько полезных советов.
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 Задание2.   Найти интегралы при помощи замены переменной:
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                  Метод интегрирования по частям

Пусть u=u(x) и v=v(x) – непрерывно дифференцируемые функции. Тогда справедлива формула:
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  Эта формула называется формулой интегрирования по частям.

        Пример. Найдем  интегралы:
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Решение:
а) Положим 
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Вообще говоря, полученное выражение для v должно содержать постоянную интегрирования C. Однако при применении формулы эта постоянная из окончательного выражения выпадает. Поэтому в выражении для v удобно полагать С=0.
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б) Положим 
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Получаем:
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К полученному интегралу вновь применяем формулу интегрирования по частям, полагая 
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в) Пусть 
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Получаем:
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Для нахождения последнего интеграла вновь применим формулу интегрирования по частям: 
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                 Последовательное применение формулы интегрирования по частям позволяет найти интегралы вида: 
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где a,b,c – действительные числа 
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 и n – целое положительное число.

Примеры: Найдем интегралы:
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Решение:

а) Положим 
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Применяя формулу интегрирования по частям, получаем
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Второй из полученных интегралов – табличный, первый был найден ранее. Окончательно получаем:
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б) Пусть 
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Обозначая искомый интеграл через J, применяя формулу интегрирования по частям, получаем:
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К конечному интегралу вновь применяем формулу интегрирования по частям,где 
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или
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Выражая из последнего равенства искомый интеграл J, окончательно имеем
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  Задание 3. Найти интегралы:
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                    Интегрирование рациональных выражений .

Рассмотрим способы нахождения интегралов вида 
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Рассмотрим подход к интегрированию рациональных функций в общем случае. Будем предполагать, что дробь 
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Пусть знаменатель 
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 допускает разложение на линейные множители:
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В этом случае дробь 
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 допускает представление в виде суммы простейших дробей:


[image: image1245.wmf],

)

(

...

...

)

(

...

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

2

1

12

1

11

k

l

lk

l

l

k

k

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

x

Q

x

P

a

a

a

a

a

-

+

+

-

+

+

-

+

+

-

+

-

=


где 
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 - некоторые неизвестные числа. Поэтому рассматриваемый метод интегрирования называется методом неопределенных коэффициентов.
  Пример.  Найдем интеграл:
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Решение. Записывая подынтегральную функцию в виде суммы простейших дробей, имеем:
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или после приведения выражения правой части к общему знаменателю:
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Полученное равенство выполняется тождественно (т.е. при любых значениях переменной х), только если 
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Полагая х=1, получаем 
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При х= -1 имеем 
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Положим х=0. Тогда 
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Подставляя в последнее равенство найденные значения 
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Используя найденное представление для подынтегральной функции, имеем: 
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В случае, когда многочлен 
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   Пример: Найдем интеграл:
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Решение. Разложение подынтегральной функции на простейшие дроби имеет вид:


[image: image1268.wmf].

1

1

)

1

)(

1

(

1

2

1

1

1

2

+

-

+

+

-

=

+

-

-

x

x

N

x

M

x

A

x

x

x


Выполняя приведение к общему знаменателю и приравнивая между собой числители левой и правой частей получаемого равенства, имеем: 
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Если х=1, то 
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Пологая х= -1, получаем: 
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Для первого интеграла преобразуем функцию под знаком дифференциала: 
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Задание 4. Найти интегралы:
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Интегрирование тригонометрических функций.

Интегралы вида 
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Пример :  Найдем интеграл :
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Решение:  Полагая 
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Использование универсальной подстановки 
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Пример :  Найдем интегралы :
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Решение.
а) Положим 
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Используя метод неопределенных коэффициентов  найдем разложение подынтегральной функции на простейшие дроби:
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Тогда 
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б) Положим 
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Для нахождения интегралов вида
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используются формулы тригонометрии, позволяющие преобразовывать произведение в сумму:
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Пример :  Найдем интеграл :
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Решение: Используя тригонометрическую формулу понижения степени, получаем 
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Для нахождения второго интеграла воспользуемся формулой, преобразующей произведение в сумму:
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Задание 5. Найти интегралы:
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                            4.2 Определённый интеграл.

Формула Ньютона-Лейбница. Определенный интеграл от непрерывной на отрезке 
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Теорема о среднем. Если функция 
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Замена переменной в определенном интеграле. Если функция 
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Интегрирование по частям определенного интеграла. Если функция 
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 Примеры : Вычислим определенные интегралы:
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Решение:


а) Используя эквивалентное преобразование подынтегральной функции (почленное деление числителя на знаменатель) и свойства 1) и 2) определенного интеграла, получаем:
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Все три интеграла – табличные; окончательно имеем: 
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б) Так как 
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то (см. свойство 7)
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в) Воспользуемся заменой переменной: пусть 
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 Найдем пределы интегрирования по переменной t: если х=0, то 
[image: image1395.wmf]0

1

0

=

-

=

e

t

; если х = ln 2, то 
[image: image1396.wmf]1

1

2

ln

=

-

=

e

t

. Искомый интеграл теперь принимает следующий вид:


[image: image1397.wmf]ò

ò

ò

=

-

=

=

=

+

+

=

-

1

0

3

3

0

1

3

2

1

0

2

2

2

ln

0

.

3

2

)

0

1

(

3

2

3

2

2

1

2

)

1

(

1

t

dt

t

dt

t

t

t

t

dx

e

e

x

x


Задание 1. Вычислить определённые интегралы:

	1
	
[image: image1398.wmf].

16

5

4

2

dx

x

x

ò

-


	2
	
[image: image1399.wmf]ò

+

5

1

.

3

1

x

dx

x


	3
	
[image: image1400.wmf].

1

9

4

ò

-

x

dx

x



	4
	
[image: image1401.wmf].

1

ln

2

2

dx

x

x

e

e

ò

+


	5
	
[image: image1402.wmf]ò

-

-

1

2

3

2

.

1

dx

x

x


	6
	
[image: image1403.wmf]ò

+

8

ln

3

ln

.

1

x

x

e

dx

e



	7
	
[image: image1404.wmf]ò

e

dx

x

x

1

.

ln


	8
	
[image: image1405.wmf]ò

e

dx

x

x

1

.

ln


	9
	
[image: image1406.wmf]ò

-

+

2

1

1

2

2

4

dx

x

x



	10
	
[image: image1407.wmf]ò

+

4

0

1

2

x

dx


	11
	
[image: image1408.wmf]ò

2

ln

0

dx

xe

x


	12
	
[image: image1409.wmf]ò

3

0

arctgxdx



	13
	
[image: image1410.wmf](

)

ò

+

2

0

sin

3

p

xdx

x


	14
	
[image: image1411.wmf]ò

-

p

p

xdx

x

x

cos

sin


	15
	
[image: image1412.wmf]ò

2

0

3

sin

cos

p

xdx

x



	16
	
[image: image1413.wmf]ò

-

+

7

7

6

4

2

sin

dx

x

x

x


	17
	
[image: image1414.wmf]ò

2

0

3

sin

p

xdx


	18
	
[image: image1415.wmf]ò

-

2

ln

0

1

dx

e

x



	19
	
[image: image1416.wmf]ò

+

+

1

0

2

5

4

x

x

dx


	20
	
[image: image1417.wmf]ò

+

p

0

cos

2

3

x

dx


	21
	
[image: image1418.wmf]ò

+

+

3

1

2

1

5

x

x

x

dx



	22
	
[image: image1419.wmf]ò

-

+

2

1

0

1

1

dx

x

x


	23
	
[image: image1420.wmf]ò

+

2

1

2

2

x

x

dx


	24
	
[image: image1421.wmf]ò

4

0

3

p

xdx

tg




Площади плоских фигур

 Если функция 
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Задание 2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями:
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4.3Использование понятия определенного интеграла в экономике .

   Задача1. Пусть функция 
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Изменение производительного процесса с течением времени от начала внедрения нового технологического процесса задается функция 
[image: image1475.wmf]5
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, где t – время в месяцах. Найти объем продукции, произведенной: а) за первый месяц; б) за третий месяц; в) за шестой месяц; г) за последний месяц года, считая от начала внедрения рассматриваемого технологического процесса.

Решение. По  вышеуказанной формуле получаем:
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Тогда
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Сравнивая между собой полученные результаты, можно заметить, что основная работа по внедрению данного технологического процесса приходится, в основном, на первую половину года.

    Возможность учета влияния различных факторов на изменение' 
производительности производства связана с использованием, напри-
мер, так называемых функций Кобба — Дугласа. В этом случае произ-
водительность f(t) представляется в виде произведения трех сомножи-
телей: 
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где функции A(t), L(t), K(t) есть величины затрат природных ресурсов, труда и капитала (соответственно), a0, α, β, γ— некоторые числа.

Задача 2 . Найти объем выпускаемой продукции за пять лет, если в функции Кобба — Дугласа A(t) = еt', L(t) = (t + 1)2, K(t) = (100-3t)2, а0 = 1, α=1, β=γ=0,5, (t — время в годах).

Р е ш е н и е. Подставляя функцию производительности f(t) 
формулу, получаем:
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Применяя дважды последовательно формулу интегрирования по 
частям, имеем: 
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Задача 3 . Определить объем выпуска продукции за первые пять ча-
сов работы при производительности 
[image: image1484.wmf](
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, где t — время в 
часах. 

Задача 4 . Найти объем продукции, выпущенной предприятием за 
год (258 рабочих дней), если ежедневная производительность этого 
предприятия задана функцией,
[image: image1485.wmf](
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Задача 5 . При непрерывном производстве химического волокна 
производительность f(t) (т/ч) растет с момента запуска 10 часов, а за-
тем остается постоянной. Сколько волокна дает аппарат в первые су-
тки после запуска, если 
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Задача 6 . Найти объем выпуска продукции за четыре года, если в

функции Кобба — Дугласа 
[image: image1489.wmf](
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Контрольные задания по теме «Интегральное исчисление»

1)-3) - Вычислить интеграл;

4) Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми.
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Примеры решения контрольных заданий по теме 

«Интегральное исчисление»
1. Вычислить интеграл 
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2. Вычислить интеграл 
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3. Вычислить интеграл 
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 EMBED Equation.3  [image: image1536.wmf]C
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4. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми: 
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Находим абсциссы точек пересечения: 
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Для площади фигуры получаем:
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                   Раздел2. линейная алгебра
                     Глава1. матрицы и определители
                     1.1  Матрицы.

           Определение. Матрица – упорядоченная система информации, представленная в идее прямоугольной таблицы чисел, состоящая из m строк и  n столбцов:
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    i -  номер строки,  j- номер столбца,  
[image: image1542.wmf]ij

a

- элемент матрицы.

                                Виды матриц.

     - Нулевая матрица.содержащая только нули.

     - Прямоугольная матрица,имеющая неравное число строк и столбцов.

     - Матрица-строка,имеющая одну строку чисел.

     - Матрица-столбец,имеющая один столбец чисел.

     - Квадратная матрица, имеющая равное число строк и столбцов.

     - Диагональная матрица, а именно квадратная,имеющая ненулевые

       элементы только на главной диагонали.

     - Треугольная матрица,имеющая только нулевые элементы ниже

        (выше) главной диагонали.

      - Единичная матрица Е, а именно диагональная матрица, имеющая

         элементы 
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                           Операции над матрицами.

1. Сложение (вычитание) матриц одинакового размера осуществляется поэлементно:

C=A+B, если cij = aij + bij; i=1, 2,…, m; j=1, 2,…, n.



2. Умножение матрицы на число — каждый элемент матрицы умножается на это число:

B=(A, если bij=(aij; i=1,2,…, m; j=1,2,…, n.




3. Умножение матрицы А на матрицу В определено, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй. Тогда произведением матрицы 
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 называется такая матрица С, каждый элемент 
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 которой равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В:
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4. Транспонирование матрицы — переход от матрицы А к матрице А', в которой строки и столбцы поменялись местами с сохранением порядка
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Свойства операции транспонирования: 
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5. Возведение квадратной матрицы А в целую положительную степень 
[image: image1549.wmf]4
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При умножении матриц обратите внимание на следующее:

а) Произведение матриц, вообще говоря, некоммутативно, т.е. 
[image: image1550.wmf]BA
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. Если АВ существует, то ВА — не обязательно. Даже если оба произведения существуют и представляют матрицы одного размера, то в общем случае 
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б) В равенствах АЕ = А и ЕА = А, где А – матрица размера 
[image: image1552.wmf]n

m
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, Е - единичная матрица: в первом равенстве – n-го порядка, во втором равенстве – m-го порядка.

Пример:

Найдем матрицу 
[image: image1553.wmf]B
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Решение: Найдем матрицу А', транспонированную к А, т.е. поменяем строки и столбцы местами:


[image: image1555.wmf].
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Найдем матрицу 3В, умножив все элементы матрицы В на 3. Произведем вычитание матриц А' и ЗВ (поэлементно): 


[image: image1556.wmf].

7

3

17

13

3

1

9

0

18

15

3

0

2

3

1

2

0

1

3

0

6

5

3

0

3

2

3

1

2

0

1

3

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

-

¢

=

B

A

C


Пример:

Найдем произведение матриц А и В, если


[image: image1557.wmf].
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Решение. Произведение матриц 
[image: image1558.wmf]3
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 не существует; поэтому найдем произведение 
[image: image1559.wmf]3
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. Выделим элементы матрицы С; вначале – элементы 1-й строки:


[image: image1560.wmf]11

с

 - это сумма произведений элементов 1-й строки первой матрицы - сомножителя В на элементы 1-го столбца второй матрицы сомножителя А: 
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аналогично 


[image: image1562.wmf];
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[image: image1563.wmf].
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Точно так же находятся элементы 2-й строки матрицы С:
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[image: image1565.wmf].
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[image: image1566.wmf].
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Таким образом,
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Задание1. Выполнить операции над матрицами.

	№
	А
	В
	Искомая матрица С
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1.2Определители квадратных матриц.
Обратная матрица.
Определение.  Определитель матрицы – число, сущестыующее только для квадратной матрицы, вычисляемое по определённому правилу спомощью элементов данной матрицы.

                         Правила вычисления определителей.

1. Определитель матрицы, состоящей из одного элемента (первого порядка): 
[image: image1592.wmf]11

11
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.

    2. Определитель квадратной матрицы 2-го порядка вычисляется по формуле:


[image: image1593.wmf].
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3. Определитель квадратной матрицы 3-го и более порядков может быть вычислен по теореме Лапласа. 

4. Алгебраическим дополнением 
[image: image1594.wmf]ij

A

 элемента 
[image: image1595.wmf]ij

a

 матрицы n-го порядка называется ее минор 
[image: image1596.wmf]ij

M

, т.е. определитель матрицы, полученной из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца> взятый со знаком 
[image: image1597.wmf]:
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[image: image1598.wmf].
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5. Теорема Лапласа. Определитель квадратной матрицы равен сумме произведений элементов любой строки (или столбца) на их алгебраические дополнения: 
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6. Определитель треугольной и, в частности, диагональной матрицы равен произведению ее диагональных элементов. 

7. Некоторые свойства определителей квадратных матриц: 

а) определитель не изменяется при транспонировании матриц;

6) определитель меняет знак, если поменять местами любые две строки (или столбца) матрицы; 

в) определитель равен нулю, если: все элементы любой строки (или столбца) равны нулю; элементы любых двух строк (или столбцов) пропорциональны либо (в частном случае) равны; 

г) определитель не изменится, если к элементам какой-либо строки (столбца) матрицы прибавить элементы другой строки (столбца), предварительно умноженные на число, отличное от нуля.

8. Квадратная матрица А называется невырожденной или неособенной если ее определитель отличен от нуля, т.е. 
[image: image1600.wmf]0
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9. Матрица 
[image: image1601.wmf]1
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, обратная к квадратной матрице А, — такая матрица, что
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где 
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 – единичная матрица того же порядка.

Свойства обратных матриц:


[image: image1604.wmf].
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10. Обратная матрица (см. § 1.1, п.7) 
[image: image1605.wmf]1

-

A

 существует (и единственна) тогда и только тогда, когда исходная матрица А невырожденная, т.е. 
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. В этом случае ее можно найти по формуле: 
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где 
[image: image1608.wmf]A
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 - присоединенная матрица, элементы которой 
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А равны алгебраическим дополнениям элементов матрицы А', транспонированной к матрице А. 

Примеры: Вычислим определители матрицы А:
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Решение:

а)

[image: image1612.wmf].
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    б)  Вычислить определитель, используя его разложение по элементам: 1) первой строки; 2) второго столбца.

Решение:

1) Находим алгебраические дополнения элементов первой строки формуле: 
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Теперь по теореме Лапласа:

[image: image1614.wmf].
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2) Находим алгебраические дополнения элементов второго столбца:


[image: image1615.wmf].
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Теперь по теореме Лапласа:

[image: image1616.wmf].
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Пример: Найдем матрицу, обратную данной 
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Решение:

а) Находим определитель матрицы
[image: image1618.wmf]5
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. Так как 
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, то матрица – 
[image: image1620.wmf]1
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 существует и единственна.

б) Транспонируем найденную матрицу:


[image: image1621.wmf].

2

1

1

1

1

1

1

2

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

¢

A


в) Находим алгебраическое дополнения 
[image: image1622.wmf]ij
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 всех элементов транспонированной матрицы 
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 и составляем из них присоединенную матрицу 
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г) Находим обратную матрицу по формуле:


[image: image1626.wmf].
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д) Проверяем правильность вычисления обратной матрицы по формуле:


[image: image1627.wmf],
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 - единичная матрица 3-го порядка.

Задание 1. Вычислить определитель матрицы.

	№
	
[image: image1629.wmf]A


	№
	
[image: image1630.wmf]A


	№
	
[image: image1631.wmf]A



	1
	
[image: image1632.wmf]9

8

7

6

5

4

3

2

1


	2
	
[image: image1633.wmf]6

3

1

3

2

1

1

1

1


	3
	
[image: image1634.wmf]5

4

7

0

2

0

3

6

5



	4
	
[image: image1635.wmf]1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-


	5
	
[image: image1636.wmf]5

4

8

7

2

3

5

4

7

2

8

5

2

1

3

1

-

-

-

-

-


	6
	
[image: image1637.wmf]4

5

6

5

5

3

4

5

7

3

6

7

2

7

5

3

-

-

-

-



	7
	
[image: image1638.wmf]0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0


	8
	
[image: image1639.wmf]1

1

3

6

2

3

4

2

2

0

3

0

7

4

2

1


	9
	
[image: image1640.wmf]3

0

2

7

5

1

0

3

6

2

0

1

4

2

1

2

-

-

-



	10
	
[image: image1641.wmf]8

9

8

12

1

4

2

4

0

2

2

1

1

2

4

3

-

-

-

-

-

-


	11
	
[image: image1642.wmf]0

2

5

1

0

1

6

4

0

0

4

2

5

3

2

3

-

-

-


	12
	
[image: image1643.wmf]8

9

8

12

1

4

2

4

0

2

2

1

1

2

4

3

-

-

-

-

-

-




Задание 2. Вычислить обратную матрицу. Если она существует.
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 EMBED Equation.3  [image: image1651.wmf]÷
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1.3 Ранг матрицы. Линейная зависимость строк (столбцов) матриц.
1. Рангом матрицы А (rang А или r (А)) называется наивысший порядок отличных от нуля миноров этой матрицы. 
2. Свойства ранга матрицы:

а) если матрица А имеет размеры 
[image: image1660.wmf]n

m

´

, то rang А ( min(m; n);
б) rang А = 0 тогда и только тогда, когда все элементы матрицы А равны 0; 

в) если матрица А - квадратная порядка n, то rang А = n тогда и только тогда, когда 
[image: image1661.wmf]0

¹

A

.

3. Элементарные преобразования, не меняющие ранга матрицы:

а) отбрасывание нулевой строки (столбца);

б) умножение всех элементов строки (столбца) матрицы на число, не равное нулю; 

в) изменение порядка строк (столбцов) матрицы;

г) прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) соответствующих элементов другой строки (столбца), умноженных на любое число; 

д) транспонирование матрицы.
4. С помощью элементарных преобразований матрицу можно привести к ступенчатому виду: 


[image: image1662.wmf],

...

...

0

0

.

.

.

.

.

.

...

...

0

...

...

2

2

22

1

1

12

11

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

rk

rr

k

r

k

r

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A


где 
[image: image1663.wmf].
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Ранг ступенчатой матрицы равен r.

5. Строки (столбцы) матрицы 
[image: image1664.wmf]m
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 называются линейно зависимыми, если существуют такие числа (1,(2,…,(m, не равные одновременно нулю, что линейная комбинация строк матрицы равна нулевой строке: (1,е1(2 е2+…+,(m еm=0 где 0 = (0,0,…,0). В противном случае строки матрицы называются линейно зависимыми.

6. Теорема о ранге матрицы:

Ранг матрицы равен максимальному числу ее линейно независимых строк или столбцов.
Пример . Найдем ранг матрицы:
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Решение. Матрица А имеет размер 
[image: image1666.wmf]3
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, значит, 
[image: image1667.wmf]3
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. С помощью элементарных преобразований, не меняющих ранг матрицы, приведем матрицу А к ступенчатому виду. 

1) Транспонируем матрицу А:
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î

ï

í

ì

=

+

=

-

+

=

+

-

.

3

5

3

,

3

2

,

0

3

2

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x


[image: image1668.wmf])
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2) Умножим элементы 1-й строки на (-1), сложим ее со 2-й и 3-й строками матрицы. В новой матрице поменяем местами 2-ю и 3-ю строки:
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3) Умножим элементы 2-й строки: строки на 3 и сложим с элементами 3-й
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Получили ступенчатую матрицу размера 3 х 4, у которой 3 ненулевых элемента на главной диагонали, значит, r(А) = 3. Эта матрица имеет ненулевой минор 3-го порядка, например, 
[image: image1671.wmf].
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Задание 3.Вычислить ранг матрицы.

	1
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Глава2. системы линейных уравнений
2.1 Виды и способы решения систем линейных уравнений.
 Общий вид системы m линейных уравнений с n переменными:
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 В матричной форме система имеет вид:

AX=B,

где
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Здесь А — матрица системы; Х — матрица-столбец переменных; В -  матрица-столбец свободных членов. 

Решение системы линейных уравнений – набор чисел, при подстановке которых вместо неизвестных уравнения превращаются в равенство.

Система линейных уравнений может быть совместной. т.е. иметь решения; и может быть несовместной. т.е. не иметь решений.

Совместная система линейных уравнений может быть определённой, 

т.е.иметь единственное решение ; и может быть неопределённой и иметь бесконечное множество решений.

Система n линейных уравнений с n переменными .

Если определитель матрицы системы n линейных уравнений с n  переменными 
[image: image1680.wmf]0
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 (т.е. матрица А — невырожденная), то единственное решение системы определяется:

а) методом обратной матрицы по формуле:


[image: image1681.wmf]B

A

X

1

-

=


б) по формулам Крамера:

[image: image1682.wmf]),
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где 
[image: image1683.wmf]j

D

 - определитель матрицы, получаемой из матрицы А заменой j - го столбца столбцом свободных членов В.

         в)  Методом Гаусса можно решить любую систему уравнений. Для этого составляют расширенную матрицу коэффициентов (А\В), приписывая к матрице А столбец свободных членов В, затем матрицу (А\В) с помощью элементарных преобразований приводят к ступенчатому виду (так называемый «прямой ход»); далее по полученной матрице выписывают новую систему и решают ее методом исключения переменных: начиная с последних (по номеру) переменных находят все остальные (так называемый «обратный ход»).

Примеры:

 а) Методом обратной матрицы решим систему уравнений:
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Решение. Обозначим:


[image: image1685.wmf].
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Тогда в матричной форме система имеет вид: AX = B. Определитель матрицы 
[image: image1686.wmf]0
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, т.е. обратная матрица A-1 существует:
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. Теперь по формуле:
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Ответ: (3;2;-1).

б) По формулам Крамера решим систему:


Решение. Определитель 
[image: image1689.wmf],
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следовательно, по теореме Крамера система имеет единственное решение. Вычислим определители матриц 
[image: image1690.wmf]3
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, полученных из матрицы А заменой соответственно первого, второго и третьего столбцов столбцом свободных членов:
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Теперь по формуле Крамера:


[image: image1692.wmf].

2

18

36

,

0

18

0

,

1

18

18

3

3

2

2

1

1

-

=

-

=

D

D

=

=

=

D

D

=

=

=

D

D

=

x

x

x


Ответ: (1;0;-2).

 в) Методом Гаусса решим систему:


[image: image1693.wmf]ï
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Решение. Выпишем расширенную матрицу системы. Необходимо на первом шаге, чтобы 
[image: image1694.wmf]0
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, но удобнее для вычислений, чтобы 
[image: image1695.wmf]1
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. Поэтому поменяем местами первую и четвертую строки, чтобы  
[image: image1696.wmf]11
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стал равным 1:
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Шаг 1. Умножим элементы первой строки на -5, 3 и -2 и прибавим их соответственно к элементам второй, третьей и четвертой строк, чтобы под элементом 
[image: image1698.wmf]11
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 в первом столбце образовалась «ступенька» из нулей.

Для проведения второго шага необходимо, чтобы в новой матрице, 
[image: image1699.wmf]0
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. Поэтому переставим вторую и третью строки:
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Шаг 2. Элементы второй строки умножаем на 4 и 3 и прибавляем соответственно к элементам третьей и четвертой строк, тогда под элементом 
[image: image1703.wmf]22
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 во втором столбце появится вторая «ступенька».

Шаг 3. Так как в полученной матрице 
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, умнножаем элементы третьей строки на 
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 и прибавляем к элементам четвертой строки. Получим:
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Расширенная матрица приведена к ступенчатому виду. Соответствующая ей система имеет вид:
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Из последнего уравнения 
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из второго 
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из первого 
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Ответ: (5;7;0;1).

Задание 1. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить системы уравнений.
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Задание 2. Методом Гаусса решить системы уравнений:
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2.2 Системы m линейных уравнений с n переменными.

    Система совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы А равен рангу расширенной матрицы (А|В) (теорема Кронекера — Капелли). 
 Пусть. r (А) = r, r < n; r переменных 
[image: image1730.wmf]r
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 называются основными (базисными), если определитель матрицы из коэффициентов при них (т.е. базисный минор) отличен от нуля. Остальные n - r переменных называются неосновными  (или свободными). 
Решение системы, в котором все n - r неосновных переменных равны нулю, называется базисным. 
Совместная система имеет: единственное решение, если r = n, и бесконечное множество решений, если r < n; число базисных решений конечно и не превосходит 
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Пример. Методом Гаусса решим систему:
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Решение. Преобразуем расширенную матрицу системы:


[image: image1733.wmf].
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Следовательно, ранг матрицы системы r (А) = 2.

Определитель при переменных 
[image: image1734.wmf]2
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 (базисный минор) отличен от нуля: 
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, эти переменные берем за основные. Остальные, неосновные переменные 
[image: image1736.wmf]4
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 (с их коэффициентами) переносим в правые части уравнений:
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откуда 
[image: image1738.wmf].
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Задавая неосновным переменным произвольные значения 
[image: image1739.wmf],
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 найдем бесконечное множество решений системы:
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Найдем все базисные решения  данной системы. 

Решение. Так как ранг матрицы системы r(A) = 2, то одно из уравнений системы, например, третье, можно отбросить; тогда возможны следующие группы основных переменных: 
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Как  мы видим, переменные 
[image: image1747.wmf]2
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 могут быть основными (базисными). Приравнивая неосновные (свободные) переменные нулю, т.е. 
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, получим 
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 откуда 
[image: image1750.wmf]5
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, т.е. первое базисное решение (-9;5;0;0).
Возьмем в качестве основных переменные 
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 Полагая неосновные переменные 
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 равными нулю, т.е. 
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, т.е. второе базисное решение (-2;0;-1;0).
Рассуждая аналогично, найдем еще три базисных решения:
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 Переменные 
[image: image1757.wmf]4
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 не могут быть основными, так как соответствующий базисный минор 
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Замечание. Все базисные решения системы можно было найти из общего решения, приравнивая соответствующие переменные нулю. Например, при 
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 т.е. получаем базисное решение 
[image: image1761.wmf])
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 и т.д.

Задание 3. Методом Гаусса решить системы линейных уравнений и найти все базисные решения:
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                   2.3 Примеры использования линейной алгебры.

Модель Леонтьева многоотраслевой экономики .

1. Уравнения 
[image: image1770.wmf]i

n

j

ij

i

y

x

x

+

=

å

=

1

 (i = 1,2,…,n) называются соотношениями баланса, где 
[image: image1771.wmf]i

x

 – объем валового продукта i-й отрасли для непроизводственного потребления, 
[image: image1772.wmf]ij

x

– объем продукции i-й отрасли, потребляемой j-й отраслью в процессе производства (i =1,2,…,n)

2. Соотношения баланса могут быть записаны:


а) в виде 
[image: image1773.wmf]i
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 (i =1,2,…,n),

где



[image: image1774.wmf]j

ij

ij

x

x

a

=

 (i, j =1,2,…n)

— коэффициенты прямых затрат, показывающие затраты продукции j-й отрасли на производство единицы продукции i-й отрасли;

б) в матричном виде:

X=AX+Y
или

(E-A)X=Y,

где 
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Х - вектор валового выпуска, Y - вектор конечного продукта, А— матрица прямых затрат.
3. Основная задача межотраслевого баланса состоит в отыскании такого вектора валового выпуска Х, который при известной матрице прямых затрат А обеспечивает заданный вектор конечного продукта Y.

Вектор Х находится по формуле:
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4. Матрица 
[image: image1777.wmf]1
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 называется матрицей полных затрат, элемент которой 
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 показывает величину валового выпуска продукции i-й отрасли, необходимой для обеспечения выпуска единицы конечного продукта j-й отрасли 
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у = 1 (j = 1, 2, ..., n).
5. Матрица 
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³
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 называется продуктивной, если для любого вектора 
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 существует решение 
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 уравнения (2.11). 

Матрица А продуктивна, если 
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 для любых I, j = 1, 2, ..., n и 
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 и существует номер j такой, что 
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6. Чистой продукцией отрасли называется разность между валовой продукцией этой отрасли и затратами продукции всех отраслей на  производство этой отрасли.

Пример . В таблице приведены коэффициенты прямых затрат и конечная продукция отраслей на плановый период, усл. ден. ед.

	Отрасль
	Потребление
	Конечный продукт

	
	Промышленность
	Сельское хозяйство
	

	Произ-водство
	Промышленность
	0,3
	0,25
	300

	
	Сельское хозяйство
	0,15
	0,12
	100


Найти:

а) плановые объемы валовой продукции отраслей, межотраслевые поставки, чистую продукцию отраслей; 

б) необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если конечное потребление продукции сельского хозяйства увеличится на 20%, а промышленности на 10%. 

Решение.

а) Выпишем матрицу коэффициентов прямых затрат А, вектор конечной продукции Y:
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Найдем матрицу
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Тогда матрицы полных затрат
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По формуле вычислим вектор валового продукта X:
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Межотраслевые поставки 
[image: image1791.wmf]ij
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, найдем по формулам (2.8) 
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. Например, 
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Валовые продукты отраслей, межотраслевые поставки, а также чистая продукция отраслей, приведены в таблице (в уел. ден. ед.).

	Отрасль
	Потребление
	Конечный продукт

	
	Промышленность
	Сельское хозяйство
	

	Произ-водство
	Промышленность
	0,3
	0,25
	300

	
	Сельское хозяйство
	0,15
	0,12
	100

	Чистая продукция
	265,1
	157,5
	

	Валовая продукция
	482
	250
	


По условию вектор конечного потребления 
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Тогда вектор продукции
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Таким образом, выпуск в промышленности нужно увеличить до 532,8 усл. ден. ед., а в сельском хозяйстве – до 287,1 усл. ден. ед.

Задание 1. Решить матричное балансовое уравнение: AX+Y=X -, а именно, найти валовой продукт  “X”, зная конечный спрос  “Y” и матрицу внутрипроизводственных норм затрат продукции “A”. Данные по вариантам приведены в таблице. Решение выполнить тремя способами: с помощью формул Крамера, с помощью метода обратной матрицы и метода Гаусса.
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Контрольныее задания по теме 
«Элементы линейной алгебры»

1) Выполнить действия с матрицами;

2) Решить систему уравнений тремя способами (методом Крамера, методом Гаусса, с помощью обратной матрицы).

	Вариант 1


	Вариант 2
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	Вариант 3


	Вариант 4
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	Вариант 5


	Вариант 6
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	Вариант 12
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Примеры решения контрольных заданий по теме 

«Элементы линейной алгебры»
Решить систему уравнений тремя способами (методом Крамера, методом Гаусса, с помощью обратной матрицы).
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А) Решение системы методом Крамера.
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Ответ: (1,2,3).

Б) Решение системы с использованием обратной матрицы.

Для матрицы 
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 найдем обратную матрицу 
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Транспонируем матрицу 
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Находим присоединенную матрицу: 
[image: image1845.wmf]÷
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Получаем обратную матрицу: 
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Тогда 
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Ответ: (1,2,3).

В) Решение системы методом Гаусса.
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Осталось только ее решить.

Ответ: (1,2,3).
Глава3. элементы линейного программирования 
3.1Общая остановка задачи

Определение 1. Линейное программирование — наука о методах исследования и отыскания экстремальных (наибольших и наименьших) значений линейной функции, на неизвестные которой наложены линейные ограничения.

Эта линейная функция называется целевой, а ограничения, которые математически записываются в виде уравнений или неравенств, называются системой ограничений.
Определение 2. Математическое выражение целевой функции и ее ограничений называется математической моделью экономической задачи. 
В общем виде математическая модель задачи линейного программирования (ЛП) записывается как
L(
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При ограничениях
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где xj – неизвестные; 

аij, bi, cj – заданные постоянные величины.

Все или некоторые уравнения системы ограничений могут быть записаны в виде неравенств.
Определение 3. Допустимым решением (планом) задачи линейного программирования называется вектор Х= (x1, x2, …xn), удовлетворяющий системе ограничений.

Множество допустимых решений образует область допустимых решений (ОДР).

Определение 4. Допустимое решение, при котором целевая функция достигает своего экстремального значения, называется оптимальным решением задачи линейного программирования и обозначается Хопт.
Базисное допустимое решение (x1, x2, …, xr 0,…,0) является опорным решением, где r— ранг системы ограничений.

Виды математических моделей

Математическая модель задачи ЛП может быть канонической и неканонической.

Определение 5. Если все ограничения системы заданы уравнениями и переменные хj неотрицательные, то такая модель задачи называется канонической.

Если хотя бы одно ограничение является неравенством, то модель задачи ЛП является неканонической. Чтобы перейти от неканонической модели к канонической, необходимо в каждое неравенство ввести балансовую переменную хi+n. Если знак неравенства ≤, то балансовая переменная вводится со знаком  плюс, если знак неравенства ≥, то — минус. В целевую функцию балансовые переменные не вводятся.

Чтобы составить математическую модель задачи ЛП, необходимо:

— ввести обозначения переменных;
— исходя из цели экономических исследований, составить целевую функцию:

— учитывая ограничения в использовании экономических  показателей задачи и их  количественные закономерности, записать систему ограничений.
Для рассмотрения решения задач линейного программирования дадим некоторые понятия аналитической геометрии в n- пространстве.

1.2 Графический метод.

Наиболее простым и наглядным методом линейного программирования является графический метод. Он применяется для решения задач ЛП с двумя переменными, заданными в неканонической форме, и многими переменными в канонической форме при условии, что они содержат не более двух свободных переменных.

С геометрической точки зрения в задаче линейного программирования ищется такая угловая точка или набор точек из допустимого множества решений, на котором достигается самая верхняя (нижняя) линия уровня, расположенная дальше (ближе) остальных в направлении наискорейшего роста.

Для нахождения экстремального значения целевой функции при графическом решении задач ЛП используют вектор grad L(x) на плоскости Х1ОХ2, который обозначим С. Этот вектор показывает направление наискорейшего изменения целевой функции, он равен

grad L(x) = С = 
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где е1и е2 – единичные векторы по осям ОХ1и ОХ2 соответственно; таким образом, С = (∂L/∂х1, ∂L/∂х2). Координатами вектора С являются коэффициенты целевой функции L(х).

Алгоритм решения задач
1. Находим область допустимых решений системы ограничений задачи.

2. Строим вектор С.

3. Проводим линию уровня L0 , которая перпендикулярна C.
4. Линию уровня перемещаем по направлению вектора С для задач на максимум и в направлении, противоположном С, для задач на минимум.

Перемещение линии уровня производится до тех пор, пока у нее не окажется только одна общая точка с областью допустимых решений. Эта точка, определяющая единственное решение задачи ЛП, и будет точкой экстремума.

Если окажется, что линия уровня параллельна одной из сторон ОДР, то в таком случае экстремум достигается во всех точках соответствующей стороны, а задача ЛП будет иметь бесчисленное множество решений. Говорят, что такая задача ЛП имеет альтернативный оптимум, и ее решение находится по формуле
Хопт = (1 – t)Х1 + t Х2,
где 0 ≤ t ≤1, Х1 и Х2 -  оптимальные решения в угловых точках ОДР.

Задача ЛП может быть неразрешима, когда определяющие ее ограничения окажутся противоречивыми.

5. Находим координаты точки экстремума и значение целевой функции в ней.
Выбор оптимального варианта выпуска изделий

Фирма выпускает 2 вида мороженого: сливочное и шоколадное. Для изготовления мороженого используются два исходных продукта: молоко и наполнители, расходы которых на 1 кг мороженого и суточные запасы даны в табл. 1.
Таблица 1
	Исходный продукт
	Расход исходных продуктов на 1 кг мороженого 
	Запас, кг

	
	сливочное
	шоколадное
	

	Молоко
	0,8
	0,5
	400

	Наполнители 
	0,4
	0,8
	365


Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на сливочное мороженое превышает спрос на шоколадное не более чем на 100 кг. Кроме того, установлено, что спрос на шоколадное мороженое не превышает 350 кг в сутки. Розничная цена 1кг сливочного мороженого 16р., шоколадного– 14р.

Какое количество мороженого каждого вида должна производить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?

Решение. Обозначим: х1 – суточный объем выпуска сливочного мороженого, кг; х2 – суточный объем выпуска шоколадного мороженого, кг.

Составим математическую модель задачи.

Целевая функция будет иметь вид.

L(х) = 16х1 + 14 х2 → max
При ограничениях:

0,8х1 + 0,5х2 ≤ 400

0,4х1 + 0,8х2 ≤ 365

х1 – х2 ≤ 100

х 2 ≤ 350

х1≥ 0 ,    х2 ≥ 0

ОАВDEF – область допустимых решений (рис. 1) строим вектор с (1,1). Линия уровня L0 задается уравнением 16х1 + 14 х2 = const.

Перемещаем линию уровня по направлению вектора с. Точкой выхода L0 из области допустимых решений является точка D, ее координаты определяются как пересечение прямых, заданных уравнениями:

0,8х1 + 0,5х2 ≤ 400

0,4х1 + 0,8х2 ≤ 365
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рис.1



Решая систему, получим координаты точки D(312,5; 300), в которой и будет оптимальное решение, т.е.

Хопт = (312,5; 300),

При этом 

L(х)max = 16 * 312,5 + 14 * 300 = 9200 р.

Таким образом, фирма должна выпускать в сутки 312,5 кг сливочного мороженого и 300 кг шоколадного мороженого, при этом доход от реализации составит 9200 р.

3.3 Двойственность в линейном программировании.

Произвольную задачу линейного программирования можно определенным образом сопоставить с другой задачей линейного программирования, называемой двойственной. Первоначальная задача является исходной. Эти две задачи тесно связаны между собой и образуют единую двойственную пару.

Различают симметричные, несимметричные и смешанные двойственные задачи.
 Симметричные двойственные задачи

Дана исходная задача: 
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При ограничениях: 
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Задача дана в неканоническом виде. Составим математическую модель двойственной задачи, для того:

· каждому неравенству системы ограничений исходной задачи приводим в соответствие переменную уi;

· составляем целевую функцию, коэффициентами которой являются свободные члены системы ограничений исходной задачи;

· составляем систему ограничений. Коэффициенты системы ограничений транспонированную матрицу коэффициентов систему ограничений исходной задачи. Знаки неравенства меняются на противоположные;

· свободными членами системы ограничений являются коэффициенты целевой функции исходной задачи. Все переменные двойственной задачи неотрицательные.
Математическая модель двойственной задачи имеет вид:
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при ограничениях: 
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 Смешанные теоремы двойственности.

Теорема 1. Если одна из двойственных задач имеет оптимальное решение, то другая также имеет оптимальное решение, причем для любых оптимальных решений Х и У выполняется равенство: L(x)max = S (y)min
Если одна из двойственных задач неразрешима ввиду тог, что L(x)max → ∞ (или S (y)min → - ∞), то другая задача не имеет допустимых решений.

Теорема 2. Для оптимальности допустимых решений Х и У пары двойственных задач необходимо и достаточно, что бы они удовлетворяли системе уравнений.
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Теоремы позволяют определить оптимальное решение одной из пары задач по решению другой.

 Решение двойственных задач.

  Решение симметричных задач.
	Исходная задача
	                                              Двойственная задача
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	При ограничениях:
	                                                     При ограничениях:
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Решим исходную задачу графическим методом, получим Хопт = (4, 1), при этом L(x)max = 3
На основании 1-й теоремы двойственности: L(x)max = S (y)min = 3

Так как х1, х2> 0, то по 2-й теореме двойственности систему ограничений двойственной задачи можно записать в виде равенств:
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Поставим Хопт в систему ограничений исходной задачи:   
[image: image1869.wmf]ï
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Тогда система ограничений двойственной задачи примет вид: 
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Откуда Уопт = (0,2/3, 1/3), при этом S (y)min = 3.
Пусть дано решение двойственной задачи Уопт = (0,2/3, 1/3), S (y)min = 3, найдем решение исходной.

По 1-й теореме двойственности L(x)max = S (y)min = 3. Так как у2 и у3 >0, то по 2-й теореме двойственности второе и третье неравенства исходной  задачи обращаются в равенства: 
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Откуда Хопт = (4, 1), при этом L(x)max = 3.
  3.4 Экономический анализ задач с использованием теории двойственности.

Рассмотрим задачу оптимального использования ресурсов, запишем ее математическую модель

L(x) = 
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n

j

j

x

с

å

=

1

→ max
При ограничениях: 
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Двойственная задача имеет вид

S (y)  = 
[image: image1875.wmf]i
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Теорема 3. Значения переменных уj в оптимальном решении двойственной задачи представляют собой оценки влияния свободных членов системы ограничений исходной задачи на оптимальное значение ее целевой функции, т.е. УJ = ∂LI/  ∂ bi
Примем ∂LI ≈∆LI, тогда ∆LI≈ уi * ∆bi
Для задачи оптимального использования сырья это уравнение показывает, что при изменении i-го ресурса оптимальный доход является линейной функцией от его приращения, причем коэффициентом служит  уi – i-я компонента оптимального решения двойственной задачи.

Если уi мало, то значительному увеличению i-го ресурса будет соответствовать небольшое увеличение оптимального дохода и ценность ресурса невелика. 

Если уi = 0, то при увеличении i-го ресурса оптимальный доход остается неизменным и ценность этого ресурса равна нулю. В самом деле, сырье, запасы которого превышают потребности в нем, не представляет ценности для производства и его оценку можно приять за нуль.

Если уi велико, то незначительному увеличению i-го ресурса будет соответствовать существенное увеличение оптимального дохода и ценность ресурса высока. Уменьшение ресурса ведет к существенному сокращению выпуска продукции.

Переменную уi считают некоторой характеристикой ценности i-го ресурса. В частности, при увеличении i-го ресурса на единицу (∆bi = 1)  оптимальный доход возрастает на уi, что позволяет рассматривать уi как «условную единицу», оценку единицы i-го ресурса, объективно обусловленную оценку.

Так как уi представляет частную производную от оптимального дохода по i-му ресурсу, то уi характеризует скорость изменения оптимального дохода при изменении i-го ресурса. 

С помощью уi можно определить степень влияния ограничений на значение целевой функции. Предельные значения (нижняя и верхняя границы) ограничений ресурсов, для которых уi остаются неизменными, определяются по формулам:

bin  = min (xj/dij).                              bib = max(xj/dij)
где хi – значение переменной в оптимальном решении

dij –  элементы матрицы (dij) = А-1, обратной к матрице базиса оптимального решения, для которой А = (аij)mxn.
Если в план включаются новые виды продукции, то их оценка находится по формуле:  ∆j = 
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если ∆I < 0, то новый вид продукции улучшает план. При ∆I> 0 нецелесообразно включать новый вид продукции.

Контрольные  задания по теме « Линейное программирование».

2. Предприятие выпускает два вида продукции, используя три вида ресурсов. 

Обозначения: 

А – матрица норм затрат ресурсов, 

В – запасы ресурсов, 

С – прибыль на единицу продукции. 

С помощью данных, приведенных в таблице, требуется:

а)   составить экономико-математическую модель задачи;

б) определить план выпуска изделий, обеспечивающий получение максимальной прибыли;

в) составить двойственную задачу, найти оптимальное решение и оптимум двойственной задачи с помощью теорем
 двойственности; указать дефицитные для предприятия ресурсы. 

	

Вариант № 1
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	Вариант № 2
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	Вариант № 3
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	Вариант № 4
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	Вариант № 5
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	Вариант № 6
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	Вариант № 7
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	Вариант № 8
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	Вариант № 9
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	Вариант № 10
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                       Раздел3. Теория вероятностей 
                                      Глава1.случайные события
                                 1.1 Основные понятия.
Испытание – это комплекс условий появления какого-либо случайного явления.

Случайным событием называется такой исход испытания (опыта, эксперимента), который может произойти или не произойти.

События обозначаются, как правило, заглавными буквами латинского алфавита A, B, C, D,…. 

Частота события – отношение числа наступлений события к числу испытаний.

Вероятность события – мера объективной возможности появления события.

                     Классификация событий.
Событие называется достоверным, если оно обязательно наступит в результате испытания; достоверное событие обозначается через 
[image: image1889.wmf]W

.

Событие называется невозможным, если оно заведомо не произойдет в результате испытания; невозможное событие обозначается через 
[image: image1890.wmf]Æ

.

Два события называются несовместными, если появление одного из них исключает появление другого события в одном и том же испытании; в противном случае события называются совместными.

События 
[image: image1891.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1892.wmf]n
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 называются попарно-несовместными, если любые два из них несовместны.

Два события называются независимыми, если  вероятности их наступления не зависят от наступления других событий в данном испытании.

Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, если ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие (то есть все события имеют равные «шансы»).

События  
[image: image1893.wmf]n
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 образуют полную группу, если они попарно несовместны и в результате каждого опыта происходит одно и только одно из них.

Противоположным событию 
[image: image1894.wmf]А

 называется событие 
[image: image1895.wmf]А

, которое происходит тогда и только тогда, когда не происходит событие  
[image: image1896.wmf]А

.

Операции над событиями.
Суммой событий 
[image: image1897.wmf]А

 и 
[image: image1898.wmf]В

 называется событие 
[image: image1899.wmf]В
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, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит хотя бы одно из событий 
[image: image1900.wmf]А

 и 
[image: image1901.wmf]В

 (то есть или 
[image: image1902.wmf]А

, или 
[image: image1903.wmf]В

, или оба вместе).

Произведением событий 
[image: image1904.wmf]А

 и 
[image: image1905.wmf]В

 называется событие 
[image: image1906.wmf]В
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, которое происходит тогда и только тогда, когда происходят оба события 
[image: image1907.wmf]А

 и 
[image: image1908.wmf]В

.

Разностью событий 
[image: image1909.wmf]А

 и 
[image: image1910.wmf]В

 называется событие 
[image: image1911.wmf]В
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, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит событие 
[image: image1912.wmf]А

, но не происходит 
[image: image1913.wmf]В

.

Событие 
[image: image1914.wmf]А

 влечет событие 
[image: image1915.wmf]В

 (или 
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 является частным случаем 
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), если из того, что происходит событие 
[image: image1918.wmf]А

, следует наступление события 
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; записывается это следующим образом 
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Элементы комбинаторики.

Пусть дано множество, состоящее из n различных элементов.

Размещением из n элементов по  k 
[image: image1921.wmf])
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  называется любое упорядоченное подмножество данного множества, содержащее k элементов.

Два размещения различны, если они отличаются друг от друга либо составом элементов, либо порядком их расположения.

Число размещений из n элементов по  k  обозначают символом 
[image: image1922.wmf]k
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и вычисляют по формуле:
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где 
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Пример 1. Составить различные размещения по два элемента из элементов множества А={3, 4, 5} и подсчитать их число.

Решение.  Из трех элементов можно образовать следующие размещения по два элемента: 
[image: image1926.wmf](
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. Таким образом, всего их шесть. Однако число размещений можно посчитать и по формуле (1.1): 
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Пример 2. Сколькими способами 3 награды (за 1-е, 2-е и 3-е места) могут быть распределены между 10 участниками соревнований?

Решение. Будем считать, что каждый участник соревнований может получить не более одной награды. Выбрать 3-х участников из 10 можно следующим образом  
[image: image1928.wmf]720
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, так как «призовые тройки» отличаются друг от друга либо составом участников, либо порядком их следования.

Перестановкой из n элементов называется размещение из n элементов по n элементов. Число перестановок обозначается символом Pn и вычисляется по формуле: 
[image: image1929.wmf]!
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Таким образом, указать ту или иную перестановку из n элементов значит выбрать определенный порядок этих элементов. Поэтому любые две перестановки отличаются друг от друга только порядком следования элементов.

Пример 3. Сколькими способами можно расставить на книжной полке десятитомник Д. Лондона, располагая их: 1) в произвольном порядке; 2) так, чтобы 1, 5 и 9 тома стояли рядом.

Решение. 1) Число способов расстановки 10 книг равно числу перестановок из 10 элементов, то есть  
[image: image1930.wmf]3628800
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2) Мысленно связав 1, 5 и 9 тома в одну связку, получим 8 «книг», то есть 7 книг и одну связку книг. Их можно расставить на полке 
[image: image1931.wmf]!
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. Каждому из этих способов расстановки соответствуют 
[image: image1932.wmf]!
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 способов расстановки книг, находящихся в связке. Таким образом, число возможных расстановок 10 книг, чтобы три определенные книги стояли рядом (1, 5 и 9) равно: 
[image: image1933.wmf]241920

6

40320

!

3

!

8

3

8

=

×

=

×

=

×

Р

P

.

Сочетанием из n элементов по  k 
[image: image1934.wmf])
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  называется любое  подмножество данного множества, содержащее k элементов.

Любые два сочетания отличаются друг от друга хотя бы одним элементом (то есть отличаются только составом элементов). Число сочетаний из n элементов по k обозначается символом 
[image: image1935.wmf]k
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 и вычисляется по формуле: 
[image: image1936.wmf]!

)!

(

!

!

k

A

k

n

k

n

С

k

n

k

n

=

-

=

 

Для чисел 
[image: image1937.wmf]k
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 справедливы следующие тождества:
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[image: image1939.wmf].
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Пример 4. В вазе стоят 9 красных и 7 розовых гвоздик. Сколькими способами можно выбрать из нее: 1) 3 гвоздики; 2) 6 гвоздик одного цвета; 3) 4 красных и 3 розовых гвоздики.

Решение. 1) Так как порядок выбора цветов не имеет значения, то выбрать 3 гвоздики из вазы, в которой стоят 16 гвоздик, можно 
[image: image1940.wmf]560
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2) Выбрать 6 гвоздик красного цвета можно 
[image: image1941.wmf]84
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 способами, а выбрать 6 гвоздик розового цвета можно 
[image: image1942.wmf]7
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способами. По правилу сложения выбрать 6 гвоздик одного цвета (красных или розовых) можно 
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способом;

3) Выбрать 4 красных гвоздик из 9 имеющихся можно 
[image: image1944.wmf]126
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 способами, а 3 розовых из имеющихся 7 можно 
[image: image1945.wmf]35
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 способами. Поэтому букет из 4 красных и 3 розовых гвоздик можно составить по правилу умножения 
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1.2 Классическое и статистическое определение вероятности.   

 Пусть производится опыт с n равновозможными исходами, образующими полную группу несовместных событий. Такие исходы называются элементарными событиями.  Случай, который приводит к наступлению события  А, называется  благоприятным этому событию. 

Вероятностью события А называется отношение числа m исходов, благоприятствующих этому событию, к общему числу n исходов:
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Из классического определения вероятности следуют следующие свойства:

1) вероятность достоверного события равна единице, то есть все исходы являются благоприятными (m=n):   
[image: image1948.wmf]1
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2) вероятность невозможного события равна нулю (m=0): 
[image: image1949.wmf]0
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3) вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей: 
[image: image1950.wmf]1
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Статистическое определение вероятности связывает понятие вероятности с эмпирическим (опытным) понятием относительной частоты случайного события W(A), которая находится по результатам серии опытов.

Относительной частотой случайного события А  называется отношение числа опытов, в которых появилось данное событие 
[image: image1951.wmf]a
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, к общему числу фактически произведенных опытов n: 
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Статистической вероятностью события А называется постоянное число, к которому приближаются значения частоты этого события по мере увеличения числа опытов: 
[image: image1953.wmf]¥
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Пример 5. В городе имеется одиннадцать различных коммерческих банков. Господин «N» открыл по одному счету в пяти различных банках. Позднее четыре банка из одиннадцати изменили ставки процентов по вкладам. Найти вероятность того, что по двум вкладам господина ставки остались неизменными.

Решение. Господин выбирал банки случайным образом. Испытание – выбор пяти банков из имеющихся одиннадцати. A – событие состоящее в том, что по двум вкладам господина, из имеющихся пяти, ставки остались неизменными, и, следовательно, по трем другим изменились.
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  , где 
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 - число всех исходов испытания (несовместимых, единственно возможных и равновозможных); 
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- число  исходов, связанных с наступлением события А (
[image: image1957.wmf]1
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 - число вариантов выбора двух банков, из имеющихся семи, не изменивших  ставки процентов,  
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 - число вариантов выбора трех банков, из имеющихся четырех, изменивших  ставки процентов).

Таким образом, 
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)

18

.

0

462

84

)

(

=

=

=

n

m

A

P

.

Полная вероятность события. Формула Байеса.
Теорема. Пусть событие  B может произойти только с одним из событий 
[image: image1960.wmf]k
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, образующих полную группу попарно несовместных событий, то есть 
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. Тогда вероятность события В вычисляется  по формуле полной вероятности:
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Формула Байеса. Если в результате опыта осуществилось событие В, то вероятность «гипотезы» 
[image: image1963.wmf](
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 вычисляется по следующей формуле:


[image: image1964.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

B

P

A

B

P

A

P

B

A

P

i

i

i

=


Пример 6.  В магазин поступили соответственно 20, 15, и 10 пальто трех различных фирм. Известно, что доля высококачественных изделий среди продукции первой фирмы в среднем составляет 70%, второй - 80%, третьей – 60%. Наудачу выбранное пальто оказалось плохим. Найти вероятность того, что оно поставлено второй фирмой.

Решение. Для выбранного пальто могут наступить события: 
[image: image1965.wmf]i
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- оно поставлено i–той фирмой, B - оно оказалось плохим. Группа событий: 
[image: image1966.wmf]-
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 является полной, причем событие B может появиться только вместе с одним из них. По условию задачи:
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Полная вероятность события: 


[image: image1968.wmf](
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Выбранное пальто оказалось плохим, наступило событие B. Определим вероятность «гипотезы, состоящей в том, что пальто поставлено в магазин второй фирмой» по формуле: 
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Повторные независимые испытания
Формула Бернулли.

Испытания называются независимыми по отношению к некоторому событию А, если вероятность наступления данного события в каждом испытании постоянная и не зависит от результатов других испытаний. 

Пусть производятся n независимых испытаний, в каждом из которых может произойти некоторое событие А с одной и той же вероятностью 
[image: image1970.wmf]p

A

P

=

)

(

или произойти противоположное событие 
[image: image1971.wmf]А

 с вероятностью 
[image: image1972.wmf]q
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Рассмотрим событие Вm, состоящее в том, что событие A наступит в  n независимых испытаниях m раз. Для определения вероятности данного события применяется формула Бернулли:     
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Отсюда следует, что вероятность того, что в n испытаниях, удовлетворяющих схеме Бернулли, событие А наступит:

а) менее m раз – равна 
[image: image1974.wmf]);
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б) более m раз – равна 
[image: image1975.wmf]);
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с) хотя бы один раз – равна 
[image: image1976.wmf].
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                     Глава2. случайные величины
2.1 Понятие случайной величины. Функция распределения.

Случайная величина X- это переменная, которая может принимать в зависимости от исходов испытаний те или иные случайные значения xi. Если все значения случайных величин составляют счетное множество, то случайная величина называется дискретной. Ряд количественных показателей экономических систем могут быть рассмотрены как дискретные случайные величины.

Функцией распределения случайной величины Х  называется функция 
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равна вероятности события 
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Функция распределения обладает следующими свойствами:

1. 
[image: image1981.wmf];
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4. 
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 непрерывна слева в любой точке х, то есть 
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5. 
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2.2 Дискретная случайная величина.

Закон распределения случайной дискретной величины - связывает между собой значения случайной величины и вероятности принятия случайной величиной ее значений. Он может быть записан в форме таблицы:
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Особое место среди случайных дискретных величин занимают величины с биномиальным законом распределения:

- число наступлений события в независимых повторных испытаниях,

- частость наступлений события в независимых повторных испытаниях.
Характеристики дискретной случайной величины:
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 - cреднее квадратическое отклонение.

При расчетах дисперсии используют свойство:  
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Для биномиально распределенных случайных величин можно применять известные формулы расчета характеристик:
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Основные операции над случайными дискретными величинами:

1. Умножение случайной величины на число (: 
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2. Суммирование случайных величин: 
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3. Умножение случайных величин: 
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Пример 1. Клиенты банка, не связанные друг с другом, не возвращают кредиты в срок с вероятностью 0,1. Составить закон распределения числа возвращенных в срок кредитов из 5 выданных. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение этой случайной величины.

Решение. Для каждого выданного кредита  может наступить одно из событий: он не возвращен - 
[image: image2016.wmf]A

 или возвращен – А, по условию задачи с вероятностями 
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. Вероятности событий неизменны для всех кредитов, следовательно, имеют место независимые повторные испытания, число которых мало 
[image: image2018.wmf]5

=

n

. 

Х - случайная величина, а именно, число возвращенных кредитов. Рассмотрим событие 
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. Случайная величина имеет биномиальный закон распределения:
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Характеристики биномиально распределенной случайной величины можно найти, используя известные формулы:

Математическое ожидание - 
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Дисперсия -  
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Найдем вероятность события -  В, состоящее в том, что число возвращенных кредитов  не менее двух, т.е. или 2, или 3, или 4 или 5:
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Пример 2. В населенном пункте три рынка. Вероятность того, что на рынке есть необходимый для господина N товар, равна 0.6. Он пытается купить этот товар. Если на очередном рынке отсутствует данный товар, господин отправляется за ним на следующий рынок. Поиски прекращаются либо с приобретением товара, либо после того как посещены все рынки. Составить закон распределения числа посещенных рынков. Построить функцию распределения найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение числа посещенных рынков.

Решение. Х – число посещенных рынков. Аi – событие, состоящее в том, что на i-том посещенном рынке есть необходимый товар, 
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Закон распределения и рабочие расчеты по характеристикам случайной величины:
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Характеристики случайной величины – числа посещенных рынков:

Математическое ожидание - 
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Дисперсия - 
[image: image2050.wmf](
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Среднее квадратическое отклонение -  
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2.3 Непрерывная случайная величина.

Случайная величина Х называется непрерывной, если ее функция распределения  
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 - непрерывна, причем производная функции не имеет разрывов на всей числовой оси, за исключением конечного числа точек.

Плотность вероятности непрерывной случайной величины:

Пусть функция распределения 
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непрерывной случайной величины Х непрерывна и дифференцируема всюду, кроме, отдельных точек. Тогда производная f(x) ее функции распределения называется плотностью распределения н.с.в. Х: 
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Свойства плотности вероятности:
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Нормальный закон распределения

Непрерывная случайная величина Х имеет нормальный закон распределения, если ее плотность имеет вид:
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Параметры нормального закона распределения:

1. 
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 - дисперсия случайной величины.

Функция распределения:
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Свойства:
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3. Сумма конечного числа независимых величин с нормальным законом распределения имеет нормальный закон распределения.

4. Важное применение для решения задач имеет теорема Ляпунова, согласно которой сумма большого количества независимых случайных непрерывных величин распределена по нормальному закону.

Пример .
Торговая точка имеет в продаже большое количество различных товаров. Средняя выручка в день составляет 5 д.е., а среднее квадратическое отклонение 0.9 д.е. Составить плотность вероятности и функцию распределения выручки торговой точки. Найти вероятность того, что выручка торговой точки в случайно выбранный день: а) составит от 4 до 7 д.е., б) будет отличаться от средней выручки не более чем на 2 д.е.
Решение. 
Х - выручка торговой точки, случайная величина,  представляющая собой сумму большого количества случайных величин – выручек от продажи различных товаров, т.о., согласно теореме Ляпунова, имеет нормальный закон распределения.

Средняя выручка, по теории выборки (математическая статистика), является хорошей оценкой математического ожидания данной случайной величины. Следовательно: М(Х)=5 д.е.; 
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Плотность вероятности - 
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Функция распределения - 
[image: image2071.wmf]R
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Вероятность того, что выручка торговой точки составит от 4 до 7 д.е.:
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Вероятность того, что выручка будет отличаться от средней выручки 

не более чем на 2 д.е. - 
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 Контрольные задания по теме  «Теория вероятностей»

Вариант № 1

1. Две машинистки печатали рукопись. Первая напечатала 1/3 всей рукописи, вторая - остальное. Вероятность того, что первая машинистка сделала ошибки, равна 0,15, для второй - 0,1. При проверке были обнаружены ошибки. Найти вероятность того, что ошиблась первая машинистка. 

2. В лотерее разыгрывается мотоцикл стоимостью 250 руб., велосипед стоимостью 50 руб. и часы ценой 40 руб. Найти закон распределения случайной величины, равной выигрышу, и математическое ожидание выигрыша для лица, имеющего один билет, если число билетов равно 100. 

3. Случайная величина распределена по нормальному закону. Известно, что математическое ожидание ее равно 10 и среднее квадратическое отклонение равно 5. Определить вероятность того, что случайная величина примет значения, принадлежащие интервалу (7; 12).

Вариант № 2.


1. В сборочный цех завода детали поступают из двух цехов: из первого - 70%, из второго - 30%, причем 10% деталей из первого цеха и 20% - из второго, отличного качества. Определить вероятность того, что взятая наудачу деталь не будет отличного качества. 

2. На пути движения автомашины 4 светофора, каждый из которых запрещает дальнейшее движение автомашины с вероятностью 0,5. Найти ряд распределения числа светофоров, пройденных машиной  до первой остановки. Чему равны математическое ожидание и дисперсия этой случайной величины? 

3. Случайная величина распределена по нормальному закону. Ее математическое ожидание равно 10 и среднее квадратическое отклонение составляет 5. Определить вероятность того, что отклонение значений случайной величины от математического ожидания не превзойдет по абсолютной величине ε = 2.

Вариант № 3.


1. Имеется 5 партий радиоламп: 3 партии по 8 штук, в каждой из которых 6 стандартных и 2 нестандартных, и 2 партии по 10 штук, в каждой из которых 7 стандартных и 3 нестандартных. Из одной, взятой на удачу, партии случайным образом выбирается одна деталь. Определить вероятность того, что эта деталь будет стандартной. 

2. В автобусе 4 пассажира. Считается, что каждый из пассажиров с равной вероятностью может сойти на любой из оставшихся трех остановок. Пусть Х означает число пассажиров, сошедших на первой остановке. Написать закон распределения для случайной величины Х и найти ее математическое ожидание. 

3. Известно, что вес некоторых плодов, выращиваемых в совхозе, подчиняется нормальному закону с математическим ожиданием 175г и σ = 25. Определить вероятность того, что вес наудачу взятого плода будет: а) заключен в пределах от 125 до 250 г; б) не менее 250г; в) не более 300г.

Вариант № 4.

1. В двух одинаковых коробках лежат товары: в первой - два изделия первого сорта и одно второго, во второй - три изделия первого сорта и два второго. Наудачу берется коробка и из нее изделие. Определить вероятность того, что это изделие первого сорта. 

2. Рабочий обслуживает 4 станка. Вероятность того, что в течение часа станок не потребует внимания рабочего, равна для первого станка 0,9, для второго - 0,8, для третьего - 0,75 и для четвертого - 0,7. Найти математическое ожидание и дисперсию числа станков, которые не потребуют внимания рабочего в течение часа. 

3. Длина детали - случайная величина, распределенная по нормальному закону, со среднем значением 20 см и дисперсией, равной 0,2 см2. Определить вероятность того, что длина наудачу взятой детали будет заключена в пределах от 19,7 до 20,3 см.

Вариант № 5.

1. В 6 одинаковых ящиках по 10 деталей, причем в трех ящиках по 8 деталей, в двух - по 6 деталей и в одном - 5 деталей 1 сорта. Наудачу выбираем одну деталь. Определить вероятность того, что эта деталь будет первого сорта. 

2. В некотором цехе брак составляет 5% всех изделий. Составить таблицу распределения числа бракованных изделий из 6 взятых наудачу изделий. Найти математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. 


3. Изготовленные цехом детали по размерам диаметра распределяются по нормальному закону с математическим ожиданием 4,9 см. и средним квадратическим отклонением  0,5 см. Определить вероятность того, что диаметр взятой наудачу детали отклонится от математического ожидания менее чем на 1 см.

Вариант № 6.


1. Электролампы изготавливаются на трех заводах. Первый завод изготавливает 45% общего количества электроламп, второй - 40%, третий - 15%. Продукция первого завода содержит 70% стандартных ламп, второго - 80%, третьего - 90%. В магазины поступает продукция всех трех заводов. Какова вероятность, что купленная в магазине ламп окажется стандартной?

2. Изделия некоторого производства содержит 5% брака. Взято 5 изделий. Построить ряд распределения числа бракованных среди этих 5 изделий. Найти среднее число бракованных изделий и среднее квадратичные отклонение этой  случайной величины. 

3. При измерении расстояний до удаленных предметов ошибка подчинена нормальному закону со средним значением, равным 20 м. и средним квадратическим отклонением 40 м. Определить вероятность того, что измеренное расстояние отклоняется от действительного в ту или иную сторону не более чем на 30 м.

Вариант № 7.


1. Два охотника одновременно стреляют в цель. Известно, что вероятность попадания у первого охотника равна 0,7, у второго - 0,6. В результате первого залпа оказалось одно попадание в цель. Чему равна вероятность того, что промахнулся первый охотник? 

2. Средний диаметр детали 6 см и дисперсия равна 0,0004 см2 . Определить максимальное отклонение размера диаметра наудачу взятой детали от среднего размера, которое можно гарантировать с вероятностью не менее чем 0,9973. 

3. Изделия, выпускаемые цехом, по своим линейным размерам распределяются по нормальному закону с математическим ожиданием равным 5 см. Известна вероятность, равная 0,9758,что наудачу взятое одно изделие будет иметь размеры в границах от 4,95 см. до 5,05 см. Найти дисперсию этой случайной величины.

Вариант № 8.


1. Телеграфное сообщение состоит из сигналов "точка" и "тире". Статистические свойства помех таковы, что искажается в среднем 2/5 сообщения "точка" и 1/3 сообщений "тире". Известно, что среди передаваемых сигналов "точка" и "тире" встречаются в отношении 5:3. Определить вероятность того, что принят передаваемый сигнал, если: а) принят сигнал "точка"; б) принят сигнал "тире".

2. В городе 10 банков. Некто имеет 3 вклада в трех банках. Два банка обанкротились. Составить закон распределения числа его вкладов в обанкротившихся банках. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины.

3.Длина изготовляемой автоматом детали, представляет собой случайную величину, распределённую по нормальному закону с параметрами a=15 cм  и  σ= 0,2 см. Найти вероятность брака, если допустимые размеры детали должны быть 15 ± 0,3 см. Какую точность длины изготовленной автоматом детали можно гарантировать с вероятностью 0,97?

Вариант № 9.


1. На сборку поступают детали с четырех автоматов, производительности которых пропорциональны числам 4,3,2,1. Вероятность брака на этих автоматах соответственно 0,001; 0,0025; 0,002 и 0,005. Найти вероятность того, что взятая наудачу деталь оказалась стандартной.


2. Вероятность того, что партия товара будет продана на оптовом рынке, равна 0,8. Составить закон распределения числа проданных из четырех партий товара. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины.  

3. На автомате изготавливают заклёпки. Диаметр их головок представляет собой случайную величину, распределённую по нормальному закону и имеет среднее значение, равное 2 мм, и дисперсию, равную 0,01 мм2  Какие размеры диаметра головок заклёпки можно гарантировать с вероятностью 0,95?

Вариант № 10.


1. Вероятность изготовления детали с дефектом на некотором предприятии равно 0,04. Какова вероятность приема детали системой контроля, если в этой системе вероятность приема годной детали равно 0,98, а вероятность приема дефектной - 0,05?


2. В населенном пункте имеется пять рынков. Вероятность того, что на рынке продается нужный товар, равна 0,9. . Составить закон распределения числа рынков, на которых имеется нужный товар. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины.


3. Математическое ожидание нормально распределенной случайной величины – 25, а дисперсия – 3. Необходимо: 1) составить плотность вероятности и функцию распределения случайной величины; 2) найти вероятность того, что она примет какое-нибудь значение не меньшее 23.
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