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Введение 
 

Одномерное волновое уравнение для функции ),( txuu = , зависящей от 
одной пространственной переменной x  и времени t , имеет вид 

).,(2 txfuau xxtt =−                                                    (1) 
Это уравнение является простейшим уравнением гиперболического типа и ис-
пользуется для описания линейных волновых процессов различной физической 
природы. Например, уравнение (1) описывает малые поперечные колебания 
струны, продольные колебания тонкого стержня, применяется при рассмотре-
нии широкого круга волновых процессов акустики, гидродинамики, электроди-
намики.  

Для уравнений в частных производных, как правило, не ищут общие ре-
шения, а изучают различные постановки задач, включающие дополнительные 
условия, которые позволяют отобрать единственное решение, определяющее 
конкретный физический процесс. Одномерное волновое уравнение — это одно 
из немногих уравнений в частных производных второго порядка, для которого 
можно найти общее решение. Чтобы выделить единственное решение этого 
уравнения, чаще всего ставятся начальная (задача Коши) и начально–краевая 
(смешанная) задачи. Существуют различные методы их решения [1–6].  

Данное учебно–методическое пособие посвящено методу характеристик. 
В пособии приведены необходимые теоретические сведения и решены различ-
ные, ставшие уже классическими, задачи о колебаниях струны, которые имеют 
и самостоятельное значение и позволяют глубже понять теоретический матери-
ал. Учебно–методическое пособие представляет собой переработанную и до-
полненную методическую разработку, изданную ранее в 1992 году и исполь-
зуемую на практических занятиях по курсу «Уравнения математической физи-
ки» на механико-математическом факультете ННГУ. 
 

1. Общее решение одномерного волнового 
уравнения 

 
В однородном волновом уравнении  

02 =− xxtt uau                                                 (1.1) 

сделаем замену переменных 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

.
,

atx
atx

η
ξ

 

Введём обозначение 
).,(),(),( ηξVatxatxVtxu =−+=                              (1.2) 

Используя формулы дифференцирования сложной функции, получим 
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,ηξηξ ηξ VVVVu xxx +=+=  

),( ηξηξ ηξ VVaVVu ttt −=+=  

,2 ηηξηξξ VVVuxx ++=  

).2(2
ηηξηξξ VVVautt +−=  

После подстановки вторых производных ,xxu  ttu  в уравнение (1.1) будем 
иметь 

.0=ξηV                                                      (1.3) 
Положим 

).,(),( ηξ
η
ηξ WV

=
∂

∂
                                           (1.4) 

В силу (1.3) функция ),( ηξW  удовлетворяет уравнению 

0),(
=

∂
∂

ξ
ηξW

 

Отсюда следует, что функция  ),( ηξW  не зависит от ξ , а является функцией 
только переменной η , 

).(1 ηfW =  
Учитывая это, уравнение (1.4) перепишем: 

).(),(
1 ηη

ηξ fV
=

∂
∂

                                             (1.5)  

Уравнение (1.5) будем интегрировать как обыкновенное дифференциальное 
уравнение по переменной η  при фиксированном параметреξ . При этом добав-
ляется не произвольная постоянная интегрирования, а произвольная функция 
параметра ξ : 

).()(),(
0

1 ξζζηξ
η

η
gdfV += ∫                                    (1.6) 

Первообразная произвольной функции )(1 ηf  является произвольной функцией 
переменной η . Введем обозначение 

∫=
η

η
ζζη

0

)()( 1 dff ,  

и решение (1.6) перепишем: 
)()(),( ξηηξ gfV +=  

Таким образом, общее решение уравнения (1.3) содержит две произ-
вольные функции. Возвращаясь по формулам (1.2) к старым переменным x и t , 
получим общее решение однородного волнового уравнения (1.1) 
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)()(),( atxgatxftxu ++−= .                                   (1.7) 
Все решения волнового уравнения называются волнами. Каждое сла-

гаемое формулы (1.7) имеет физическую интерпретацию. Рассмотрим, напри-
мер, функцию 

)( atxfu −= .                                                   (1.8) 
Вид графика решения называется формой волны. График  решения (1.8) в 
фиксированный момент времени 00 >t  получается из решения в начальный 
момент времени 0=t  смещением вправо на величину 0at  (рис. 1.1).  
 

 
Рис. 1.1. Решение ( )2)(exp atxu −−=  смещается с течением времени слева направо 

 
Поэтому функцию )( atxfu −=  называют волной, распространяющейся в 
направлении оси x  со скоростью a , или прямой бегущей волной. Аналогич-
но трактуется функция )( atxgu += . Это решение описывает волну, которая, 
не изменяя своей формы, движется со скоростью a  в отрицательном направле-
нии оси x  и называется обратной волной. В соответствии с формулой (1.7) 
общее решение однородного волнового уравнения (1.1) представляется в виде 
суммы (суперпозиции) прямой и обратной волн. 

     Задание 1. 

1.  Найти общее решение уравнений: 
1.1. xyuxy = . 

                       1.2. 0=+ yxy uu . 

                       1.3. xuu xxy =+ 2 . 
                       1.4. 0=++− txxxtt uuuu . 

                       1.5. tuau xxtt ωsin2 =− . 
2. Пусть функция )(xf  непрерывна при всех x , кроме точки  0xx = . В 

точке 0xx =  функция )(xf  имеет разрыв первого рода. Указать на 
фазовой полуплоскости ),( tx  множество точек разрыва функции 

                      )()(),( atxfatxftxu ++−= . 
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2. Решение задачи Коши для однородного волнового 
 уравнения. Формула Даламбера 

 
Задача Коши для однородного волнового уравнения формулируется сле-

дующим образом: 
найти решение однородного волнового уравнения 

02 =− xxtt uau                                                  (2.1) 
в области ∞<<∞− x , 0>t , удовлетворяющее в начальный момент вре-
мени 0=t  условиям 

)(0 xu t ϕ==  , ,∞<<∞− x                                   (2.2) 

)(0 xu tt ψ== , .∞<<∞− x                                  (2.3) 
Здесь ,)(xϕ  )(xψ  — заданные функции. Эту задачу часто называют начальной 
задачей, условия (2.2), (2.3) — начальными условиями (или условиями Коши), а 
функции ,)(xϕ  )(xψ  — начальными данными. 

Классическим решением задачи (2.1)–(2.3) называется функция 
),( txu , дважды непрерывно дифференцируемая по переменным x и t  в об-

ласти ∞<<∞− x , 0>t , и один раз дифференцируемая в области 
,∞<<∞− x 0≥t , удовлетворяющая уравнению (2.1) и начальным условиям 

(2.2), (2.3). 
Чтобы решить начальную задачу, следует общее решение однородного 

волнового уравнения (1.7) подставить в начальные условия и определить функ-
ции ),(xf  )(xg . В условие (2.3) входит производная, поэтому сначала продиф-
ференцируем (1.7) по t  как сложную функцию: 

=
∂
+∂

+′+
∂
−∂

−′=
t
atxatxg

t
atxatxfut

)()()()(  

)()( atxgaatxfa +′+−′−= ,                                    (2.4) 
где штрихом обозначена обыкновенная производная функции )(xf . После 
подстановки (1.7), (2.4) в условия (2.2), (2.3) получим систему уравнений для 
функций ),(xf  )(xg : 

⎩
⎨
⎧

=′+′−
=+

).()()(
),()()(
xxgaxfa

xxgxf
ψ

ϕ
                                       (2.5) 

Второе уравнение системы разделим на a  и проинтегрируем. В результате сис-
тема примет вид: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=+−

=+

∫
x

x
Cdxgxf

xxgxf

0

.)()()(

),()()(

ζζψ

ϕ
 

Складывая и вычитая уравнения системы, получим 
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,
2

)(
2
1)(

2
1)(

0

Cd
a

xxf
x

x
−−= ∫ ζζψϕ                        (2.6) 

∫ ++=
x

x

Cd
a

xxg
0

2
)(

2
1)(

2
1)( ζζψϕ .                       (2.7) 

Таким образом, прямая и обратная волны формулы (1.7) для начальной задачи 
(2.1)–(2.3) с точностью до постоянного слагаемого определяются начальными 
функциями ,)(xϕ  )(xψ : 

,
2

)(
2
1)(

2
1)(

0

Cd
a

atxatxf
atx

x
−−−=− ∫

−
ζζψϕ                  (2.8) 

∫
+

+++=+
atx

x

Cd
a

atxatxg
0

2
)(

2
1)(

2
1)( ζζψϕ .               (2.9) 

После подстановки функций (2.7), (2.8) в (1.7) будем иметь 

))()((
2
1),( atxatxtxu ++−= ϕϕ ∫ ∫

+ −
−+

atx

x

atx

x
dd

a
0 0

))()((
2
1 ζζψζζψ . 

Меняя местами верхний и нижний пределы интегрирования в последнем инте-
грале, на основании свойств определенного интеграла получим 

∫
+

−
+++−=

atx

atx
d

a
atxatxtxu ζζψϕϕ )(

2
1))()((

2
1),( .              (2.10) 

Формула (2.10) называется формулой Даламбера. Она получена в пред-
положении существования решения задачи Коши (2.1)–(2.3). Если функция 

)(xϕ  имеет производные до 2–го порядка включительно: )()( 12 RCx ∈ϕ , а 

)(xψ  производную 1–го порядка: )()( 11 RCx ∈ψ , то функция ),( txu , опреде-
ляемая формулой (2.10), дважды дифференцируема по переменным x  и t : 

)(),( 22 RCtxu ∈ . В том, что функция ),( txu  является решением задачи (2.1)–
(2.3), можно убедиться непосредственной подстановкой ),( txu в уравнение 
(2.1) и начальные условия (2.2)–(2.3). 

При решении конкретных физических задач может оказаться, что функ-
ции )(xϕ  и )(xψ  не удовлетворяют указанным условиям. Понятие решения в 
этом случае следует расширить и ввести обобщенные решения, так как класси-
ческого решения не существует. Класс обобщенных решений должен быть ши-
ре класса классических решений. Если классическое решение существует, то 
оно должно быть и обобщенным решением задачи. Поскольку формула (2.10) 
имеет смысл для любых локально-интегрируемых функций )(xϕ  и )(xψ , то 
функцию ),( txu , определяемую формулой (2.10) называют обобщенным ре-



 9

шением задачи (2.1)–(2.3). С общим понятием обобщенного уравнения для ши-
рокого класса уравнений можно познакомиться в [5]. 
 
     Задание 2. 

1. Используя формулу Даламбера, найдите решения задач: 

1.1. ,02 =− xxtt uau  ,
2

0
x

t eu −
= =  ;00 ==ttu  

            1.2. ,02 =− xxtt uau  ,00 ==tu  ;
2

0
x

tt xeu −
= =  

1.3. ,0=− xxuttu  ,sin0 xu t ==  .cos0 xttu ==    

        2. Покажите, что решения двух задач: 
              ,02 =− xxtt uau  ),(0 xu t ϕ==  ,00 ==ttu   

              ,02 =− xxtt vav  ,00 ==tv  )(0 xv tt ϕ== , 

            связаны между собой формулой  tvu =  для любой )()( 12 RCx ∈ϕ . 
3. Найдите решение задачи Коши: 

                   ,02 =− xxtt uau     ,, ttx ′>∞<<∞−  

                   )(xu tt ϕ=′= ,   ).(xu ttt ψ=′=  

        4. Пусть функция ),,( ttxv ′  при каждом фиксированном 0≥′t                
             является решением задачи Коши: 
                    ,02 =− xxtt vav  ,0=′=ttv  ),( txfv ttt ′=′= . 

             Покажите, что функция ∫ ′′=
t

tdttxvtxu
0

),,(),(  удовлетворяет неодно-

родному уравнению ),(2 txfuau xxtt =− , 0, >∞<<∞− tx  
и нулевым начальным условиям ,00 ==tu  00 ==ttu  

 
 

3. Понятие области зависимости, области определенности,  
области влияния 

 
В задаче Коши (2.1)–(2.3) носителем начальных данных является ось x : 

∞<<∞−= xt ,0 . Но, как следует из формулы Даламбера (2.10), решение за-
дачи Коши в фиксированной точке ),( 00 tx  определяется значениями функций 

)(xϕ  и )(xψ  не при всех x , а только на отрезке ],[ 0000 atxatx +−  оси x . 
Действительно, 
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∫
+

−
+++−=

00

00

)(
2
1))()((

2
1),( 000000

atx

atx
d

a
atxatxtxu ζζψϕϕ . 

Отрезок ],[ 0000 atxatx +−  называется областью зависимости ре-
шения в точке ),( 00 tx  от начальных данных.   

Построим область зависимости для фиксированной точки ),( 00 tx  на фа-
зовой полуплоскости ),( tx . 

Прямые 

⎢
⎣

⎡
=+
=−

2

1,
catx
catx

                                          (3.1) 

называются характеристиками одномерного волнового уравнения.  
Найдем характеристики волнового уравнения, проходящие через точку 
),( 00 tx . Чтобы выделить из семейств (3.1) нужные характеристики, подставим 

в (3.1) ,0xx =  0tt =  и определим, что 001 atxc −= , 002 atxc += . Таким обра-

зом, через точку ),( 00 tx  проходят две характеристики, 
          ,00 atxatx −=−                                        (3.2) 

00 atxatx +=+ .                                       (3.3) 
Характеристики (3.2), (3.3) пересекают ось x  в точках с координатами 

00 atx −  и 00 atx + , соответственно. Поэтому для построения области зави-
симости точки ),( 00 tx  достаточно построить характеристики, проходящие 
через эту точку. Характеристики вырезают на оси x  отрезок 

],[ 0000 atxatx +− . На рисунке 3.1 область зависимости для точки ),( 00 tx  
выделена жирной линией. 
 

 
Рис. 3.1. Область зависимости для точки ),( 00 tx  

 
Пусть начальные функции )(xϕ  и )(xψ  известны на отрезке ],[ 21 xx . 
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Множество точек фазовой полуплоскости ),( tx , области зависимо-
сти которых принадлежат отрезку ],[ 21 xx , называется областью опреде-
ленности. 

Во всех точках области определенности существует решение Даламбера 
(2.10). Кроме того, область определенности отрезка ],[ 21 xx  — это максималь-
ная область, в которой решение начальной задачи для однородного волнового 
уравнения с начальными условиями, заданными только на отрезке ],[ 21 xxx∈  
начальной прямой 0=t , существует, единственно и определяется по формуле 
Даламбера. Сами начальные условия в этом случае записываются следующим 
образом: 

),(0 xu t ϕ==    ],[ 21 xxx∈ , 

),(0 xu tt ψ==   ],[ 21 xxx∈ . 

Чтобы построить на фазовой полуплоскости ),( tx  область определенно-
сти отрезка ],[ 21 xx  начальной прямой 0=t , нужно через концы этого отрезка 
провести характеристики волнового уравнения. Область определенности за-
ключена между правой характеристикой, проходящей через левый конец отрез-
ка начальной прямой, левой характеристикой, проходящей через правый конец 
отрезка, и самим отрезком прямой (рис. 3.2).  

 

 

Рис. 3.2. Область определенности отрезка ],[ 21 xx  

Из формулы Даламбера следует, что значения функций )(xϕ  и )(xψ , за-
данных при ],[ 21 xxx∈ , влияют на значения решения ),( txu  не только в об-
ласти определенности отрезка  ],[ 21 xx , но и в области, ограниченной отрезком 

],[ 21 xx  оси x  и характеристиками 21, xatxxatx =+=− . Эта область назы-
вается областью влияния отрезка ],[ 21 xx  (рис. 3.3). Действительно, для лю-
бой точки из области влияния область зависимости имеет непустое пересечение 
с отрезком ],[ 21 xx  оси x . 
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Рис. 3.3. Область влияния отрезка ],[ 21 xx  

 
         Задание 3. 

1. Укажите на фазовой полуплоскости ),( tx  область, в которой решение 
начальной задачи (2.1)–(2.3) не изменится, если изменить значения 
начальных функций )(xϕ  и )(xψ  только на отрезке ],[ 21 xx . 

2. Постройте область определенности для полубесконечного интервала 
),[ 1 ∞x . 

3. Пусть начальные функции )(xϕ  и )(xψ  обращаются в тождествен-
ный нуль, если cx > . Укажите на фазовой полуплоскости ),( tx  об-
ласть, в которой решение Даламбера также тождественно равно нулю.  

 
 

4. Задачи для бесконечной струны 
 

В задачах о малых поперечных колебаниях струны ),( txu  — отклоне-
ние точек струны в момент времени t  от положения равновесия (ось x ), 

),( txut  — скорость точек струны в момент времени t . График функции 
),( txu  в фиксированный момент времени t  представляет собой профиль 

струны. Для однородной струны функция ),( txuu =  удовлетворяет уравне-

нию (1), в котором ,0
ρ
T

a =  ),(~1),( txftxf
ρ

= . Здесь 0T  — величина натяжения 

струны, ρ  — линейная плотность струны, ),(~ txf  — линейная плотность 
внешней поперечной силы.  

В этом параграфе рассматривается случай, когда 0),(~ =txf . Такие коле-
бания струны называются свободными. Так как в задачах о колебаниях струны 
разрывные решения лишены физического смысла, функция ),( txu должна быть 
непрерывна. Поэтому в задачах о колебаниях струны в качестве начального от-
клонения )(xϕ  можно взять любую непрерывную функцию, а начальной ско-
рости )(xψ  — кусочно–непрерывную функцию. 
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Задача 4.1. Бесконечная струна возбуждена начальным отклонением, от-
личным от нуля лишь на интервале ),( cc−  и имеющим на плоскости ),( ux  
форму ломаной с вершинами в точках ),0,( c− ),,0( h )0,(c . Начальные скорости 
точек струны равны нулю. Построить профиль струны для моментов времени 

5,0,4/ == kacktk . 
По условию задачи начальные функции )(xϕ  и )(xψ  имеют вид: 

⎩
⎨
⎧

≤−
>

=
,),/1(

,,0
)(

cxcxh
cx

xϕ                                   (4.1) 

.,0)( ∞<<∞−≡ xxψ                                           (4.2) 
С такими начальными функциями формула Даламбера (2.10) определяет 

обобщенное решение задачи (2.1)–(2.3). Это решение для нулевой функции 
)(xψ  упрощается: 

))()((
2
1),( atxatxtxu ++−= ϕϕ  .                          (4.3) 

На рис. 4.1 изображен профиль струны в моменты времени 5,0, =ktk . 

 
Рис. 4.1. Последовательные положения струны через промежутки времени 

a
ct

4
=Δ  
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Чтобы построить график решения (профиль струны) в моменты времени kt , 

согласно (4.3), нужно построить графики функций )(
2
1

katx −ϕ  и 

)(
2
1

katx +ϕ , а затем их сложить. График функции )(
2
1

katx −ϕ  получается 

сдвигом графика функции )(
2
1 xϕ  на величину kat  вправо, а функции 

)(
2
1

katx +ϕ  на ту же величину влево. 

Задача 4.2. В условиях задачи 4.1 расписать формулу (4.3) при всех 
0, >∞<<∞− tx . 

Чтобы получить требуемые формулы для функции ),( txu , удобно поль-
зоваться фазовой полуплоскостью ),( tx . В рассматриваемой задаче функция 

)(xϕ  в интервалах cxcxccx ><<−< ,,  записывается различными анали-
тическими выражениями. На оси x  фазовой полуплоскости ),( tx  отметим гра-
ницы этих интервалов, т.е. точки c−  и c , и проведем через них характеристики 
волнового уравнения. Эти характеристики разобьют полуплоскость на шесть 
областей (рис. 4.2), в каждой из которых получится свое аналитическое выра-
жение для функции ),( txu . 
 

 
Рис. 4.2. Разбиение фазовой полуплоскости на 6 областей 

 
Рассмотрим, например, область IV. Множество точек области IV задается 

неравенствами 

  
⎩
⎨
⎧

>+
<−<−
.

,
catx
catxc

 

 
Поэтому, в соответствии с (4.1),  
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  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=−

c
atx

hatx 1)(ϕ ,                            (4.4) 

а 
0)( =+ atxϕ .                                                 (4.5) 

Подставляя (4.4), (4.5) в (4.3), получим 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

c
atxhtxu 1

2
),( ,   ∈),( tx области IV.            (4.6) 

Аналогично рассматриваются остальные области. В области II для любой точ-
ки ),( tx   

⎩
⎨
⎧

−<−
<+<−
.

,
catx
catxc

 

Тогда из формулы (4.1) следует, что 
0)( =− atxϕ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=+

c
atx

hatx 1)(ϕ . 

Поэтому в области II решением (4.3) является обратная волна 

 )1(
2

),(
c
atxhtxu

+
−=  , ∈),( tx   области II.  

Рассмотрим область VI, 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>
<+
−>−

.0
,
,

t
catx
catx

 

Для любой точки из этой области  
,catxc <−<−  
catxc <+<− . 

Согласно (4.1), 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=−

c
atx

hatx 1)(ϕ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=+

c
atx

hatx 1)(ϕ , 

а решение (4.3) представляет собой суперпозицию прямой и обратной волн 

)2(
2

),(
c
atx

c
atxhtxu

+
−

−
−= ,       ∈),( tx области VI. 
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В задачах с нулевой начальной скоростью решение (4.3) в точке ),( tx зависит 
от значений функции )(xϕ только на концах области зависимости, т.е. в точках 

atxatx +− , . В данной задаче для любой точки из областей I, III, V концы об-
ласти зависимости не попадают в интервал ),( cc− , где функция )(xϕ  отлична 
от нуля. Поэтому 

0)( =− atxϕ , 
0)( =+ atxϕ , 

0),( =txu ,    ∈),( tx областям I, III, V.                    (4.7) 
Задача 4.3. В условиях задачи 4.1 найти формулы, представляющие закон 

движения точки струны с координатой cx >0 , при всех 0>t . 
В задаче требуется найти отклонение ),( 0 txu  при всех 0>t . Для реше-

ния задачи воспользуемся ответами задачи 4.2. На фазовой полуплоскости 
),( tx  (рис. 4.2) проведем вертикальную прямую 0xx = . Эта прямая пересекает 

области V, IV, III (рис. 4.3) и делится характеристиками catxcatx −=−=− ,  
на три части. В каждой части прямой 0xx =  решение задачи записывается од-
ной из формул (4.6), (4.7). 
 

 
Рис. 4.3. Интерпретация задачи 4.3 в фазовой полуплоскости ),( tx  

 
Найдем точки пересечения прямой 0xx =   с характеристиками 

catxcatx −=−=− , . Для этого решим системы: 

⎩
⎨
⎧

=
=−

,
,

0xx
catx

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

=
⇒ ,

,
0

0

a
cxt

xx
 

⎩
⎨
⎧

=
−=−
,

,

0xx
catx

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=
⇒ .

,
0

0

a
cxt

xx
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Формулы для функции ),( 0 txu  в интервалах 
a
cxt −

<≤ 00 , 

a
cxt

a
cx +

<≤
− 00 , 

a
cxt +

≥ 0  будут различными. Подставляя в (4.6),(4.7) 

0xx = , в соответствии с рисунком 4.3, запишем ответ задачи: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+
≥

+
<≤

−−
−

−
<≤

=

.,0

,),1(
2

,0,0

),(

0

000

0

0

a
cxt

a
cxt

a
cx

c
atxh

a
cxt

txu                     (4.8) 

Если 
a
cxt −

<≤ 00 , то отклонение струны в точке 0x  равно нулю. В момент 

времени 
a
cxt −

= 0  к этой точке подходит бегущая полуволна от точки c . При 

a
cxt −

> 0  возмущение в точке 0x  становится ненулевым, до тех пор, пока че-

рез эту точку не пройдет полуволна из точки c− . Начиная с момента времени 

a
cxt +

= 0 , отклонение снова станет нулевым. 

Задача 4.4. Для задачи 4.1 найти формулы, описывающие профиль стру-

ны в момент времени 
a
cttt >= 00, . 

На фазовой полуплоскости ),( tx  проведем прямую 0tt =  (рис. 4.4). Най-
дем координаты точек пересечения этой прямой с характеристиками: 

                                    :A      
⎩
⎨
⎧

=
−−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=
−=+

,
,

,
,

0

0

0 tt
atcx

tt
catx

 

                                    :B       
⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=
=+

,
,

,
,

0

0

0 tt
atcx

tt
catx

  

:C      
⎩
⎨
⎧

=
+−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=
−=−

,
,

,
,

0

0

0 tt
atcx

tt
catx

 

                                     :D     
⎩
⎨
⎧

=
+=

⇒
⎩
⎨
⎧

=
=−

.
,

,
,

0

0

0 tt
atcx

tt
catx
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Прямая 0tt =  пересекает I, II, III, IV, V области задачи 4.2 и разбивается харак-
теристиками на пять частей. Интервалы изменения x  этих частей определяются 
первыми координатами точек DCBA ,,, .  
 

 
Рис. 4.4. Интерпретация задачи 4.4 в фазовой полуплоскости ),( tx  

 
Подставим 0tt =  в формулы задачи 4.2 и запишем решение: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≥

+<≤+−
−

−

+−<≤−

−<≤−−
+

−

−−<

=

.,0

,),1(
2

,,0

,),1(
2

,,0

),(

0

00
0

00

00
0

0

0

atcx

atcxatc
c
atxh

atcxatc

atcxatc
c
atxh

atcx

txu  

Точка оси x , разделяющая точки, в которых возмущения еще нет, от точек, в 
которых возмущение уже появилось, называется передним фронтом волны. В 
данной задаче в момент времени 0tt =  есть два передних фронта 0atcx −−= , 

0atcx += . Точка, разделяющая точки, в которых возмущение еще есть от то-
чек, в которых возмущение уже исчезло, называется задним фронтом волны. В 

момент времени 0tt = , если 
a
ct >0 , существует два задних фронта волны 

00 , atcxatcx +−=−= .  
Задача 4.5. Пусть в задаче о колебаниях бесконечной струны начальное 

отклонение 0)( ≡xϕ , а начальная скорость отлична от нуля только на интерва-
ле ),( 21 xx , где принимает постоянное значение 0V , 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<

<
=

.,0
,,

,,0
)(

2

210

1

xx
xxxV

xx
xψ                                   (4.9) 
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Найти формулы, представляющие закон движения точки струны 0xx = ,  для 
всех 0>t . Рассмотреть случай, когда 20 xx > . 

Так как 0)( ≡xϕ , решение Даламбера имеет вид 

∫
+

−
=

atx

atx
d

a
txu ζζψ )(

2
1),( .                                (4.10) 

В задаче требуется расписать формулы для функции  

∫
+

−
=

atx

atx
d

a
txu

0

0

)(
2
1),( 0 ζζψ                               (4.11) 

при всех 0>t . Будем использовать фазовую полуплоскость ),( tx . Так как 
функция )(xψ  меняет свое аналитическое выражение при переходе через точки 

,1xx = 2xx = , то на оси x  фазовой полуплоскости ),( tx  отметим эти точки и 
построим проходящие через них характеристики. Построим также прямую 

0xx = , на которой нужно найти решение задачи. Прямая 0xx =  пересекает 
характеристики 21, xatxxatx =−=−  в точках, вторая координата которых 

принимает значения 
a
xx 10 −

 и 
a
xx 20 −

 соответственно (рис. 4.5).  

 

 
Рис. 4.5. Интерпретация задачи 4.5 в фазовой полуплоскости ),( tx  

 
Формулы для функции ),( 0 txu  будут различными в интервалах 

a
xxt 200 −

<< , 
a
xxt

a
xx 1020 −

<<
−

, 
a
xxt 10 −> . Распишем формулу в 

третьем интервале. Для этого возьмем любую точку ),( 00 tx  на прямой 0xx = , 

где 
a
xxt 10

0
−

> . Для точки ),( 00 tx  построим область зависимости. Область 

зависимости в этом случае разбивается точками 1x  и 2x  на три части, в кото-
рых функция )(xψ  записывается различными аналитическими выражениями. 
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Поэтому в момент времени ,0tt =  
a
xxt 10

0
−

>  интеграл (4.11) представим в 

виде суммы трех интегралов. В результате получим 

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++= ∫ ∫ ∫
−

+1

00

2

1

00

2

)()()(
2
1),( 00

x

atx

x

x

atx

x
ddd

a
txu ζζψζζψζζψ  

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++= ∫ ∫ ∫
−

+1

00

2

1

00

2

00
2
1

0

x

atx

x

x

atx

x
ddVd

a
ζζζ  

0
12

2
)( V

a
xx −

= ,          
a
xxt 10

0
−

≥ .                            (4.12) 

Рассмотрим точки прямой 0xx =  в интервале 
a
xxt

a
xx 1020 −

<<
−

. Для лю-

бой точки ),( 00 tx  этого отрезка прямой левый конец области зависимости по-
падает в интервал ),( 21 xx , а правый конец — в область 200 xatx >+ . Поэто-
му интеграл (4.11) разбиваем на сумму двух интегралов, 

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+= ∫ ∫
−

+2

00

00

2

)()(
2
1),( 00

x

atx

atx

x
dd

a
txu ζζψζζψ  

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+= ∫ ∫
−

+2

00

00

2

0
2
1

0

x

atx

atx

x
ddV

a
ζζ  

)(
2 002

0 atxx
a
V

+−= ,  
a
xxt

a
xx 10

0
20 −

<≤
−

.             (4.13) 

Для всех точек прямой  0xx = , у которых  
a
xxt 20

00 −
<<  область зависимо-

сти располагается правее точки 2x . Так как   функция 0)( ≡xψ , 2xx > ,  то 

0),( 00 ≡txu ,           
a
xxt 20

00 −
<≤ .               (4.14) 

Заменяя в формулах (4.12)–(4.14) 0t  на t , выпишем ответ задачи 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
≥−

−
<≤

−
+−

−
<≤

=

.),(
2

,),(
2

,0,0

),(

10
12

0

1020
02

0

20

0

a
xxtxx

a
V

a
xxt

a
xxatxx

a
V

a
xxt

txu  
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Точка струны 0xx =  смещается не сразу, затем смещение в этой точке линейно 

растет по времени, достигая максимума в момент времени 
a
xxt 10 −= . Начиная 

с этого момента времени, смещение точки не меняется и остается постоянным. 
Задача 4.6. В условиях задачи 4.5 построить профиль струны для момен-

тов времени .4,0,
8

12 =
−

= kk
a
xxtk  

Введем функцию  

.)(
2
1)(

1

∫==
x

x
d

a
xF ζζψ                                      (4.15) 

Используя (4.15), формулу Даламбера (4.10) запишем в виде 

∫∫
+

−
=+=

atx

x

x

atx
d

a
d

a
txu

1

1
)(

2
1)(

2
1),( ζζψζζψ  

).()( atxFatxF −−+=                                     (4.16) 
Вычислим интеграл (4.15) при всех значениях  x  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥−=+

<≤−=

<

=

∫ ∫

∫

2

1 2

1

.),(
2

0
2
1

2
1

,),(
22

1
,,0

)(

212
0

0

211
0

0

1

x

x

x

x

x

x

xxxx
a
Vd

a
dV

a

xxxxx
a
VdV

a

xx

xF

ζζ

ζ        (4.17) 

 
На рисунке 4.6 изображены графики функций )(xψ  и ).(xF   
 

 
Рис. 4.6. Графики функций )(xψ  и )(xF  
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Согласно формуле (4.16), профиль струны в момент времени kt  получа-
ется сложением графиков функций )( katxF +  и )( katxF −− . Профили стру-

ны в моменты времени 4,0, =ktk приведены на рис. 4.7. 
 

 
Рис. 4.7. Последовательные положения струны через промежутки времени 

a
xxt

4
12 −

=Δ  

Для моментов времени 
a
xxt

2
12 −>  профиль струны имеет форму трапеции по-

стоянной высоты, равномерно расширяющейся с течением времени. 
Задача 4.7. В условиях задачи 4.5 найти формулы, описывающие про-

филь струны в момент времени  0t , 
a
xxt

2
12

0
−

> . 

При выполнении задания можно использовать либо формулу (4.10), либо 
формулу (4.16). Продемонстрируем способ использования формулы (4.16). На 
фазовой полуплоскости (рис. 4.8) проведем горизонтальную прямую 0tt = ,  

 
Рис. 4.8. Интерпретация задачи 4.7 в фазовой полуплоскости ),( tx  

 



 23

пересекающую характеристики в точках с координатами ),( 001 tatx − , 
),( 002 tatx − , ),( 001 tatx + , ),( 002 tatx + . Эти четыре точки делят прямую 

0tt =  на пять интервалов, в которых решение ),( 0txu записывается разными 
формулами. Рассмотрим, например, точку ),( 00 tx  этой прямой из интервала 

02001 atxxatx −<≤−  и построим для нее область зависимости. Левый конец 
области зависимости лежит левее точки 1x , поэтому, в соответствии с форму-
лой (4.17), 

0)( 00 =− atxF . 
Правый конец попадает в интервал ),( 21 xx , поэтому, в соответствии с (4.17),  

),(
2

)( 100
0

00 xatx
a
VatxF −+=+  

По формуле (4.16) получим 

      ),(
2

),( 100
0

00 xatx
a
Vtxu −+=   .02001 atxxatx −<≤−  

Переобозначим 0x  через x  и перепишем формулу: 

),(
2

),( 10
0

0 xatx
a
Vtxu −+=     .0201 atxxatx −<≤−  

Для остальных значений x  формулы получаются аналогично. Ниже приводится 
ответ задачи: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≥

+<≤+−−−

+<≤−−

−<≤−−+

−<

=

.,0

,),(
2

,),(
2

,),(
2

,,0

),(

02

020120
0

010212
0

020110
0

01

0

atxx

atxxatxxatx
a
V

atxxatxxx
a
V

atxxatxxatx
a
V

atxx

txu  

В задаче есть два передних фронта волны, и отсутствует задний фронт волны. 
Замечание. Задача о построении профиля струны в фиксированные мо-

менты времени в случае одновременно ненулевых функций )(xϕ  и )(xψ , со-
гласно (1.7), сводится к сложению графиков функций (2.7), (2.8). Для решения 
задачи функции (2.5), (2.6) нужно найти в явном виде, при этом константу c  
следует взять равной нулю, а нижний предел интегрирования в интеграле — 
любое число. Чаще всего выбирают −∞=0x  для сходящихся несобственных 
интегралов от функции )(xψ , либо первое значение аргумента x , при переходе 
через которое функция )(xψ  меняет свое аналитическое выражение. 
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    Задание 4. 
1. Бесконечная струна возбуждена начальным отклонением, отличным от 

нуля лишь на интервалах ),3( cc−  и )3,( cc , и имеющим на плоскости 
),( ux  форму ломаной с вершинами в точках ),0,3( c−  ),2( hc− , ),0,( c−  

),,2(),0,( hcc  )0,3( c . Начальная скорость равна нулю. Построить про-

филь струны для моментов времени 8,0,
2

== k
a
kctk . Найти формулы, 

определяющие закон движения точки струны с координатой 0x , 

2
0 0

сx << . 

2. Неограниченная струна возбуждена локальным начальным отклонением, 
имеющим форму квадратичной параболы (рис. 4.9). Найти формулы для 
решения Даламбера при всех x  и t , если начальная скорость равна нулю.  

      

 
Рис. 4.9. Начальное отклонение струны в задаче 2 

 
3. Неограниченной струне на отрезках cxc <<−  и cxc 32 <<  сообщена 

поперечная начальная скорость 0V , вне этих отрезков начальная скорость 
равна нулю. Начальное отклонение отсутствует. Построить профиль 

струны в моменты времени 6,0,
2

== k
a
kctk . Найти формулы, описы-

вающие профиль струны в момент времени 
a
ct 2

0 > . 

4. Пусть в задаче Коши (2.1)–(2.3) начальные функции имеют вид: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<
=

,
2

,0

,
2

,cos
)( π

π

ϕ
x

xx
x   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

<
=

.
2

,0

,
2

,
)(

0

π

π

ψ
x

xV
x  

         Найти формулы для решения Даламбера при всех x  и t . 
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5. Задача Коши для неоднородного волнового  
уравнения 

 
Сформулируем задачу Коши для неоднородного волнового уравнения: 
Найти функцию ),( txuu = , удовлетворяющую неоднородному волно-

вому уравнению 
),(2 txfuau xxtt =−                                          (5.1) 

в области 0, >∞<<∞− tx и начальным условиям 
,),(0 ∞<<∞−== xxu t ϕ                               (5.2) 

∞<<∞−== xxu tt ),(0 ψ .                             (5.3) 
Решать задачу (5.1)–(5.3) можно стандартным образом: сначала найти 

общее решение уравнения (5.1), а затем — удовлетворяющее начальным усло-
виям (5.2), (5.3). Возможен и другой подход. В силу линейности задачи, её 
можно разбить на две, более простые, задачи: 

1)  ,0)1(2)1( =− xxtt uau              2)   ),,()2(2)2( txfuau xxtt =−  

      ),(
0

)1( xu
t

ϕ=
=

                       ,0
0

)2( =
=t

u  

      );(
0

)1( xu
tt ψ=
=

                       .0
0

)2( =
=ttu  

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что функция 
)2()1( uuu +=                                          (5.4) 

удовлетворяет начальной задаче (5.1)–(5.3). Решение первой задачи определя-
ется формулой Даламбера. Решение второй, используя результаты задания 2 
(№3, 4), можно записать с помощью формулы 

∫ ∫
′−+

′−−
′′=

t ttax

ttax
dtftd

a
txu

0

)(

)(

)2( ),(
2
1),( ζζ .                     (5.5) 

На полуплоскости ),( t′ζ  интегрирование функции ),( tf ′ζ  осуществляется по 
области, имеющей вид треугольника, ограниченного характеристиками, прохо-
дящими через точку ),( tx , и прямой 0=′t  (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1. Область зависимости для точки ),( tx  от правой части уравнения 
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В соответствии с формулой (5.4), решение задачи (5.1)–(5.3) имеет вид: 

∫
+

−
++++−=

atx

atx
d

a
atxatxtxu ζζψϕϕ )(

2
1))()((

2
1),(  

∫ ∫
′−+

′−−
′′+

t ttax

ttax
dtftd

a 0

)(

)(
),(

2
1 ζζ .                             (5.6) 

Формула (5.6) также называется формулой Даламбера. 
 
    Задание 5. 

1. Решить задачи: 
    1) ,sin2 tuau xxtt ω=−  ,00 ==tu  ;00 ==ttu  

    2) ,sin2 xuau xxtt ω=−  ,00 ==tu  .00 ==ttu  

2. Пусть 0)( ≡xϕ , 0)( ≡xψ , функция ),( txf  отлична от нуля в области 

00, ttbxa <<<< , вне этой области 0),( ≡txf . Указать на фазовой 
полуплоскости множество точек ),( tx , для которых 0),( ≡txu  и мно-
жество точек ),( tx , для которых ),( txu  принимает постоянное нену-
левое значение. 

3. Найти решение задач: 
     ),(sin2 tTtuau xxtt −×=− σω   ,00 ==tu   ;00 ==ttu  
           где 

          
⎩
⎨
⎧

<
>

=
,0,0
,0,1

)(
t
t

tσ  — функция Хевисайда. 

 
 
6. Начально-краевые задачи для волнового уравнения на 

полуограниченной прямой 
 

Рассмотрим задачу о распространении волн на полуограниченной прямой 
.0≥x  
В этом случае классической начально–краевой (смешанной) задачей 

для волнового уравнения называется задача о нахождении функции ),( txu , 
удовлетворяющей в первом квадранте { }0,0:, >>= txtxQ  уравнению 

),,(2 txfuau xxtt =−                                  (6.1) 
начальным условиям 

,0),(0 ≥== xxu t ϕ                                       (6.2) 

,0),(0 ≥== xxu tt ψ                                      (6.3) 
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и граничному условию 
.0),()( 011 ≥=− = ttuu xx μβα                            (6.4) 

Здесь )(),(),(),,( txxtxf μψϕ  — заданные функции, 11, βα  — задан-
ные неотрицательные константы, причем 011 >+ βα . 

Классическим решением задачи (6.1)–(6.4) называется функция 
),( txu , непрерывная вместе с первыми производными в замкнутой области 

Q , имеющая производные второго порядка в Q , удовлетворяющая в Q  
уравнению (6.1), начальным условиям (6.2), (6.3) и граничному условию (6.4). 

Получим необходимые условия существования классического решения 
задачи (6.1)–(6.4). Пусть функция ),( txu  имеет непрерывные производные 

второго порядка в области Q . Тогда функция xxtt uau 2−  непрерывна в облас-
ти Q . Поэтому для того, чтобы функция ),( txu  обращала уравнение (6.1) в 
тождество по переменным Qtx ∈),( , необходимо, чтобы ),( txf  также была 
непрерывна в области Q  ( )(),( QCtxf ∈ ). Так как классическое решение 

( )QCtxu 1),( ∈ , то )0()0,( 1 ≥∈ xCxu . Поэтому после подстановки ),( txu  в 
условие (6.2) получим тождество по переменной x , только, если 

)0()( 1 ≥∈ xCxϕ . Аналогично, из условий (6.3),(6.4) получим, что 
),0()( ≥∈ xCxψ  )0()( ≥∈ tCtμ . Кроме условий гладкости, должно выпол-

няться условие согласования начального (6.2) и граничного (6.4) условий. По-
следнее обстоятельство связано с тем, что в точке 0,0 == tx  задано и началь-
ное, и граничное условие. Полагая в начальном условии (6.2) 0=x , найдем 

)0(
0
0 ϕ=
=
=
x
tu ,                                          (6.5) 

После дифференцирования по x  левой и правой частей соотношения (6.2) , 
подставим 0=x . В результате получим 

)0(
0
0 ϕ′=
=
=
x
txu ,                                          (6.6) 

С другой стороны, комбинацию uux 11 βα −  в точке (0,0) можно найти из гра-
ничного условия (6.4) 

( ) )0(
0
011 μβα =−

=
=
t
xx uu .                               (6.7) 

Из формул (6.5)–(6.7) следует условие согласование 
)0()0()0( 11 μϕβϕα =−′ .                                (6.8) 

Таким образом, для существования классического решения задачи 
(6.1)–(6.4) необходимо, чтобы 

)0()(),0()(),0()(),(),( 1 ≥∈≥∈≥∈∈ tCtxCxxCxQCtxf μψϕ  
и выполнялось условие согласования (6.8). 
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Если необходимые условия существования классического решения не 
выполнены, понятие решения следует расширить и ввести понятие обобщенно-
го решения [5].  

Различные варианты решения начально-краевой задачи (6.1)–(6.4) мето-
дом характеристик продемонстрируем на примерах. 

Задача 6.1. Найти решение начально-краевой задачи: 
)(6 txuu xxtt +=− ,  ,0,0 >> tx                       (6.9) 

xu t sin0 == ,  ,0≥x                                         (6.10) 

00 ==ttu ,  ,0≥x                                              (6.11) 

( ) 32
0 4

1
4
91 ttuu xx ++=− = ,   .0≥t              (6.12) 

После приведения к каноническим переменным 
txtx +=−= ηξ ,  

уравнение (6.9) примет вид 

.
2
3ηξη −=u  

Проинтегрируем его 

)()(
4
3 2 ηξξη gfu ++−=  

и возвратимся к старым переменным 

)()())((
4
3 2 txgtxftxtxu ++−++−−= .          (6.13) 

Аргумент функции )( txf −  в первом квадранте Q  принимает положи-
тельные, нулевые и отрицательные значения, а аргумент функции )( txg +  — 
только неотрицательные. Поэтому функцию )(xf  нужно найти при всех зна-
чениях аргумента ∞<<∞− x , а )(xg  только, если 0≥x . 

Подставим общее решение (6.13) в начальные условия (6.10), (6.11) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥=′+′+−

≥=++−

.0,0)()(
4
3

,0,sin)()(
4
3

3

3

xxgxfx

xxxgxfx
                      (6.14) 

Из системы (6.14) найдем функции )(xf  и )(xg  при неотрицательных значе-
ниях аргумента 

,0,
2

sin
2
1

4
1)( 3 ≥−+= xcxxxf                          (6.15) 

.0,
2

sin
2
1

2
1)( 2 ≥++= xcxxxg                          (6.16) 
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Тогда 

,0,
2

)sin(
2
1)(

4
1)( 3 ≥−−−+−=− txctxtxtxf  

.0,
2

)sin(
2
1)(

2
1)( 3 ≥+++++=+ txctxtxtxg                  (6.17) 

Подставляя функции )( txf −  и )( txg +  в (6.13), получим решение задачи в 
области 0,0 ≥≥− ttx  

txxttu cossin3 23 ++= .                                   (6.18) 
Чтобы найти решение задачи в оставшейся части квадранта Q , функцию 

)(xf  нужно определить при отрицательных значениях аргумента. Для этого 
воспользуемся граничным условием (6.12). После подстановки решения (6.13) в 
условие (6.12) будем иметь 

=−−−−′+−′+ )()(
4
3)()(

4
3 32 tgtfttgtft  

.0,
4
5

4
91 32 ≥−+= ttt                                           (6.19) 

В силу (6.16) 

,0,
2

sin
2
1

2
1)( 3 ≥++= tctttg                             (6.20) 

0,cos
2
1

2
3)( 2 ≥+=′ ttttg .                                  (6.21) 

Подставив (6.20), (6.21) в (6.19), будем иметь 

.0,
2

sin
2
1cos

2
11)()( ≥++−=−−−′ tctttftf  

После замены zt −=  получим неоднородное линейное дифференциальное 
уравнение первого порядка для функции )(zf  

.0,
2

sin
2
1cos

2
11)()( ≤+−−=−′ zczzzfzf                 (6.22) 

Частное решение неоднородного уравнения будем искать методом неопреде-
ленных коэффициентов в виде 

PzNzMzfч ++= sincos)( .                             (6.23) 
Подставляя (6.23) в уравнение (6.22) и приравнивая коэффициенты при подоб-
ных членах, найдем 

2
1,0,

2
1 cPNM −−=== . 

Общее решение неоднородного уравнения (6.22) равно сумме общего решения 
соответствующего однородного уравнения и частного решения неоднородного 
уравнения 
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0,
2

1cos
2
1~)( ≤−−+= zczeczf z . 

Отсюда 

0,
2

1cos
2
1~)( ≤−−+= xcxecxf x .                           (6.23) 

Функция )(xf  определяется различными выражениями, если 0≥x  и 0≤x  
(формулы (6.15), (6.23)) и должна быть непрерывна при любых x . Воспользу-
емся условием непрерывности в точке 0=x , 

).0()0( +=− ff                                           (6.24) 
Учитывая (6.15), (6.23), из условия (6.24) найдем, что 

2
1~ =c . 

Тогда 

0,
2

1cos
2
1

2
1)( ≤−−+= xcxexf x . 

0,
2

1)cos(
2
1

2
1)( ≤−−−−+=− − txctxetxf tx .       (6.25) 

Подставляя (6.17), (6.25) в (6.13), получим решение задачи в области 
0,0 >≤− xtx  

]2)cos()sin()2()[(
2
1 )(2 −−++++−+= − txtxexttxu tx . 

Выпишем ответ задачи: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−−−+

++++−+

≥−++

= −

.0],2)cos(

)sin()2()[(
2
1

,0,cossin3

),( )(2

23

txtx

txexttx

txtxxtt

txu tx  

Существуют и другие подходы к решению начально-краевой задачи 
(6.1)–(6.4). Можно, например, решение начально–краевой задачи для неодно-
родного уравнения свести к решению начально-краевой задачи для однородно-
го уравнения. Для этого нужно знать частное решение неоднородного волново-
го уравнения (6.1). Его можно найти по формуле (5.5), если функцию ),( txf , 
заданную в первом квадранте фазовой полуплоскости ),( tx , продолжить во 
второй квадрант. 

Задача 6.2. Найти решение начально-краевой задачи: 
.0,0,14 >>=− txuu xxtt                               (6.26) 

,0,3
0 ≥== xxu t                                        (6.27) 

,0,00 ≥== xu tt                                         (6.28) 
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.0,3cos30 ≥+−== ttu xx                              (6.29) 
В данной задаче продолжим правую часть уравнения на всю полуплоскость, 
начальные функции — на всю ось с помощью формул 

,0,,1),( >∞<<∞−= txtxf                                (6.30) 

,,)( 3 ∞<<∞−= xxxϕ                                          (6.31) 
.,0)( ∞<<∞−= xxψ                                            (6.32) 

Используя формулу Даламбера (5.6), найдем решение начальной задачи (5.1)–
(5.3) с входными данными (6.30)–(6.32): 

223)1(
2
112),( txtxtxu ++= . 

Представим решение задачи  (6.26)–(6.29) в виде 
=+= ),(),(),( )1( txWtxutxu  

),,(
2
112 223 txWtxtx +++=                                 (6.33) 

где ),( txW  — новая неизвестная функция. Сформулируем начально-краевую 
задачу для функции ),( txW . Для этого подставим сумму (6.33) в уравнение 
(6.26) и условия (6.27)–(6.29). В результате получим 

,0,0,04 >>=− txWW xxtt                                   (6.34) 

,0,00 ≥== xW t                                                 (6.35) 

,0,00 ≥== xW tt                                                (6.36) 

0,123cos3 2
0 ≥−+−== tttW xx .                 (6.37) 

Подставляя общее решение уравнения (6.34) 
)2()2( txgtxfW ++−=                             (6.38) 

в начальные условия (6.35), (6.37), найдем 

.0,
2

)(,
2

)( ≥=−= xcxgcxf  

Так как при подстановке функций )(xf  и )(xg  в (6.38) постоянная интегриро-
вания c  всегда сокращается, то ее можно выбрать нулевой. Тогда 

,0,0)( ≥= xxf                                               (6.39) 
.0,0)( ≥= xxg                                               (6.40) 

Поскольку в первом квадранте 02 ≥+ tx , то, в силу (6.40), 0)2( =+ txg , и в 
решении (6.38) присутствует только прямая бегущая волна 

).2( txfW −=                                          (6.41) 
Чтобы определить функцию )(xf  при отрицательных значениях x , восполь-
зуемся граничным условием (6.37). После подстановки (6.41) в (6.37) получим 
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.0,123cos3)2( 2 ≥−+−=−′ ttttf  
Делая замену xt =− 2 , запишем дифференциальное уравнение для определе-
ния функции )(xf  при отрицательных значениях x : 

.0,33
2

cos3)( 2 ≤−+−=′ xxxxf  

Отсюда 

0,~3
2

sin6)( 3 ≤+−+−= xcxxxxf .                       (6.42) 

Постоянную интегрирования c~  найдем из условия непрерывности функции 
)(xf  в точке 0=x . Из формул (6.39), (6.42) следует, что 

cff ~)0(,0)0( =−=+ . Поэтому 0~ =c  и 

0,3
2

sin6)( 3 ≤−+−= xxxxxf .                              (6.43) 

С учетом (6.39), (6.40), (6.43) решение (6.41) принимает вид 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−−−−+
−

−

≥−
= .02,)2()2(3

2
)2(sin6

,02,0
),( 3 txtxtxtx

tx
txW  

В соответствии с формулой (6.33), 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−+++−+
−

−

≥−++
=

.02,
2
186)2(3

2
)2(sin6

,02,
2
112

232

223

txtttxtxtx

txtxtx
u  

 
Задание 6. Решить начально-краевые задачи: 

1. ,0,0,0 >>=− txxxuttu  tuuxu xttt sin,0, 000 === === . 

2. ,0,0,sin39 >>=− txtxxuttu  2270,00,00 txxuttutu ====== . 

3. ,0,0,sin44 >>=− txxxxuttu  ( ) 00,00,2
0 ==−==== xuxuttuxtu .  

 
 

7. Задачи для полуограниченной струны 
 

Для описания процесса колебаний полуограниченной струны ставится 
начально-краевая задача (6.1)–(6.4). Граничное условие (6.4) принимает кон-
кретный вид в зависимости от рассматриваемой физической задачи. Ниже при-
ведена таблица возможных граничных условий. 

 
 



 33

 
Таблица 1 

Типы граничных условий 
N Граничное условие Описание Примечание 

1а )(0 tu x μ==  Конец 0=x  движет-
ся в поперечном на-
правлении по задан-
ному закону 

 

1б 00 ==xu  Конец 0=x  жестко 
закреплен 

 

2а )(0 tu xx μ==  К концу 0=x  при-
ложена заданная 

внешняя сила )(~ tf , 
параллельная оси u . 

)(~1)(
0

tf
T

t −=μ  

2б 00 ==xxu  Конец 0=x  свобо-
ден 

 

3а ( )[ ] 0)( 0 =−− =xx tuhu μ  
или 
( ) )(0 thhuu xx μ=− =  

Задан закон движения 
упруго закрепленного 
конца 0=x  0T

kh =  

Со стороны заделки на 
конец действует упру-
гая сила, пропорцио-
нальная смещению и 
направленная в проти-
воположную сторону 

),0()(~ tkutf −=  
3б ( ) 00 =− =xx huu  Конец 0=x  упруго 

закреплен 
 

 
Граничные условия 1а, 1б называют граничными условиями 1–го рода, 2а,2б 
— граничными условиями 2–го рода, а 3а, 3б — 3–го рода. 

Задача 7.1. Решить задачу о свободных колебаниях струны с жестко за-
крепленным концом. 

Соответствующая начально–краевая задача имеет вид 
,0,0,02 >>=− txuau xxtt                                     (7.1) 

,0),(0 ≥== xxu t ϕ                                            (7.2) 

,0),(0 ≥== xxu tt ψ                                          (7.3) 

.0,00 ≥== tu x                                                  (7.4) 
Подставим общее решение уравнения (7.1), 

)()( atxgatxfu ++−=                                          (7.5) 
в условия (7.2)–(7.4). В результате получим систему уравнений для определе-
ния функций )(xf  и )(xg : 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥=+−
≥=′+′−

≥=+

.0,0)()(
,0),()()(

,0),()()(

tatgatf
xxxgaxfa

xxxgxf
ψ

ϕ
                                  (7.6) 

 
Из первых двух уравнений системы (7.6) найдем функции )(xf  и )(xg  также 
как и в случае неограниченной струны (2.5)–(2.10). В отличие от неограничен-
ной струны, здесь функции )(xf  и )(xg  определены только при  неотрица-
тельных  значениях x , 

,0,
2

)(
2
1)(

2
1)(

0

≥−−= ∫ xCd
a

xxf
x

x
ζζψϕ                      (7.7) 

0,
2

)(
2
1)(

2
1)(

0

≥++= ∫ xCd
a

xxg
x

x
ζζψϕ                       (7.8) 

и нижний предел интегрирования 00 ≥x . Из последнего уравнения системы 
(7.9) получим 

0),()( ≤−−= xxgxf . 
Отсюда, учитывая (7.8), найдем функцию )(xf  при отрицательных значениях 
x  

.0,
2

)(
2
1)(

2
1)(

0

≤−−−−= ∫
−

xCd
a

xxf
x

x
ζζψϕ                      (7.9) 

Аргумент функции )( atxf −  в первом квадранте 0,0 >> tx  может быть как 
положительным, так и отрицательным. Характеристика 0=− atx  делит пер-
вый квадрант на две области (рис. 7.1). Первая область задается неравенствами 

0,0 >>− tatx . Подставляя в (7.5) функции (7.7), (7.8), получим формулу Да-
ламбера. Для нахождения решения во второй области 0,0 ><− xatx  будем 
использовать (7.9), (7.8). 

 
Рис. 7.1. Фазовая полуплоскость для задачи 7.1 

 
Решение задачи в первом квадранте имеет вид: 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−+++−−

≥−+++−
=

∫

∫
+

−

+

−
atx

xat

atx

atx

atxd
a

atxxat

atxd
a

atxatx
u

.0,)(
2
1)]()([

2
1

,0,)(
2
1)]()([

2
1

ζζψϕϕ

ζζψϕϕ
           (7.10) 

Задача 7.2. Указать достаточные условия существования классического 
решения задачи (7.1)–(7.4). 

Если  
)0()(),0()( 12 ≥∈≥∈ xCxxCx ψϕ ,                       ( 7.11) 

то решение задачи (7.1)–(7.4), определяемое формулами (7.10), будет иметь 
непрерывные частные производные по переменным x  и t  до второго порядка 
включительно в области 0,0,0 ≠−>> atxtx . На характеристике 0=− atx  
само решение и его производные могут иметь разрыв. Вычислим значение ре-
шения на характеристике. Из формул (7.10) получим 

∫++=+=−

at

atx d
a

atu
2

0
0 ,)(

2
1)]2()0([

2
1 ζζψϕϕ  

∫++−=−=−

at

atx d
a

atu
2

0
0 .)(

2
1)]2()0([

2
1 ζζψϕϕ  

Отсюда следует, что 
)0(00 ϕ=− −=−+=− atxatx uu . 

Если 0)0( ≠ϕ , то решение задачи на характеристике 0=− atx терпит разрыв 
первого рода. При выполнении условия  

0)0( =ϕ                                                      (7.12) 
функция (7.10) непрерывна в Q . Аналогично, вычислив производные от функ-
ции (7.10) и рассмотрев их на характеристике  0=− atx , можно убедиться в 
их непрерывности, если 

0)0( =ψ  ,                                                  (7.13) 
0)0( =′′ϕ .                                                  (7.14) 

Условия (7.11)–(7.14) достаточны для того, чтобы решение (7.10) было класси-
ческим. 

Задача 7.3. Показать, что решение задачи (7.1)–(7.4) можно получить из 
формулы Даламбера, если функции )(xϕ  и )(xψ , заданные при ,0≥x  про-
должить на отрицательную полуось x  нечетным образом. 

Рассмотрим начальную задачу 
,0,,0 >∞<<∞−=− txvv xxtt                              (7.15) 

,),(~
0 ∞<<∞−== xxФv t                                  (7.16) 
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,),(~
0 ∞<<∞−== xxFv tt                                 (7.17) 

в которой функции )(~ xФ  и )(~ xF  получаются из )(xϕ  и )(xψ  нечетным про-
должением на отрицательную полуось x , 

⎩
⎨
⎧

<−−
>

=
,0),(

,0),(
)(~

xx
xx

xФ
ϕ
ϕ

                                     (7.18) 

⎩
⎨
⎧

<−−
>

=
.0),(

,0),(
)(~

xx
xx

xF
ψ
ψ

                                     (7.19) 

 Запишем формулу Даламбера для задачи (7.15)–(7.17): 

∫
+

−
+++−=

atx

atx
dF

a
atxФatxФtxv ζζ )(~

2
1)](~)(~[

2
1),(  .    (7.20) 

Покажем, что в области Q  
0,0),,(),( >>= txtxutxv .                          (7.21) 

 
Действительно, если 0>− atx , то, согласно (7.18), (7.19), 

],[),()(~),()(~ atxatxFatxatxФ +−∈=±=± ζζψζϕ , 
и функция (7.20) совпадает с функцией (7.10). В случае 0<− atx  интеграл в 
(7.20) разобьем на сумму двух интегралов: 

∫∫
+

−

−

−
++++−=

atx

xat

xat

atx
dF

a
dF

a
atxФatxФtxv .)(~

2
1)(~

2
1)](~)(~[

2
1),( ζζζζ    (7.22) 

Так как интеграл от нечетной функции в пределах, симметричных относитель-
но начала координат, равен нулю, то 

∫
+

−
+++−=

atx

xat
dF

a
atxФatxФtxv ζζ )(~

2
1)](~)(~[

2
1),( .                (7.23) 

В области 0<− atx , согласно (7.18),(7.19),  
),()(~ xatatxФ −−=− ϕ  

],[),()(~),()(~ atxxatFatxatxФ +−∈=+=+ ζζψζϕ , 
и поэтому функция (7.23) совпадает с функцией (7.10). 

Таким образом, решение начально–краевой задачи с однородным крае-
вым условием 1–го рода можно найти по формуле Даламбера, если началь-
ные функции продолжить на всю ось нечетно относительно начала коор-
динат.  

Метод отыскания решения начально–краевой задачи в виде формулы 
Даламбера и продолжения начальных функций на отрицательную полуось 
называется методом продолжений. Этот метод работает только в случае 
однородных граничных условий 1–го и 2–го рода. Рассмотрим пример с одно-
родным граничным условием 2–го рода. 
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Задача 7.4. Решить задачу о колебаниях полуограниченной струны со 
свободным концом 0=x . 

Сформулируем начально-краевую задачу: 
,0,0,02 >>=− txuau xxtt                                      (7.24) 

,0),(0 ≥== xxu t ϕ                                               (7.25) 

,0),(0 ≥== xxu tt ψ                                             (7.26) 

.0,00 ≥== tu xx                                                   (7.27) 
Покажем, что решение начально-краевой задачи с однородным граничным 
условием 2–го рода совпадает с решением Даламбера 

,)(~
2
1)](~)(~[

2
1),( ∫

+

−
+++−=

atx

atx
dF

a
atxФatxФtxu ζζ         (7.28) 

в котором функции )(~ xФ  и )(~ xF  являются четными относительно точки 
0=x , а при 0>x  совпадают с )(xϕ  и )(xψ  соответственно, т.е. 

⎩
⎨
⎧

<−
>

=
,0),(

,0),(
)(~

xx
xx

xФ
ϕ
ϕ

        
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
.0),(

,0),(
)(~

xx
xx

xF
ψ
ψ

                (7.29) 

Функция ),( txu , определяемая по формуле Даламбера, является решением 

уравнения (7.24) при произвольных функциях )(~ xФ  и )(~ xF , удовлетворяет на-
чальным условиям (7.25), (7.26) в силу (7.29). Покажем, что функция (7.28) 
удовлетворяет и граничному условию (7.27). Для этого продифференцируем 
(7.28) по переменной x : 

)](~)(~[
2
1)](~)(~[

2
1),( atxFatxF

a
atxФatxФtxux +−−++′+−′=  

Подставляя в последнюю формулу 0=x , получим 

)](~)(~[
2
1)](~)(~[

2
1

0 atFatF
a

atФatФu xx −−+′+−′== .            (7.30) 

Так как функции )(~ xФ  и )(~ xF  являются четными, 

),(~)(~),(~)(~ xFxFxФxФ =−=−  
а производная от четной функции является нечетной, 

),(~)(~ xФxФ ′−=−′  
то из (7.30) следует, что 

.00 ==xxu  
 

Задача 7.5. Полуограниченная струна со свободным концом 0=x  воз-
буждена начальным отклонением, изображенным на рис. 7.2. Начальная ско-
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рость равна нулю. Построить профиль струны в моменты времени 

7,1,
2

== k
a
cktk .  

 
Рис. 7.2. Начальное отклонение полуограниченной струны 

 
Задача сводится к задаче 7.4, в которой  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−

<≤−

<≤

=

,3,0

,32),3(

,2),(

,0,0

)(

cx

cxcxc
c
h

cxccx
c
h

cx

xϕ                                 (7.31) 

                                      .0,0)( ≥= xxψ  
Функции )(xϕ  и )(xψ  следует продолжить на отрицательную ось четно: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
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<≤−

<≤−

<≤−

−<≤−−−

−<≤−+

−<

=
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=

.3,0

,32),3(

,2),(

,,0

,2),(

,23),3(

,3,0

,0),(
,0),(

)(~

cx

cxcxc
c
h

cxccx
c
h

cxc

cxccx
c
h

cxcxc
c
h

cx

xx
xx

xФ
ϕ
ϕ

                (7.32) 

 
0)(~ =xF . 

Решение Даламбера (7.27) принимает вид 

)](~)(~[
2
1),( atxФatxФtxu ++−= .                             (7.33) 
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Для построения профиля струны в момент времени kt  нужно построить графи-

ки функций )(~
2
1),(~

2
1

kk atxФatxФ +−  и их сложить. Сложение графиков сле-

дует проводить только при значениях 0>x  (рис. 7.3). В фиктивной области 
0<x  горбик, двигающийся влево, можно не рисовать. На рис. 7.3 стрелки ука-

зывают направление движения горбиков. Если 
a
ct <<0  процесс распростра-

нения волн происходит так же, как и на неограниченной струне. Заданное от-
клонение разбивается на две полуволны, движущиеся в разные стороны с по-
стоянной скоростью a , причем это продолжается до тех пор, пока полуволна, 
идущая налево, не дойдет до точки 0=x . 
 

 
Рис. 7.3. Последовательные положения струны через промежутки времени 

a
ct

2
=Δ  

В момент времени 
a
ct = , начинается отражение от свободного конца. Заметим, 

что из фиктивной области 0<x  к точке 0=x  в этот момент времени подходит 
полуволна с такой же фазой. Отражение заканчивается в момент времени 
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a
ct 3

= . Начиная с этого момента времени, две полуволны двигаются вправо с 

постоянной скоростью a . 
Задача 7.6. В условиях задачи 7.5 расписать формулы, описывающие за-

кон движения точки струны с координатой cx 4= . 
Будем использовать фазовую полуплоскость ),( tx . На оси x  отметим 

точки, при переходе через которые функция )(~ xФ  меняет свое аналитическое 
выражение. Через эти точки проведем характеристики волнового уравнения, 
пересекающие прямую cx 4=  (рис. 7.4). Найдем координаты точек пересече-
ния характеристик с прямой  cx 4= : 

).7,4(),6,4(),5,4(),3,4(),2,4(),,4(
a
ccF

a
ccE

a
ccD

a
ccC

a
ccB

a
ccA  

 

 
Рис. 7.4. Интерпретация задачи 7.6 на фазовой полуплоскости ),( tx  

 
Значения вторых координат этих точек определяют границы тех интервалов оси 
t , в которых функция ),4( tcu  имеет различные аналитические выражения. 
Возьмем, например, любую точку ),4( 0tc  на отрезке ВС  и построим для нее 
область зависимости ]4,4[ 00 atcatc +− . Здесь левый конец области зависимо-
сти попадает в интервал )2,( cc , а правый catc 34 0 >+ . Поэтому, в соответст-
вии с формулами (7.33),(7.32), получим 

),3()4()4(~
000 tc

c
hctc

c
hatcФ −=−−=−  

,0)4(~
0 =+ atcФ  

.32),3(
2

),4( 000 a
ct

a
ctc

c
htcu <<−=  

Заменим 0t  переменной t , тогда 

.32),3(
2

),4(
a
ct

a
ctc

c
htcu <<−=  
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Аналогично, рассматривая остальные отрезки прямой cx 3= , выпишем ответ 
задачи 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤−

<≤−

<≤−

<≤−

≥<≤<≤

=

.76),7(

,65),5(

,32),3(

,2),(

,7,53,0,0

),4(

a
ct

a
catc

c
h

a
ct

a
ccat

c
h

a
ct

a
catc

c
h

a
ct

a
ccat

c
h

a
ct

a
ct

a
c

a
ct

tcu   

Задача 7.7. Полуограниченной струне с жестко закрепленным концом 
0=x  сообщена начальная скорость, равная 0V  на отрезке ]2,[ cc  и нулю вне 

этого отрезка. Начальное отклонение равно нулю. Построить профиль струны в 

моменты времени .5,1,
2

== k
a
cktk  

Выпишем соответствующую начально-краевую задачу: 
,0,0,02 >>=− txuau xxtt  

                                                 ,0,00 ≥== xu t  

                                                 
⎩
⎨
⎧

≤≤
><≤

== ,2,
,2,0,0

0
0 cxcV

cxcx
u tt  

                                                  .0,00 ≥== tu x  
Согласно методу продолжений (см. задачу 7.3) решение задачи определяется по 
формуле Даламбера 

∫
+

−
=

atx

atx
dF

a
txu ζζ )(~

2
1),( ,                               (7.34) 

в которой 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
−≤≤−−

><<−−<
=

.2,
,2,

,2,,2,0
)(~

0

0

cxcV
cxcV

cxcxccx
xF                  (7.35) 

 
Здесь использовалось нечетное продолжение начальной скорости на отрица-
тельную полуосьx . Введем функцию 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤−

<<−−

−≤≤−+−

>−<

== ∫
−

.2),2(
2

,,
2

,2),2(
2

,2,2,0

)(~
2
1)(

0

0

0

2

cxccx
a
V

cxc
a
cV

cxccx
a
V

cxcx

dF
a

xF
x

c
ζζ            (7.36) 

Используя функцию (7.36), решение (7.34) запишем в виде 
)()(),( atxFatxFtxu −−+= .                              (7.37) 

Для построения профиля струны в момент времени kt  нужно построить гра-
фики функций )(),( xFxF − . Затем график функции )(xF  сдвинуть на kat  
влево, а функции )(xF−  — на kat  вправо и сложить графики при 0>x . На 
рис. 7.5  приведены последовательные положения струны в моменты времени 
kt .  

 
Рис. 7.5. Последовательные положения струны через промежутки времени 

a
ct

2
=Δ  

В интервале времени 
a
ct <<0  возмущение от точки c  не успевает дос-

тичь границы 0=x , граничное условие не влияет на характер решения, про-
цесс распространения волны происходит так же, как на неограниченной струне. 
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Если 
a
ct

a
c 2

<<  происходит процесс отражения от закрепленного конца. На-

чиная с момента времени 
a
ct 2

= , волна с профилем в виде равнобедренной 

трапеции с постоянной скоростью a  движется вправо. 
Задача 7.8. В условиях задачи 7.7 расписать формулы, описывающие 

профиль струны в момент времени 
a
ct

a
ct

2
3, 00 << . 

Будем использовать фазовую полуплоскость ),( tx  (рис. 7.6). Временные 
координаты всех точек пересечения характеристик (рис. 7.6) разграничивают 
различные этапы распространения волнового процесса. В интервале времени 

)
2
3,(
a
c

a
c

, заданном в задаче, происходит первая половина отражения волны от 

закрепленного конца.  

 
Рис. 7.6. Фазовая полуплоскость для задачи 7.8 

 
Возьмем точку 000 0, atcxxx +−<<=  на прямой 0tt = . Левый конец облас-
ти зависимости для точки ),( 00 tx  лежит в интервале ),2( cc −− , а правый в ин-
тервале )2,( cc . Поэтому по формуле (7.36) 

),2(
2

)( 00
0

00 catx
a
VatxF +−−=−  

)2(
2

)( 00
0

00 catx
a
VatxF −+=+ . 

Учитывая формулу (7.37), найдем смещение струны в точке ),( 00 tx  

000
0

00 0,),( atcxx
a
Vtxu +−<≤= . 

Заменим 0x  переменной x и перепишем: 

0
0

0 0,),( atcxx
a
Vtxu +−<≤= . 
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Перемещая точку ),( 0tx  по прямой 0tt =  и определяя для нее области зави-
симости, используя формулы (7.36), (7.37), найдем 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≥

+<≤+−−−

+<≤−

−<≤+−−+

+−<≤

=

.2,0

,2),2(
2

,2,
2

,2),(
2

,0,

),(

0

000
0

00
0

000
0

0
0

atcx

atcxatccatx
a
V

atcxatc
a
cV

atcxatccatx
a
V

atcxx
a
V

txu  

До точек с координатой 02 atcx +>  в момент времени 0tt =  возмущение еще 
не дошло. 

Задача 7.9. Конец полуограниченной струны 0=x  двигается по закону  

tu x 3sin
3
1

0 == . Найти отклонения всех точек струны при 0>t , если в на-

чальный момент времени отклонения и скорости всех точек струны равны ну-
лю.  

Начально–краевые задачи для однородного волнового уравнения 
,0,0,02 >>=− txuau xxtt  

с нулевыми начальными условиями 
,0,0,0 00 ≥== == xuu ttt                                (7.38) 

и неоднородным граничным условием называются задачами о распростра-
нения краевого режима. Допишем граничное условие задачи 7.9 

0,3sin
3
1

0 ≥== ttu x .                                       (7.39) 

Решение задачи можно найти в виде прямой бегущей волны 
)(),( atxftxu −= .                                            (7.40) 

Подставляя (7.40) в условия (7.38), (7.39), получим 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥=−

≥=

.0,3sin
3
1)(

,0,0)(

ttatf

xxf
                                    (7.41) 

Система (7.41) определяет функцию )(xf  при всех значениях x : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−=

≥=

.0,3sin
3
1)(

,0,0)(

x
a
xxf

xxf
                                 (7.42) 

Подставив функцию (7.42) в (7.40), получим решение задачи: 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−−

≥−
= .0),(3sin

3
1

,0,0
),( atx

a
xt

atx
txu                               (7.43) 

В фиксированный момент времени t   возмущения от конца струны 0=x , рас-
пространяющиеся со скоростью a , не дойдут до тех точек струны, координаты 
которых atx ≥  (рис. 7.7, 1=a ). В тоже время отклонение струны в точке 

atxx <,  определяется отклонением конца струны в предшествующий момент 

времени 
a
xt −  (эффект запаздывания). Здесь 

a
x

 — время, которое требуется 

возмущению, распространяющемуся со скоростью a , для того, чтобы пройти 
путь от конца 0=x  до точки с координатой x . 
 

 
Рис. 7.7. График решения задачи 7.9 в фиксированные моменты времени 5,1,

2
== kktk  

              Задание 7 
1. Полуограниченная струна, закрепленная в конце 0=x , возбуждена на-

чальным отклонением, отличным от нуля лишь на интервале )3,( cc  и 
имеющим форму ломаной с вершинами в точках ccc 3,2, . Построить 

профиль струны в моменты времени 7,1,
2

== k
a
cktk . Расписать форму-

лы описывающие профиль струны в момент времени 
a
ct

3
4

= . 

2. Полуограниченной струне со свободным концом 0=x  сообщена на-
чальная скорость, равная 0V  на отрезке ]2,[ cc  и нулю вне этого отрезка. 
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Построить профиль струны в моменты времени 7,1,
2

== k
a
cktk . Распи-

сать формулы, представляющие закон движения точки струны с коорди-
натой cx 3= . 

3. Решить задачи о распространении краевого режима: 
1. ,0,0,0 >>=− txxxuttu  

               ,0,0,0 00 ≥== == xuu ttt  

               0,3sin
3
1

0 ≥== ttu xx .    

           2.  ,0,0,0 >>=− txxxuttu  

                ,0,0,0 00 ≥== == xuu ttt  

                0,3sin)( 0 ≥=− = ttuu xx . 
 
 

8. Задачи для ограниченной струны с однородными  
граничными условиями 

 
Для описания колебаний ограниченной струны ставится следующая на-

чально-краевая задача: 
найти решение уравнения 

,0,0),,(2 ><<=− tlxtxfuau xxtt                      (8.1) 
удовлетворяющее начальным 

,0),(0 lxxu t ≤≤== ϕ                                    (8.2) 

,0),(0 lxxu tt ≤≤== ψ                                   (8.3) 
и граничным условиям 

,0),()( 011 ≥=− = ttuu xx μβα                           (8.4) 

.0),()( 22 ≥=+ = ttuu lxx μβα                           (8.5) 
Граничные условия задачи определяются физической постановкой зада-

чи. Различные варианты граничных условий для левого конца струны приведе-
ны в таблице 1. Формально граничные условия для правого конца могут быть 
получены из граничных условий для левого конца, если сделать замену пере-
менных xl −=ξ , при этом левый и правый концы меняются местами. Напри-
мер, граничное условие упруго закрепленного левого конца имеет вид 

0)( 0 =− =xx huu . 
После замены получим 

0)( =−−
=l

huu
ξξ . 
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Заменив ξ  переменной x , граничное условие, перепишем в виде 

0)( =+ =lxx huu . 
Ниже приведена таблица различных типов граничных условий для правого 
конца струны. 

Таблица 2 
Типы граничных условий для правого конца струны 

N Граничное условие Описание Примечание 

1а )(tu lx μ==  Конец lx = движется в 
поперечном направле-
нии по заданному зако-
ну 

 

1б 0==lxu  Конец lx =  жестко за-
креплен 

 

2а )(tu lxx μ==  К концу lx =  прило-
жена заданная внешняя 

сила )(~ tf , параллель-
ная оси u . 

)(~1)(
0

tf
T

t =μ  

2б 0==lxxu  Конец lx =  свободен  

3а 
 
 

( )[ ] 0)( =−+ =lxx tuhu μ
или 
( ) )(thhuu lxx μ=+ =  

Задан закон движения 
упруго закрепленного 
конца lx =  0T

kh =  

Со стороны заделки на 
конец действует упругая 
сила, пропорциональная 
смещению и направлен-
ная в противоположную 
сторону 

),()(~ tlkutf −=  
3б ( ) 0=+ =lxx huu  Конец lx =  упруго за-

креплен 
 

 
Продемонстрируем возможности метода характеристик на решении примеров 
начально–краевых задач для однородного волнового уравнения. 

В этом параграфе будем рассматривать начально–краевые задачи для од-
нородного волнового уравнения с простейшими граничными условиями. Про-
стейшими граничными условиями называют однородные граничные условия 1-
го и 2-го рода. Решение таких задач можно искать в виде формулы Даламбера 

∫
+

−
+++−=

atx

atx
dF

a
atxФatxФtxu ζζ )(~

2
1)](~)(~[

2
1),( .           (8.1) 

Для любых )(~),(~ xFxФ  функция (8.1) удовлетворяет однородному волновому 

уравнению. Конкретный вид функций )(~),(~ xFxФ  находится из начальных и 
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граничных условий. Можно сформулировать четыре различных начально–
краевых задач для однородного волнового уравнения с простейшими гранич-
ными условиями на концах lxx == ,0 . 

Задача 8.1 
,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt                                 (8.2) 

,0),(0 lxxu t ≤≤== ϕ                                        (8.3) 

,0),(0 lxxu tt ≤≤== ψ                                      (8.4) 

,0,00 ≥== tu x                                                    (8.5) 

0,0 ≥== tu lx .                                                   (8.6) 
Подстановка функции (8.1) в условия (8.3)–(8.6) приводит к системе 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥=+++−

≥=+−+

≤≤=
≤≤=

∫

∫
+

−

−
atl

atl

at

at

tdF
a

atlФatlФ

tdF
a

atФatФ

lxxxF
lxxxФ

.0,0)(~
2
1)](~)(~[

2
1

,0,0)(~
2
1))(~)(~(

2
1

,0),()(~
,0),()(~

ζζ

ζζ

ψ
ϕ

                 (8.7) 

Согласно первым двум уравнениям системы, функции )(~ xФ  и )(~ xF сов-
падают с функциями )(xϕ  и )(xψ  на отрезке lx ≤≤0 . Третье и четвертое со-
отношения системы (8.7) будут выполняться при всех 0≥t , если функции 

)(~),(~ xFxФ  нечетны относительно точек lxx == ,0 : 

),(~)(~),(~)(~ xlФxlФxФxФ +−=−−=−                             (8.8) 

)(~)(~),(~)(~ xlFxlFxFxF +−=−−=− .                             (8.9) 

Покажем, что из равенств (8.8), (8.9) следует, что функции )(~),(~ xFxФ  явля-
ются периодическими с периодом l2 . Действительно, 

)(~)(~))((~))((~)2(~ xФxФxllФxllФxlФ =−−=+−−=++=+  
Аналогично получается, что 

)(~)2(~ xFxlF =+ . 

Таким образом, функции )(~ xФ  и )(~ xF совпадают с функциями )(xϕ  и 
)(xψ  на промежутке ],0[ l  и являются l2 – периодическими нечетными про-

должениями начальных функций на всю ось x . В этом случае функция (8.1) 
удовлетворяет уравнению (8.2) и условиям (8.3)–(8.6). 

Покажем, что решение задачи 8.1 является функцией, периодической по 

переменной t  с периодом 
a
l2

. В соответствии с формулой (8.1), 
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.)(~
2
1)]2(~)2(~[

2
1)2,(

2

2
∫
++

−−
++++−−=+

latx

latx
dF

a
latxФlatxФ

a
ltxu ζζ      (8.10) 

В интеграле формулы (8.10) сделаем замену переменной l2+= ζξ , вос-
пользуемся условием периодичности подынтегральной функции и представим 
получившийся интеграл в виде суммы двух интегралов: 

==−=∫ ∫ ∫
++

−−

++

−

++

−

latx

latx

latx

atx

latx

atx
dFdlFdF

2

2

4 4
)(~)2(~)(~ ξξξξζζ  

∫ ∫
+

−

++

+
+=

atx

atx

latx

atx
dFdF

4
)(~)(~ ξξξξ .                                   (8.11) 

Так как интеграл от периодической функции по любому промежутку с длиной, 
кратной периоду, имеет одно и то же значение, то 

∫ ∫
++

+ −
=

latx

atx

l

l
dFdF

4 2

2
)(~)(~ ξξξξ . 

Последний интеграл равен нулю в силу нечетности подынтегральной функции 
и симметричности промежутка интегрирования. Поэтому 

∫ ∫
++

−−

+

−
=

latx

latx

atx

atx
dFdF

2

2
)(~)(~ ξξξξ .                       (8.12) 

Учитывая (8.12) и периодичность функции )(~ xФ , формулу (8.10) приведем к 
виду 

).,()(~
2
1)](~)(~[

2
1)2,( txudF

a
atxФatxФ

a
ltxu

atx

atx
=+++−=+ ∫

+

−
ξξ  

 
Задача 8.2. 

,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt                            (8.10) 

,0),(0 lxxu t ≤≤== ϕ                                      (8.11) 

,0),(0 lxxu tt ≤≤== ψ                                    (8.12) 

,0,00 ≥== tu xx                                                (8.13) 

0,0 ≥== tu lx .                                                  (8.14) 
Задача 8.2 отличается от задачи 8.1 только граничным условием на конце 

0=x . Поэтому часть результатов задачи 8.1 справедлива и в этой задаче: 
.0),()(~ lxxxФ ≤≤=ϕ  

,0),()(~ lxxxF ≤≤=ψ  

)(~)(~),(~)(~ xlFxlFxlФxlФ +−=−+−=− .                     (8.15) 
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Чтобы воспользоваться условием (8.13), вычислим производную от функ-
ции (8.1): 

)](~)(~[
2
1)](~)(~[

2
1),( atxFatxF

a
atxФatxФtxux −−+++′+−′=         (8.16) 

Подставляя (8.16) в (8.13), получим  

0)](~)(~[
2
1)](~)(~[

2
1

=−−+′+−′ atFatF
a

atФatФ .             (8.17) 

Соотношение (8.17) будет выполняться при всех 0≥t  для четных относитель-
но точки 0=x  функций )(~ xF  и )(~ xФ , 

)(~)(~),(~)(~ xФxФxFxF =−=− ,                           (8.18) 

т.к. производная от четной функции )(~ xФ  относительно точки 0=x  является 
функцией нечетной относительно этой точки 

).(~)(~ xФxФ ′=−′−  
Функции, удовлетворяющие условиям (8.15), (8.18) при всех x , перио-

дичны с периодом l4 . Обоснование проведем для функции )(~ xF : 

=−−−=+−−=++=+ )2(~))3((~))3((~)4(~ xlFxllFxllFxlF  

).(~)(~))((~))((~)2(~ xFxFxllFxllFxlF =−=+−=++−=+−  
Таким образом, решение задачи 8.2 определяется по формуле (8.1), в которой 
функции )(~ xФ  и )(~ xF получаются из функций )(xϕ  и )(xψ , lx ≤≤0 , чет-
ным продолжением относительно точки 0=x , нечетным — относительно точ-
ки lx = , а затем — периодическим продолжением с периодом l4  на всю ось.  

Можно показать, что решение задачи 8.2 имеет период по переменной t , 

равный 
a
l4

. Действительно, аналогично задаче 8.1, получим 

++++−−=+ )]4(~)4(~[
2
1)4,( latxФlatxФ

a
ltxu  

∫ ∫
+

−

++

+
++

atx

atx

latx

atx
dFdF

8
)(~)(~ ξξξξ . 

Так как функция )(~ xF  периодична с периодом l4 , то 

∫ ∫
++

+ −
=

latx

atx

l

l
dFdF

8 5

3
)(~)(~ ξξξξ . 

Интеграл по симметричному промежутку относительно точки lx =  от нечет-
ной относительно этой точки функции равен нулю. Поэтому, учитывая перио-
дичность )(~ xФ , получим 
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),()4,( txu
a
ltxu =+ . 

Задача 8.3. 
,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt                               (8.19) 

,0),(0 lxxu t ≤≤== ϕ                                       (8.20) 

,0),(0 lxxu tt ≤≤== ψ                                     (8.21) 

,0,00 ≥== tu x                                                   (8.22) 

0,0 ≥== tu lxx .                                                (8.23) 
Задача решается аналогично задачам 8.1, 8.2. Приведем ответ задачи. Ре-

шение задачи имеет вид (8.1). Функции )(~ xF  и )(~ xФ  совпадают на отрезке 
lx ≤≤0  с функциями )(xϕ  и )(xψ , а вне этого отрезка с продолжением этих 

функций на всю ось x . Способ продолжения зависит от типа граничного усло-
вия. В точке 0=x  задано граничное условие 1-го рода, поэтому функции )(xϕ  
и )(xψ  продолжаются на отрицательную ось нечетно относительно точки 

0=x . В точке lx =  задано граничное условие 2-го рода, и продолжение на 
полуось lx ≥  будет четным относительно точки lx = . Функции )(~ xF  и )(~ xФ  
имеют период l4 . Решение задачи периодично по переменной t  с периодом 

a
l4

. 

Задача 8.4. 
,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt                               (8.24) 

,0),(0 lxxu t ≤≤== ϕ                                         (8.25) 

,0),(0 lxxu tt ≤≤== ψ                                        (8.26) 

,0,00 ≥== tu xx                                                    (8.27) 

0,0 ≥== tu lxx .                                                   (8.28) 
Граничные условия и в точке 0=x  и в точке lx =  — однородные 2-го рода. 
Функции )(xϕ  и )(xψ  продолжаются относительно точек lxx == ,0  четно. 

Получившиеся функции )(~ xF  и )(~ xФ  буду периодическими с периодом l2 . 
Решение (8.1) в общем случае не является функцией периодической по пере-
менной t . Преобразования, аналогичные (8.10)–(8.12) приводят к результату 

∫+=+
l

d
a

txu
a
ltxu

0
)(2),()2,( ξξψ ,                           (8.29) 
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так как ∫ ∫
−

=
l

l

l
ddF

2

2 0
)(4)(~ ξξψξξ . 

Из соотношения (8.29) следует, что 

∫+=
l

d
l
ttxutxи

0
)(),(~),( ξξψ , 

где функция ),(~ txu  является периодической по переменной t  с периодом 
a
l2

. 

Задача 8.5. Решить задачу о колебании струны 10 << x  с жестко закре-
пленными концами, если начальные скорости точек струны равны нулю, а на-
чальное отклонение имеет форму синусоиды xx πϕ sin)( = . 

Соответствующая начально-краевая задача имеет вид: 
,0,10,0 ><<=− txuu xxtt                                 (8.30) 

,10,2sin0 ≤≤== xxAu t π                            (8.31) 

,10,00 ≤≤== xu tt                                        (8.32) 

,0,00 ≥== tu x                                              (8.33) 

0,01 ≥== tu x .                                              (8.34) 

Это частный случай задачи 8.1. Для нахождения функции )(~ xФ  будем исполь-
зовать ее свойства, приведенные в задаче 8.1. На отрезке 10 ≤≤ x  

xAxФ π2sin)(~ =  

Пусть 01 ≤≤− x . Используя нечетность функции )(~ xФ  относительно точки 
0=x , получим 

xAxAxФxФ ππ 2sin)2sin()(~)(~ =−−=−−= . 
Таким образом, на отрезке 11 ≤≤− x  

xAxФ π2sin)(~ = . 
На всю ось x  функция продолжается периодически с периодом 2. Поэтому 

∞<<−∞= xxAxФ ,2sin)(~ π . 

Так как lxx ≤≤= 0,0)(ψ , то для функции )(~ xF  получим 
.,0)(~ ∞<<−∞= xxF  

Подставляя найденные функции в формулу (8.1), найдем решение задачи 

,2cos2sin)](2sin)(2[sin
2

),( txAtxtxAtxu ππππ =++−=      (8.35) 

которое представляет собой произведение двух функций. Первая из этих 
функций зависит только от переменной x , вторая только от t . Решения такого 
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типа называются стоячими волнами. Точка 
2
1

=x  остается неподвижной в 

процессе движения, 0,0),
2
1( ≥= ttu  (рис. 8.1). Такие точки называются уз-

лами стоячей волны. Точки, в которых ),( txu  достигает максимальных зна-
чений, называются пучностями, а минимальные — впадинами стоячей вол-
ны. Стоячая волна (8.35) получается в результате суперпозиции двух синусои-
дальных бегущих волн одинаковой амплитуды, распространяющихся в проти-
воположных направлениях со скоростью 1=a . 
 

 
Рис. 8.1. График решения задачи 8.5 в фиксированные моменты времени 8,0,

8
== kktk  

Задача 8.6.  
02 =− xxtt uau , lx <<0 , 0>t , 

                                             Axu t ==0 , lx ≤≤0 , 

                                             00 ==ttu , lx ≤≤0 , 

       00 ==xu  , 00 ==xxu , 0≥t . 

Найти решение задачи в момент времени 
a
lt

2
3

= . 

Используя результаты задачи 8.3 функцию Ax , заданную на интервале  
lx ≤≤0 , сначала продолжим нечетно относительно точки 0=x , четно отно-

сительно точки lx = , а затем периодически с периодом l4  (рис. 8.2). 
 



 54

 
Рис. 8.2. График функции )(~ xФ  в задаче 8.6 

 
Выберем отрезок длины l4 , на котором продолженная функция )(~ xФ  меняет 
аналитическое выражение только один раз. На этом интервале 

⎩
⎨
⎧

≤<−
≤≤−

=
.3),2(

,,
)(~

lxlxlA
lxlAx

xФ                                     (8.36) 

Чтобы расписать решение задачи по формуле (8.1), будем использовать фазо-
вую полуплоскость. На оси x  фазовой полуплоскости ),( tx  отметим точки, 
разбивающие ось на отрезки, в которых продолженную функцию можно запи-
сать аналитически одним выражением. Через точки с координатами 

llll 3,,,3 −−   проведем характеристики. Прямоугольник 
a
ltlx 40,0 <<<<  

разбивается этими характеристиками на 5 областей (рис. 8.3). 

 
Рис. 8.3. Фазовая полуплоскость для задачи 8.6 
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Проведем прямую 
a
lt

2
3

= . Эта прямая пересекает 3 и 2 области. Абсцисса точ-

ки пересечения этой прямой и характеристики latx −=−  имеет значе-

ние
2
lx = . В момент времени 

a
lt

2
3

=  решение будет записываться разными вы-

ражениями в интервалах, 
2

0 lx <<  и lxl
<<

2
. 

Возьмем произвольную точку в первом интервале 

2
0),

2
3,( 000

lx
a
lxM <<  и построим для нее область зависимости. Абсциссы 

точек 1Р  и 2P  удовлетворяют неравенствам 

llxl −<−<−
2
33 0 , llxl 3

2
3

0 <+< . 

Учитывая, что функция )(~ xФ  имеет период l4 , получим 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
5~4

2
3~

2
3~

000
lxФllxФlxФ , 

причем llxl 3
2
5

0 <+< . Тогда, в соответствии с (8.36), 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

22
52

2
3~

000
lxAlxlAlxФ , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 000 22

32
2
3~ xlAlxlAlxФ . 

Подставляя найденные функции в (8.1) и учитывая, что 0)(~ =xF , получим 

0000 2
2
3~

2
3~

2
1

2
3, Ax

a
lxФ

a
lxФ

a
lxu −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 

2
0 0

lx <<          (8.37) 

Чтобы найти решение задачи в интервале lxl
<<

2
, возьмем произвольную 

точку lxl
a
lxM << 111 2

),
2
3,(  и построим для нее область зависимости. Абс-

циссы точек 3P  и 4P  удовлетворяют неравенствам 

l
a
lxl <−<−

2
3

1 , 

.3
2
3

1 l
a
lxl <+<  
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Используя формулы (8.36), (8.1), будем иметь 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3

2
3~

11
lxAlxФ , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
32

2
3~

11
lxlAlxФ , 

lxlAl
a
lxu <<−= 11 2

,)
2
3,( .                                    (8.38) 

Заменяя в формулах (8.37), (8.38) 0x  и 1x  переменной x , выпишем ответ 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−

<<−
=

.
2

,

,
2

0,2
)

2
3,(

lxlAl

lxAx

a
lxu  

 
Задача 8.7. Однородная струна длиной l , закрепленная на концах 0=x  и 

lx = , в начальный момент времени оттянута в точке 
3
lx =  на малое расстоя-

ние h  от оси x , затем отпущена без сообщения ее точкам начальной скорости. 

Найти отклонение ),( txu  при всех 
a
lt

3
0 << . 

Задача сводится к решению волнового уравнения 
,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt  

с условиями 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<
−

≤≤
==

,
3

,
2

)(3

,
3

0,3

0
lxl

l
xlh

lx
l
hx

u t  

                                            ,0,00 lxu tt ≤≤==  

                                            ,0,00 ≥== tu x  

                                            .0,0 ≥== tu lx                 
В соответствии с задачей 8.1 решение задачи представляется по формуле (8.1), 
в которой ∞<<−∞≡ xxF ,0)(~

. Функция )(~ xФ  получается из функции )(xϕ  
нечетным продолжением относительно точек lxx == ,0 , а затем периодиче-
ски с периодом l2 . Функция )(~ xФ  изображена на рис. 8.4. 
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Рис. 8.4. График функции )(~ xФ  в задаче 8.7 

 
Запишем явный вид функции )(~ xФ  на промежутке длиной l2 : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
−

≤≤−
=

.
3
5

3
,

2
)(3

,
33

,3

)(~
lxl

l
xlh

lxl
l
hx

xФ                                 (8.36) 

Будем использовать фазовую полуплоскость ),( tx . На фазовой полуплоскости 
выделим прямоугольник, в котором нужно найти решение 

a
ltlx

3
0,0 <<<< . 

На оси x  (рис. 8.5) отметим точки, при переходе через которые функция )(~ xФ  
меняет свое аналитическое выражение. Через эти точки проведем характери-
стики. На видно, что только две характеристики пересекают прямоугольник. 
Этими характеристиками прямоугольник разбивается на три части. В каждой 
части решение (8.1) будет иметь свое аналитическое выражение. 

Рассмотрим первую область,  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<+

>
>

.
3

,0
,0

latx

t
x

 

Возьмем произвольную точку ),( 000 txM  в этой области и проведем через нее 
характеристики. Эти характеристики отсекают на оси x  отрезок  

],[ 0000 atxatx +−  — область зависимости решения в точке 0M . Отрезок 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⊂+−

3
,

3
],[ 0000

llatxatx , поэтому в соответствии с формулой (8.36),  
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Рис. 8.5. Фазовая полуплоскость для задачи 8.7 

 

,)(3)(~ 00
00 l

atxhatxФ −
=−  

.)(3)(~ 00
00 l

atxhatxФ +
=+  

Тогда по формуле (8.1) 

l
hx

l
atxh

l
atxhtxu 00000

0,0
3)(3)(3(

2
1)( =

+
+

−
= . 

После переобозначений получим 

l
hxtxu 3),( = . 

Характеристики, проведенные через произвольную точку ),( 111 txM  из второй 
области, 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<

<−

>+

,
3

,
3

,
3

lt

latx

latx
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пересекают ось x  в точках 3P  и 4P . Абсциссы точек 3P  и 4P  удовлетворяют 
неравенствам 

,
33 11
latxl

<−<−  

3
5

3 11
latxl

<+< . 

По формулам (8.36), (8.1) будем иметь 

,)(3)(~ 11
11 l

atxhatxФ −
=−  

,
2

)(3)(~ 11
11 l

atxlhatxФ −−
=+  

l
latxh

l
atxlh

l
atxhtxu

4
)3(3)

2
)(3)(3(

2
1),( 111111

11
+−

=
−−

+
−

= . 

Меняя 1x  на x  и 1t  на t , запишем 

l
latxhtxu

4
)3(3),( +−

= . 

Рассмотрим третью область, 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
<

>−

.0
,

,
3

t
lx

latx

 

Область зависимости любой точки из этой области целиком лежит в интервале 

)
3
5,

3
( ll

. Поэтому 

,
2

)(3)(~
l
atxlhatxФ +−

=−  

,
2

)(3)(~
l
atxlhatxФ −−

=+  

l
xlh

l
atxlh

l
atxlhtxu

2
)(3)

2
)(3

2
)(3(

2
1),( −

=
−−

+
+−

= . 

Выпишем ответ задачи: 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

><>−
−

<<−>+
+−

<+>>

=

.0,,
3

,
2

)(3

,
3

,
3

,
3

,
4

)3(3

,
3

,0,0,3

),(

tlxlatx
l
xlh

a
ltlatxlatx

l
latxh

latxtx
l
hx

txu                   

       Задание 8 
1. Решить задачу о колебаниях струны, конец 0=x  которой закреп-

лен жестко, а π=x  свободен. Начальное отклонение и начальная 
скорость имеют вид 

π≤≤== == xxuxu ttt 0,
2

sin,
2

sin 00 . 

2. Однородная струна, закрепленная на  концах 0=x  и lx = , имеет в 
начальный момент времени форму параболы, симметричной отно-
сительно перпендикуляра к середине струны. Найти отклонение то-

чек струны от положения равновесия в момент времени 
a
lt

4
= , ес-

ли начальные скорости струны равны нулю. 
3. Рассмотреть задачу о колебаниях ограниченной струны ( ,1=a  

  )6=l , закрепленной на концах 0=x   и lx = , если в начальный 
момент времени скорости всех точек струны равны нулю, а началь-
ное отклонение изображено на рис. 8.6. Нарисовать форму струны в 
моменты времени 12,...,2,1=t . 
 

 
Рис. 8.6. Начальный профиль струны 

 
 

9.  Начально-краевые задачи с неоднородными  
граничными условиями 

 
Задача 9.1. Рассмотреть задачу о поперечных колебаниях струны, закре-

пленной на конце 0=x  и подверженной на конце lx =  действию возмущаю-
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щей силы, которая вызывает смещение, равное tA ωsin . В момент времени 
0=t  смещения и скорости точек струны равны нулю. Найти смещения точек 

струны при всех 0>t . 
Сформулируем соответствующую начально–краевую задачу: 

,0,0,02 ><<=− tlxuau xxtt  

,0,00 lxu t ≤≤==                                          (9.1) 

,0,00 lxu tt ≤≤==                                         (9.2) 

                                               ,0,00 ≥== tu x                                            (9.3) 

.0,sin ≥== ttAu lx ω                                      (9.4) 
Для решения задачи будем использовать общее решение однородного волново-
го уравнения 

).()(),( atxgatxftxu ++−=                               (9.5) 
Здесь )(xf  и )(xg  — неизвестные функции, которые будем определять, ис-
пользуя условия (9.1)–(9.4). Прежде всего, воспользуемся условиями (9.1), 
(9.2). Подставляя (9.5) в (9.1), (9.2) будем иметь 

⎩
⎨
⎧

≤≤=′+′−
≤≤=+

.0,0)()(
,0,0)()(
lxxgaxfa

lxxgxf
 

Интегрируя второе уравнение системы, получим 
.0,)()( 0 lxCxgxf ≤≤=+−  

Отсюда, учитывая первое уравнение системы, найдем 

.0,
2

)(,
2

)( 00 lxCxgCxf ≤≤=−=  

Константу 0C  можно выбрать нулевой, так как на решение (9.5) этот выбор не 
влияет. Итак, 

.0,0)(,0)( lxxgxf ≤≤==                                (9.6) 
Подставляя (9.5) в граничные условия (9.3), (9.4), получим соотношения 

,0,0)()( ≥=+− tatgatf                                   (9.7) 
0,sin)()( ≥=++− ttAatlgatlf ω ,                         (9.8) 

которые позволяют продолжить функцию )(xf  на отрицательную ось x , а 
)(xg  — на бесконечный интервал lx > . В формуле (9.7) сделаем замену 
xat =− , а в (9.8) —  замену xatl =+ . В результате получим 

,0),()( ≤−−= xxgxf                                      (9.9) 

.),2()(sin)( lxxlf
a
lxAxg ≥−−

−
=

ω
                       (9.10) 

Будем поочередно пользоваться формулами (9.9), (9.10).  
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Если 0≤≤− xl , то lx ≤−≤0  и, согласно (9.6), 0)( =−xg . Используя  
формулу (9.9), найдем, что при всех 0≤≤− xl  

0)( =xf .                                                (9.11) 
Объединяя (9.6), (911), можно записать 

.,0)( lxlxf ≤≤−=                                     (9.12) 
Теперь используем соотношение (9.10). Пусть lxl 3≤≤ . В этом случае 

lxll ≤−≤− 2  и поэтому 0)2( =− xlf . Тогда, в соответствии с (9.10), 

lxl
a
lxAxg 3,)(sin)( ≤≤

−
=

ω
.                          (9.13) 

Рассмотрим интервал lxl −≤≤− 3 . Тогда lxl 3≤−≤  и, согласно (9.13), 

lxl
a
lxAxg 3,)(sin)( ≤−≤

+
−=−

ω
.                         (9.14) 

Подставляя (9.14) в (9.9), найдем 

lxl
a
lxAxf −≤≤−

+
= 3,)(sin)( ω

.                          (9.15) 

Если lxl 53 ≤≤ , то lxll −≤−≤− 23 . Поэтому, учитывая (9.15), запи-
шем 

lxl
a
xlAxlf 53,)3(sin)2( ≤≤

−
=−

ω
.                       (9.16) 

Используя (9.16), из соотношения (9.10) получим 

lxl
a
lx

a
lxAxg 53,)3(sin)(sin)( ≤≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

=
ωω

.             (9.17) 

Пусть lxl 35 −≤≤− . В этом случае lxl 53 ≤−≤ , и из формулы (9.17) 
следует 

lxl
a
lx

a
lxAxg 35,)3(sin)(sin)( −≤≤−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

−=−
ωω

.           (9.18) 

С помощью соотношения (9.9) на этом интервале найдем функцию )(xf : 

 lxl
a
lx

a
lxAxf 35,)3(sin)(sin)( −≤≤−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=
ωω

.          (9.19) 

Таким образом, функция )(xf  определена уже на интервале ),5( ll−  (см. 
формулы (9.12), (9.15), (9.10)), а функция )(xg  — на интервале )5,0( l  (см. 
формулы (9.6), (9.13), (9.17)). Продолжая использовать соотношения (9.9), 
(9.10), функцию )(xf  найдем при всех lx 5−≤ , а )(xg  — если lx 5≥ . Ис-
пользуя метод математической индукции, можно показать, что при всех 

,...2,1,0=n  справедливы формулы 

lnxln
a

lkxAxf
n

k
)12()32(,))12((sin)(

0
+−≤≤+−

++
= ∑

=

ω
,            (9.20) 
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)32()12(,))12((sin)(
0

+≤≤+
+−

= ∑
=

nxln
a

lkxAxg
n

k

ω
.            (9.21) 

Найденные функции следует подставить в общее решение (9.5). Для этого 
будем использовать фазовую полуплоскость ),( tx . На оси x  фазовой полу-
плоскости отметим точки ,...2,1,0,)12( ±±=+= klkx .  

 

 
Рис. 9.1. Фазовая полуплоскость для задачи 9.1 

 
Через точки, расположенные на отрицательной части оси x , проведем характе-
ристики с положительным наклоном, а через точки, расположенные на положи-
тельной части оси x , характеристики с отрицательным наклоном. Эти характе-
ристики разобьют полубесконечную полосу 0,0 ><< tlx  на части, в каждой 
из которых для решения задачи будет свое аналитическое выражение (рис. 9.1). 

Для того чтобы расписать решение в первой части полубесконечной по-
лосы, 

0,0, >><+ xtlatx , 
определим расположение области зависимости любой точки из этой части. Так 
как левый конец области зависимости попадает в интервал ),( ll− , а правый ко-
нец в интервал ),0( l , то 

0)(,0)( =+=− atxgatxf . 
Подставляя эти значения в (9.5), получим 

0),( =txu . 
Рассмотрим вторую область, 

lxlatxlatx <−>−>+ ,, . 
Для любой точки из этой области левый конец области зависимости попадает в 
интервал ),( ll− , поэтому 

0)( =− atxf , 
а правый конец попадает в интервал )3,( ll , поэтому 
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a
latxAatxg )(sin)( −+

=+
ω

. 

Тогда, в соответствии с (9.5), 

a
latxAtxu )(sin),( −+

=
ω

.                                       (9.22) 

Рассмотрим )32( +n -ю область )0( ≥n : 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+<+
+−<−

>

.)32(
,)12(

,0

lnatx
lnatx

x
 

Построим область зависимости решения для точки из этой области. Левый ко-
нец области зависимости располагается в интервале ))12(,)32(( lnln +−+− , а 
правый в ))32(,)12(( lnln ++ . Поэтому 

∑
=

++−
=−

n

k a
lkatxAatxf

0

))12((sin)( ω
, 

∑
=

+−+
=+

n

k a
lkatxAatxg

0

))12((sin)( ω
, 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

+
++−

= ∑
=

n

k a
lkatx

a
lkatxAtxu

0

))12((sin))12((sin),( ωω
 

))12((cossin2
0

∑
=

+−=
n

k a
lkt

a
xA ωω

.                           (9.23) 

Для любой точки из области под номером )0(,22 >+ nn левый конец области 
зависимости попадает в интервал ))12(,)12(( lnln −−+− , а правый — в ин-
тервал ))32(,)12(( lnln ++ . Тогда, в соответствии с формулами (9.20), (9.21), 
(9.5), будем иметь 

∑
−

=

++−
=−

1

0

))12((sin)(
n

k a
lkatxAatxf ω

, 

∑
=

+−+
=+

n

k a
lkatxAatxg

0

))12((sin)( ω
, 

+
++−

= ∑
−

=

1

0

))12((sin(),(
n

k a
lkatxAtxu ω

 

=
+−+

+
−+

+ ∑
=

n

k a
lkatx

a
latx

1
)))12((sin)(sin ωω
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
−

=
+−−+−+=

1

0
))1(2(cos)(sin2)(sin

n

k a
lkt

a
lx

a
latxA ωωω .      (9.24) 

Вычисление сумм в формулах (9.23), (9.24) зависит от частоты ω . Частоты 

,...3,2,1, == ma
l
m

m
πω                                           (9.25) 

называются собственными частотами колебаний струны.  
Если ω  не совпадает с собственными частотами колебаний, то, используя 

формулу [8, 1.341(3)] 

∑
−

=

−
+

=+
1

0
2

sin
2

sin)
2

1cos(
)cos(

n

k y

nyynx
kyx , 

в областях с нечетным номером 32 +n  lnatxx )12(,0( +−<−> , 
)0),)32( ≥+<+ nlnatx  получим 

a
l

a
ln

a
lnt

a
x

Atxu ω

ωωω

sin

)1(sin))1((cossin
2),(

++
−

= ,            (9.26) 

а в областях с четным номером 22 +n ,)12(,( lnatxlx +>+<  
)0,)12( >+−>− nlnatx  

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
−

−

−
−

−=

a
l

a
nl

a
lnt

a
xl

a
xltAtxu ω

ωωω

ω
sin

sin))1((cos)(sin
2)(sin),( .(9.27) 

Рассмотрим частный случай, когда 
l
a

2
πω = . На основании свойств триго-

нометрических функций формулы (9.26), (9.27) значительно упрощаются. Для 
областей с нечетными номерами 0,34 ≥+ ss  и 0,54 ≥+ ss  будем, соответст-
венно, иметь 

t
l
xAtxu ωπ sin

2
sin2),( = ,                                     (9.28) 

0),( =txu .                                                  (9.29) 
Для областей с четным индексом 1,24 >+ ss  и 0,44 >+ ss , соответственно 
получим  

0),( =txu ,                                                 (9.30) 
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)(cos),(
a
xtAtxu −= ω .                                       (9.29) 

Функции (9.26)–(9.29) не зависят от номера s , решение задачи является функ-

цией периодической по переменной t  с периодом 
a
l4

. В первой области реше-

ние равно нулю, во 2-й области решение определяется по формуле (9.22) 

)(cos),(
a
xtAtxu +−= ω , 

в 3-й области решение имеет вид стоячей волны (9.27), в 4-й решение пред-
ставляет собой прямую бегущую волну(9.30), в 5-й области решение опять 
равно нулю. 

Задача 9.2. Рассмотреть случай, когда частота совпадает с одной из соб-
ственных частот колебаний струны: 

0mωω = .  
Решение задачи можно получить из формул (9.26),(9.27) предельным пе-

реходом при 
0mωω → . Раскрывая неопределенность типа 

0
0

 по правилу Ло-

питаля, найдем, что в областях с нечетным номером 32 +n  

t
a
x

nAtxu m
mm

0
00 cossin)1()1(2),( ω

ω
+−= ,                (9.31) 

в областях с четным номером 22 +n   

))cos(sin2)((sin)1(),(
0

0
0

0 t
a
x

n
a
xtAtxu m

m
m

m ω
ω

ω ++−= .     (9.32) 

Из формул (9.31), (9.32) следует, что амплитуда колебаний неограниченно воз-
растает с ростом n . Имеет место явление резонанса. 
 
       Задание 9. Решите задачу о поперечных колебаниях струны, если к концу 

0=x  приложена сила tAtF ωsin)( = , а конец lx =  — жёстко закреплён. В мо-
мент времени 0=t  смещения и скорости точек струны равны нулю. Найти 

смещения точек струны при 
a
lt 20 << . 

 
Ответы к заданиям для самостоятельной работы 

Задание 1.  

 1.1. ).()(
4

22
xgxfyx

++  1.2. ).()( xgeyf x +−  1.3. ).()(
4

2
2

ygexfx y ++ −  

1.4. ).()( 2/)( txgetxf tx −++ −  1.5. )()(sin1
2 atxgatxft −+++− ω

ω
.  

2. ., 00 xatxxatx =+=−  
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Задание 2. 

1.1. ).(
2
1 22 )()( atxatx ee +−−− +  1.2. ).(

4
1 22 )()( atxatx ee
a

+−−− −  1.3. ).sin( tx +  

3. .)(
2
1)))(())(((

2
1 )(

)(
∫

′−+

′−−
+′−++′−−

ttax

ttax
d

a
ttaxttax ξξψϕϕ   

4. [2, стр.47-48] 
 
Задание 3. 

1. 
⎩
⎨
⎧
>

>−
;0

,2

t
xatx  

⎩
⎨
⎧
>

<+
.0

,1

t
xatx  

 
2. .0,1 >>− txatx  
 

3. ,0≡u  
⎩
⎨
⎧
>

−<+
;0

,
t

catx  
⎩
⎨
⎧
>

>−
;0

,
t

catx  ,constu ≡  
⎩
⎨
⎧

>+
−<−
.

,
сatx
сatx  

 
Задание 4. 
1.  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
>

+
<<

−
−+

−
<<

+
−

+
<<

−
−

−
<<

+
−

+
<<

−
−+

−
<<

=

.
3

,0

;
33

),03(
2

;
32

),3(

;
22

),0(

;
2

),(

;),0(2

;0,0

),0(

0

00

00

00

00

00

0

a

xc
t

a

xc
t

a

xc
atxc

c
h

a

xc
t

a

xc
atc

c
h

a

xc
t

a

xc
xc

c
h

a

xc
t

a

xc
cat

c
h

a

xc
t

a

xc
catx

c
h

a

xc
t

txu

 
 
2. [4, гл. II, §2, №53]. 
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3.  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+>

+<<++−

+<<+

+<<+−+−

+−<<−

−<<−+

−<<−

−<<−−++

−−<

=

.0

000
0

00
0

000
0

00
0

000
0

00
0

000
0

0

3,0

;32),3(
2

;2,
2

;),2(
2

;3,
2

3

;32),(
2

;2,
2

;),(
2

;,0

)0,(

atcx

atcxatcatxc
a

v

atcxatc
a

cv

atcxatcatxc
a

v

atcxatc
a

cv

atcxatcatx
a

v

atcxatc
a

cv

atcxatccatx
a

v
atcx

txu

 

 

4. 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>+<−<−+−+−

<−>+

><+−>−+

<+<−−<−++++

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

>−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

−<+

=

.
2

,
22

),
2

(
2

)cos(
2
1

;
2

,
2

,
2

;0,
2

,
2

,coscos

;
22

,
2

),
2

(
2

)cos(
2
1

;0

,
2

;0

,
2,0

),(

0

0

0

0

ππππ

πππ

ππ

ππππ

ππ

atxatxatx
a
v

atx

atxatx
a
v

tatxatxtvatx

atxatxatx
a
v

atx

t

atx

t

atx

txu  

 
Задание 5. 

1.1. )(sin1
2 tt ωω

ω
−− . 1.2. )cos1(sin

22 at
a

x ω
ω
ω

− . 

 

2. ,0≡u  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

>−

;0
,2

t
xatx

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<+

;0
,1

t
xatx

 ,constu ≡  .0,0 12 atxatxatxatx −<−+>+  
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3. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>−+−

<<−
≡

.),cos)(sin(2
1

;0),sin(2
1

),(
TtTtTTt

Tttt
txu

ωωωω
ω

ωω
ω  

 
Задание 6. 

1. 
⎩
⎨
⎧

><−−−
>>−

≡
.0,0),sin(

;0,0,),(
xtxtxx

ttxxtxu  

 

2. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><−+−−

>>−+−
≡

.0,03,3sin33)3(

;0,03,3sin3
),(

xtxtttx

ttxtt
txu  

 

3. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

><+++−++−−−−

>>−+−+
≡

.0,02,sin424)2sin(
2
1)2cos(

2
12

2
3

;0,02,sin2cossin242
),(

xtxxtxxttxtxtxe

ttxxtxtx
txu  

 
Задание 7. 
1. [4, гл. II, §2, №59].  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<<

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<<

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

.
3

13,0

;
3

13
3
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3
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2

;
3

10
3
7,

3
7

2

;
3
7

3
5,0

;
3
5

3
2,

3
5

2

;
3
2

3
,

32

;
3

0,

3
4,

cx

cxcxc
c
h

cxccx
c
h

cxc

cxcxc
c
h

cxccx
c
h

cxx
c
h

a
cxu

 
 
2. [4, гл. II, §2, №60].  
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( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>−

<<−

<<

<<−

<<

=

.
3
5,3

;54,3
2

;42,
2

;2,
2

;0,0

,3

0

0

0

0

ctcat
a
v

a
ct

a
ccat

a
v

a
ct

a
cc

a
v

a
ct

a
ccat

a
v

a
ct

tcu  

 

3.1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><−−−

>>−
≡

.0,0),1)(3(cos
9
1

;0,0,0
),(

xtxtx

ttx
txu  

 

3.2. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><−−+−−−

>>−
≡

.0,0),(3sin
10
1))(3(cos

10
3

;0,0,0
),(

xtxtxtxetx

ttx
txu  

 
Задание 8. 

1. .
2

sin1
2

cos
2

sin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − at
a

atx  

2. 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

<<−

<<−−

<<−

=

.
4
3),(2

;
4
3

4
,

16

22
2

4

;
4

0,
2

3

4
,

lxlxl
l
h

lxllxxl
l

h

lxlx
l
h

a
lxu  

3. [6, стр.48–50]. 
 
Задание 9. 

⎪
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⎩

⎪⎪
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⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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