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Введение

Разработка основ теории и первые результаты исследований автоколебаний, представляющих собой периодическую смену быстрых и медленных процессов, связаны с развитием теории нелинейных колебаний как раздела теоретической физики, одним из создателей которого был академик А.А. Андронов. Если обратиться к известным публикациям, свидетельствующим о возникновении данной проблемы и необходимости проведения специальных исследований, то можно отметить, что уже в 1929 году задача теоретического изучения автоколебаний, наблюдавшихся в мультивибраторе, была предметом обсуждения А.А. Андронова и Л.И. Мандельштама [1]. Состоящий в различии экспериментальных данных и результатов исследования математической модели парадокс был разрешен А.А. Андроновым и А.А. Виттом с помощью использования для описания быстрых процессов гипотезы скачка, не следующего из рассматриваемой математической модели. Появившаяся позднее теория основана на исследовании более точных математических моделей в виде систем дифференциальных уравнений с малым параметром при производных. Применительно к математическим моделям второго порядка задача получила решение в работах Н.А. Железцова – ученика А.А. Андронова. Несколько позднее эти результаты были включены в читавшийся для радиофизиков курс лекций по теории колебаний, а в 1959 году они вошли в виде дополнительной главы во второе издание классической монографии [2]. Обзор разработки теории, включая обобщение на системы более высокого порядка, приведены в [3].
Большое практическое значение при исследовании динамики сложных систем имеет лежащая в основе методики изучения разрывных колебаний теоретически обоснованная идея раздельного рассмотрения быстрых и медленных процессов. Применение такого подхода при обычно проводимых численными методами исследованиях сложных математических моделей высокого порядка позволяет оптимизировать алгоритм расчета, за счет разделения процессов, имеющих различные характерные времена [4]. Однако получаемые при этом точные частные решения не дают представления о зависимости поведения рассматриваемой системы от параметров, возмущений и начальных условий. В связи  с этим важным является вывод и анализ простых моделей, что позволяет получить практически необходимое качественное представление о рассматриваемых процессах, что является основой для постановки и анализа численно получаемых решений сложных задач [5, 6]. Важным также является демонстрация постановки и аналитического рассмотрения простых моделей в учебном процессе.
В пособии приведены два имеющих важное практическое значения примера. Первый пример посвящен аналитическому исследованию одномерных гидродинамических процессов, позволяющий наглядно проиллюстрировать возможность и условия возбуждения недопустимых с точки зрения безопасности автоколебаний в системе циркуляции теплоносителя ядерного реактора при наличии в ней объемов со свободным уровнем. Во втором примере представлен анализ модели нейтронно-физических процессов в активной зоне ядерного реактора. В обоих примерах рассмотрены простые математические модели, однако результаты этих исследований позволяют получить ясные, качественные представления о поведении сложных технических систем. Без таких представлений постановка и исследование сложных систем могут оказаться бессмысленными для достаточного обоснования проектных решений при создании новой техники.
Кроме необходимости изложения основ теории и наглядной демонстрации практического применения методики  при преподпвании некоторых разделов общих и специальных курсов лекций, которые читаются на механико-математическом факультете ННГУ, выбор приведенных далее примеров в основном связан с проводившимися в Нижегородском (ранее Горьковском) университете исследованиями динамики ядерных энергетических установок (ЯЭУ). Занимавшийся этой проблематикой научный коллектив сначала в виде спецлаборатории, ставший затем основой отдела динамики систем НИИ механики, был создан в 1952 году в Горьковском исследовательском физико-техническом институте (ГИФТИ) по инициативе А.А. Андронова и главного конструктора Горьковского машиностроительного завода И.И. Африкантова. Руководителем коллектива был Н.А. Железцов. Краткая справка об этом коллективе представлена в приложении 2. Использование рассматриваемой в пособии методики сыграло заметную роль при исследованиях динамики объектов ядерной энергетики. Об этом же свидетельствуют и приведенные примеры. 
1.
Быстрые и медленные движения. Несущественность

малого параметра. Разрывные автоколебания
С математической точки зрения разрывные колебания могут возбуждаться в динамических системах, описываемых дифференциальными уравнениями с малым коэффициентом при производных.

Рассмотрим систему второго порядка:
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(1.1)

где x, y – ограниченные, дифференцируемые функции, которые могут зависеть от , но при  ( 0 они стремятся к конечным пределам. 
– переменные, описывающие состояние системы;  – малый параметр; F(x, y), G(x, y) 
Обычный прием в качественной теории динамических систем состоит в пренебрежении малым параметром. В нашем случае это соответствует  = 0. Однако необходимо показать, что при этом не происходит искажение в описании существенных, интересующих нас свойств рассматриваемой системы, и как изменяется получаемое при таком пренебрежении решение, когда этот параметр принимает отличное от нуля значение.

При  = 0 система (1.1) вырождается, ее порядок уменьшается вдвое. В этом случае состояния системы на фазовой плоскости xy располагаются на кривой F(x, y) = 0, и изображающая точка может перемещаться только по этой кривой. Поскольку на фазовой плоскости xy начальные условия и любое движение исходной системы (1.1) не обязательно лежат на данной кривой, то встает вопрос о поведении решения вне этой кривой.

Согласно первому уравнению системы (1.1) имеем:
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 при  ( 0,
то есть скорость изменения переменной x. Область вне этой малой окрестности кривой F(x, y) = 0 целесообразно назвать областью быстрых процессов, сама кривая и ее малая окрестность являются областью медленных процессов, когда быстрая переменная x меняется с изменением медленной y. В соответствии с такими представлениями имеем уравнения быстрых и медленных процессов:
, отличном от нуля, эти процессы происходят в малой, порядка , окрестности кривой F(x, y) = 0 конечна. В пределе за время существенного изменения переменной x переменная y практически постоянна. При малом  стремится к бесконечности, в то время как по второму уравнению системы (1.1) скорость изменения переменной y
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С ростом t
 может либо заканчиваться на кривой F(x, y) = 0, либо уходить от нее. В общем случае вся эта кривая может быть разделена на участки  при остающейся постоянной переменной y быстрый процесс изменения переменной x и 
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 . Быстрые процессы заканчиваются на участках  или уходят на участках 
[image: image23.wmf]-

F

. Таким образом, точки кривой F(x, y) = 0 являются либо устойчивыми, либо неустойчивыми по отношению к быстрым процессам. Вопрос об устойчивости точек (состояний равновесий для быстрых процессов) может быть решен с помощью анализа устойчивости «в малом».

Получаемое из (1.2) уравнение изменений малых отклонений от этих точек имеет вид:
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где 
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  при ;  – новое время, полученное заменой 
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 . Корень λ характеристического уравнения, соответствующего (1.4), равен [image: image33.wmf]0
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, что соответствует неустойчивости, а при  соответствует устойчивости, то есть точкам участков 
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Построим на плоскости xy кривую F(x, y) = 0 и нанесем на этой плоскости горизонтальные прямые 
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 . Разделив эту кривую на участки  и 
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  и поставив стрелки на прямых  в соответствии с участками 
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 и 
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, получим фазовые траектории.

Медленные процессы, описываемые системой (1.3), происходят по кривой F(x, y) = 0. Для этих процессов, когда 
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, параметр 
 несущественен, и быстрые процессы могут быть заменены скачком на участки .

После окончания быстрого процесса по фазовой траектории 
[image: image48.wmf]const

=

y

 на участках 
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 процесс изменения переменных xy происходит на этой кривой в соответствии с уравнением (1.3). Этот медленный процесс либо заканчивается в устойчивом по медленным процессам состоянии равновесия на участке 
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, если оно имеется, либо, дойдя до границы между участками 
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  уходит по траектории быстрых процессов или к другой части кривой  или в бесконечность.

На рис. 1.1 представлено поведение фазовых траекторий при возникновении автоколебаний и предельный цикл в виде замкнутой кривой, состоящей из участков быстрых и медленных процессов. В этом случае на участках 
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 кривой F(x, y) = 0 нет устойчивого по медленным процессам состояния равновесия.
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Рис. 1.1. Структура фазовой плоскости в случае автоколебаний
На рис. 1.2 представлен случай, когда предельного цикла нет, так как медленные процессы на одном из устойчивых по быстрым процессам участке 
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 стремятся к имеющемуся устойчивому по медленным и по быстрым процессам состоянию равновесия. И это состояние равновесия устанавливается при любых начальных условиях даже в результате процесса установления, когда некоторые фазовые траектории содержат участки быстрых и медленных процессов. Анализ случая нескольких состояний равновесия (устойчивых и неустойчивых) затруднений не вызывает, если воспользоваться методикой построения фазовых траекторий для системы первого порядка [7]. 
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Рис. 1.2. Структура фазовой плоскости в случае устойчивого состояния равновесия
В случае систем более высокого порядка требуется рассмотрение фазового пространства с большим количеством измерений. В этом случае вместо x, y используются векторные переменные 
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 и система уравнений (1.1) принимает вид:
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(1.5)

где  – малый положительный параметр, а F(x, y)
 также образуют векторы-столбцы. Порядок системы (1.5) равен  и G(x, y).

При  = 0 первые s уравнений превращаются в связи переменных x, y. Эти связи выделяют в полном n-мерном фазовом пространстве подпространство медленных движений, где изменение переменных x, y задается системой уравнений F(x, y) имеем системы уравнений медленных и быстрых процессов:
 = 0; аналогично случаю n = 2
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Идея исследования, изложенная для случая n = 2, сохраняется, и фазовые траектории быстрых процессов, лежащих вне подпространства F(x, y)
 = 0 областей  = 0, либо входят в это подпространство, либо покидают его в зависимости от устойчивости точек этого подпространства относительно быстрых процессов. Для выделения в подпространстве F(x, y) и 
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 имеем систему уравнений быстрых процессов (1.7), которую необходимо линеаризовать в точках пространства медленных процессов и рассмотреть получающееся при этом характеристическое уравнение:
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(1.8)

Таким образом, условие устойчивости точек медленных движений можно сформулировать в терминах линейной теории устойчивости, например, в виде условий, следующих из критерия Рауса – Гурвица [5]. В случае n = 2
 этого не требовалось, так как единственный корень характеристического уравнения  . 

Важное практическое значение имеет случай, когда в системе высокого порядка можно выделить несколько малых параметров, у которых значительно различаются характерные постоянные времени. Это, например, можно наблюдать, когда система уравнений описывает нескольких взаимосвязанных процессов разной физической природы. В таких случаях можно последовательно проводить исследование, переходя к рассмотрению все более медленных процессов, при которых быстрые процессы следят за более медленными, если при этом нет потери устойчивости по быстрым процессам (см., например, [4]).

2.
Исследование возбуждения разрывных автоколебаний

в гидросистеме со свободными уровнями

Важным фактором, определяющим динамику и безопасность ЯЭУ, является надежность циркуляции теплоносителя, обеспечивающей теплосъем в активной зоне ядерного реактора. Для демонстрации практического использования методики разделения и раздельного исследования быстрых и медленных процессов представляет интерес рассмотрение динамики одномерного течения несжимаемого теплоносителя в гидросистемах, содержащих объемы со свободными уровнями. С помощью такого типа систем обеспечивается циркуляция теплоносителя в реакторах на быстрых нейтронах, когда в качестве теплоносителя используется жидкий натрий [8]. Особенности поведения такого типа гидросистем продемонстрированы на примере простой системы водоснабжения. В заключительной части раздела обсуждается связь полученных результатов с общей проблемой изучения работы системы циркуляции теплоносителя ЯЭУ.

2.1.
Схема системы водоснабжения и математическая модель

процессов изменения переменных состояния. 

Введение малого параметра
Рассматривается система водоснабжения, в которой вода из водоема, имеющего бесконечную площадь свободной поверхности, перекачивается центробежным насосом в расположенный выше уровня водоема накопительный бак, откуда и потребляется (рис. 2.1).
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Рис. 2.1. Система водоснабжения
Математическая модель представляет собой систему двух уравнений первого порядка:
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(2.1)

где Q, 
; g – ускорение свобод​ного падения. Качественный вид графика этой зависимости представлен на рис. 2.2.
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 – функция, определяющаяся гидравлической характеристикой центробежного насоса и потерями на трение при течении жидкости в трубопроводе P(Q)
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  – расход жидкости, идущей на потребление (см. рис. 2.1); –[image: image83.wmf]z

H

H

+

=

1



 QUOTE [image: image84.png]


  – фазовые переменные: объемный расход жидкости, протекающей в трубопроводе, и отсчитываемая от уровня воды в водохранилище высота уровня в накопительном баке соответственно; s, S – площади поперечных сечений трубопровода и накопительного бака; 
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Рис. 2.2. График нелинейной функции F(Q)
Первое уравнение системы (2.1) описывает движение жидкости в трубопроводе (
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 v – скорость жидкости) под действием разности силы тяжести и разности давлений, создаваемой насосом. Второе уравнение описывает изменение объема жидкости в накопительном баке. Вывод этих уравнений может быть проведен с использованием подхода прикладной аналитической гидромеханики [9], вместе с ограничивающими их справедливость упрощающими предположениями он представлен в приложении 1.

Определяющаяся технической целесообразностью конструкции площадь сечения прохода трубопровода s много меньше площади поперечного сечения накопительного бака S
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 . Этот параметр можно считать малым и преобразовать систему (2.1) к стандартному виду (см. п. 1).
, то есть 
После введения нового времени 
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[image: image97.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

t

+

-

=

t

m

,

)],

(

[

1

1

1

2

Q

Q

d

dH

Q

F

H

l

g

s

d

dQ



 QUOTE [image: image98.png]


 
(2.2)
где 
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, z – высота бака, отсчитываемая от уровня воды в водоеме (см. рис. 2.1).
Из малости параметра и независимости правых частей системы (2.1) от этого параметра следует, что характерное время процесса заполнения накопительного бака значительно больше характерного времени изменения расхода жидкости в трубопроводе. 

Таким образом, в соответствии c теорией разрывных колебаний быстрые и мед​ленные процессы описываются следующими системами уравнений: 
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где
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2.2.
Исследование динамики системы (2.1)

При исследовании стационарного режима рассматриваемой системы предполагаем, что уровень воды в резервуаре H
 и расход на потребление  поло​жительны.

В состоянии равновесия 
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Линеаризованная в этом состоянии равновесия система уравнений (2.1) преобразуется к следующей форме:
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где 
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Анализ характеристического уравнения 
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  состояние равновесия является неустойчивым узлом или фокусом. Если 
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  позволяют сделать вывод о том, что при системы (2.6) и вид нелинейной функции 
, то состояние равновесия – устойчивый узел или фокус. Здесь  – значение расхода жидкости, соответствующее максимуму зависимости 
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 (см. рис. 2.2).

Проведенное выше разделение процессов на быстрые и медленные (см. уравнения 2.3 и 2.4) позволяет провести разбиения фазового пространства 
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Проведем исследование динамики подсистем, которые получаются в результате разделения процессов, проходящих в системе (2.1).

Первое уравнение системы (2.4) представляет собой алгебраическую связь переменных в малой окрестности кривой 
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 , являющейся подпространством медленных процессов. Точки этого подпространства при  


 QUOTE 
  неустойчивы. Фазовые траектории, соответствующие быстрым процессам, параллельны оси Q, а направления движения, отмеченные стрелками, указаны в соответствии с условиями устойчивости. Анализ устойчивости состояния равновесия по медленным процессам проводится по линеаризованным в этом состоянии уравнениям (2.4), то есть по уравнению первого порядка
устойчивы по быстрым процессам, а при 

[image: image137.wmf],

0

=

-

a

h

h

S

&


где

[image: image138.wmf].

),

(

1

1

1

Q

Q

F

Q

F

H

h

¶

¶

=

a

-

=



 QUOTE [image: image139.png]-4
=H,-FQpa= 7l



 
На рис. 2.3 представлена структура фазовой плоскости в случаях 
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  (рис. 2.3а) и 
Анализ полученных результатов показывает, что система может устойчиво работать только при 
(см. рис. 2.3б).
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 , возникают автоколебания, при которых периодически часть воды из накопителя вытекает через трубопровод обратно в водохранилище, а уровень в накопительном баке колеблется с амплитудой H . При малом потреблении жидкости, когда [image: image144.wmf]1
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 , когда  < 0
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Рис. 2.3. Вид фазовых траекторий: а) при единственном устойчивом состоянии равновесия,
б) в случае неустойчивого состояния равновесия и предельного цикла
Бифуркационная диаграмма в виде зависимости размера предельного цикла H от управляющего параметра 
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  представлена на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4. Бифуркационная диаграмма
Критическое значение этого параметра при его уменьшении, соответствующее потере устойчивости состояния равновесия и появлению устойчивого предельного цикла, равно 
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Полученные качественные результаты исследования динамики системы сохраняются, если расход жидкости 
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 не постоянен, а определяется по формуле Торричелли [10], согласно которой расход воды из накопительного бака зависит от высоты уровня жидкости и площади поперечного сечения проходного отверстия 
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Вид фазовой плоскости для случаев 
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 представлен на рис. 2.5.
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Рис. 2.5. Структура фазовой плоскости в случае закона потребления,

удовлетворяющего формуле Торричелли
Вид бифуркационной диаграммы сохраняется, если в качестве управляющего параметра принять 
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2.3.
Связь результатов исследования 

с общей проблемой динамики гидросистем 

с напорным течением несжимаемой жидкости
Проведенный анализ динамических свойств простой гидросистемы в виде насосной станции и результаты исследований динамики сложных гидросистем, содержащих трубопроводы и насосы, а в ряде случаев и объемы со свободными уровнями [8, 9], позволяет сделать ряд важных для практики выводов. 

Строго доказано, что в гидросистемах без объемов со свободными уровнями и других элементов с накоплением среды автоколебания невозможны, система диссипативна [7, 9] и все процессы с течением времени заканчиваются в одном из устойчивых состояний равновесия. К таким системам, в частности, относятся системы тепловодоснабжения и системы циркуляции теплоносителя водо-водяных ядерных реакторов, когда свободных уровней нет.

При наличии свободных уровней оказываются возможными автоколебания в виде периодического перераспределения жидкости в сообщающихся сосудах. Рассмотренная выше система водоснабжения относится к этому типу. Однако сопровождающее автоколебания изменение уровня в водоеме из-за значительной площади его поверхности не учитывается. 

Изучение характера и особенностей возникновения автоколебаний в рассмотренном простом случае позволяет получить следующие достаточно наглядные качественные представления. Наличие ограниченного участка «отрицательного сопротивления» в гидравлической характеристике насоса приводит к неустойчивости при попадании состояния равновесия на этот участок. Возникающие при этом колебания ограничиваются по амплитуде, определяющейся полной характеристикой насоса. Для исследования общих динамических свойств сложных гидросистем полученные результаты имеют теоретическое и прикладное значение. Например, наличие объемов со свободным уровнем характерно для сложных систем водоснабжения, в которых кратковременное возрастание потребления компенсируется за счет воды, накопленной в объемах со свободным уровнем, а также для некоторых типов систем циркуляции, использующихся для реакторов на быстрых нейтронах, когда в качестве теплоносителя применяется жидкий натрий [8].

3.
Применение методики разделения быстрых и медленных 

процессов при изучении динамики систем, использующих 

выделение энергии при делении атомного ядра
Возникшая при исследовании разрывных автоколебаний методика имеет более общее и практически важное применение при рассмотрении поведения динамических систем, для которых существенно взаимодействие быстрых и медленных процессов. Ниже рассмотрена простая модель  нейтронной кинетики, применяемая при изучении динамики систем, в которых используется выделение энергии при делении атомного ядра. В частности, раздельное рассмотрение быстрых и медленных процессов позволяет на основе простой математической модели обосновать возможность использования медленных управляемых процессов деления в ядерной энергетике и получить качественное представление о причинах и характере аварии на кипящем канальном реакторе РМБК [11].

3.1.
Анализ точечной модели нейтронной кинетики

Математическая модель кинетики нейтронного потока с учетом рождения нейтронов при делении ядерного горючего, учитывающая их поглощение и утечку, является очень сложной. Это кинетическое уравнение Больцмана или использующееся в инженерной практике диффузионное приближение [12]. Для демонстрации рассматриваемой здесь методики и качественного понимания сущности протекающих в таких системах процессов используется так называемое точечное приближение [13, 14]. Такое упрощение постановки задачи позволяет получить достаточно простую и доступную для качественного анализа систему дифференциальных уравнений в полных производных, которая после приведения к удобной для нашего рассмотрения форме имеет вид:
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(3.1)
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где n – пропорциональное выделяющейся при реакции деления ядерного горючего мощности относительное значение потока нейтронов, участвующих в этой реакции; n1 – относительное значение потока так называемых запаздывающих нейтронов;  – суммарная доля запаздывающих нейтронов, участвующих в реакции деления; 
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– реактивность, k – коэффициент размножения нейтронов, участвующих в реакции; T – постоянная времени распада ядер источников запаздывающих нейтронов;  – оператор, определяющий зависимость реактивности от параметров процесса 
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 , связанных с утечкой и поглощением нейтронов без деления, а также с различными внешними факторами, не зависящими от нейтронного потока. Поясним некоторые особенности физики протекающих процессов, описываемых системой (3.1).

В стационарном режиме, если выделяющаяся мощность постоянна, k = 1. Таким образом, δk = 0 соответствует случаю, когда в каждом акте деления рождается только один нейтрон, участвующий в продолжении этого процесса, а другие, родившиеся при этом нейтроны, теряются за счет поглощения без деления или уходят через границы. Положительная реактивность при δk > 0 приводит к росту числа актов деления, а при δk < 0 – к уменьшению и к соответствующему изменению выделяемой энергии. Основное количество нейтронов, участвующих в реакции деления, рождается практически сразу после попадания нейтрона в ядро делящегося вещества (мгновенные нейтроны). Однако малая доля от всего количества участвующих в реакции деления нейтронов рождается несколько позже. Эти так называемые запаздывающие нейтроны излучаются возникающими в результате деления осколками ядерного горючего – изотопами йода, брома и других элементов. Величины  и T характеризуют суммарную долю этих нейтронов и среднее время их появления. 

Модель (3.1) отличается от других, обычно приводимых в литературе и используемых в качественных исследованиях. В большинстве случаев выделяют не одну эквивалентную группу, а шесть групп излучателей запаздывающих нейтронов с разными долями 



 QUOTE 
 . Учет всех этих групп при аналитических и численных исследованиях не влияет на качественный характер процессов и приводит только к незначительным количественным различиям результатов расчетов. В нашем рассмотрении такие различия не играют роли, и в дальнейшем используется одна эквивалентная группа. 
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  и временами распада ядер излучателей 
Важную роль играют количественные соотношения коэффициентов l, , T
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 :. Теоретические и экспериментальные исследования дают следующие приближенные результаты. Время жизни мгновенных нейтронов l от момента их рождения до поглощения с делением составляет 10–3 секунд. Постоянная времени распада ядер излучателей от момента деления T, когда образуются осколки для рассматриваемой одной эквивалентной группы, составляет 10 секунд. Величина суммарной эквивалентной доли запаздывающих нейтронов  составляет 0,0075. Вот эта менее 1% составляющая от общего числа нейтронов, участвующих в реакции деления, и делает возможным управление процессом выделения мощности в ядерном энергетическом реакторе. Такое управление осуществляется путем введения и извлечения из активной зоны стержней-поглотителей нейтронов, приводящих к изменению реактивности. Качественным обоснованием такого утверждения можно считать разделение и разделенное рассмотрение быстрых и медленных процессов. Преобразуем (3.1) следующим образом. Разделим первое уравнение на β и перейдем к новому времени 
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(3.2)
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, которая следует из первого уравнения системы (3.2) при  = 0
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  – малый положительный параметр. В соответствии с представленным в п. 1 общим подходом подпространство медленных процессов соответствует алгебраической связи переменных При l = 10–3 с, Т = 10 с, β = 0,0075 имеем 
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Определяющее устойчивость точек этого подпространства по быстрым процессам условие имеет вид:
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(3.4)

В этом случае, пока знаменатель выражения (3.3) не слишком мал, нейтронная мощность n
 меняется медленно в соответствии с изменением потока запаздывающих нейтронов . Такое свойство процессов изменения выделяемой при реакции деления мощности дает возможность управления этой реакцией и нормальной эксплуатации ядерного энергетического реактора. 

Сравним скорость изменения нейтронной мощности в случаях отсутствия и наличия запаздывающих нейтронов при возникновении ступенчатого возмущения по реактивности вида 
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 , когда начальное состояние при t = 0 соответствует статике 
Первому случаю соответствует модель (3.1) при  = 0:
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После интегрирования имеем:
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Таким образом, через 1 секунду после поступления такого возмущения нейтронная мощность возрастает примерно в 50 раз. 

Поскольку возмущение по k меньше , условие устойчивости по быстрым процессам (3.4) выполняется. Во втором случае возникающий переходный процесс определяется запаздывающими нейтронами, и решение системы (3.1) при таком возмущении имеет вид:
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то есть через 1 секунду после появления указанного значительного возмущения нейтронная мощность возрастает примерно вдвое.

В первом случае стабилизация мощности с помощью системы управления, которая позволяет с некоторой точностью поддерживать нейтронную мощность постоянной и восстанавливать ее после возмущения, практически невозможна. Для этого требуется технически нереализуемое быстродействие. Во втором случае такое управление может быть обеспечено. Это можно считать теоретическим обоснованием работы ядерных энергетических реакторов.
Таким образом, при рассмотрении поведения ядерного реактора как управляемого устройства для получения энергии необходимо обеспечить выполнение условия устойчивости по быстрым процессам. Нарушение этого условия в результате внешнего воздействия или внутренних процессов приводит к быстрому выделению значительной мощности, что следует считать аварийной ситуацией, которая может привести к разрушению реактора.

Опираясь на приведенные оценки, можно указать на возможность использования реакции деления в устройствах предназначенных для быстрого, практически мгновенного выделения  большой мощности. В этом случае естественно использовать быстрый процесс, обеспечиваемый реакцией деления на мгновенных нейтронах. Если обратиться к доступной научной и популярной литературе, к сказанному следует добавить, что для описания работы таких систем требуется уточнение математической модели и специфические технические решения. Из этих решений можно указать на необходимость использования в таком устройстве высокообогащенного по участвующему в реакции деления изотопу ядерного горючего, то есть уменьшению количества природного урана и примесей, поглощающих нейтроны без деления. В ядерном реакторе количество этого изотопа почти на два порядка меньше. Требуется также обеспечение условий, максимально препятствующих быстрому диспергированию ядерного заряда сразу после начала реакции. Необходимо также достаточное количество ядерного горючего (так называемой критической массы) и создание при запуске значительного и быстрого увеличения коэффициента размножения.

3.2. Качественный анализ характера и причин аварии

на кипящем канальном реакторе РБМК

В настоящем и предыдущем разделах представлены выдержки из работ [11]. В этой работе имеются полученные с использованием простой математической модели результаты и анализ особенностей начального этапа и причин аварии.
Авария произошла 26 апреля 1986 года. Причины и характер аварии рассмотрены в большом числе публикаций. Появилось много версий произошедшего, большинство из которых не имеет научного обоснования. Специалистам причины аварии понятны, но нет единого мнения по вопросу, что же послужило главной из общепризнанных причин аварии: дефект проекта, недопустимые нарушения регламента эксплуатации при проведении вызвавшего аварию эксперимента или совокупность этих факторов.

Основные исследования по анализу причин аварии проводились с использованием сложных распределенных математических моделей численными методами. Однако получаемые в этом случае частные решения недостаточны из-за значительной неопределенности параметров, начального состояния и возмущений. В этих условиях для получения общих представлений, изучения качественного влияния указанных факторов и выделения из них наиболее существенных необходим анализ простых математических моделей [5, 6]. Такой подход является не только основой постановки сложных задач, но в нашем случае необходим для объяснения, доступного читателю, не знакомому с основами теории ядерных реакторов, причин аварии. Используемая в [11] модель предназначена для получения не противоречащей известным данным качественной картины процессов с учетом основных существенных особенностей энергоблока и характерных для аварии начальных условий и возмущений.
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Рис. 3.1. Система циркуляции теплоносителя в кипящем реакторе РБМК
Рассмотрим конструкцию реактора, цель и программу эксперимента, вызвавшего аварию. На рис. 3.1 изображена одна из двух одинаковых, гидравлически не связанных, петель системы циркуляции теплоносителя реактора РБМК. Используемая в качестве тепло​носителя вода поступает в реактор 1, где нагревается до температуры   кипения и частично превращается в пар, общее количество которого на номинальной мощности составляет 15% от общего количества протекающей через реактор воды. Пароводяная смесь из реактора разделяется в сепараторе 2, и пар поступает на турбину 4, соединенную с электрогенератором 5. Вода при температуре насыщения смешивается в водяном объеме сепаратора с питательной водой и с помощью нескольких параллельно включенных циркуляционных насосов 3, снабженных электродвигателями 9, подается на вход реактора. Регулятор 8 поддерживает постоянным уровень в сепараторе, изменяя расход питательной воды из конденсатно-питательной системы 6, 7. Тепловыделение в реакторе определяется количеством участвующих в реакции деления нейтронов, которое поддерживается на необходимом уровне системой управления и защиты (СУЗ) с помощью перемещения стержней-погло​тителей нейтронов 10. Стрелками показано направление течения теплоносителя. Более детальная схема энергоблока приведена в [15].
Целью эксперимента было получение данных для обоснования возможности безаварийной остановки реактора при отсутствии внешнего источника энергии и обеспечения собственных нужд установки за счет внутренних источников. Основным потребителем этой энергии являются циркуляционные насосы, быстрая остановка которых может привести к опасному росту количества пара, перегреву и последующему разрушению реактора. Даже при быстром гашении реакции деления с помощью введения в активную зону поглощающих нейтроны стержней аварийной защиты из-за запасенного тепла и остаточного тепловыделения требуется поддержание расхода теплоносителя на уровне, достаточном для обеспечения теплосъема. Естественным источником энергии, которым можно воспользоваться, является кинетическая энергия вращающихся масс: рабочего колеса турбины, ротора электрогенератора, снабженных маховиками рабочих колес циркуляционных насосов, то есть подключение электродвигателей насосов к собственному медленно останавливающемуся из-за отсутствия пара паротурбогенератору (см. рис. 3.1) может обеспечить необходимый расход теплоносителя через реактор. Это так называемый режим выбега турбогенератора и насосов.
Аналогичные эксперименты на реакторе РМБК четвертого блока АЭС проводились трижды, причем за год до аварии схема эксперимента была такой же [16]. Согласно этой схеме, электродвигатели двух из четырех включенных в каждой из петель насосов подключаются к внешнему источнику, а два других – к собственному турбогенератору 5. (На рис. 3.1 вместо четырех изображены два эквивалентных, параллельно работающих насоса). По программе эксперимента на мощности реактора 20% от номинальной с помощью клапана 11 (см. рис. 3.1) отключается по пару турбогенератор и одновременно по сигналу оператора начинается погружение в активную зону всех двухсот поглощающих нейтроны стержней системы управления и защиты (СУЗ) для прекращения реакции деления. Как предполагалось, при этом за счет двух нормально работающих в каждой петле насосов даже при полной остановке двух выбегающих насосов обеспечивается расход теплоносителя, достаточный для безаварийного расхолаживания реактора [17].
Для работы ядерного реактора характерно взаимодействие нейтронно-физических, тепловых, гидродинамических процессов и систем управления. Математические модели, обычно используемые для описания динамики различных плановых и аварийных процессов, очень сложны, в связи с чем теоретические исследования оказываются возможными только с помощью численного счета. Именно такие модели использовались для исследования причин аварии, в том числе и для получения представленных в обзоре [16] результатов.

Одним из приемов, позволяющих упростить математическую модель и провести ее аналитическое исследование, является разделение и раздельное исследования быстрых и медленных процессов. При этом на основании рассматриваемой в пособии методики фиксируются значения переменных, описывающих многочисленные медленные процессы, такие как выгорание ядерного горючего, накопление продуктов деления поглощающих нейтроны (отравление реактора), медленный прогрев графитового замедлителя и т.д. В модели, подробно рассмотренной и проанализированной в работе [11], к первым двум уравнениям системы (3.1) вместо третьего операторного уравнения этой системы добавлены аналогичное второму из этих уравнений уравнение тепловых процессов и нелинейная зависимость вклада в реактивность, вызванного изменением количества пара в активной зоне и температуры ядерного горючего. Вклад влияющих на реактивность медленных процессов принят постоянным. Он определяет исходное состояние реактора в момент начала аварийного процесса. В качестве основного возмущения рассмотрено воздействие СУЗ реактора, работа которой вызвала развитие процессов, приведших нарушению условия устойчивости по быстрым движениям и к последующему разрушению активной зоны реактора.

В итоге исследования сделан вывод о недопустимых с точки зрения безопасности недостатках проекта, включая отсутствие автоматической блокировки ошибочных действий персонала, роль которой играла  инструкция для эксплуатационников, нарушенная ими при проведении эксперимента. Основным их этих недостатков  оказалась связанная с кипением теплоносителя неустойчивость  на малых уровнях мощности реактора как объекта управления и недопустимая работа СУЗ. Неустойчивость реактора обусловлена определяющейся кипением положительной обратной связью мощность–реактивность. При этом рост количества пара с увеличением мощности вызывает снижение поглощения нейтронов теплоносителем, что приводит к росту реактивности и дальнейшему увеличению мощности. Этот эффект на малых мощностях является определяющим. При штатной работе СУЗ эта неустойчивость компенсируется перемещением стержней-поглотителей нейтронов. После подачи сигнала для остановки реактора эта система, ранее обеспечивающая постоянство мощности реактора, переходит в режим аварийного гашения реакции деления. Однако в начале работы из-за заложенных в проекте ее конструктивных особенностей вносит не отрицательную, а положительную реактивность. Это и привело к развитию аварийного процесса, при котором медленный в начале  рост мощности с увеличением количества пара в активной зоне привел к потере устойчивости по быстрым процессам и резкому возрастанию мощности, температуры и количества пара с последующим разрушением конструкций активной зоны. Как свидетельствуют процитированные в [11] публикации, принятые после аварии меры как раз и были направлены на устранение недостатков работы СУЗ, указанных опасных свойств реактора, связанных с кипением теплоносителя,  а также на введение автоматической блокировки недопустимых с точки зрения безопасности действий операторов.
Детальный пересказ проведенного исследования выходит за рамки настоящего учебного пособия, однако опубликованная в хорошо известном рецензируемом журнале работа [11] доступна для чтения. Исследование проведено аналитически. В работе имеется значительный список публикаций, посвященных аварии.

Основанный на численном нахождении частного решения количественный анализ более точной распределенной математической модели затруднителен из-за отсутствия достаточно точных данных, включая играющего важную роль исходного состояния реактора. Однако для получения качественных представлений о характере аварии и влиянии определяющих факторов оказалось достаточным использование простейшей математической модели, применение качественных методов теории колебании [2, 7], включая методику разделения быстрых и медленных процессов.
Заключение

В пособии представлена методика исследования динамических систем, поведение которых описывается системами обыкновенных дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр при производных. Методика позволяет значительно упростить исследование за счет декомпозиции этих математических моделей и раздельного рассмотрения быстрых и медленных процессов. Для демонстрации применения методики приведены примеры исследования математических моделей процессов, характерных для энергетических установок, в которых используется выделение энергии за счет деления атомного ядра.
ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Вывод уравнений математической модели (2.1)

Физические процессы в рассматриваемой системе (см. рис. 2.1) и цель исследования определяют характер неизбежных упрощений при получении математической модели. Необходимость и принципы обоснования таких упрощений подробно обсуждаются во введении к монографии [2] и в более поздней монографии Ю.И. Неймарка, ученика А.А. Андронова, [6].

Модель справедлива при следующих упрощающих исследование и конечно ограничивающих область справедливости условиях:

1) уровень воды в водоеме не изменяется;

2) скорость вращения рабочего колеса центробежного насоса постоянна;

3) жидкость несжимаема, а ее течение в трубопроводе и в баке одномерно;

4) уровень жидкости в объеме (H ) и расход ее на потребление (Q1) не могут быть отрицательны;

5) кинетическая энергия жидкости и потери на трение при ее течении определяются потоком в трубопроводе, где ее скорость много больше, чем в объеме.

При данных ограничениях используемая в прикладной гидромеханике математическая модель одномерного течения вязкой несжимаемой жидкости, так называемое уравнение Бернулли [10], может быть представлена в форме уравнения Лагранжа и являющегося следствием закона сохранения вещества и интегрируемой связи, наложенной на обобщенную скорость [9]. В этом случае уравнение Лагранжа содержит связанную с переменностью состава жидкости в трубопроводе дополнительную составляющую обобщенной силы, равную разности удельных кинетических энергий жидкости на его входе и выходе:
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где T, R,  – кинетическая энергия жидкости в трубопроводе, функция Рэлея, определяющаяся потерями на трение и гидравлической характеристикой насоса, и зависящая от высоты центра тяжести жидкости в накопительном баке потенциальная энергия; 
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  – равная расходу жидкости обобщенная скорость;  


 QUOTE 
  – определяющаяся переменностью состава жидкости в трубопроводе дополнительная сила, отличающаяся от нуля при различных площадях сечения трубопровода на входе и выходе.
– обобщенная координата, равная объему прошедшей жидкости; 
При сделанных предположениях имеем:
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(п. 2)

где 
– разность давлений на входе и выходе трубопровода, определяющихся потерями на трении при течении жидкости и гидравлической характеристикой насоса.
H/2 + z – высота центра тяжести жидкости в баке; P(Q) z – высота днища имеющего цилиндрическую форму накопительного бака;  – плотность жидкости; l – длина трубопровода;  – скорость жидкости; [image: image224.wmf]l
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  – масса жидкости в трубопроводе; V
После подстановки выражения (п. 2) в (п. 1) получаем:
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Выражения для 
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  можно найти, если воспользоваться уравнениями изменения объема вещества в накопительном баке:
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откуда имеем 
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После формальных преобразований уравнение (п. 3) принимает вид:
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где 
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  с учетом данных по гидравлическими потерям при течении жидкости в трубах [10] и общему виду характеристик центробежных насосов [18] имеет вид:
– нелинейная зависимость, определяющаяся гидравлической характеристикой  насоса и потерями на трение. В соответствие с теорией гидравлических машин аналитическое выражение для зависимости 
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Для качественного исследования динамики рассматриваемой системы (см. рис. 2.1) значения этих коэффициентов не нужны. Вид зависимости 
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  представлен на рис. 2.2.

Система уравнений (п. 4) и (п. 5) представляет собой математическую модель нестационарных процессов, изучаемую в разделе 2.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Краткая справка по истории и научной тематике 
отдела динамики систем НИИ механики ННГУ

Исследования динамики, безопасности и управления ядерных энергетических установок (ЯЭУ) и ряда других проблем использования ядерной энергии были начаты во входившим в состав Горьковского госуниверситета Горьковском исследовательском физико-техническом институте (ГИФТИ) в 1951 году. Инициаторами этих работ были А.А. Андронов и главный конструктор Горьковского машиностроительного завода И.И. Африкантов. В течение тридцати лет руководителем спецлаборатории, а затем отдела, был ученик А.А. Андронова Н.А. Железцов [19]. В дальнейшем отделом руководили представители второго поколения школы А.А. Андронова, выпускники радиофака В.Д. Горяченко, Е.Ф. Сабаев и Л.В. Смирнов. Состав лаборатории пополнялся сначала выпускниками кафедры теории колебаний радиофака, которой руководил Н.А. Железцов, а позже выпускниками кафедры теоретической механики мехмата и выпускниками факультета ВМК.

Студенты кафедры теории колебаний радиофизического факультета  Е.Ф. Сабаев и А.В. Сергиевский начали выполнять свои дипломные работы в лаборатории осенью 1952 года. В последующие годы в лабораторию пришли выпускники этой кафедры С.Л. Горяченко, Л.В. Смирнов, В.В. Знышев, В.Д. Горяченко, Е.И. Емельянов и другие. Одним из двух основных подразделений образованного в 1975 году НИИ механики был научный коллектив лаборатории в составе 50 человек, ставшей уже отделом.

По научной и практической значимости и специфике объекта исследований динамику ЯЭУ можно считать не просто разделом динамики систем, но и самостоятельным научным направлением. Главным итогом работ сотрудников отдела явилось создание методических основ математического моделирования, разработка и практическое применение численных и аналитических методов исследования динамики ЯЭУ. Можно считать, что идеи, методы и результаты школы А.А. Андронова стали существенной частью научной базы таких исследований. В настоящее время многие данные, необходимые для проектирования, эксплуатации и идентификации так называемых запроектных процессов в ЯЭУ, получаются, в основном, численными методами с использованием чрезвычайно сложных математических моделей. Такие модели описывают взаимосвязанные нейтронно-физические, тепловые, гидродинамические и механические процессы, характерные для ЯЭУ. Важным вкладом коллектива отдела следует считать, в частности, разработку и исследование простых математических моделей, учитывающих только существенные для каждого из рассматриваемых процессов факторы. Такой подход позволяет использовать качественные методы теории нелинейных колебаний и получать информацию об общих динамических свойствах объекта исследования [5, 6]. Именно эти работы являются основой так называемой «инженерной интуиции» при исследовании динамики ЯЭУ и базой для постановки задач и анализа результатов, проводимых численными методами исследований сложных математических моделей. Численно получаемые результаты обычно представляют собой только частные решения, зависящие от задаваемых параметров, начальных условий и возмущений и не дают надежной и достаточной для практики информации как о количественных, так и о качественных характеристиках поведения такого сложного объекта исследования, как ядерная энергетическая установка. В этих условиях определяющее значение имеют результаты теоретических исследований, наиболее важные из которых представлены в монографиях, написанных сотрудниками отдела или при их соавторстве [8, 20-26]. Рассмотренная в настоящем пособии методика является важной частью теоретических основ и полученных результатов прикладных исследований динамики ЯЭУ.
В качестве примера аналитического подхода при исследованиях динамики процессов в ядерном реакторе выше было рассмотрено применение метода разделения быстрых и медленных процессов при анализе точечной модели нейтронной кинетики, а также кратко представлены результаты математического моделирования начального этапа аварии на кипящем канальном реакторе РБМК. Полностью эти результаты имеются в работе [11].

Многие результаты выполненных в отделе численных и аналитических прикладных исследований коллектива использованы в ведущих проектно-конструкторских организациях отрасли и вошли составной частью в обоснование проектов ряда энергетических установок общего и специального назначения. Первые результаты таких работ в первом десятилетии существования этого научного коллектива были получены на стадии проектирования при исследованиях энергетической установки ледокола «Ленин» и других энергетических установок транспортного назначения. Более подробно с результатами этих исследований можно познакомиться в статье А.В. Сергиевского [19], некоторые сведения  о взаимодействии отдела и ведущей проектно-конструкторской организации отрасли имеются в [27].

За более чем полвека существования отдела его сотрудниками опубликовано большое число учебных пособий, сотни статей, двенадцать монографий, защищено около сорока кандидатских и шесть докторских диссертаций.

Работы сотрудников отдела по динамике систем относятся не только к ядерной энергетике. Примерами работ по биологии, медицине, экономике и   аэрогидроупругости могут служить монографии [28–30]. Из учебных пособий можно отметить выпущенную издательством Высшая школа книгу В.Д. Горяченко [7], также представляет интерес очерк этого же автора об А.А. Андронове [31].
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