           ФЕДЕРАЛЬНОЕ АГЕНТСТВО ПО ОБРАЗОВАНИЮ
Государственное образовательное учреждение
 высшего профессионального образования

«Нижегородский государственный университет им Н.И. Лобачевского»

                                        А. В. Гончар

                          ПРАКТИКУМ
                                                 по 
                   ТЕОРИИ  ФУНКЦИЙ
   КОМПЛЕКСНОГО  ПЕРЕМЕННОГО
                                      Нижний  Новгород

                                                                2005 г.
      Учебное  пособие  предназначено  для  студентов, обучающихся  по  специальности  «При-
кладная  математика  и  информатика». Первая  часть  включает  в  себя  тематику  и  содержание
практических  занятий  по  дисциплине «Теория  функций  комплексного  переменного». Количество  предлагаемых  заданий  сравнительно  невелико; однако  все  они  тщательно  подобраны  в  соответ-ствии  с  методическими  воззрениями  автора  и  подлежат  обязательному  выполнению  в  процессе  аудиторных  и  домашних  занятий. Некоторые  из  этих  задач  придуманы  самим  автором. Вторая  часть пособия  содержит  вопросы  для  повторения  всего  курса  и  может  служить  проводником  и  помощником  при  подготовке  к  экзамену  по  дисциплине. Вопросы  носят  достаточно  развёрну-тый  характер  и  в  большинстве  своём  содержат  наводящие  на  правильный  ответ  подсказки.  

                                     Содержание.

     Часть  1.  Практикум.

   Раздел  1. Комплексные  числа  и  функции  комплексного  переменного.   4

Тема  1. Действия  над  комплексными  числами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 

Тема  2. Геометрическая  интерпретация  комплексных  чисел . . . . . . . . . . . . . . . .5
Тема  3. Последовательности  комплексных  чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Тема  4. Элементарные  функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6 
Тема  5. Производная. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  9 

Тема  6. Ряды  комплексных  чисел. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
    Раздел  2. Конформные  отображения, связанные  с  элементарными
                      функциями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12
Тема  7. Целые  линейные  функции . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Тема  8. Дробно-линейные  функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
Тема  9. Рациональные  функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Тема  10. Функция  Жуковского . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 
Тема  11. Трансцендентные  функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Тема  12. Комбинации  отображений. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
    Раздел  3. Интегралы  и  ряды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Тема  13. Интегрирование  функций  комплексного  переменного . . . . . . . . . . . .20
Тема  14. Интегральная  формула  Коши . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Тема  15. Степенные  ряды. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Тема  16. Ряды  Тейлора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
Тема  17. Ряды  Лорана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25
Тема  18. Особые  точки  аналитических  функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27
Тема  19. Вычеты  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
    Ответы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

    Часть  2.  Вопросы  для  повторения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .41
     Рекомендуемая  литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51



                                                                                   - 3 -
                                    Часть  1.   Практикум.   
               
          Раздел  1.  Комплексные  числа  и  функции  
                                  комплексного  переменного.

     Тема  1. Действия  над  комплексными  числами.


         Комплексные  числа  в  алгебраической  форме.

1. Найти  действительные  числа  х  и  у  так, чтобы  выполнялось  равенство
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i

2

 - 4i + 4 = 3i - 
[image: image2.wmf]x
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2. Выполнить  действия:
    а) (2 + 5i)2(3 – i);      б) 
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3. Решить  уравнения:
    а) (2 + i) z 2 – (5 – i) z + 2 – 2i = 0;     б) z 4 + 6z3 + 9z 2 + 100 = 0.


        Комплексные  числа  в  тригонометрической  форме.

4. Вычислить:  
[image: image5.wmf]11
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    Пользуясь  формулой  Муавра, решить  следующие  задачи:
5. 1. Выразить  через  cos (   и  sin (  величины:
        а) cos 5( ;  б) sin 5( ;  в) cos 6( ;  г) sin 6( .
5. 2. Представить  число  (1 + sin (  + i cos () 8  в  алгебраической  форме.
5. 3. Найти  суммы:  
        а)  cos ( + cos 2( + … + cos п( ;   б)  sin ( + sin 2( + … + sin п( .
6. Найти  все  значения  радикалов  и  построить  их:
    а)  
[image: image6.wmf]3
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7. Решить  уравнения:  а)  z 5 + 32 = 0 ;   б)  z 12 – 65z 6 + 64 = 0.
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  Тема  2. Геометрическая  интерпретация  комплексных  чисел.

        Геометрический  смысл  комплекснозначных  соотношений.

8. Выяснить, какие  линии  на  плоскости  записаны  следующими  уравнениями,
    и  изобразить  эти  линии:
   а) ( z + 1 – 4i ( = 7; б)  z
[image: image8.wmf]z

 + 3
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 + 3z = 0; в)  
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   д) Re 
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  (a > 0);   е) Im
[image: image14.wmf]1
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9. Выяснить, какие  множества  точек  комплексной  плоскости  удовлетворяют
    следующим  неравенствам, и  изобразить  эти  множества:
    а) Re z > 1;    б) Im z < - 2;    в) ( z + 2 – 3i ( ( 5;     г) ( z - 3 + 2i ( ( 1;
    д) 
[image: image15.wmf]4
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   з) ( z - i( + ( z + i( < 4;     и) ( z - 2( - ( z + 2( < 2;     к) 0 < arg 
[image: image19.wmf]i

z

z

i

+

-

 < 
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    л) ( z + 1( < (1 -  z (;      м) ( z ( > 1 – Re z.

       Стереографическая  проекция.

10. Каковы  на  сфере  Римана  образы  точек:   а) 1;   б) – 1;   в) i ;   г) 
[image: image21.wmf]2
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11. Изобразить  на  сфере  Римана  образы  областей, определённых  следующи-
      ми  неравенствами:
      а) Im z < 0;  б) Im z > 0;  в) Re z > 0;  г) Re z < 0;  д) ( z ( > 1;  е) ( z ( < 1. 


   Тема  3. Последовательности  комплексных  чисел.

         Предельные  точки  множеств.

12. Найти  предельные  точки  множеств:
      а) z = 1 + (- 1) п
[image: image22.wmf]1
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       б) z = 
[image: image23.wmf]т
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[image: image24.wmf]n
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  (т, п – произвольные  целые  числа);                   в) ( z ( < 1.
      Является  ли  последовательность  п. а)  сходящейся?

         Предел  последовательности.

13. Найти  предельные  точки  следующих  последовательностей  и  доказать  их
      сходимость:
       а) 
[image: image25.wmf]¥
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          указать  номер  N ((), удовлетворяющий  условию  сходимости  последова-
          тельностей  пп. а)  и  б);
      в) 
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      Тема  4. Элементарные  функции.

          Исчисление  трансцендентных  функций  комплексного  переменного.

14. Найти  все  значения  и  записать  их  в  алгебраической  форме:
      а) е
[image: image28.wmf]2
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         Вывод  основных  тригонометрических  и  гиперболических  формул.

15. Доказать  справедливость  формул:
      1) sin 2z = 2 sin z cos z;                    2.1) cos 2z = cos 2 z – sin 2 z;
        Указание. Воспользоваться  теоремой  сложения  для  косинуса  и  синуса. 
       2.2) cos 2z = 2 cos 2 z – 1;             2.3) cos 2z = 1 – 2 sin 2 z;
        Указание. Воспользоваться  тождеством  cos 2 z + sin 2 z = 1, являющимся  следствием  теоремы
                          сложения  для  косинуса.  
       3) cos 2 
[image: image36.wmf]2
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[image: image40.wmf]   Указание. В  формулах  2.2, 2.3.  заменить  z  через  z / 2.
      5) tg (z1 ± z2) = 
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       Указание. Воспользоваться  определениями  функций  tg z, ctg z  и  теоремой  сложения  для  
                          косинуса  и  синуса.
      9) sin z1 + sin z2 = 2 sin
[image: image55.wmf]2
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      10) sin z1 - sin z2 = 2 sin
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      11) cos z1 + cos z2 = 2 cos
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      12) cos z1 - cos z2 = -2 sin
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        Указание. Сделать  замену  z1 = α + β, z2 = α - β, а  затем  воспользоваться  теоремой  сложения   
                          для  косинуса  и  синуса.
      13) sin z1 sin z2 = ½ [сos (z1 - z2) – cos (z1 + z2)];
      14) cos z1 cos z2 = ½ [сos (z1 - z2) + cos (z1 + z2)];
      15) sin z1 cos z2 = ½ [sin (z1 - z2) + sin (z1 + z2)];
       Указание. Воспользоваться  формулами  9 – 12.
      16) sh (z1 + z2) = sh z1 ch z2 + sh z2 ch z1;
      17) sh (z1 - z2) = sh z1 ch z2 - sh z2 ch z1;
      18) ch (z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z2 sh z1;
      19) ch (z1 - z2) = ch z1 ch z2 - sh z2 sh z1;
      Указание. Воспользоваться  формулами  ch z = cos (iz), sh z = - i sin (iz)  и  теоремой  сложения  
                          для  тригонометрических  косинуса  и  синуса.
16. а) Вычислить  значение  выражения  2 cos 4 2α, если  cos (3π - 4α) = i;
      б) Вычислить значение выражения  - 2 cos i(1 + 4z), если  sh (2z - 6πi) = i. 

           Трансцендентные  уравнения.

17. Решить  уравнения:
      а) sin z = 4i / 3;   б) ctg z = - 3i /5;   в) ch z = 1/2;   г) sin z + cos z = 2;
      д) sin z - cos z = i;        e) sh z – ch z = 2i;        ж) 2ch z + sh z  = i;
      з)  cos z = ch z;              и) sin z = i sh z;             к) cos z = i sh 2z;    
      л) |tg z | = 1;     м) |th z | = 1.

           Применения  экспоненты.

18. Найти  суммы:
      а) 1 + cos x + cos 2x + … + cos nx;      б) sin x + sin 2x + … + sin nx;
      в)  cos x + cos 3x + … + cos (2n – 1)x;  
      г)  sin x + sin 3x + … + sin (2n – 1)x;
      д)  sin x - sin 2x + … + (- 1) n – 1 sin nx;
      e) cos α + cos (α + β) + … + cos (α + nβ);
      ж) sin α + sin (α + β) + … + sin (α + nβ).
19. Найти  интегралы:
      а) 
[image: image63.wmf]ò
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[image: image64.wmf]ò
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          Комплексные  функции  действительного  переменного.

20. Определить  геометрические  места  точек, заданные  уравнениями:
      а) z = 1 – it,  0 ≤ t ≤ 2;            б) z = t + it 2,   - ∞ < t < ∞;
      в) z = t 2 + it 4,   - ∞ < t < ∞;       г) z = cos t + i sin t,  
[image: image65.wmf]2

p
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[image: image66.wmf]2
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[image: image67.wmf]t
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                                                                                   - 8 -
       тическое  значение  корня);            ж) z = t + i – ie – it,    - ∞ < t < ∞.  
     

       Тема  5. Производная.

          Предел  функции.

21. Установить  справедливость  “замечательных” пределов  для  комплексных z:
      а) 
[image: image69.wmf]z
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     Указание. Комплекснозначные  функции, стоящие  под  знаком  предела, записать  в  алгебраичес-
                        кой  форме, а  затем  вычислить пределы  действительной  и  мнимой частей  как  функ-
                        ций  двух  действительных  переменных.
       в) 
[image: image75.wmf]z
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[image: image76.wmf]z
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     Указание. Прологарифмировать  в  смысле  главного  значения  предел  п. б). Перейти  от  преде-
                         ла  п. в)  к  пределу  п. г)  с  помощью  подходящей  замены.

         Определение  производной.

22. Используя  определение  производной, доказать  формулы:
      а) (sin z)΄ = cos z;           б) (e z)΄ = e z.

        Условия  Коши – Римана.

23. Проверить  выполнение  условий  Коши-Римана  для  функций  z n (n 
[image: image77.wmf]Î

 Z),  
     cos z, Ln z  и  доказать  формулы:
      а) (z n)΄ = n z n – 1;       б) (cos z)΄ = - sin z;       в) (Ln z)΄ = 
[image: image78.wmf]z

1

,    z ≠ 0.
24. Найти  области, в  которых  функция  f (z) = |x 2 – y 2| + 2i| xy |  аналитична.
25. Доказать, что  функция   f (z) = z Re z   дифференцируема  только  в  точке
      z = 0; найти  f ΄(0). 
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          Правила  дифференцирования.

26. Используя  правила  дифференцирования  суммы, произведения, частного
      функций, а  также правило  дифференцирования  сложной  функции, доказать
      формулы:
      а) (sh z)΄ = ch z;          б) (ch z)΄ = sh z;         в) (tg z)΄ = 
[image: image79.wmf]z

2

cos

1

;  
      г) (сtg z)΄ = - 
[image: image80.wmf]z

2

sin

1

;         д)  (th z)΄ = 
[image: image81.wmf]z

ch

2

1

;        e) (cth z)΄ = - 
[image: image82.wmf]z

sh

2

1

; 
      ж) (z α)΄ = α z α – 1 (α
[image: image83.wmf]Î

С);   з) (a z)΄ = a zLn a ;   и) (Loga z)΄ =
[image: image84.wmf]zLna

1

, z ≠ 0;
      к) (Arccos z)΄ = 
[image: image85.wmf]2

1

1

z

-

;                                   л) (Arcsin z)΄ = 
[image: image86.wmf]2

1

1

z

-

;  
      м)  (Arctg z)΄ = 
[image: image87.wmf]2

1

1

z

+

,  z ≠ ± i ;              н) (Arсctg z)΄ = - 
[image: image88.wmf]2

1

1

z

+

,  z ≠ ± i; 
      о) (Arch z)΄ = 
[image: image89.wmf]1

1

2

-

z

;                                       п) (Arsh z)΄ = 
[image: image90.wmf]1

1

2

+

z

;   
      р) (Arth z)΄ = 
[image: image91.wmf]2

1

1

z

-

,    z ≠ ± 1;                c)  (Arcth z)΄ = 
[image: image92.wmf]2

1

1

z

-

,   z ≠ ± 1.    

         Гармонические  функции.

27. Выяснить, существуют ли  гармонические  функции  указанного  вида (отлич- 
      ные  от  постоянной), и  в  случае  существования  найти  их:
      а) u = φ(ax + by)  (a, b 
[image: image93.wmf]Î

 R);          б) u = φ(у / х);    
      в) u = φ(х + 
[image: image94.wmf]2

2

у

х

+

);                 г) u = φ(х 2 + у).
28. Найти  функцию, гармонически  сопряжённую  с  функцией  u = x 2 - y 2 + x
      на  всей  комплексной  плоскости  С.

         Связь  между  гармоническими  и  аналитическими  функциями.

29. Найти  аналитические  функции  f (z) = u + iv  по  заданной  действительной
      или  мнимой  части:
      а) v = 3 + x 2 – y 2 - 
[image: image95.wmf])

(

2

2

2

y

x

y

+

;
      б) u = e x(x cos y – y sin y) + 2 sin x sh y + x 3 – 3xy 2 + y.

         Геометрический  смысл  модуля  и  аргумента  производной.

30. Отображение  совершается  с помощью  функции  w = z 2. Найти  угол  пово-
      рота  θ  направления, выходящего  из  точки  z0, и  коэффициент  растяжения
      k  в  следующих  точках:
      а) z0 = 1;              б) z0 = 1 + i;               в) z0 = - 3 + 4i.
31. Какая  часть  плоскости  сжимается, а  какая  растягивается, если  отображе-
      ние  осуществляется  функцией:
      а) w = z 2 + 2z;     б) w = 1 / z;     в) w = е z;     г) w = ln (z – 1) ?

         Геометрические  приложения  производной.

32. Найти  длину  кривой, на  которую  с  помощью  функции  е z  отображается
      отрезок  у = х,  0 ≤ х ≤ 2π.
33. Найти  площадь  области, на  которую  с  помощью  функции  е z  отобража-
      ется  прямоугольник  1 ≤ х ≤ 2,  0 ≤ у  ≤ 4.


       Тема  6. Ряды  комплексных  чисел.

34. Исследовать  сходимость  рядов  
[image: image96.wmf]å

¥

=

1

п

п

с

:
      а) сп = е in ;          б) сп = 
[image: image97.wmf]n

in

2

cos

 ;          в) сп = 
[image: image98.wmf]2

n

е

in

 ;          г) сп = 
[image: image99.wmf]n

e

n

i

p

 ;
      д) сп = 
[image: image100.wmf]n

i

п

)

2

(

 ;      e) сп = 
[image: image101.wmf]n

in

n

)

(

!

 ;      ж) сп = 
[image: image102.wmf]n

in

n

3

sin

 ;      з) сп = 
[image: image103.wmf]n

е

in

 ;
   и) сп = 
[image: image104.wmf])

1
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...

)

1

(

!

)

1
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1
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)

1

(
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)

1
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+

×

×

+

-

+

×

×

+

-

+

×

×

+

п

c

c

c

п

п

b

b

b

п

a

a

a

, Re(a + b – c) < 0.
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                  Раздел  2. Конформные  отображения, 
         связанные  с  элементарными  функциями.
     Тема  7. Целые  линейные  функции.

      Конформность  целого  линейного  преобразования.

35. Найти  целую линейную  функцию, отображающую треугольник  с  вершина-
      ми  в точках 0, 1, i на  подобный  ему  треугольник с  вершинами  0, 2, 1 + i.

      Неподвижные  точки.

36. Найти  целое  линейное  преобразование  с  неподвижной  точкой  1 + 2i, пе-
      реводящее  точку  i  в  точку  - i.
37. Для  указанных  преобразований  найти  конечную  неподвижную  точку  z0
     (если она  существует), угол  поворота  вокруг  неё  θ  и  коэффициент  растя-
      жения  k:
      а)  w = 2z + 1 – 3i;       б) w = iz + 4;         в) w = z + 1 – 2i.
      Геометрические  свойства  целого  линейного  преобразования.
38. Найти  целую  линейную  функцию  w(z), отображающую  полосу, заключён-
      ную  между  данными  прямыми, на  полосу  0 < u < 1  при  указанной  нор-
      мировке:
      а) х = а, х = а + h,  w (a) = 0;  
      б) х = а, х = а + h,  w (a + h / 2) = ½ + i,  Im w (a + h / 2 + i) < 1;
      в) y = kx, y = kx + b,  w (0) = 0;
      г) y = kx + b1, y = kx + b2,  w (b1) = 0.
39. Найти  целую  линейную  функцию, отображающую  круг  | z | < 1  на  круг
      | w – w0 | < R  так, чтобы  центры  кругов  соответствовали  друг  другу, и го-
      ризонтальный  диаметр  переходил  в  диаметр, образующий  с  направлением
      действительной  оси  угол  α.
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          Тема  8. Дробно-линейные  функции.
           Отображение  линий.

40. Для  функции  w = 1 / z  найти  образы  следующих  линий:
      а) семейства  х 2 + у 2 = ах ;          б) семейства  х 2 + у 2 = by ; 
      в) семейства  y = x + b;                 г) семейства  y = k x;
      д) пучка  прямых, проходящих  через  заданную  точку  z0 ≠ 0;       e) y = x 2.

           Отображение  областей.

41. Выяснить, во что  преобразуются  указанные  области  при  заданных  отобра-
      жающих  функциях:
      а) D = {х > 0, y > 0},  w = 
[image: image105.wmf]i

z

i

z

+

-

;       б) D = {0 < φ < 
[image: image106.wmf]4

p

},  w = 
[image: image107.wmf]1

-

z

z

;
      в) D = {| z | < 1, Im z > 0},    w = 
[image: image108.wmf]iz

i

z

+

-

2

2

;   
      г) D = {0 < x < 1}:       г1) w = 
[image: image109.wmf]z

z

1

-

;         г2) w = 
[image: image110.wmf]2

1

-

-

z

z

; 
      д) D = {1 < | z | < 2},    w = 
[image: image111.wmf]1

-

z

z

.

           Отыскание  отображений  по  трём  заданным  точкам.

42. Найти  дробно-линейные  функции  по  следующим  условиям:
      а) точки  - 1, i, 1 + i  переходят  соответственно  в  точки  0, 2i, 1 – i;
      б) точки  - 1, i, 1 + i  переходят  соответственно  в  точки  i, ∞, 1;
      в) точки  - 1, ∞, i  переходят  соответственно  в  точки  i, 1, 1 + i;
      г) точки  - 1, ∞, i  переходят  соответственно  в  точки  ∞, i, 1;
      д) точки  1  и   i  неподвижны, а  точка  0  переходит  в  точку  - 1;
      е) точки  ½  и  2  неподвижны, а  точка  
[image: image112.wmf]i

4

3

4

5

+

  переходит  в  точку  ∞.

           Отображение  полуплоскости  в  полуплоскость.

43. Найти  общий  вид  дробно-линейного  преобразования, переводящего:
      а) верхнюю  полуплоскость  на  себя;
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      б) верхнюю  полуплоскость  на  нижнюю  полуплоскость;
      в) верхнюю  полуплоскость  на  правую  полуплоскость.                    офункции  по  следующим  условиям:
      

































































          Отображение  на  полосу.

44. Отобразить  на  полосу  0 < Re w < 1:
      а) полуплоскость  Re z > 0  с  выкинутым  кругом  
[image: image113.wmf]2

2

d

d

z

£

-

;
      б) двуугольник, заключённый  между  окружностями  
[image: image114.wmf]2

2

1

1

d

d

z

=

-

  и
         
[image: image115.wmf]2

2

2

2

d

d

z

=

-

  (d1 < d2) ;
      в) внешность  кругов   
[image: image116.wmf]2

2

1

1

d

d

z

£

+

,  
[image: image117.wmf]2

2

2

2

d

d

z

£

-

  так, чтобы  w (d2) = 0.

          Отображение  полуплоскости  на  круг.

45. Отобразить  полуплоскость  Im z > 0  на  круг  |w| < 1  так, чтобы:
      а) w (i) = 0, arg
[image: image118.wmf]w

¢

(i) = - 
[image: image119.wmf]2

p

;             б) w (2i) = 0, arg
[image: image120.wmf]w

¢

(2i) = 0;
      в) w (a + bi) = 0, arg
[image: image121.wmf]w

¢

(a + bi) = θ   (b > 0).
          Отображение  круга  на  полуплоскость.

46. Отобразить  круг  |z| < R  на  полуплоскость  Re w > 0  так, что  w (R) = 0,
     w (- R) = ∞, w (0) = 1. Каков  при  этом  отображении  образ  верхнего  по-
      лукруга?
47. а) Отобразить  круг  |z| < 2  на  полуплоскость  Re w > 0  так, чтобы
          w (0) = 1,  arg
[image: image122.wmf]w

¢

(0) = 
[image: image123.wmf]2

p

;  
      б) Отобразить  круг  |z – 4i| < 2  на  полуплоскость  v > u  так, чтобы  центр
          круга  перешёл  в  точку  w = - 4, а  точка  окружности  z = 2i – в  начало
          координат.
 Указание. Построить  отображение, обратное  отображению  полуплоскости  в  круг.
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           Отображение  круга  на  круг.

48. а) Отобразить  круг  |z| < 1  на  круг  |w| < 1  так, чтобы  w (½) = 0,
         arg
[image: image124.wmf]w

¢

(½) = 0;  
      б) Отобразить  круг  |z| < 1  на  круг  |w - 1| < 1  так, чтобы  w (0) = ½, 
         w (1) = 0; 
     в) Отобразить  круг  |z - 2| < 1  на  круг  |w – 2i| < 2  так, чтобы  w (2) = i,
         arg
[image: image125.wmf]w

¢

(2) = 0;
      г) Отобразить  круг  |z| < 1  на  себя  так, чтобы  отрезок  {y = 0,  0 ≤ x ≤ a  
        (a < 1)}  перешёл  в  отрезок  действительной  оси, симметричный  отно-
          сительно  начала  координат. Какова  длина  преобразованного  отрезка?
      д) Построить  отображение  единичного  круга  на  себя, при  котором  прооб-
          раз  центра  находится  на  действительной  оси, а  дуга  0 ≤ φ ≤ π / 2  
          единичной  окружности  отображается  в  дугу  0 ≤ θ ≤ π / 3.
           Отображение  кольца  на  кольцо.

49. а) Отобразить  кольцо  2 < |z| < 5  на  кольцо  4 < |w| < 10  так, чтобы
           w (5) = - 4;
      б) Отобразить  кольцо  1 < |z - 2i| < 2  на  кольцо  2 < |w – 3 + 2i| < 4  так, 
           чтобы  w (0) = - 1 - 2i.

         Тема  9. Рациональные  функции.

         Отображение  углов  на  полуплоскости.
50. а) Отобразить  угол  0 < arg z < πα   (0 < α ≤ 2)  на  верхнюю  полуплос-
           кость.
      б) Отобразить  угол  - 
[image: image126.wmf]4

p

 < arg z < 
[image: image127.wmf]2

p

  на  верхнюю  полуплоскость  так, 
          чтобы  w (1 - i) = 2, w (i) = - 1, w (0) = 0.
          Отображение  полукруга  на  верхнюю  полуплоскость.

51. Отобразить  полукруг  {|z| < 1, Im z > 0}  на  верхнюю  полуплоскость  при    
      условиях:                                                                                                     
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     а) w (- 1) = 0, w (1) = ∞, w (0) = 1;     б) w 
[image: image128.wmf]÷
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æ
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 = i,  arg
[image: image129.wmf]w

¢


[image: image130.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

i

= - 
[image: image131.wmf]2

p

.
52. Отобразить  полукруг  {|z| < 1, Im z > 0}  на  круг  |w| < 1 при  условиях:
      а) w (±1) = ±1, w (0) = - i;          б) w 
[image: image132.wmf]÷
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 = 0,  arg
[image: image133.wmf]w
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[image: image134.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

i

= 
[image: image135.wmf]2

p

.
             Отображение  сектора  на  верхнюю  полуплоскость.


53. Отобразить  на  верхнюю  полуплоскость:
      а) сектор  {| z | < R, 0 < arg z < πα  (0 < α ≤ 2)};
      б) область  {| z | > R, 0 < arg z < πα  (0 < α ≤ 2)}.

            Отображение  круговых  луночек  на  верхнюю  полуплоскость.
54. Отобразить  на  верхнюю  полуплоскость  круговые  луночки (двуугольники):
      а) {|z| < 1, |z - i| < 1};      б) {|z| > 1, |z - i| < 1};      в) {|z| > 1, |z - i| > 1}.
            Отображение  областей  с  разрезами.
55. Отобразить  на  верхнюю  полуплоскость  указанные  области:
      а) плоскость  с  разрезом  по  отрезку  [- 1; 1];
      б) плоскость  с  разрезами  по  лучам  (- ∞; - R], [R; ∞)   (R > 0);  
      в) плоскость с  разрезом  по  расположенному  в  первом  квадранте лучу, вы-
           ходящему  из  точки  i  параллельно  прямой  у = х;
      г) плоскость  с  разрезом  по  дуге  окружности, соединяющей  точки  - 1  и  1
          и  проходящей  через  точку  ih, где  0 < h < 1;
      д) верхнюю  полуплоскость  с  разрезом  от  ih  до  ∞  вдоль  положительной
          мнимой  полуоси  (h > 0);
      е) круг  |z| < 1  с  разрезом  по  радиусу  [0; 1].


          Тема  10. Функция  Жуковского.

            Отображение  областей.
56. Найти  области, на  которые  функция  Жуковского  отображает  следующие
      области:
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      а) |z| < R < 1;                  б) |z| > R > 1;                 в) { 1< |z| < R, Im z > 0};     
      г) {R < |z| < 1, Im z > 0};            д) {1 / R < |z| < R, Im z > 0, Re z > 0};
      е) π / 2 – α < arg z < π / 2 + α   (0 < α < π / 2).
            Обратная  функция  Жуковского. 
57. Отобразить:
      а) внешность  отрезка  [- c; c]  (c > 0)  на  область |z| > 1  при  условии, что
          w (∞) = ∞,  arg
[image: image136.wmf]w

¢

(∞) = α;  
      б) внешность  эллипса  
[image: image137.wmf]2

2

2

2

b

y

a

x

+

 = 1  (a > b)  на  область |z| > 1  так, чтобы
          w (∞) = ∞,  arg
[image: image138.wmf]w

¢

(∞) = 0;  
      в) верхнюю  полуплоскость  с  выкинутым  полуэллипсом  
[image: image139.wmf]2

2

2

2

b

y

a

x

+

 ≤ 1  
         (a > b),  y > 0, на  верхнюю  полуплоскость.  
           Отображение  круга  с  разрезами.
58. Найти  область, на  которую  функция  Жуковского  отображает  круг  |z| < 1
      с  разрезом  по отрезку  [a ; 1]  (- 1 < a < 1). Рассмотреть  случаи  a > 0, a < 0.
59. Отобразить  на  верхнюю  полуплоскость  указанные  области:
      а) круг  |z| < 1  с  разрезом  по  отрезку  [½; 1];
      б) круг  |z| < 1  с  разрезами  по  отрезкам  [- 1; 0]  и  [a ; 1]  (0 < a < 1);  
      в) внешность  единичного  круга  с  разрезами  по  отрезку  [- a ; - 1]   (a > 1)  
          и  лучу  [1; ∞);
      г) область  {|z| < 1, Im z > 0}  с  разрезом  по  отрезку  [0; αi]  (0 < α < 1);            
      д) область  {|z| < 1, Im z > 0}  с  разрезом  по  отрезку  [αi; i]  (0 < α < 1).
          Комбинации  функции  Жуковского  с  другими  функциями.
60. Найти  области, получаемые  при  отображении  заданных  областей  указан-
      ными  функциями: 
      а) |z| < 1;  w = 
[image: image140.wmf]1

2
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z

z

;                    б) 0 < arg z < 
[image: image141.wmf]n

p

;   w = 
[image: image142.wmf]÷
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è
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z
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1
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;   
      в) {- 
[image: image143.wmf]n

p

< arg z < 
[image: image144.wmf]n

p

, |z| < 1};  w = 
[image: image145.wmf]n

n

z

z

/

2

)

1

(

+

  (w (z) > 0  при  z > 0).  
             Указание. Представить  отображающую  функцию  в  виде  w = F{f [φ(z)]}, где  φ(t) = t n,
                                 
[image: image146.wmf].
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          Тема  11. Трансцендентные  функции.

            Отображение  областей.

61. 1. Выяснить, во  что  преобразуются  при  отображении  w = e z:
          а) полоса  между  прямыми  у = х, у = х + 2π ;
          б) полуполоса  {x < 0, 0 < y < α ≤ 2π};
          в) полуполоса  {x > 0, 0 < y < α ≤ 2π};
          г) прямоугольник  {α < x < β, γ < y < δ}  (δ – γ ≤ 2π). 
61. 2. Выяснить, во  что  преобразуются  при  отображении  w = ln z:
          а) сектор  {|z| < 1, 0 < arg z < α ≤ 2π};
          б) кольцо  r1 < |z| < r2  c  разрезом  по  отрезку  [r1; r2].  
61. 3. Выяснить, во  что  преобразуются  при  отображении  w = cos z:
          а) полуполоса  { y > 0, 0 < x < π / 2};
          б) полуполоса  { y > 0,  - π / 2 < x < π / 2};
          в) полоса  0 < x < π ;             г) прямоугольник  {0 < x < π, - h < y < h }.  
61. 4. Выяснить, во  что  преобразуются  при  отображении  w = tg z:
          а) прямоугольная  сетка  х = С, у = С;
          б) полуполоса  { y > 0, 0 < x < π };
          в) полоса  0 < x < π ;                                г) полоса  0 < x < π / 4.
61. 5. Выяснить, во  что  преобразуются  при  отображении  w = arcsin z  (глав-
          ное  значение):
          а) верхняя  полуплоскость;
          б) плоскость  с  разрезами  вдоль  лучей  (- ∞; - 1], [1; ∞).
          Отображения  полос  и  полуполос.
62. Отобразить  указанные  области  на  верхнюю  полуплоскость:
      а) полосу, ограниченную  прямыми  у = х, у = х + h;
      б) {x < 1, 0 < y < h};
      в) луночку, ограниченную  окружностями  |z| = 2, |z - 1| = 1;
      г) {|z - 1| > 1, |z + 1| > 1, Im z > 0}.
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63. Найти  функцию  w (z), отображающую  область  {Im z < 1, |z| > 1}:
      а) на  круг  |w| < 1  с  нормировкой  w (- 3i) = 0, arg
[image: image147.wmf]w

¢

(- 3i) = π / 3;  
      б) на  верхнюю  полуплоскость  с  нормировкой  w (- 3i) = 1 + i, 
         arg
[image: image148.wmf]w

¢

(- 3i) = π. 
                     Тема  12. Комбинации  отображений.
64. Отобразить  указанные  области  на  верхнюю  полуплоскость:
      а) {x2 + (y – 1)2 > 2,  y > 0};                         б) {x2 + (y – 1)2  < 2,  y > 0};                  
      в) {π / 4 < arg z < 3π / 4,  z 
[image: image149.wmf]Ï

{Re z = 0, Im z ≥ 1} (разрез)};
      г) {0 < arg z < π / 2,  |z| < 1,  z 
[image: image150.wmf]Ï

{arg z = π / 4, |z| ≤ h  (0 < h < 1)}};
      д) {Im z > 0, z 
[image: image151.wmf]Ï

{|z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ α < π}};
      е) верхнюю  полуплоскость  без  сектора  {|z| ≤ 1, π / 4 ≤ arg z ≤ 3π / 4};
      ж) {|z| < 1, |z - 
[image: image152.wmf]2

| > 1, Im z > 0};   
      з) {- h < y – x < h, y + x > - h};
      и) {|z - h| < h, |z – h / 2 | > h / 2, Im z > 0};
      к) {- π < Im z < π,  z 
[image: image153.wmf]Ï

{y = 0, x 
[image: image154.wmf]Î

(- ∞; 0]
[image: image155.wmf]È

[π; ∞)}};
      л) {- π / 2 < Im z < π / 2,  z 
[image: image156.wmf]Ï

{x = 0, y 
[image: image157.wmf]Î

(- π / 2; 0]}}.
65. Отобразить  указанные  области  на  полосу  0 < Im w < 1: 
      a) {|z| > 1,  0 < arg z < πα  (0 < α < ½)};  
      б) {|z + 
[image: image158.wmf]2

| < 1,  |z - 
[image: image159.wmf]2

| < 1};
      в) {0 < arg z < 2α  (0 < α < π / 4),  z 
[image: image160.wmf]Ï

{arg z = α, |z| ≥ 1}}.
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                           Раздел  3. Интегралы  и  ряды.


         В  задачах  этого  раздела, если  не  оговорено  противное, обход  простых  (т. е. без  точек  са-мопересечения)  замкнутых  контуров  происходит  в  положительном  направлении.

            Тема  13. Интегрирование  функций  комплексного   
                             переменного.  
               Криволинейное  интегрирование.
 66. Вычислить  интегралы:
      а) 
[image: image161.wmf]ò

C

xdz

  по  радиусу-вектору  точки  z = 2 + i;

      б) 
[image: image162.wmf]dz

z

C

ò

 по  дуге  С:  {|z| = 1,  - π / 2 ≤ arg z ≤ π / 2  (начало  пути – 
           в  точке  z = - i)}  и  по  дуге  С: |z| = R;
      в) 
[image: image163.wmf]dz

z

z

C

ò

 по  замкнутому  контуру  С, состоящему  из  верхней  полуокруж-
           ности  |z| = 1  и  отрезка  - 1 ≤ х ≤ 1, у = 0;
      г) 
[image: image164.wmf]ò

C

dz

z

z

 по  границе  C  области  {1 < |z| < 2, Im z > 0}.  
               Интегрирование  многозначных  функций.
       В  задании  67  стоящая  под  знаком  интеграла  ветвь  многозначной  функции  выделяется  зада-
нием  её  значения  в  некоторой  точке  контура  интегрирования. Если  контур  замкнут, то  началь-ной  точкой  пути  интегрирования  всегда  считается  та  точка, в  которой  задано  значение  подын-
тегральной  функции  (следует  иметь  в  виду, что  величина  интеграла  может  зависеть  от  выбора
этой  начальной  точки).

67. Вычислить  интегралы:
      а) 
[image: image165.wmf]ò

=

1

z

z

dz

, если  
[image: image166.wmf]1

 = 1;  
[image: image167.wmf]1

-

 = i;
      б) 
[image: image168.wmf]ò

=

1

z

Lnzdz

, если  Ln 1 = 0;  Ln i = πi / 2;
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      в) 
[image: image169.wmf]Lnzdz

z

z

n

ò

=

1

  (n 
[image: image170.wmf]Î

 Z ),  если  1. Ln 1 = 0;     2. Ln (- 1) = πi;

      г) 
[image: image171.wmf]dz

z

z

ò

=

1

a

, где  α – произвольное  комплексное  число  и  1α = 1.

         Тема  14. Интегральная  формула  Коши.  
       Всюду  в  задачах  этой  темы  С  означает  простой  замкнутый  спрямляемый  контур.

           Вычисление  интегралов  с  помощью  формулы  Коши.
68. Вычислить  интеграл  
[image: image172.wmf]ò

+

C

z

dz

9

2

 , если:
      а) точка  3i  лежит  внутри  контура  С, а  точка  - 3i – вне  его; 
      б) точка  - 3i  лежит  внутри  контура  С, а  точка  3i – вне  его;
      в) точки  ± 3i  лежат  внутри  контура  С.
69. Вычислить  интеграл  
[image: image173.wmf]ò
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a
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zdz
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4

,  а > 1.
70. Вычислить  интеграл  
[image: image174.wmf]ò

=

-

-

+

1

1

2

1

1

2

1

z

dz

z

z

Ln

z

i

p

, если  Ln a = ln a  для  a > 0
      и  начальная  точка  интегрирования  z = 1 + i.
        Указание. Интегрировать  по  частям  и  воспользоваться  тем  обстоятельством, что  многознач-
ная  функция  при  обходе  по  замкнутому  контуру, содержащему  внутри  себя  точку  разветвления
этой  функции, переходит  с  одной  своей  ветви  на  другую.
              Вычисление  интегралов  с  помощью  формул  для  производных
                                                      интеграла  Коши.

71. Вычислить  интеграл  
[image: image175.wmf]ò
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,  если  точка  а  лежит  внутри     
      контура  С.    
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72. Вычислить  интеграл  
[image: image176.wmf]ò
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,  если:  
      а) точка  0  лежит  внутри, а  точка  1 – вне  контура  С;
      б) точка  1  лежит  внутри, а  точка  0 – вне  контура  С;
      в) точки  0  и  1  обе  лежат  внутри  контура  С.


         Тема  15. Степенные  ряды.
           Формула  Коши-Адамара.

73. Найти  радиусы  сходимости  рядов:
      а) 
[image: image177.wmf]å
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[image: image183.wmf]å
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      Отыскание  радиуса  сходимости  с  помощью  признаков  сходимости. 

74. Найти  радиусы  сходимости  рядов:
      а) 
[image: image185.wmf]å
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          Поведение  рядов  на  границе  круга  сходимости.

75. Исследовать  поведение  рядов  на  границе  их  круга  сходимости:
      а) 
[image: image187.wmf]å
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           Суммирование  рядов  с  помощью  их  почленного  интегрирования 
                                            или  дифференцирования.

76. Просуммировать  при  |z| < 1  ряды:
      а) 
[image: image193.wmf]å
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            Вторая  теорема  Абеля.

77. Пользуясь  второй  теоремой  Абеля  и  решением  задачи 76, доказать  следу-
      ющие  равенства:
      а) 
[image: image197.wmf]å

¥

=

1

cos

n

n

n

j

 = - ln
[image: image198.wmf]2
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      б) 
[image: image199.wmf]å
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      в) 
[image: image201.wmf]å

¥

=

+

+

0

1

2

)

1

2

cos(

n

n

n

j

 = 
[image: image202.wmf]2

ln

2

1

j

ctg

   (0 < |φ| < π);     
      г) 
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         Тема  16. Ряды  Тейлора.

       Вычисление  коэффициентов  разложения  функции  в  ряд  Тейлора.

78. Разложить  функции  в  ряд  по  степеням  z  и  найти  радиус  сходимости:
      а) ch z;              б) sin2 z;                  в) (a + z)α  (aα = eα ln a). 

79. Разложить  функцию  sin (2z – z2)  в  ряд  по  степеням  (z – 1)  и  найти
      радиус  сходимости.
      Указание. Предварительно  разложить  в  ряд  по  степеням  ζ  функцию  f (ζ ) = sin (1 – ζ ).

80. Найти  первые  пять  членов  разложения  в  ряд  по  степеням  z  указанных
      функций:
      а) (1 + z) z = e z ln (1 + z) ;                 б) 
[image: image205.wmf]z

e
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.
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    Разложение  функций  в  ряд  с  помощью  формулы  суммы  бесконечной
                                      геометрической  прогрессии.
81. Разложить  функции  в  ряд  по  степеням  z  и  найти  радиус  сходимости:
      а) 
[image: image206.wmf]6
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      Указание. Предварительно  разложить  дроби  на  сумму  более  простых  дробей. 

82. Найти  разложение  в  ряд  Тейлора  указанных  функций:
      а) 
[image: image210.wmf]3
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  в  окрестности  точки  z0 = 2;
      б) 
[image: image211.wmf]1
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   в  окрестности  точки  z0 = - 1.

83. Разложить  в  ряд  по  степеням  z  указанные  функции, предварительно
      упростив  их  при  помощи  умножения  числителя  и  знаменателя  на  подхо-
      дящий  множитель:
      а) 
[image: image212.wmf]2
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     Разложение  функций  в  ряд  с  помощью  почленного  дифференцирования
                             или  интегрирования  известных  рядов.
84. Разложить  функции  в  ряд  по  степеням  z  и  найти  радиус  сходимости:
      а) 
[image: image215.wmf]2
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;               б) Arctg z  (Arctg 0 = 0);              в) Arsh z  (Arsh 0 = 0);

      г) ln (z 2 – 3z + 2);             д) 
[image: image216.wmf]dz
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;               е) 
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85. Разложить  функцию  
[image: image218.wmf]2
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  в  ряд  по  степеням  (z – 1)  и  найти  радиус   
      сходимости.
                 Умножение, деление  рядов  и  подстановка  ряда  в  ряд.
86. С  помощью  метода  неопределённых  коэффициентов  разложить  в  ряды
      по  степеням  z  указанные  функции: 
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      а) ln2 (1 – z);                          б) Arctg z ∙ ln (1 + z 2)   (Arctg 0 = 0).              
87. С  помощью  метода  неопределённых  коэффициентов  найти  первые  три  
      отличные  от  нуля  члена  разложения  указанных  функций  в  ряд  Тейлора
      в  окрестности  точки  z = 0:

      а) 
[image: image219.wmf])

1

ln(

z

z
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;                           б) e z cos z.

88. Последовательность {An}, члены  которой определяются  рекуррентно  усло-
      виями  А0 = 1, А1 = 1, Аn + 2 = An + An + 1   
[image: image220.wmf]"

n = 0, 1, 2, …, называется
      последовательностью  Фибоначчи.
      1. Доказать, что  
[image: image221.wmf]2
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      2. Отыскать  формулу  для  явного  вычисления  чисел  Фибоначчи.

           Решение  дифференциальных  уравнений  с  помощью  рядов.


89. Найти  решения  задачи  Коши  для  указанных  уравнений:  
      а) w'' – z 2w = 3z 2 – z 4,  w (0) = 0, w' (0) = 1;
      б) (1 – z 2)w'' – 4zw' – 2w = 0,  w (0) = 0, w' (0) = 1.

         Тема  17. Ряды  Лорана.

           Области  сходимости  рядов  Лорана.

90. Найти  области  сходимости  указанных  рядов:
      а) 
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;              б) 
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        Разложение  функций  в  ряд  Лорана  с  помощью  формулы  суммы 
                           бесконечной  геометрической  прогрессии.
91. Разложить  данные  функции  в  ряд  Лорана  либо  в  указанном  кольце, либо
      в  окрестности  указанной  точки. В  последнем  случае  определить  область,
      в  которой  разложение  имеет  место:
      а) 
[image: image225.wmf]2
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[image: image226.wmf]¥

;
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      б) 
[image: image227.wmf])
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  в  окрестности  точек  z = 0, z = 1, z = 
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  в  окрестности  точки  z = 2  и  в  кольце  1 < |z| < 2.

    Разложение  функций  в  ряд  Лорана  с  помощью  известных  разложений.  
92. Разложить  данные  функции  в  ряд  Лорана  и  определить  область, в  кото-
      рой  разложение  имеет  место:
      а) z 2e1 / z   в  окрестности  точек  z = 0  и  z = 
[image: image230.wmf]¥

;
      б) 
[image: image231.wmf]2
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  в  окрестности  точки  z = 2.
     Указание. Предварительно  получить  разложение  в  ряд  по  степеням  ζ  функции  cos (1 – ζ).


                Разложение  функций  в  ряд  Лорана  с  помощью  почленного 
             дифференцирования   или  интегрирования  известных  рядов.

93. Разложить  данные  функции  в  ряд  Лорана  и  определить  область, в  кото-
      рой  разложение  имеет  место:
      а)
[image: image232.wmf]2
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  в  окрестности  точек  z = i  и  z = 
[image: image233.wmf]¥
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      б) 
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                  Умножение, деление  рядов  и  подстановка  ряда  в  ряд.
94. Методом  неопределённых  коэффициентов  разложить  данные  функции 
      в  ряд  Лорана  и, где  не  указано, определить  область, в  которой  разложе-
      ние  имеет  место:
      а) sin z sin 
[image: image237.wmf]z
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  в  области  0 < |z| < 
[image: image238.wmf]¥

;
      б) ctg z  в  окрестности  точки  z = 0;

      в) 
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  в  окрестности  точек  z = 1 и  z = 
[image: image240.wmf]¥
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          Тема  18. Особые  точки  аналитических  функций. 


            Особые  точки  однозначных  функций.
95. Найти  особые  точки, выяснить  их  характер  и  исследовать  поведение
      функций  на  бесконечности:
      а) 
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5

)

1

(

z

z

-

;      б) 
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            Особые  точки  многозначных  функций.
96. Исследовать  поведение  каждой  из  однозначных  ветвей  заданной  много-
      значной функции  в  указанных  точках (определить, является точка  правиль-
      ной  для  соответствующей  ветви  или  особой; в  последнем  случае  указать
      характер  особенности):
      а) 
[image: image256.wmf]z
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           Тема  19. Вычеты.
          Вычисление  вычетов. 
97. Найти  вычеты  указанных функций  f (z) относительно  всех  изолированных 
      особых  точек  и  относительно  бесконечно  удалённой  точки  (если  она  не 
      является  предельной  для  особых  точек):
      а) 
[image: image262.wmf])
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           Вычисление  интегралов  по  замкнутому  контуру.
98. Вычислить  интегралы  с  помощью  теоремы  о  вычетах:
      а) 
[image: image265.wmf]ò
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      Указание. Воспользоваться  тем, что  сумма  вычетов  относительно  всех  особых  точек  (вклю-
                         чая  бесконечно  удалённую)  равна  нулю.
      в) 
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           Вычисление  интегралов  по  неограниченному  контуру.
99. Вычислить  интегралы  с  помощью  теоремы  о  вычетах:
      а) 
[image: image269.wmf]ò
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[image: image270.wmf]1

 = 1), где  С – парабола  у 2 = х, обходимая  в  сто-
           рону  возрастания  у;
      б) 
[image: image271.wmf]ò
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, где  С – контур  полуполосы  {|Im z| < a, Re z < 0}, обходи-
           мый  в  положительном  направлении.
         Вычисление  несобственных  интегралов  от  дробно-рациональных
                           функций  действительного  переменного.
100. Вычислить  интегралы:  
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        а) 
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  (a > 0).
     Вычисление  несобственных  интегралов  с  помощью  леммы  Жордана.  
101. Вычислить  интегралы:       
        а) 
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  (Re a > 0, Re b > 0).

      Вычисление  определённых  интегралов  от  периодических  функций
                     по  промежутку, равному  основному  периоду.
102. Вычислить  интегралы:
        а) 
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                                        Ответы.

1. х = 
[image: image284.wmf]7
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, у = 
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.    2.  a)  – 43 + 81i ;    б)  
[image: image286.wmf]159

22

 - 
[image: image287.wmf]318

5

i ;    в) 3 – 4i, - 3 + 4i.
3. a) z1 = 1 – i , z2 = 
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i ;    б) z1 = 1 + 2i, z2 = - 4 – 2i, z3 = 1 – 2i, z4 = - 4 + 2i.
4. 
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.    5. 1.  а) 16 cos 5(  - 20 cos 3( + 5 cos( ;  б) 16 sin 5(  - - 20 sin 3( + 5 sin( ;   в) 32 cos 6(  - 48 cos 4(  + 18 cos 2(  - 1;  г) cos( (32 sin 5(  - 32 sin 3(  + + 6 sin().   Указание. Раскрыть  биномы  двучлена  cos ( + i sin ( , воспользоваться  формулой  Му-авра  и  рассмотреть  по  отдельности  действительные  и  мнимые  части  в  полученном  равенстве. 5. 2.  256 cos 8 
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ящее  в  скобках, предварительно  преобразовать  в  тригонометрическую  форму  комплексного  чис-ла.  5. 3.  а) 
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. Указание. Умножив  вто-
рую  сумму  на  i, сложить  её  с  первой  суммой; перегруппировав  слагаемые, применить  формулу
Муавра, а  затем  свернуть  получившуюся  сумму  геометрической  прогрессии; рассмотреть  по  от-дельности  действительные  и  мнимые  части  в  полученном  равенстве.  
6.  а) 
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     б)  
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7.  a) zk = 2
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б) z0, 1 = ( 1,  z2, 3 = ( 0,5(1 + i
[image: image298.wmf]3

),  z4, 5 = ( 0,5(1 - i
[image: image299.wmf]3

),  z6, 7 = ( 2,  z8, 9 = ( (1 + i
[image: image300.wmf]3

),  z10, 11 = ( (1 - i
[image: image301.wmf]3

).   8.  a) Окружность  с  центром  z = - 1 + 4i  и  радиусом  7;  б) окруж-ность  с  центром  z = - 3  и  радиусом  3;  в) окружность  с  центром  z = 35/ 8  и  радиусом  9/ 8;  г) окружность  радиуса  1  с  центром  z = 0;  д) окружность  радиуса  a/2  с  центром
 z = a/2;  е) действительная  ось;  ж) эллипс  с  фокусами  в  точках  z = ( 2  и большой  по-
луосью  5/2.  9. а) Полуплоскость, расположенная  правее  вертикальной прямой  Re z = 1;
б) полуплоскость, расположенная  ниже  горизонтальной  прямой  Im z = - 2;  в) круг  ра-диуса  5  с  центром  z = - 2 + 3i;  г) внешность  круга  радиуса 1 с центром  z = 3 - 2i  вмес-
те  с  окружностью;  д) угол  с  вершиной  z = - i, стороны  которого  проходят  через  точ-ки  z = 1  и  z = 0; е) полуплоскость, ограниченная  прямой  Re z + Im z = 2, и  содержащая
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точку  z = 0;  ж) внешность  круга  радиуса  1  с  центром  z = 1;  з) внутренность  эллипса
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;  и) часть  плоскости, лежащая  справа  от  левой  ветви  гиперболы
 х2 - 
[image: image303.wmf]3
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 = 1;  к) правая  половина  круга  радиуса  1  с  центром  z = 0;  л) полуплоскость,
лежащая слева  от  мнимой оси; м) часть  плоскости, ограниченная  параболой  у2 = 1 – 2х,
и  содержащая  точку  z = 1.   10.  а) (½; 0; ½);  б) (- ½; 0; - ½);  в) (0; ½; ½);  
г) (
[image: image304.wmf]2

/4; - 
[image: image305.wmf]2

/4; 1/2).   11. а) Западное  полушарие;  б) восточное  полушарие;  в) полу-
шарие  - (/2 < ( < (/2 (( - долгота);  г) полушарие  (/2 < (((< (;  д) северное  полушарие;
е) южное  полушарие.   12. а) z = 0, z = 2; не  является;  б) z = 0, z = 1/т, z = i/n  (т  и  п – любые  целые  числа); в) все  точки  круга  (z( ( 1. 
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14.  a) i;     б) (- 1) k;     в) cos 2 ch 1 – i sin 2 sh 1;     г) i sh 2;     д) 
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т) 2kπ ± i ln (2 + 
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);      у) 2kπ – i ln (
[image: image328.wmf]2

- 1),  (2k + 1)π – i ln (
[image: image329.wmf]2

+ 1);
ф) 
[image: image330.wmf]4

5

ln

)

1

2

(

2

1

2

1

i

k

arctg

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

p

 ;       х) ln (
[image: image331.wmf]5

± 2 ) + (2k ± ½) πi ;
ц) 
[image: image332.wmf]i

k

arctg

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

p

2

1

2

2

1

4

5

ln

.  В  пп. и) – ц)   k 
[image: image333.wmf]Î

 Z.         16. а) – i;  б) e + e – 1.
17. а) z = kπ + i(- 1) k ln 3;              б) z = π (k + ½) + i ln 2;              в) z = (2k ± 1/3) πi;   
г) z = π/4 + 2kπ - i ln (
[image: image334.wmf]2

± 1);           д) z 1 = 
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е) z = - ln 2 + (2k + 1) πi;     ж) z 1 = (2k + ½) πi,  z 2 = - ln 3 + (2k - ½) πi;       з) z = kπ (1 ±  i); 
и) z 1 = kπ (1 +  i),    z 2 = π (k + ½)(1 – i);               к) z 1 = π (2/5k + 1/10)(1 – 2i),
z 2 = π (2/5k - 1/10)(1 + 2i);   л) Re z = π (2k + 1)/ 4;    м) Im z = π (2k + 1)/ 4.   Всюду   k 
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19. а) е ах
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20. а) Отрезок  прямой  х = 1,  - 2 ≤ у ≤ 0;    б) парабола  у = х 2;    в) дважды  пробегаемая
правая  ветвь  параболы  у = х 2;    г) левая  полуокружность  радиуса  1  с  центром  в  точ-
ке  z = 0 ;   д) ветвь  гиперболы   у = 1 / х, лежащая  в  третьем  квадранте;   е) верхняя  по-
луокружность радиуса 1 с  центром  в точке  z = 0 ;  ж) циклоида  х = t – sin t, y = 1 – cos t.
24. f (z) = z 2   при  0 < arg z < π / 4   или   π < arg z < 5π / 4;          
f (z) = - z 2   при   π / 2 < arg z < 3π / 4   или   3π / 2 < arg z < 7π / 4.       25. 0.
27. а) u = C1(ax + by) + C2 ;  б) u = C1arctg (y / x) + C2 ;    в) u = C1
[image: image348.wmf]2
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+ C2 ;
г) не  существует.         28. v = 2xy + y + C.         29. а) f (z) = 
[image: image349.wmf]z
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 + iz 2 + 3i + C ;
б) f (z) = ze z + 2i cos z + z 3 – iz + Ci.          30. а) θ = 0, k = 2;       б) θ = π / 4, k = 2
[image: image350.wmf]2

;  
в) θ = π – arctg (4 / 3), k = 10.           31. а) Сжатие  при  | z + 1 | < ½,    растяжение  при 
| z + 1 | > ½;   б) сжатие  при  | z | > 1, растяжение  при  | z | < 1;   в) сжатие  при  Re z < 0,
растяжение  при  Re z  > 0;     г) сжатие  при  | z - 1 | > 1, растяжение  при  | z - 1 | < 1. 
32. 
[image: image351.wmf]2

(е 2π – 1).     33. 2е 2 (е 2 – 1).    34. а) Расходится;  б) расходится;  в) сходится  абсолютно;  г) расходится;  д) сходится  абсолютно;  е)  сходится  абсолютно;  
ж) сходится  абсолютно;  з) сходится  условно;    и) сходится  абсолютно.
35. w = (1 + i)(1 – z).        36. w = (2 + i) z + 1 – 3i.        37. а) z0 = - 1 + 3i,  θ = 0, k = 2; 
б) z0 = 2 + 2i,  θ = π / 2, k = 1;  в) конечной  неподвижной  точки  нет.  
38. а) w = 
[image: image352.wmf]h
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г) w = 
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2

2

1

b

b

k

-

+

e – i (π / 2 + arctg k) (z – ib1).   39. w = e iαR z + w0.      40. а) Семейство  прямых
и = 1 / а;               б) семейство  прямых  v = - 1 / b;           в) семейство  окружностей  
b(u 2 + v 2) + u + v = 0, касающихся  в  начале  координат  прямой  v = - u, и  самá  эта  пря-
мая;    г) пучок  прямых  v = - k u ;    д) семейство  окружностей, проходящих  через  точки
w = 0  и  w = 1 / z0, и  прямая, проходящая  через  эти  точки;      е) циссоида  u 2 = - 
[image: image356.wmf]1
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.
41. а) В  полукруг  {| w | < 1, Im w < 0};  б) в  область, полученную  из  нижней  полуплос-
кости    Im w < 0    удалением  находящейся  в  этой  полуплоскости  части  круга
| w - ½ + i / 2 | < 
[image: image357.wmf]2

/ 2;             в) в  область, содержащую  точку  w = 0  и  ограниченную
дугами  окружностей  | w | = 1  и  | w + 5i / 4 | = ¾;    г1) в  область, ограниченную  прямой
Re w = 1  и  касающейся  её  окружностью  | w - ½ | = ½ ;         г2) в  область, ограниченную
касающимися  друг  друга  окружностями  | w - ½ | = ½  и  | w - ¾ | = ¼ ;    д) в  двусвязную
область, граница  которой  состоит  из  прямой   Re w = ½  и  окружности    | w - ¾ | = 2 / 3.
42. а) w = - 
[image: image358.wmf]i
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43. а) w =  
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угол  u > 0, v < 0.     47. а) w = - 
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б) w = 
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.       49. а) w = - 20 / z ;     б) w = - 2iz - 1 - 2i.
50. а) w = z 1 / α ;         б) w = 
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53. а) w = 
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.                 56. а), б) Внешность  эллипса  Э;
в) верхняя  половина  внутренности  эллипса  Э;       г) нижняя  половина  внутренности  эллипса  Э;      д) правая  половина  внутренности  эллипса  Э  с  разрезом  вдоль  отрезка
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В  пп. а) - д)  эллипс  Э  задан  уравнением: 
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57. а) w = 
[image: image406.wmf](
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 ;   в  пп. а), б)
при одном  выборе  ветви  радикала  получается  отображение  на  внешность  единичного
круга, а  при  другом – на  его  внутренность;                 в) w = 
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58. Вся  плоскость  с  разрезом  по  отрезку  
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      вся  плоскость  с  разрезами  по  лучам  
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59. а) w = 
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60. а) Вся  плоскость  с  разрезами  по  лучам  у = 0,  х ≤ - ½  и  у = 0,  х ≥ ½;                         
       б) вся  плоскость  с  разрезами  по  лучам  у = 0,  1 ≤ х < ∞  и  у = 0,  - ∞ < х  ≤ - 1;   
       в) угол  - π / n < arg z < π / n  с  разрезом  по  лучу  у = 0, 
[image: image416.wmf]n
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61. 1. а) Во  всю  плоскость  с  разрезом  по  спирали  ρ = е θ ;
           б) в  сектор  {ρ < 1, 0 < θ < α}  (при  α = 2π – в  единичный  круг  с  разрезом  по  
               радиусу  {v = 0, 0 ≤ u ≤ 1};   
           в) в  область  {ρ > 1, 0 < θ < α}  (при  α = 2π – во  внешность  единичного  круга  с  
               разрезом  по  лучу  {v = 0,  1 ≤ u < ∞};
          г) в  область  {e α < ρ < e β, γ < θ < δ}  (при  δ – γ = 2π  эта  область  является  кон-
               центрическим  кольцом  с  разрезом  по  отрезку  {θ = γ, e α ≤ ρ ≤ e β}.
61. 2. а) В  полуполосу  {u < 0, 0 < v < α};
           б) в  прямоугольник  {ln r1 < u < ln r2 , 0 < v < 2π}.
61. 3. а) В  четвёртый  квадрант;    
          б) в  правую  полуплоскость  с  разрезом  по  отрезку  [0; 1];
           в) во  всю  плоскость  с  разрезами  по  лучам  (- ∞; - 1]  и  [1; ∞);
           г) во  внутренность  эллипса  
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61. 5. а) В  полуполосу  - π / 2 < u < π / 2, v > 0;                       б) в  полосу  - π / 2 < u < π / 2.
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65. a) w = 
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66. a) 2 + i;    б) 2i;  0;     в) πi;     г) 4 / 3.                                  67. a) – 4;  4i;    б) 2πi;  - 2π;  
в) 1. 
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68. a) π / 3;    б) - π / 3;     в) 0.              69. πi / 2.            70. 1 – 2i / 3.            71. е а(1 + а / 2).
72. a) 1;   б) – е / 2;   в) 1 – е / 2.       73. a) 1;    б) 0;     в) 2;    г) 1;    д) 1;    е) ¼;     ж) 1 / е;
з) 1, если  |а| ≤ 1;  1 / |а|, если  |а| > 1.                              74. a) ∞;    б) е.   
75. a) Сходится  (неабсолютно)  во  всех  точках  окружности  |z| = 1, кроме  z = 1;
      б) сходится  (неабсолютно)  во  всех  точках  окружности  |z| = 1, кроме  z = - 1; 
   в) сходится  (неабсолютно)  во  всех  точках  окружности  |z| = 1, кроме  точек  z = е 2kπi / p 
(k = 0, 1, …, p – 1);             г) сходится  (неабсолютно)  во  всех  точках  окружности  |z| = 1, кроме  точек  z = 
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б) 1 + z + z 2  + 
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плексные  числа  в  скобках  в  тригонометрической  форме  и  воспользоваться  формулой  Муавра.
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87. a) 1 + 
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88.1. Указание. Умножить  обе  части  данного  равенства  на  знаменатель  правой  части  и  приме-
           нить  метод  неопределённых  коэффициентов. 
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90. a) ½ < | z - 1| < 2;     б) пустое  множество;       в) | z | = 1.
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95. а) z = 1 – полюс  2-го  порядка, z = 
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      г) z = 0 – полюс  2-го  порядка, z = 2kπi   (k = ± 1, ± 2, …) – полюсы  1-го  порядка, 
          z = 
[image: image516.wmf]¥

- точка, предельная  для  полюсов;
     д) z = 0 – полюс  2-го  порядка, z = 
[image: image517.wmf]¥

- существенно  особая  точка;
     е) z = 0 – полюс  3-го  порядка, z = kπ    (k = ± 1, ± 2, …) – полюсы  1-го  порядка, 
          z = 
[image: image518.wmf]¥

- точка, предельная  для  полюсов;
     ж) z = kπ   (k = ± 1, ± 2, …) – полюсы  1-го  порядка, z = 
[image: image519.wmf]¥

- точка, предельная  для             
          полюсов;
      з) z = kπ   (k = 0, ± 1, ± 2, …) – полюсы  1-го  порядка, z = 
[image: image520.wmf]¥

- точка, предельная  для    
          полюсов;
      и) z = 1 – существенно  особая  точка, z = 
[image: image521.wmf]¥

- правильная  точка;
     к) z = 0 – существенно  особая  точка, z = 
[image: image522.wmf]¥

- правильная  точка;    
     л) z = - 2 – полюс  2-го  порядка, z =  2 – существенно  особая  точка, z = 
[image: image523.wmf]¥

- полюс
          3-го  порядка;

     м) z = 0 – существенно  особая  точка, z = 
[image: image524.wmf]¥

– существенно  особая  точка;
     н) 
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  (k = 0, ± 1, ± 2, …) – существенно  особые  точки, z = 0 – точка,
          предельная  для  существенно  особых  точек, z = 
[image: image526.wmf]¥

- правильная  точка;
     о) 
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  (k = ± 1, ± 2, …) – существенно  особые  точки, z = 0 – точка, предельная  
          для  существенно  особых  точек, z = 
[image: image528.wmf]¥

– существенно  особая  точка.
96. а) Для  одной  ветви  правильная  точка, для  другой – полюс  2-го  порядка;
      б) для  одной  ветви  полюс  1-го  порядка, для  остальных  пяти  ветвей  правильная
           точка;
      в) для  обеих  ветвей  полюс  1-го  порядка;
      г) для  одной  ветви  правильная  точка, для  другой - существенно  особая  точка;
      д) для  одного  бесконечного  множества  ветвей  правильная  точка, для  остального
           бесконечного  множества  ветвей - существенно  особая  точка.
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101. а) π(1 – i)e – 3i – 6;      б) 
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        Часть  2.  Вопросы  для  повторения.

1. Понятие  комплексного  числа  в  алгебраической  форме. Арифметические  
    действия  над  комплексными  числами. Доказать  теорему  об  извлечении  
    квадратных  корней  из  комплексных  чисел  в  алгебраической  форме.
2. Геометрическое  изображение  комплексных  чисел. Модуль  и  аргумент  ком-
    плексного  числа  в  алгебраической  форме. Доказать  векторным  способом  
    неравенство  |α + β| ≤ |α| + |β|  для  комплексных  чисел  α  и  β.
3. Комплексные числа  в  тригонометрической  форме. Умножение, деление, воз-
    ведение  в  степень  комплексных  чисел  в  тригонометрической  форме. Фор-
    мула  Муавра. Проиллюстрировать  применение  формулы  Муавра  на  приме-
    ре  получения  формул  косинуса  и  синуса  тройного  аргумента.
4. Обосновать  формулу  извлечения  корня  n-й степени  из  комплексных  чисел.
    Сколько  значений  может  принимать  корень  n-й  степени  из  комплексного  
    числа? Каково  расположение  этих  значений  на  комплексной  плоскости? 
    Что  можно  сказать  о  количестве  комплексных  корней  степеннόго  уравне-
    ния  n-й степени? Проиллюстрировать  решение  степенных  уравнений  в ком-
    плексных  числах  на  примере  задачи  7.б).
5. Стереографическая проекция  расширенной  комплексной  плоскости  на  сфе-
    ру  Римана. В  чём  состоит  различие  между  бесконечно  удалённой  точкой  
    расширенной  комплексной  плоскости  и  бесконечностью  числовой  прямой
    в  теории действительного  переменного? Можно ли  выполнять  арифметичес-
    кие  действия  над  бесконечно  удалённой  точкой  и  вычислять  в  этой  точке
    значения  функций? Сколько  бесконечно  удалённых  точек  рассматривается
    в  теории  функций  комплексного  переменного? Вывести  формулы  стерео-
    графической  проекции  и  проиллюстрировать  их  применение  на  примере
    задачи  10.г).
6. Доказать основное  свойство  стереографической  проекции. Обосновать с  по-
    мощью  сферы  Римана  тождественность  прямой  линии  и  окружности   рас-
    ширенной  комплексной  плоскости.  
7. Охарактеризовать  понятие  предельного  числа  для  последовательности  ком-
    плексных  чисел. Может ли  у множества  комплексных  чисел  быть  более од-
    ной  предельной  точки? Ответ  проиллюстрировать  на  примере  задач  12.а),
    12.в). Может  ли  точка  z = 
[image: image559.wmf]¥

 быть предельной  для  какой-нибудь последова-
    тельности? В каком  случае  последовательность  комплексных  чисел  называ-
    ется  сходящейся? Что  такое  предел последовательности комплексных  чисел?
    Какова  геометрическая  интерпретация  предельного  числа  и  предела  после-
    довательности комплексных  чисел?
8. Охарактеризовать  понятия  ограниченной  и  неограниченной  последователь-
    ностей  комплексных  чисел. Лемма  о  вложенных  отрезках. Понятие  стяги-
    вающейся  последовательности  вложенных  прямоугольников. Доказать  тео-
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    рему Больцано-Вейерштрасса и  предшествующую  ей  теорему о  вложенных
    прямоугольниках.
9. По  каким  правилам  осуществляются  арифметические  действия  над  преде-
    лами  последовательностей  комплексных  чисел? Доказать  критерий  Коши
    сходимости  к  конечному  пределу  последовательности  комплексных  чисел.
10. Определить  понятия  внутренней, внешней, граничной  точек  множества
      комплексных  чисел, понятия  открытого, замкнутого, связного  множеств,
      понятия  области, замкнутой  области, понятия  ограниченной  и  неограни-
      ченной  областей, понятие  линии  Жордана. Сформулировать  принцип  Жор-
      дана  и  охарактеризовать  с  его  помощью  понятия  внутренней  и  внешней
      областей  по  отношению  к  замкнутой  линии  Жордана. Охарактеризовать
      процедуру  выбора  положительного  направления  обхода  замкнутой  жорда-
      новой  кривой. Определить  понятия  односвязной  и  многосвязной  областей.
      Проиллюстрировать  все  вышеизложенные  определения  на  примере  мно-
      жества  {| z - 3| < 5, | z – 4 + i| > 2, | z - i| > 1}. Определить  понятия  функции
      комплексного переменного, однозначной, многозначной  функций. Проиллюс-
      трировать эти  определения  на  примере  функций w = 
[image: image560.wmf]z

, w = 
[image: image561.wmf]n

z

, w = Arg z.
      Какова  взаимосвязь  между  функциями  комплексного переменного и  функ-
      циями  действительных  переменных? Проиллюстрировать эту  связь  на  при-
      мере  функции  w = z 2.
11. Определение  показательной  функции. Какова  область  определения  этой 
      функции? Запись комплексных  чисел  в  показательной  форме. Доказать  
      теорему  сложения  для  показательной  функции и теорему  о  периодичнос-
      ти  функции-экспоненты.
12. Определение  функции-Логарифма. Какова  область определения  этой  функ-
      ции? Проиллюстрировать  формулу  Логарифма  на  примере  вычисления
      Ln (1 – i). Чем замечательны  для функции-Логарифма  точки  z = 0  и  z = 
[image: image562.wmf]¥

?
      Сколько  ветвей  имеет  эта  функция? Какой  формулой  задаётся  главная
      ветвь  Логарифма? Доказать  формулы  Логарифма от произведения  и  Лога-
      рифма  от  частного. Сколько  разных  чисел  стоят  в  левых  и  правых  час-
      тях  доказанных  равенств? Имеет ли  место для  Логарифма  известное  свой-
      ство  логарифма  от  действительного  переменного: Ln z k = k Ln z ? Ответ
      обосновать и  проиллюстрировать  на  контрпримере  парадокса И. Бернулли.
13. Определения  степени  комплексного  числа  с  целым, рациональным, ирра-
      циональным, комплексным  показателями. Сколько  значений  принимает
      степень  в  каждом  из  указанных  случаев? Проиллюстрировать  формулу
      степени  комплексного  числа  с  комплексным  показателем  на  примере  вы-
      числения  i i. Подчиняется  ли  степень  с  комплексным  показателем  извест-
      ным  правилам  умножения  степеней  и  возведения  степени  в  степень? 
      Определения  общей  степеннóй, общей  показательной, общей  логарифми-
      ческой  функций. Какова  область  определения  каждой  из  указанных  функ-
      ций? Сколько  значений  принимают  эти  функции  при  фиксированном  z?
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14. Определение  функций  косинус, синус, тангенс, котангенс. Какова  область
      определения  у  этих  функций? Доказать  теорему  о  периодичности  синуса
      и  косинуса  и  теорему  сложения  для  косинуса  и  синуса. Опираясь  на  по-
      следнюю  теорему, вывести  основное  тригонометрическое  тождество.
15. Определение гиперболических  косинуса, синуса, тангенса, котангенса. Како-
      ва  область  определения  у  этих  функций? Вывести  формулы  связи  между
      гиперболическими  и  тригонометрическими  косинусом  и  синусом  соответ-
      ственно, а  также  основное  гиперболическое  тождество. Доказать  теорему
      об  оценках  модулей  синуса  и  косинуса. Что  можно  сказать  об  ограничен-
      ности  тригонометрических  косинуса  и  синуса  комплексного  переменного,
      опираясь  на  доказанные  неравенства?
16. Определить  обратные  тригонометрические  и  обратные  гиперболические
      функции. Вывести  следующие  формулы:
       Arccos z = - i Ln (z + 
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17. Определить  (по Коши)  понятие  предела  функции  в  точке (включая  беско-
      нечно  удалённую  точку), а  также  понятие  бесконечного  предела  функции
      в  точке. Какова  взаимосвязь  между  пределами  функций  комплексного  пе-
      ременного  и  пределами  функций  действительных  переменных? Проиллюс-
      трировать  эту  связь  на  примере  задачи  21.а). Что  можно  сказать  вообще
      о  свойствах  пределов  функций  комплексного  переменного, опираясь  на
      установленную  взаимосвязь?
18. Понятия  непрерывности  функции  в  точке  по  множеству  комплексных  
      чисел  и  непрерывности  функции  на  множестве  комплексных  чисел. Ка-
      кова  взаимосвязь  между  непрерывными  функциями  комплексного  пере-
      менного  и  непрерывными  функциями  действительных  переменных? Что  
      можно  сказать  вообще  о  свойствах  непрерывных  функций  комплексного  
      переменного, опираясь  на  установленную  взаимосвязь?
19. Понятие  производной  функции  по  множеству  в  точке. Зависит  ли  произ-
      водная  функции  от  множества, по  которому  она  вычисляется? Ответ  про-
      иллюстрировать на  контрпримере  функции w = Re z  и  множеств E1 = {y = 0,
      x
[image: image571.wmf]Î

R} и  E2 = C. Что  можно  сказать  вообще  о  дифференцировании  суммы,
      произведения, частного функций  комплексного  переменного, а  также слож- 
      ных  и  обратных  функций? Доказать, что если  функция  дифференцируема  
      по  множеству  в  точке, то  она  непрерывна  по  этому  же  множеству  в  той  
      же  точке. Понятие  дифференциала  функции  по  множеству  в  точке.
20. Доказать  теорему  о  необходимых  и  достаточных  условиях  дифференци-
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       руемости  функции  комплексного  переменного. Понятие  аналитической  
      (голоморфной)  функции. Исследовать  на  аналитичность  функцию  w = e z.
      Достаточно  ли  потребовать  в  доказанной  теореме  только  выполнения  ус-
      ловий  Даламбера-Эйлера, без  дополнительного условия  дифференцируемос-
      ти  действительной  и  мнимой  частей данной  функции  комплексного  пере-
      менного? Ответ  проиллюстрировать  на  контрпримере  функции      
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    Какое  ослабленное  условие  можно  наложить  на  дей-
      ствительную  и  мнимую  части  данной  функции  комплексного  переменно-
      го  наряду  с  условиями  Даламбера-Эйлера, чтобы  эта  функция  была  ана-
      литической  (теорема  Меньшова)?
21. Понятие  гармонической  функции, сопряжённых  гармонических  функций.
      Доказать  теорему  о  связи  между  аналитическими  и  гармоническими
      функциями. Как  решается  задача  о  нахождении  аналитической  функции
      по  заданной  её  действительной  части? Какому  условию  должна  удовлет-
      ворять  эта  заданная  функция? Проиллюстрировать  метод  решения  этой  
      задачи  на  примере  задания  29.б). Как  найти  аналитическую  функцию  по  
      заданной  её  мнимой  части?
22. Охарактеризовать  геометрический  смысл аргумента  и  модуля производной
      функции  комплексного  переменного. При  каком  условии  эти  утверждения
      имеют  место? Какими  свойствами  обладает  отображение  с  помощью  ана-
      литической  функции  при  выполнении  указанного  условия? Понятие  кон-
      формного  отображения.
23. Вывести  формулы  длины  конформного  образа  дуги  кривой  и  площади
      конформного  образа  области. Проиллюстрировать применение полученных 
      формул  на  примере  задачи: найти  площадь  области, на  которую с  помо-
      щью  функции  w = z 3  отображается  прямоугольник  {1 ≤ x ≤ 2, - 1 ≤ y ≤ 1},
      и  длину  дуги, на  которую  данная  функция  отображает  отрезок  {y = x – 1,
      1 ≤ x ≤ 2}.
24. Ряды  комплексных  чисел, их  сходимость  и  расходимость. Доказать  необ-
     ходимое  условие  сходимости  ряда. Является  ли  оно  достаточным? Ответ
     проиллюстрировать  на  контрпримере  ряда  
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. Сформулировать  крите-
     рий  Коши  сходимости  ряда  комплексных  чисел. Понятия  абсолютной  и
     условной  сходимости  числового  ряда. Доказать  теорему  об  абсолютной
     сходимости  ряда. Какой  характер  носят  условия  этой  теоремы: необходи-
     мый? достаточный? необходимый  и  достаточный? Ответ  проиллюстриро-
     вать  на  контрпримере  ряда  
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25. Доказать  признак  сравнения  и  предельный  признак  сравнения  абсолютной  
     сходимости  ряда  комплексных  чисел. Какие  известные  ряды  используются  
     обычно  в  качестве  эталонных  при  применении  признаков  сравнения? От-
     вет  проиллюстрировать  на  примере  задач  34.б), 34.в).
26. Доказать  признаки  Даламбера  и  Коши  абсолютной  сходимости  ряда  ком-
     плексных  чисел. Существуют  ли  ряды, сходящиеся  ˝быстрее˝  суммы  гео-
     метрической  прогрессии, и  для  которых  вышеуказанные  признаки  непри-
     менимы? Ответ  проиллюстрировать  на  примере  признака  Раабе.
27. Сформулировать  признак  Дирихле  условной  сходимости  ряда  комплекс-
      ных  чисел  и  проиллюстрировать его  применение  на  примере  задачи 34.з). 
28. Целая  линейная  функция. Какие  геометрические  действия  осуществляются
      при  отображении  посредством  целой  линейной  функции? Каноническое
      уравнение  целой  линейной  функции. Понятие  неподвижной  точки  целой
      линейной  функции.
29. Общая  линейная  функция. Какова  область  конформности у  этой  функции?
      Понятие  симметричности  точек  относительно  окружности. Какие  гео-
      метрические  действия  осуществляются  при  отображении  посредством  об-
      щей  линейной  функции?
30. Доказать  круговое  свойство  линейной  функции. В  каком  случае  образом
      прямой  или  окружности  при  линейном  отображении  заведомо  будет  пря-
      мая, а  в  каком – заведомо  окружность?
31. Вывести  формулу  для  линейной  функции, отображающей  три  данные точ-
      ки  в  три  заданные  точки. Понятие  ангармонического  отношения  четырёх
      точек. Чем  оно  является  для  линейного  преобразования? Как  изменится
      вид  полученной  формулы, если  среди  шести заданных  точек одна  или  две
      окажутся  бесконечно  удалёнными? Проиллюстрировать  применение  этой
      формулы  на  примере  задачи  42.г).
32. Сформулировать принцип  соответствия  границ. Опираясь  на  него, решить  
      в  общем  виде  задачу  отображения  верхней  полуплоскости в  верхнюю по-
      луплоскость  при  линейном  преобразовании. Как отобразить  верхнюю  по-
      луплоскость  в  нижнюю  полуплоскость?
33. Решить  задачу: отобразить  на  полосу  0 < Re w < 1  полуплоскость  Re z > 0
      с  выкинутым  кругом  
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34. Сформулировать  утверждение  об  инвариантности  пары  симметричных
      относительно  окружности  точек  при  линейном  преобразовании. Опира-
      ясь на  него, решить  в общем  виде  задачу  отображения  верхней  полуплос-
      кости  на  единичный  круг  с  центром  в  нулевой  точке. Опираясь  на  полу-
      ченный  результат, решить  задачу  45.а).
35. Решить  в  общем  виде  задачу  отображения  единичного  круга  с  центром
      в  нулевой  точке  на  себя. Опираясь  на  полученный  результат, решить  за-
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      дачу  48.а). Как  отобразить  внутренность  круга  во  внешность  круга?
36. Сформулировать теорему  об  отображении  кольца  на  кольцо. Опираясь на
      полученный  результат, решить  задачу  49.б).
37. Степеннáя  функция  с натуральным  показателем. Какова область конформ-
      ности  у  этой  функции? Понятия  разреза, однолистной  и  многолистной
      функций. Какова  область  однолистности  у  функции  w = z n ? Решить  зада-
      чу: отобразить  круговую  луночку, заключённую  между  двумя  окружностя-
      ми, пересекающимися  в точках  z = a  и  z = b  под  углом  π / n, на  полуплос-
      кость.
38. Решить  две  задачи: 
      1. Отобразить  полукруг  {| z | < 1, Im z > 0}  на  верхнюю  полуплоскость;
      2. Отобразить  сектор  {| z | < 1, 0 < arg z < π / n}  на  верхнюю  полуплоскость.
39. Функция-Радикал. Какова область определения  у этой  функции? Какова  об-
      ласть  конформности? Сколько  ветвей  имеет  функция  w = 
[image: image576.wmf]n
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? В  какие
      области  эти  ветви  отображают  плоскость  с  разрезанным  лучом, выходя-
      щим  из  нулевой  точки? Одинаковы  ли  эти  области  для  разных  ветвей? 
      Зависят  ли  эти  области  от  расположения  луча-разреза  на  плоскости-про-
      образе? Понятия  точки  разветвления, алгебраической  точки  разветвления  
      конечного порядка,трансцендентной  точки  разветвления  бесконечного  по-
      рядка. Имеет  ли  функция-радикал  точки  разветвления? Если да, то  какие? 
      Какого  они  типа? Проиллюстрировать  взаимоотношение  ветвей  функции-
      радикала  на  модели  римановой  поверхности  для  функции  w = 
[image: image577.wmf]z
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40. Функция  Жуковского. Какова область определения  у этой  функции? Какова  
      область конформности? Каковы  основные  области однолистности? Доказать
      теорему  о  свойствах  отображения  посредством  функции  Жуковского.
      В  какую  область  функция  Жуковского  отображает верхний  полукруг  еди-
      ничного  радиуса, в  какую – нижний  полукруг, в  какую – верхнюю  полу-
      плоскость?
41. Доказать теорему  о  свойствах  отображения  посредством  показательной
      функции. Каковы  основные области однолистности  у  функции-экспоненты?
      Как  можно  по-другому  выбрать  области  однолистности?
42. Логарифмическая  функция. Какова область определения  у этой  функции? 
      Какова  область  конформности? Сколько  ветвей  имеет  функция  w = Ln z ? 
      В  какие  области  эти  ветви  отображают  плоскость  с  разрезанным  лучом, 
      выходящим  из  нулевой  точки? Одинаковы  ли  эти  области  для  разных  
      ветвей? Зависят  ли  эти  области  от  расположения  луча-разреза  на  плос-
      кости-прообразе? В какие  области  ветви Логарифма  отображают  плоскость
      с  разрезанной  спрямляемой  кривой, соединяющей  точки  z = 0  и  z = 
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?
      Имеет  ли  логарифмическая  функция  точки  разветвления? Если  да, то  ка-
      кие? Какого  они  типа?
43. Доказать  теорему о  свойствах  отображения  посредством  функции  коси-
      нус. Как  исследовать  отображение  посредством  функции  w = sin z, опира-
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      ясь  на  проведённое  исследование  отображения  посредством  косинуса?
44. Охарактеризовать  процедуру  построения  интегральной  суммы  для  функ-
      ции  комплексного  переменного  на  кривой. Понятие  интеграла  от  функ- 
      ции  комплексного  переменного  по  кривой. Каким  условиям  должны  удов-
      летворять функция  и  кривая  для  существования  этого интеграла? Проил-
      люстрировать  сформулированное  определение на  примере  вычисления  ин-
      теграла  
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45. Доказать формулу сведéния  интеграла  от  функции  комплексного  перемен-
      ного  по  кривой  к двум  криволинейным  интегралам  от функций  двух  дей-
      ствительных  переменных. Проиллюстрировать  применение  этой  формулы
      на  примере  задачи  66.в).
46. Доказать  теорему  о  сведéнии  интеграла  от  функции  комплексного  пере-
      менного  по  кривой  к  определённому  интегралу. Проиллюстрировать  дока-
      занную  формулу  на  примере  вычисления  интеграла  
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47. Сформулировать  интегральную  теорему  Коши  в  современной  трактовке.
      Как  эту  теорему  формулировал  и  доказывал  сам  Коши? Нельзя  ли  осла-
      бить  требования  современной  теоремы  и  ограничиться  условиями  Коши?
48. Проиллюстрировать  применение  интегральной  теоремы  Коши  на  примере
      вычисления  интегралов  Френеля  
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49. Доказать  теорему  о  независимости  интеграла  от  пути  интегрирования.
      Как, используя  результат доказанной  теоремы, можно  записывать  интеграл
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 (кривая  L  соединяет  точки  z0  и  z1)? Доказать  теорему  Барроу
      для  функций  комплексного  переменного. Понятие  первообразной  для функ-
      ции  комплексного  переменного. Доказать  теорему  об  общем  виде  перво-
      образной. Формула  Ньютона-Лейбница.
50. Справедлива  ли  интегральная  теорема  Коши для  произвольного  замкнуто-
      го  контура  в  многосвязной  области? Ответ  проиллюстрировать  на  контр-
      примере  интеграла  
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. Доказать  теорему  о  составном  контуре.
      Понятие  составного  контура  многосвязной  области. Как  выбирается  по-
      ложительное  направление  на  составном  контуре? Справедлива  ли  интег-
      ральная  теорема  Коши  для  составного  контура?
51. Доказать  теорему  об  интегральной  формуле  Коши. Понятие  интеграла
      типа  Коши. Какие  значения  принимает  интеграл  типа  Коши, в  зависимо-
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      сти  от  расположения определяющей точки  z0  относительно  контура  интег-
      рирования?
52. Степенные  ряды  в  области  комплексного  переменного. Понятие  верхнего  
      предела  последовательности  действительных  чисел. Доказать  теорему  Ко-
      ши-Адамара. В  областях  какого  вида  сходятся  степенные  ряды? Понятия
      круга  сходимости и  радиуса  сходимости  степеннόго  ряда. Что можно  ска-
      зать  о  сходимости  степеннόго  ряда  на  границе  его  круга  сходимости?
      Проиллюстрировать  приёмы  исследования  сходимости  степеннόго  ряда  
      на  примере  ряда  
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53. Доказать первую  теорему  Абеля. Сформулировать  вторую  теорему  Абеля.
      Проиллюстрировать  применение  этой  теоремы  на  примере  заданий  77.а),
      77.б). Справедливо  ли  обратное  утверждение  второй  теоремы  Абеля? От-
      вет  проиллюстрировать  на  контрпримере  рядов  
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54. Доказать  теорему  об  аналитичности  суммы  степеннόго  ряда и, как  след-
      ствие, теорему  о  бесконечной  дифференцируемости  степеннόго  ряда. Что
      можно  сказать, на  основании  доказанной  теоремы, о почленном  дифферен-
      цировании  и  почленном  интегрировании  степенных  рядов? 
55. Понятие  ряда  Тейлора функции  комплексного  переменного. Доказать  тео-
      рему  о  ряде  Тейлора. Сколько  существует  степенных  рядов  для  заданной
      функции  в  фиксированном  круге? Проиллюстрировать  приём  разложения
      функции  в  ряд  Тейлора  путём  непосредственного  вычисления  коэффици-
      ентов  ряда  на  примере  задачи  80.б).
56. Понятие  равномерной  сходимости функциональных  рядов  с комплексными
      членами. Доказать  признак  Вейерштрасса  равномерной  сходимости  рядов.
      Доказать  теорему  о  равномерной  сходимости  степеннόго  ряда. Что собой
      представляет  область  равномерной  сходимости  степеннόго  ряда? Сущест-
      вуют ли  степенные  ряды, сходящиеся  неравномерно  в  своём  круге  сходи-
      мости? Ответ  проиллюстрировать  на  примере  ряда  
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57. Доказать  теорему  о  разложении  аналитической  функции  в  степеннόй  
       ряд. Что  можно  сказать  о  порядке  дифференцируемости  аналитической
      функции? На  основании  доказанной  теоремы  доказать  интегральную  фор-
       мулу  Коши  для  старших  производных  аналитической  функции. Каким
      формальным  способом  можно  было  бы  установить полученную  формулу?
58. Вывести  формулы  разложения  в  ряды  Маклорена  функций:  exp z, sin z,
      cos z, sh z, ch z. Разложить  в  ряд  Маклорена  ветвь  многозначной  функции
      (1 + z) α, соответствующую  условию  1α = 1. Каковы  области  сходимости  у
      построенных  рядов?
59. Охарактеризовать  процедуру  умножения  степенных  рядов  и  проиллюс-
      трировать  её  на  примере  задачи  86.а).
60. Сформулировать  теорему  о  подстановке  ряда  в  ряд. В какой  области  бу-
      дет  заведомо  сходиться  построенный  степеннόй  ряд? Проиллюстрировать
      процедуру  подстановки  ряда  в  ряд  на  примере  разложения  в  ряд  Макло-
      рена  функции  
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61. Охарактеризовать процедуру  деления  степенных  рядов  методом  неопреде-
      лённых  коэффициентов  и  проиллюстрировать  её  на  примере  разложения
      в  ряд  Маклорена  функции  
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. Понятие  чисел  Бернулли. Чему  равны
      бернуллиевы  числа  с  нечётными  номерами? 
62. Понятие  ряда  Лорана. Что  представляет  собой  в  общем  случае  область
      сходимости  ряда  Лорана? Во  что  эта  область  может  вырождаться? При
      каком  условии  область  сходимости  ряда  Лорана  отлична  от пустого  мно-
      жества? Каков  характер  сходимости  ряда  Лорана  внутри  его  области  схо-
      димости? Проиллюстрировать  на  примере  задачи  90  методы  исследования  
      рядов  Лорана  на  сходимость.
63. Сформулировать теорему  Лорана. Вывести формулу для  вычисления  коэф-
      фициентов  ряда  Лорана  заданной  функции. Сколько  существует рядов Ло-
      рана, имеющих  общее  кольцо  сходимости, для  заданной  функции? Проил-
      люстрировать  метод   разложения  функции  в  ряд  Лорана  на  примере  за-
      дачи  91.в).
64. Понятия  правильной  точки  и  изолированной  особой  точки  однозначных  
      функций. Доказать  критерий  правильности  функции  в  точке. Какое  из
      этой  теоремы  следует  условие  для  изолированной  особой  точки? Какие
      возможности  поведения  функции  в  окрестности  изолированной  особой  
      точки  благоприятствуют  полученному  условию? Осуществляются  ли  они
      в  действительности? Проиллюстрировать  реализацию  этих  возможностей
      на  примерах  функций  
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. Понятия  полюса  и  сущест-
       венно  особой  точки. 
65. Понятия  нуля  функции, порядка  кратности  нуля. Доказать  критерий  по-
      люса. Доказать теорему  о  ряде  Лорана  в  окрестности  полюса. Проиллюс-
      трировать  доказанные  факты  на  примере  функции  задачи  95.а).
66. Доказать  теорему  о  ряде  Лорана  в  окрестности  существенно  особой
      точки. Понятие  главной  части  лорановского  разложения. Проиллюстриро-
      вать  изложенные  факты  на  примере  функции  задачи  95.и).
67. Доказать  теорему  Сохоцкого-Казорати-Вейерштрасса. Проиллюстриро-
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      вать  изложенный  результат  на  примере  функций  sin
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. Сформули-
      ровать  теорему  Пикара. Каковы  пикаровские  исключительные  значения
      у  рассмотренных  функций?
68. Проиллюстрировать приёмы  исследования  на  особенность бесконечно  уда-
      лённой  точки  на  примере  задач  95.а), 95.б), 95.в), 95.и). Понятие  целой
      функции. Какой  тип  может  иметь  бесконечно  удалённая  точка  у  целой
      функции? Как  в  зависимости  от  этого  выглядит  сама  целая  функция?
69. Понятие  вычета  функции относительно  изолированной  особой  точки. До-
      казать  теорему  о  вычетах. Проиллюстрировать  полученный  результат  на
      примере  вычисления  интеграла  задачи  98.в). 
70. Вывести  формулы  вычисления  вычета  относительно  полюса  (простого  и
      кратного). Проиллюстрировать  применение  полученных  формул  на  приме-
      ре  вычисления  интеграла  задачи  98.г).
71. Доказать  лемму  о  вычислении  с  помощью  вычетов  несобственных  интег-
      ралов  от  рациональных  функций  и  проиллюстрировать  её  применение  на
      примере  задачи  100.в).
72. Доказать  лемму  Жордана  о  вычислении  с  помощью  вычетов  несобствен-
      ных  интегралов  и  проиллюстрировать  её  применение  на  примере  задачи  
      101.а).
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