
659

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà òåïëà â
âÿçêîé æèäêîñòè â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Îáåð-
áåêà − Áóññèíåñêà. Ïóñòü Ω − îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü â Rm (m = 2, 3) ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé ΓD è ΓN . Ðàññìîòðèì
êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé
Îáåðáåêà − Áóññèíåñêà:

,â0div,)( Ω=β−=∇+∇⋅+∆ν− uGuuu Tp (1)
,  â  Ω=∇⋅+∆λ− fTT u (2)

,íà/,íà,íà ND nTT Γχ=∂∂λΓψ=Γ=gu (3)
îïèñûâàþùóþ ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé
òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè â îáëàñòè Ω. Çäåñü
u, p è T − âåêòîð ñêîðîñòè, äàâëåíèå è òåìïåðà-
òóðà; ν − êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñ-
òè; G − âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ;
β − êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî òåïëîâîãî ðàñøè-
ðåíèÿ; λ − êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîä-
íîñòè; g, ψ, χ − íåêîòîðûå ôóíêöèè íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû Γ.

Óêàçàííûå âûøå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôîð-
ìóëèðóþòñÿ êàê çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà, çàâèñÿùèõ êàê îò ñëà-
áûõ ðåøåíèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, òàê è
óïðàâëåíèé:
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Ñôîðìóëèðîâàíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé òåïëîâîé êîíâåêöèè, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå äëÿ ñêîðîñòè è ñìå-
øàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ äëÿ òåìïåðàòóðû. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
ìèíèìèçàöèè íîðìû çàâèõðåííîñòè ïîòîêà äëÿ óìåíüøåíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà òåëî
ñî ñòîðîíû âÿçêîé æèäêîñòè. Ðîëü óïðàâëåíèé èãðàþò ãðàíè÷íûé âåêòîð ñêîðîñòè è ïîòîê òåïëà íà îòäåëü-
íûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêàÿ æèäêîñòü, òåïëîâàÿ êîíâåêöèÿ, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðè-
ìåíòû.

Çäåñü µ1 , µ2 − ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
F(u, p, T, g, χ) = 0 − íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàáîé ôîðìóëè-
ðîâêå êðàåâîé çàäà÷è (1)−(3). Ðîëü óïðàâëåíèé
èãðàþò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè
g íà Γ è ïîòîêà òåïëà χ íà ΓN .

Íà îñíîâå ìåòîäîâ ðàáîò [1−3] âûâîäèòñÿ
ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùàÿ íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà. Ñèñòåìà îïòèìàëü-
íîñòè ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ åå ÷àñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû. Ðîëü âòîðîé
÷àñòè èãðàåò ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à äëÿ ñîïðÿæåí-
íîé ñêîðîñòè, ñîïðÿæåííîãî äàâëåíèÿ è ñîïðÿ-
æåííîé òåìïåðàòóðû. Òðåòüåé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé óïðàâ-
ëåíèÿ, âõîäÿùèå â ïåðâóþ ÷àñòü, è ñîïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå èç âòîðîé ÷àñòè ñèñòåìû îïòèìàëü-
íîñòè. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíî-
âàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Îáñóäèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è îáòå-
êàíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà ïëîñêèì ïîòîêîì
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå
ñ âíåçàïíûì ðàñøèðåíèåì. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâ-
ëåíû ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïóòåì
ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòàöè-
îíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå − Ñòîêñà ïðè ÷èñëå

Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà
Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, 2011, ¹ 4  (3), ñ. 659–660
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Ðåéíîëüäñà Re = 50. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
äàííîãî ñëó÷àÿ îòâå÷àþò çàäàíèþ ïàðàáîëè÷åñ-
êîãî ïðîôèëÿ äëÿ ñêîðîñòè íà ó÷àñòêå âòåêàíèÿ
ñëåâà, óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà æåñòêèõ ãðàíè-
öàõ (ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è áîêîâûõ ñòåíêàõ
êàíàëà) è «åñòåñòâåííîãî» êðàåâîãî óñëîâèÿ íà
ó÷àñòêå âûòåêàíèÿ ñïðàâà. Íåëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ Íàâüå − Ñòîêñà ðåøàëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Íüþòîíà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ íà àäàïòèâíîé òðåóãîëüíîé ñåòêå èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûé ïàêåò
freeFEM++ (www.freefem.org). Â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áûëî âûáðàíî ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ñòîêñà, ïðè÷åì äëÿ
ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà îáû÷íî òðåáîâà-
ëîñü íå áîëåå ïÿòè èòåðàöèè.

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî çà îáòåêàåìûì òåëîì
îáðàçóåòñÿ ðàçäåëåíèå ïîòîêà, â óãëàõ ïîÿâè-
ëèñü âèõðè. ×òîáû óìåíüøèòü îòðûâíóþ çîíó
çà òåëîì è ðàçìåð âèõðåâûõ çîí â óãëàõ, ðåøàåòñÿ
çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íîðìû çàâèõðåí-
íîñòè äëÿ áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé Îáåðáåêà −
Áóññèíåñêà, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè òåõ æå ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñêîðîñòè è ñìåøàííûõ
êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ òåìïåðàòóðû. Ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàëñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè àëãî-
ðèòì, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñèñ-
òåìû îïòèìàëüíîñòè ìåòîäîì Íüþòîíà.

Áûëà ðàññìîòðåíà ñõåìà óïðàâëåíèÿ, â êî-
òîðîé òåìïåðàòóðíîå óïðàâëåíèå íà ãðàíèöå òå-
ëà è íà áëèçëåæàùèõ ó÷àñòêàõ ñòåíîê êàíàëà
èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ñîçäàíèÿ áåçîòðûâíîãî ðå-
æèìà îáòåêàíèÿ, òîãäà êàê â óãëàõ èñïîëüçóåòñÿ
ãèäðîäèíàìè÷åñêîå óïðàâëåíèå. Ïîëó÷åííûå
ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

 Õîðîøî âèäíî, ÷òî çàñòîéíûå çîíû â óãëàõ
èñ÷åçëè áëàãîäàðÿ ðåæèìó âûòåêàíèÿ (èëè îòñî-
ñà æèäêîñòè) âáëèçè óãëîâ, ïîëó÷åííîìó â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïàðàìåòðû ðåãó-
ëÿðèçàöèè µ1 è µ2 . Åñëè ýòè ïàðàìåòðû íåäîñòà-
òî÷íî ìàëû, òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òå÷åíèå ñ çà-
äàííûìè ñâîéñòâàìè. Â ñëó÷àå îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé çàäà÷è, êîãäà ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò
òåïëîâîé ïîòîê, à çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàöèè ÷ðåçìåðíî ìàëî, â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàþò áîëüøèå òåìïåðàòóð-
íûå ãðàäèåíòû â îêðåñòíîñòè ó÷àñòêîâ óïðàâëå-
íèÿ. Îäíîâðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå äâóõ óïðàâ-
ëåíèé ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü ýòèõ ïðîáëåì. Åñëè îñíîâíîå èçìåíå-
íèå ïîëÿ ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, òî òåìïåðàòóðíîå óï-
ðàâëåíèå áóäåò èãðàòü òîëüêî âñïîìîãàòåëüíóþ
ðîëü è òåìïåðàòóðíûå ãðàäèåíòû áóäóò ìàëû.
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FLOW CONTROL OF VISCOUS FLUID IN THE PRESENCE OF HYDRODYNAMIC
AND THERMAL EFFECTS ON THE BOUNDARY

R.V. Brizitskii, G.V. Alekseev, D.A. Tereshko

Two-parameter extremum boundary control problems for stationary equations of heat convection under Dirichlet boundary
conditions for the velocity and mixed boundary conditions for the temperature are formulated. The results of computational
experiments for minimizing the norm of the vorticity to reduce the drag force acting on the body are discussed. Velocity vector and
heat flux on some parts of the boundary are the controls.

Keywords: viscous fluid, heat convection, control problems, computational experiments.
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