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Математическое моделирование процессов
деформирования твердых тел требует формули-
ровки уравнений механики деформируемых твер-
дых тел в скоростях. Необходимость записи урав-
нений в скоростях обусловлена применением про-
цедур решения задач методом продолжения по
монотонно возрастающему параметру деформи-
рования (времени) и использованием критериев
потери устойчивости равновесных состояний де-
формируемых твердых тел [1]. В рамках разви-
тия уравнений такого типа важным аспектом яв-
ляется корректная формулировка определяющих
соотношений механики деформируемых твердых
тел в скоростях [1, 2].

Развиваются формулировки определяющих
соотношений гиперупругости в скоростях для
произвольных пар объективных (лагранжевых и
эйлеровых) семейств сопряженных по мощности
внутренних сил тензоров напряжений и дефор-
маций [1−4]. Основная идея исследования состоит
в получении таких форм определяющих соотно-
шений, которые могут быть сравнительно просто
введены в уравнения движения деформируемого
тела в общей и текущей лагранжевой формули-
ровках.

Общая лагранжева формулировка уравнений

В общем случае базовые формулировки ги-
перупругости развиваются для пар сопряженных
в классическом смысле лагранжевых тензоров
напряжений и деформаций [4]. Для общей лаг-
ранжевой формулировки уравнений предпочти-
тельной (базовой) парой тензоров напряжений и
деформаций является пара сопряженных в клас-
сическом смысле симметричных лагранжевых
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тензоров напряжений и деформаций: второй тен-
зор напряжений Пиола−Киргофа и тензор дефор-
маций Грина−Лагранжа. Под скоростями этих тен-
зоров понимаем материальные производные по
времени, которые так же, как и сами эти тензоры,
имеют лагранжеву объективность. Получено яв-
ное выражение тензора упругости четвертого ран-
га, связывающего материальные производные тен-
зоров напряжений и деформаций базовой пары,
но выражение этого тензора четвертого ранга по-
лучено для удельной потенциальной энергии де-
формаций, сформулированной в терминах произ-
вольного тензора деформаций из семейства лаг-
ранжевых обобщенных тензоров деформаций.

Текущая лагранжева формулировка
уравнений

Пусть тензоры в паре сопряженных (в клас-
сическом или обобщенном смысле) эйлеровых
тензоров напряжений и деформаций получены
операциями отображения [4] из одной конфигура-
ции деформируемого тела на другую, применен-
ными к некоторой паре сопряженных в класси-
ческом смысле лагранжевых тензоров напряже-
ний и деформаций. В [4] сформулирована и дока-
зана теорема, позволяющая получить формулиро-
вку определяющих соотношений гиперупругости
для такой пары эйлеровых тензоров, исходя из
формулировки определяющих соотношений ги-
перупругости для соответствующей пары лагран-
жевых тензоров. В [4] показано, что пару сопря-
женных в обобщенном смысле эйлеровых тензо-
ров напряжений Кирхгофа и деформаций Альман-
си можно получить операциями отображения из
отсчетной конфигурации в текущую, применен-
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ными к паре сопряженных в классическом смыс-
ле лагранжевых тензоров, а именно, ко второму
тензору напряжений Пиола−Кирхгофа и тензору
деформаций Грина−Лагранжа. Эта пара эйлеро-
вых тензоров является предпочтительной (базо-
вой) парой тензоров напряжений и деформаций
для текущей лагранжевой формулировки уравне-
ний гиперупругости.

В настоящем исследовании определяется опе-
рация отображения тензора четвертого ранга, а
также формулируется и доказывается теорема,
позволяющая для рассмотренных выше базовых
пар сопряженных эйлеровых и лагранжевых тен-
зоров деформаций, связанных операциями ото-
бражения из одной конфигурации тела на другую,
получить формулировки определяющих соотно-
шений гиперупругости в виде квазилинейной свя-
зи объективных производных тензоров напряже-
ний Кирхгофа и деформаций Альманси.

Этими объективными эйлеровыми производ-
ными (скоростями) тензоров являются (верхняя)
производная Олдройда тензора напряжений Кир-
хгофа и производная Коттера−Ривлина (нижняя
производная Олдройда) тензора деформаций Аль-
манси, которая равна тензору скорости деформа-
ций.

Получено явное выражение тензора упругос-
ти четвертого ранга, связывающего эти эйлеровы
скорости тензоров напряжений и деформаций
через использование операции отображения из от-
счетной конфигурации на текущую конфигура-
цию тензора упругости, связывающего материаль-
ные производные лагранжевых тензоров напря-
жений и деформаций базовой пары. Выражение
этого тензора четвертого ранга получено для
удельной потенциальной энергии деформаций,
сформулированной в терминах произвольного
тензора деформаций из семейства эйлеровых
обобщенных тензоров деформаций.

Изотропные гиперупругие среды

Для изотропных гиперупругих сред базовые
формулировки гиперупругости можно развивать

независимо для пар сопряженных в классическом
смысле лагранжевых и эйлеровых тензоров напря-
жений и деформаций [4]. Упрощение общих фор-
мулировок происходит вследствие соосности тен-
зоров напряжений и деформаций для каждого из
лагранжева и эйлерова семейств обобщенных тен-
зоров напряжений и деформаций для изотропных
гиперупругих сред [2]. Для этих сред проведена
специализация общих формулировок гиперупру-
гости. Получены явные выражения тензоров уп-
ругости четвертого ранга, связывающих объектив-
ные скорости тензоров для базовых пар общей и
текущей лагранжевых формулировок уравнений
гиперупругости.

Использование собственных проекций
тензоров деформаций

Практическое приложение развитых форму-
лировок определяющих соотношений гиперупру-
гости в скоростях обеспечивается представлени-
ями тензоров упругости четвертого ранга в соб-
ственных проекциях правого тензора деформаций
Коши−Грина и левого тензора деформаций Пио-
ла [1], удобных, соответственно, при использова-
нии общей лагранжевой формулировки уравне-
ний в переменных Лагранжа и текущей лагран-
жевой формулировки уравнений в переменных
Эйлера.
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RATE FORMULATIONS OF CONSTITUTIVE RELATIONS OF HYPERELASTICITY

S.N. Korobeynikov

Rate formulations of constitutive relations of hyperelasticity for any pairs of work conjugate objective (Lagrangian and
Eulerian) families of stress and strain tensors are developed.
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