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Рассматриваются системы с последействием,
описываемые уравнениями
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где x ∈ Rn, µ − малый параметр, A − постоянная
(n×n)-матрица, K(t) −непрерывная  (n×n)-матри-
ца, заданная при t ≥ 0 и удовлетворяющая нера-
венству

,const0,0,)exp()( −>β>β−≤ CtCtK
F(x) − аналитическая в некоторой окрестности
нуля функция, представимая степенным рядом без
свободного и линейного членов, функция f(t)∈ C1.

Используется следующее определение: непре-
рывную функцию ϕ(t) будем называть предельно
периодической, если она представляется в виде
суммы

),()()( ttt ep ϕ+ϕ=ϕ
где ϕp(t) − периодическая функция и ϕe(t) − функ-
ция, стремящаяся к нулю при t → +∞.

Движение, описываемое предельно периоди-
ческой функцией, будем называть предельно пе-
риодическим.

Функция f(t) в уравнении (1) считается пре-
дельно периодической.

Предполагается, что характеристическое ура-
внение для уравнения (1) имеет в комплексной
полуплоскости Reλ ≥ −β конечное число корней
λ′j (j = 1,…, N; N ≥ n), пронумерованных в поряд-
ке возрастания вещественных частей, причем
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Будем считать, что производная функции f(t)
имеет ограниченное изменение и периодическая
часть fp(t) функции представляется абсолютно схо-
дящимся рядом Фурье с периодом T = 2π/ω.

Проведем серию преобразований [1], выде-
ляющую критическую подсистему и позволяю-
щую по членам 3-го порядка правых частей урав-
нений, не зависящих от параметра µ, определить
постоянную Ляпунова  g3 и представить критичес-
кую и некритическую подсистемы в следую-
щей форме:
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где ),',()2( twuW j , ),',()2( twuU j  − квадратич-
ные по u, w′ члены, такие, что 0),',0()2( ≡twW j ,

0),',0()2( ≡twU j  (j = n − 1, n), ),',()3( twuW j  − чле-
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ны более 2-го порядка, не содержащие кубичес-
ких членов, зависящих только от w′n−1, w′n [1]; f ′(t) =

))('),...,('(col 21 tftf n−= , )(' 1 tf n− , )(' tf n  − пре-
дельно периодические функции и их периодичес-
кие части )(' tf jp  разлагаются в абсолютно схо-
дящиеся ряды Фурье; операторы ),,',()2( µtwuW j ,

),,',( µtwuU j  в (2) и (3) − величины 2-го порядка
по u, w′.

Уравнения (2) для j = n − 1 и j = n, так же как
и переменные w′n−1, w′n, являются комплексно-со-
пряженными. Будем считать, что вещественная
постоянная

.01 ≠− nn hh
В уравнения (2), (3) вводится малый параметр

ε с помощью замены
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где v = col(v1,..., vn−2), и последовательно строится
семейство предельно периодических решений этих
уравнений в форме степенных рядов по ε, так что
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и начальным значениям vi0 функций vi(t). При этом
начальные значения v0k представляются в виде
степенных рядов
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Семейство предельно периодических реше-

ний уравнений (2), (3) может быть построено,
содержит n − 2 произвольные постоянные и пред-
ставляется степенными рядами по n − 2 началь-
ным значениям некритических переменных и
малому параметру ε = µ1/3. Проведенные преоб-
разования от переменной x в уравнении (1) к пе-

ременным wj (j = n − 1, n), u уравнений (2), (3)
позволяют сделать заключение о существовании
семейства предельно периодических решений
уравнения (1).

Абсолютная сходимость рядов доказывается
методом мажорантных функций построением со-
ответствующих мажорирующих уравнений. Вы-
числена в первом приближении амплитуда пе-
риодической части предельно периодического
движения.

Дается обобщение рассмотренной задачи.
Приводится пример существования предельно
периодических движений в задаче о качении же-
лезнодорожной колесной пары в резонансном
случае в постановке, указанной в [2], учитываю-
щей нелинейные силы крипа и вязкоупругие свой-
ства материала.

Для дифференциальных уравнений (в урав-
нении (1) интегральное ядро K(t) ≡ 0) получен-
ный результат трансформируется в следствие о су-
ществовании в резонансном случае периодичес-
ких решений, устанавливаемых по членам 3-го по-
рядка. Вопрос о существовании периодических ре-
шений при допущении о разрешимости амплитуд-
ных уравнений общей формы рассматривался в [3].

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант
№ 08-01-00600.
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LIMITING PERIODIC MOTIONS WITH RESONANCE IN SYSTEMS DESCRIBED BY VOLTERRA
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

V.S. Sergeev

Motions which tend to periodic oscillations with time are considered. The critical case of a pair of pure imaginary roots
is analyzed by the first Lyapunov's method for equations with analytical nonlinear parts and Lyapunov's constant g3 ≠ 0. The
existence of a family of limiting periodic solutions is proved for the case when the frequency of external small perturbations
coincides with the fundamental frequency of the linearized unperturbed system.
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