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Введение 
 

Задачи управления конфликтными транс-
портными потоками на пересечениях автомаги-
стралей в рамках теории массового обслужива-
ния изучаются давно [1, 2]. При этом решались 
сложные задачи управления в различных клас-
сах алгоритмов: циклических с фиксированным 
ритмом, с продлениями («с петлей»), c динами-
ческими приоритетами и другие [3–6]. В реаль-
ных автотранспортных сетях автомобили на 
своем пути пересекают несколько перекрестков, 
следовательно, потоки транспорта на одних пе-
рекрестках являются выходными потоками с 
других перекрестков. Поэтому исследователь 
уже не может априорно считать известной ве-
роятностную структуру входного потока (на-
пример, считать его неординарным пуассонов-
ским), но должен учитывать реальные условия 
формирования выходных потоков реализуемы-
ми управляющими алгоритмами. В работах [7, 
8] рассматривался процесс прохождения «глав-
ного» стационарного неординарного транс-
портного потока без последействия через два 
последовательных перекрестка. На каждом из 
перекрестков кроме главного потока присутст-
вовал транспортный поток «в перпендикуляр-
ном направлении». Поэтому обслуживание 
конфликтных потоков на каждом из перекрест-
ков осуществлялось в классе циклических алго-
ритмов. Кроме того, в работе [8] допускался 
поворот автотранспортных средств из одного 
конфликтного направления в другое на первом 

перекрестке. Математическая модель приняла 
вид однородной счетной цепи Маркова 

},1,0);,,,,,,{( ,5,4,3,2,1  iiiiiiii ,    (1) 
описывающей динамику смены состояния 
управляющих устройств на перекрестках, со-
стояния внешней случайной среды и флуктуа-
ции длин очередей. Настоящая статья продол-
жает работу [8] и использует все введенные там 
обозначения.  

 
Анализ модели 

 
Основной практический интерес представля-

ет предельное поведение длин очередей. В ча-
стности, важно иметь простые и легко прове-
ряемые условия на вероятности смены состоя-
ний случайной среды, на интенсивности вход-
ных потоков, на длительности пребывания об-
служивающего устройства в каждом из своих 
состояний, на вероятности «левого поворота» и 
окончания переезда между перекрестками, при 
выполнении которых длины тех или иных оче-
редей остаются ограниченными в среднем. Для 
получения необходимых и достаточных усло-
вий существования стационарного режима 
функционирования для периодических счетных 
цепей Маркова удобно воспользоваться итера-
тивно-мажорантным методом [9]. Этот метод 
существенным образом опирается на анализ 
производящих функций  
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для вероятностей  
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где 1j ,2,4, производящие функции для рас-
пределения числа поступивших требований по-
тока j  за время 0t  при состоянии )(ke  
внешней случайной среды. Будем предполагать, 
что функции ),,;( rTkjzq  являются аналитиче-
скими в круге 1|| z  при некотором 0 . 
Следующее утверждение обосновывается ана-
логично доказательству теоремы 3 из [7] с ис-
пользованием вероятностной интерпретации 
производящих функций. 

Теорема. При I)1(  r  
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Соотношения (4)–(12) определяют функции 
),;,,,,( 54321 krzzzzzi , аналитические в поли-

круге  

}.1|| ,1|| ,1||
 ,1|| ,1|| :),,,,{(
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При 1j ,2,,5 обозначим совместное рас-
пределение величин i , i , ij ,  через 

 ),,,,;,();,( 54321, xxxxxkrQxkrQ ijij ,  
где суммирование распространяется на все пе-
ременные sx  с индексом js   и 0sx ,1, . В 
дальнейшем нам будет нужна производящая 
функция  
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для этого совместного распределения вероятно-
стей. Заметим, что ряд ),;(, krzij  получается 
из функции ),;,,,,( 54321 krzzzzzi , если под-
ставить значения переменных zz j   и 1sz  

для js  . Пусть 
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среднее число требований потока j  при со-
стоянии среды )(ke  в единицу времени, ka  – 
стационарная вероятность состояния среды )(ke , 

1k ,2,, d , и положим  
 jr jrj )( , , 

nTTTT  21 . 
Теорема 2. Для существования стационар-

ного распределения марковской цепи (1) необ-
ходимо выполнение для 1j , 2, 4 неравенств 
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Доказательство. Зафиксируем 1j ,2,4. Для 
производящих функций ),;(, krzij , ,0i 1,, 
в силу равенств (4)–(12) имеют место следую-
щие рекуррентные по i  соотношения: для 
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Заметим, что при 10  z  входящие в пра-

вую часть равенства (14) величины jrj bxz ,11    
отрицательны. Пусть g  обозначает натуральное 
число, которое выберем позже. Последователь-
но применяя равенства (13), (14) с заменой 1i  
на ngi  , 1 ngi , , получим: 
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Здесь EEE gn    – прямое произведе-
ние gn  копий множества E . Предположим, что 
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jkT a . Вычислим производную 

сомножителя при ),;( 1, krzij  в точке 1z : 








 
1

2

1
13221

),,(
,,,

gn
gn

gngn
Ekk

g
kkkkkk zaaa

dz
d



  









1)(

2211

),,;(

),,;(),,;(

zgnrgn

rr

Tkjzq

TkjzqTkjzq


 

 .gTTT

aaa

jgnr
k
jr

k
jr

k
j

Ekk
kkkkkk

gn

gn
gn

gngn

 )(
)(

2
)(

1
)(

),,(
,,,

21

1
2

13221


















 

Поскольку 



















1
2

13221

1
2

13221

),,(

)(
,,,

),,(

)(
,,,

i
i

i
ii

gn
gn

i
gngn

Ekk

k
jkkkkkk

Ekk

k
jkkkkkk

aaa

aaa









 



 
Анализ стохастической модели сообщающихся систем массового обслуживания 

 

 

221

,
1

)()(
,

),,(
,,,

1

1

1211


















d

k

k
j

i
kk

Ekk
kkkkkk

i

i
i

ign
gni

gngniiii

a

aaa




 

выражение для производной преобразуется да-
лее следующим образом: 
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то при достаточно большом значении g  знак 
производной совпадет со знаком выражения 
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а производная отрицательна, существует точка 
10  z , такая, что  
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Тогда неравенство (15) можно усилить до 
следующего: 







 
d

k
ij

d

l
gnij krzRlrz

1
,

1
, ),;(),;( . 

Следовательно, независимо от начального 
распределения все производящие функции 

0),;(,  krzij  при i . Пусть существует 
стационарное распределение вероятностей 
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марковской цепи (1). Выбрав его в качестве на-
чального, мы гарантируем существование пределов  

);,();,(lim , jjjiji
xkrQxkrQ 
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Тогда с необходимостью получаем 
0);,( jj xkrQ . Полученное противоречие до-

казывает теорему.  
Теорема 3. Пусть 0,30,20,1    0,4  

00,5  . Тогда последовательность  ii ;{ ,5M  
},1,0  ограничена по i , а функции 

),;(,5 krzi  ограничены по абсолютной величи-
не некоторой константой M  в круге 

1|| z , где 0 , а константа M  зависит 
только от  . 

Доказательство. Первое утверждение тео-
ремы следует из второго, так как, в силу фор-
мулы Коши, математические ожидания вещест-
венной случайной величины i,5  будут равно-
мерно ограничены по i : 
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Поэтому докажем второе утверждение тео-
ремы. Производящие функции ),;(,5 krzi , 

0i ,1,, удовлетворяют следующим соотно-
шениям:  
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при   2)1(r . 
Для  11 z  выполняются неравенства: 

01,11   rzz bx   при 1,110  rxb  , 1(  

 bxz 2) 0)1( 2,1  rz   при b0  2x  

2,1 r  и, наконец, 2,12,1)1(   rr zz  . 

Пусть r
~  принимает значение 0 при   )1(r  
 21 , значение 1,1r  при   1)1(r  и значе-

ние 2,1r  при   2)1(r . Тогда для всех r и z, 
nr 1 ,  11 z , получим 
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Итерируя соотношение (16), найдем: 
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По индукции устанавливается следующее 
неравенство, справедливое для любого нату-
рального g : 
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Поскольку 10  P , величины  )1( r
g pP  

)1)(1()1( )()1(   zpp snrnr  , 0g ,1,, 
при каждом 1s ,2,, 1n  сохраняют знак, то 
ряды 
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сходятся, поэтому, по известному критерию для 
бесконечных произведений [10], существует 
конечный предел величин ),,( grzG  при 

g . Следовательно, последовательности 
);,;({ ,5 lrzgni  },1,0 g ограничены, если 

только ограничены соответствующие началь-
ные члены ),;(,5 lrzi , 10  ni . Но при ну-
левых начальных очередях ограниченность 

),;(,5 lrzi , 10  ni , следует из соотноше-
ний (4)(12). Доказательство завершено. 

Утверждение теоремы 3 можно пояснить 
следующим образом. Поскольку на каждом так-
те убыль длины очереди 5O  в среднем пропор-
циональна длине этой очереди, то приток 
транспорта из очередей 1O , 2O  существенно 
изменяет только малую длину очереди 5O . В то 
же время, приток требований в очередь 5O  из 
очередей 1O  и 2O  ограничен неслучайными 
конечными характеристиками потока насыще-
ния 1,r , 2,r . Поэтому даже в случае, когда 
длины очередей 1O  и 2O  неограниченно воз-
растают, за большой промежуток времени дли-
на очереди 5O  должна колебаться около «рав-
новесного значения», для которого доля требо-
ваний, покинувших 5O , в среднем равна числу 
требований потоков насыщения нас

1 , нас
2 . 
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ANALYSIS OF A STOCHASTIC MODEL OF COMMUNICATING RETRIAL QUEUEING SYSTEMS 
WITH A CYCLIC CONTROL ALGORITHM IN A RANDOM ENVIRONMENT 

 
A.V. Zorine, N.Yu. Kuznetsov, I.N. Kuznetsov 

 
A tandem of queueing systems servicing conflicting flows according to a cyclic algorithm is studied. The input 

flows are formed in a random environment. Demands are transferred between the systems with a random speed. The 
demands may turn to move in another flow. The necessary conditions for the existence of a stationary mode in the tan-
dem are obtained. The stability of the queue of transferred demands is proved. 

 
Keywords: cyclic control algorithm, external random environment, retrial demands, tandem of queueing systems. 

 


