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Введение 

 

Рекурсивная цифровая фильтрация имеет 

более высокое качество частотной селекции 

цифровых сигналов  по сравнению с нерекур-

сивной. Однако, как указано во многих источ-

никах [1–3], основным недостатком рекурсив-

ной фильтрации является нелинейная фазоча-

стотная характеристика (ФЧХ). Нелинейность 

фазы может быть объяснена несовершенной 

методикой его проектирования. Действительно, 

при косвенном проектировании рекурсивного 

фильтра через аналоговый прототип методом 

билинейного преобразования или его модифи-

кациями в MATLAB основными факторами, 

определяющими нелинейность фазы коэффици-

ента передачи, являются: 

– нелинейность частотной шкалы цифрового 

фильтра, приводящая к нелинейным искажени-

ям как модуля, так и фазы  частотного коэффи-

циента передачи фильтра; 

– этап аппроксимации требуемой АЧХ филь-

тра по Чебышеву, Баттерворту или Кауэру, ко-

торая, как известно, является  нелинейно-

фазовой процедурой; 

– нелинейность процедуры приведения ко-

эффициентов рекурсивного фильтра к целочис-

ленному виду, что приводит к дополнительным 

искажениям фазы. 

Однако основной причиной фазовой нели-

нейности является то, что при косвенном про-

ектировании рекурсивного фильтра через ана-

логовый прототип ни на одном этапе классиче-

ского метода билинейного преобразования тре-

бования по фазе коэффициента передачи проек-

тируемого фильтра не учитываются и не могут 

быть учтены в принципе. Фильтр проектируется 

лишь по требуемой амплитудно-частотной ха-

рактеристике (АЧХ). Поэтому неудивительно, 

что рекурсивные фильтры высокого порядка, 

спроектированные  через аналоговый  прототип, 

имеют нелинейность ФЧХ  порядка  сотен  гра-

дусов. Физически это объясняется тем, что в 

основных формах построения (прямой и после-

довательной) как рекурсивный, так и нерекур-

сивный цифровой фильтр является дискретной 

минимальнофазовой системой, в которой мо-

дуль и аргумент частотного коэффициента пе-

редачи связаны преобразованием Гильберта 

 )(H)( jeК .  (1) 

Это означает, что нельзя независимо управ-

лять фазой коэффициента передачи – это при-

ведѐт и к неизбежному изменению его модуля, 

т.е. АЧХ фильтра.  Поэтому ужесточение тре-

бований по фазе рекурсивного фильтра воз-

можно только за счѐт снижения его амплитуд-

ной селективности, так как эти два показателя 

являются принципиально противоречивыми. 

Если  использовать традиционную оценку се-

лективных свойств фильтра среднеквадратич-

ной ошибкой  выполнения требований к АЧХ  

фильтра 
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где Yn(X) – текущее значение модуля коэффи-

циента передачи фильтра на n-й дискретной 

частоте диапазона определения, а 
T
nY  – требуе-

мое значение частотной характеристики, то 
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связь амплитудной селекции и фазовых иска-

жений () рекурсивного фильтра может быть 

отражена следующим образом: 

 
N

k
 const)(  , (3) 

где N – порядок рекурсивного фильтра. 

Фазовые искажения при этом определяются 

максимальным отклонением текущей фазы 

фильтра от линейной: 
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где  
L
 – требуемая линейная ФЧХ фильтра. 

 

Постановка задачи дискретного синтеза 

 

Требование фазовой линейности рекурсив-

ной цифровой фильтрации может быть полно-

стью выполнено при переходе к прямому синте-

зу рекурсивного фильтра методами дискретного 

математического программирования [4–8]. Об-

щая идея математического  программирования 

(МП) состоит в привязке решения задачи к чѐт-

кому инвариантному математическому призна-

ку – экстремуму функции качества объекта 

F(X), которую также называют целевой функ-

цией, где Х – вектор искомых параметров 

устройства. Для любой проектной задачи такую 

функцию в общем виде всегда можно сформи-

ровать исходя из требуемого функционирова-

ния устройства (в компьютерных пакетах это 

обычно делает функциональный редактор). 

Имея такую целевую функцию, решение задачи 

синтеза устройства сводят к процедуре миними-

зации F(X), то есть отысканию координат гло-

бального экстремума (оптимальных параметров 

устройства X
О
), что обычно делается поиско-

выми методами [6–8]. 

Весьма важным требованием к рекурсивно-

му фильтру является выполнение цифровой 

фильтрации в реальном времени. Это означает, 

что все операции алгоритма фильтрации долж-

ны выполняться за время, не превышающее  

периода дискретизации  входного  сигнала. С 

точки зрения эффективной работы цифрового 

фильтра в реальном времени, обеспечения ми-

нимума затрат (по времени и ресурсам) для рас-

чѐта отклика фильтра, особый интерес пред-

ставляет случай целочисленной дискретизации 

пространства параметров (коэффициентов) 

фильтра, так как целочисленное проектное ре-

шение является безусловно предпочтительным 

при аппаратной реализации рекурсивного филь-

тра на ПЛИС. При целочисленной дискретиза-

ции пространства параметров задача МП 

трансформируется в задачу целочисленного 

нелинейного программирования (ЦНП). Таким 

образом, принципиальное отличие дискретного 

ЦНП-синтеза заключается в том, что в данном 

случае для удовлетворения требуемого функци-

онирования рекурсивного фильтра на стадии 

его проектирования осуществляется прямой 

поиск требуемых целочисленных коэффициен-

тов фильтра по его математическому определе-

нию (рекурсивной модели). Критерием поиска 

является соответствие совокупного текущего 

функционирования фильтра его требуемому 

функционированию. Формально критерий по-

иска определяется значением целевой функции 

F(IX), которую при синтезе фильтра необходи-

мо минимизировать. Здесь уже IX – вектор це-

лочисленных параметров (коэффициентов) про-

ектируемого фильтра. 

Для обеспечения высокой селективности и 

возможности реализации сложной формы ха-

рактеристик целочисленный рекурсивный 

фильтр наиболее целесообразно проектировать 

в форме каскадного соединения  m = N/2 рекур-

сивных целочисленных звеньев второго порядка 

[6], где N – общий порядок рекурсивного филь-

тра. Системная функция такого фильтра имеет 

следующий вид: 
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– цифровая частота. 

Из соотношения (5) легко получается раз-

ностное уравнение для одного звена рекурсив-

ного целочисленного фильтра: 

0

221122110
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При вычислении отклика фильтра должна 

выполняться операция деления на целочислен-

ный нормирующий коэффициент a0, которая 

может быть реализована операцией побитового 

сдвига при условии принадлежности каждого  

i-го нормирующего коэффициента биномиаль-

ному целочисленному ряду: 

   miRqa q
i ,1,1,0,20  , (7) 

где R – разрядность цифровой  платформы. 

На рис. 1 приведена структура звеньев ре-

курсивного целочисленного фильтра, соответ-

ствующая разностному уравнению (6). Как вид-

но, при аппаратной его реализации на ПЛИС 

для вычисления отклика фильтра yn кроме тра-

диционных операций сложения, умножения и 

задержки на такт присутствует операция сдвига 

на B = log2a0 бит, с помощью которой реализу-
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ется целочисленное деление на биномиальный 

нормирующий коэффициент a0. Условие устой-

чивости рекурсивного селективного фильтра 

может быть записано как 

  1iZp ,  (8) 

где pi – полюса передаточной функции (3) в  

Z-плоскости. 

При синтезе рекурсивного фильтра с линей-

ной фазой целевая функция обычно формирует-

ся в виде аддитивной свѐртки двух частных це-

левых функций fАЧХ(IX) и fФЧХ(IX), обеспечи-

вающих соответственно выполнение требова-

ний как к амплитудной селекции фильтра, так  и  

к линейности  его фазы: 

 )()()( ФЧХ2АЧХ1 IXIXIX ffF  . (9) 

Частная целевая функция fАЧХ(IX) при этом 

определяется соотношением (2), а функция 

fФЧХ(IX) – соотношением (4). 

Относительно целевой функции (9) задача 

дискретного целочисленного программирова-

ния для синтеза рекурсивного фильтра в форме 

каскадного соединения m звеньев второго по-

рядка записывается так [6]: 
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где R – разрядность цифровой платформы,  

d – индекс коэффициента передаточной функ-

ции звена второго порядка (5). 

Общая экстремальная задача дискретного 

синтеза (10) записана относительно целочис-

ленного пространства I6m параметров (коэффи-

циентов фильтра) размерностью 6m. Ограниче-

ния (11) задают границы изменения этих цело-

численных коэффициентов, а соотношение (12) 

определяет принадлежность коэффициентов 

ia0 биномиальному ряду (7). Функциональные 

ограничения (13) контролируют в процессе син-

теза условие устойчивости рекурсивного филь-

тра по всем полюсам коэффициента передачи.  

 

Дискретный синтез рекурсивного фильтра  

с линейной фазой 

 

Рассмотрим в качестве примера решение 

конкретной задачи многофункционального син-

теза рекурсивного фильтра нижних частот чет-

 
Рис. 1. Структура рекурсивного звена фильтра 

 

Таблица 1 

Коэффициенты фильтра 

 

Звено 

фильтра 

Коэффициенты передаточной функции фильтра 

a0 a1 a2 b0 b1 b2 

1 8192 -2418 211 2864 -9439 -5422 

3 16384 -10000 2459 -4570 -2006 -3277 
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вѐртого порядка с полосой пропускания  

0–70 кГц, усилением в полосе на уровне 1.8. 

Фаза коэффициента передачи должна быть мак-

симально линейной в полосе пропускания 

фильтра. Графики требуемых характеристик 

синтезируемого фильтра приведѐны на рис. 2,  3 

(выделены красным цветом). 

Задача дискретного программирования для 

синтеза рекурсивного ФНЧ в форме каскадного 

соединения двух звеньев второго порядка под 

цифровую платформу с разрядностью R = 14  

записывается так: 

 
,

,)(min)(

12I

FF o





IX

IXIX
o

      (14) 

,2,1,2,1,1600016000

,2,1,2,1,1600016000





idb

ida

di

di
      (15) 

 ,14,0},2{0  qa q
i  (16) 

 .,1 4,1 jZ pj  (17) 

Таким образом, минимизация целевого 

функционала осуществлялась на 12-мерном це-

лочисленном пространстве параметров в допу-

стимой области (15) и (16) при выполнении 

функциональных ограничений устойчивости 

фильтра (17) по всем его четырѐм полюсам.  

Целевой функционал данной задачи формиро-

вался в виде аддитивной свѐртки (9) при одина-

ковой значимости требований к амплитудной 

селекции проектируемого фильтра и линейно-

сти его фазы (1 = 2  = 1). 

В таблице 1 приведены найденные опти-

мальные значения целочисленных коэффициен-

тов передаточной функции проектируемого 

фильтра. Время решения данной задачи на ЭВМ 

не превышало 12 минут, причѐм значение целе-

вого функционала в начальной точке составляло 

9100, а значение в точке оптимума было равно 

0.00011 при полном выполнении условий (17) 

устойчивости рекурсивного фильтра. 

В качестве цифровой платформы для аппа-

ратной реализации синтезированного ФНЧ бы-

ла  выбрана программируемая логическая схема 

семейства Spartan-3AN фирмы XILINX. Про-

граммирование осуществлялось на языке VНDL 

под заданную структуру фильтра (рис. 1) и 

найденные целочисленные коэффициенты его 

звеньев.  

 

Рис. 2. Требуемая и реальная АЧХ фильтра 

 

Рис. 3. Требуемая и реальная ФЧХ фильтра 
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Измерение частотных характеристик фильтра 

осуществлялось на реальном сигнале с помощью 

автоматизированной панорамной измерительной 

системы, разработанной в среде виртуальных 

приборов LabVIEW.  Реальные измеренные ча-

стотные характеристики фильтра для частоты 

дискретизации 320 кГц приведены на рис. 2, 3. 

Как видно из приведѐнных графиков, требо-

вания по функциональным  характеристикам 

рекурсивного фильтра были выполнены с высо-

кой точностью. Фазовые искажения  ()  в 

полосе пропускания фильтра не превышали  

3 градусов. Таким образом, правильно спроек-

тированный рекурсивный фильтр не может 

иметь нелинейную фазу.  

 

Заключение 

 

Методы ЦНП в приложении к задачам 

проектирования цифровых фильтров явля-

ются современной и перспективной альтер-

нативой традиционным классическим мето-

дам проектирования цифровых фильтров [1–

3]. Современные алгоритмические комплек-

сы целочисленной минимизации позволяют 

решать такие задачи весьма надѐжно и эф-

фективно при выполнении всех внешних 

требований к работе цифрового фильтра, 

давая возможность повысить качество про-

ектируемых фильтров, сократить время их 

разработки, заметным образом снизить их 

стоимость. Из материалов статьи видно, что 

в сравнении с традиционными подходами 

синтез цифровых фильтров методом ЦНП 

позволяет: 

1. Осуществлять синтез цифровых фильтров 

по совокупности требуемых характеристик, 

причѐм можно легко управлять приоритетом 

функциональных характеристик. 

2. Форма характеристик может быть произ-

вольной, частотная шкала – линейной. 

3. Возможна широкая фрагментация харак-

теристик, когда важные их участки выделяются 

в отдельное функциональное окно для более 

детальной проработки. 

4. Устойчивость решения для рекурсивных 

фильтров может быть гарантирована приори-

тетным выполнением функциональных условий 

устойчивости. 

5. Целочисленная дискретизация простран-

ства варьируемых параметров фильтра позволяет 

получать проектные решения в целых числах, что 

снимает все ограничения по арифметике вычис-

лений при аппаратной реализации фильтров. 
 

Работа выполнена в рамках программы раз-

вития ГОУ ВПО «Нижегородский государствен-

ный университет им. Н.И. Лобачевского» на 2009–

2018 годы.  
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SIMULATION AND SYNTHESIS OF DIGITAL INP FILTERS WITH LINEAR PHASE  

 

V.V. Artemiev 

 

Integer simulation and synthesis of a recursive digital INP filter with linear phase are considered taking into ac-

count its implementation on programmable logic. The problem statement and solution of the synthesis of the recur-

sive filter with linear phase by discrete programming methods are presented. An example of the problem solution for 

the synthesis of a recursive low-pass INP filter and its implementation on Xilinx Spartan-3AN FPGA is given.  
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circuit. 
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