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Введение 

 

Оригинальный подход к построению шаго-

вых по времени схем метода граничных элемен-

тов описан в работах [1–3]. Ключевой пробле-

мой построения гранично-элементной схемы 

[3–5] является проблема численного обращения 

интегрального преобразования Лапласа. В рабо-

тах [6–8] применѐн шаговый метод численного 

обращения преобразования Лапласа. В [9] при-

водится модификация метода, позволяющая 

учитывать специфику интегрирования сильно 

осциллирующих функций. Расширение подхода 

дают также работы [10, 11], использующие схе-

мы Рунге–Кутты для решения задачи Коши, 

порождѐнной специальной процедурой обраще-

ния преобразования Лапласа. Работа посвящена 

вопросу рассмотрения и сравнения модифика-

ций шагового метода, основанных на изложен-

ных в [9–11] идеях. 

 
Постановка задачи и метод решения 

 

Прямое и обратное интегральные преобразо-

вания Лапласа соответственно определяются 

формулами: 
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где  is ~  – комплексная переменная, вве-

дѐнная в полуплоскости 0
~~  . 

Рассмотрим метод, опирающийся на теорему 

об интегрировании оригинала – шаговый метод 

численного обращения преобразования Лапла-

са. 

Пусть 
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Заменим интеграл (1) квадратурной суммой, 

весовые множители которой определяются с 

помощью изображения по Лапласу f  и линей-

ного многошагового метода (изложение идѐт с 

учѐтом результатов [1–3]): 
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Аппроксимация, используемая при выводе 

формул (2), (3), основана на применении линей-

ного многошагового метода (с характеристиче-

ской функцией )(z ) для решения возникаю-

щей в процессе преобразования интеграла (1) 

задачи Коши для дифференциального уравне-

ния первого порядка: 

 ,)()( Ctsxtx
dt

d
  .0)0( x  (4) 

На выбор многошагового метода наклады-

ваются следующие условия: метод должен быть 

порядка точности 1p , являясь строго нуль-

устойчивым или A-устойчивым. Функция )(sf  

должна быть ограничена в правой полуплоско-

сти относительно прямой   icic , , то есть: 


 sKsf )(  при .0, K  
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Если функция )(sf  аналитична и ограниче-

на в области  

 )arg( cs , 

где 
2
 , критерий устойчивости может быть 

ослаблен до )(A -устойчивости. 

К соответствующим примерам многошаго-

вых методов относятся методы дифференциро-

вания назад порядка 6p : для A-устойчивого 

метода дифференцирования назад второго по-

рядка )90(   можем записать: 

.2223)( 2zzz   

При условии того, что функция )(sf  в урав-

нении (3) вычисляется с некоторой погрешно-

стью  , выбор NL   и nR  допускает по-

грешность вычисления n  порядка )( Ο . 

 

Модификация шагового метода  

с переменным шагом 

 

Модификация формулы (3) для вычисления 

n  с переменным шагом и линейной аппрокси-

мацией функции выглядит следующим образом: 
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Для случаев, когда     inin eteRf //)(  – 

сильно осциллирующая функция, в сочетании с 

(5) целесообразно использовать комбинирован-

ную формулу, учитывающую специфику инте-

грирования таких функций [9]: 
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Формулы (5), (6) позволяют перераспреде-

лять расчѐтные узлы по промежутку измене-

ния   для получения большей точности ре-

зультата. 

 

Модификация шагового метода на узлах 

схемы Рунге–Кутты 

Ещѐ один возможный вариант модификации 

традиционного метода с целью повышения ка-

чества результата при сохранении затрат – сгу-

щение расчѐтных узлов в пространстве частот 

путѐм замены многошагового метода, исполь-

зованного для решения задачи Коши (4). 

Рассмотрим метод Рунге–Кутты, записанный 

с помощью таблицы Бутчера: 

T

T

b

Ac
, mmRA  , mRcb , . 

Для корректной формулировки шаговой 

схемы должны быть выполнены следующие 

условия [11]: 

1. Метод Рунге–Кутты должен быть A-

устойчивым; 

2. 1)( zR  при 0y , где 1)(zR  

TT zAΙzb )1,...,1()( 1  – функция устойчиво-

сти; 

3. 0)( R ; 

4. 1A . 

Для простоты будем рассматривать 

)1,0,...,0(1 AbT , тогда метод автоматически L-

устойчив. 

Внедряя формализованный метод Рунге–

Кутты вместо линейного многошагового метода 

для решения задачи Коши дифференциального 

уравнения, получим [11]: 
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В качестве схем метода Рунге–Кутты, удо-

влетворяющих сформулированным условиям, 

выберем схемы Радо и Лобатто [11]. 

 

Численные результаты 

 
Рассматривается решение задачи о действии 

осевой силы F=
2Н/м1  на пороупругий стержень 

[3]. Отклики перемещений и давлений, вызванные 

силой F, наблюдаются в точке м3y  стержня 

длиной м3l . Численные результаты получа-

ются для материала с параметрами: 

K =
9108.4 

2Н/м , G =
9102.7  2H/м , 



 

Применение вариантов шагового метода численного обращения преобразования Лапласа 

 

 

251 

s = 2458
3кг/м ,  = 19.0 , sK =

10106.3 
2Н/м , 

f =1000
3кг/м , 

fK =
9103.3 

2Н/м , k  = 

= 
10109.1  )с/(Нм4  . Здесь K, G – константы 

упругости, fs  , – плотности упругого скелета 

и наполнителя,   – пористость, k – проницае-

мость, fs KK , – объемные модули упругого 

скелета и наполнителя. Выберем отрезок вре-
мени 0.02 с, что составляет приблизительно 5.5 
периодов функций по времени. При расчѐтах 
использован коэффициент R = 0.997. 

На рис. 1, 2 приведѐн вид действительной и 
мнимой частей спектра перемещений и давле-
ний соответственно. 

Обозначим через Ł общее число узлов 

(включая дополнительные для схем Рунге–

Кутты) по углу, через N – по времени. Рассмот-

рим равномерное разбиение промежутка изме-

нения   для модификации шагового метода, 

основанной на схемах Лобатто и Радо, и кусоч-

но-равномерную сетку на промежутках 

      2,2/3,2/3,2/,2/,0  для модифика-

ции с переменным шагом, основанной на мето-

де Эйлера (2), (5). Результаты обращения для 

отклика перемещений при N=Ł/2=600 представ-

лены на рис. 3. Красная кривая соответствует 

схеме с переменным шагом, количество узлов 

на промежутках – 560, 80, 560; синяя – схеме 

Лобатто; зелѐная – схеме Радо. Здесь и далее 

для сравнения чѐрным цветом приведѐн более 

точный вид решения. Аналогично на рис. 4 по-

казаны результаты для N=Ł/2=1200, на рис. 5 – 

для N=Ł/2=2400, с сохранением пропорции ко-

личества узлов на промежутках для схемы с 

переменным шагом. При измельчении сеток на 

  
                                                а)                                                                                                             б) 

Рис. 1  

 

 
                                                а)                                                                                                              б) 

Рис. 2  
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промежутках до 2240, 320, 2240 узлов на гра-

фике появляются характерные осцилляции, по-

этому для подсчѐтов использована модифика-

ция на основе формул интегрирования сильно 

осциллирующих функций (2), (6). 

На вставке в рис. 5 в конце расчѐтного про-

межутка видна потеря устойчивости схем, ос-

нованных на методах семейства Рунге–Кутты, 

поэтому на рис. 6а,б дополнительно приведѐн 

вид двух предпоследних пиков решения. 

 
Рис. 3 

 

 
Рис. 4 

 

 
Рис. 5 
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                                                            а)                                                                                                          б) 

 
Рис. 6  

 

 
Рис. 7 
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На рис. 7, 8 представлены полученные графики 

давления при N=Ł/2=600, N=Ł/2=1200 соответ-

ственно; цветовое обозначение использованных 

схем сохранено. 

Схема Радо независимо от числа узлов ап-

проксимации даѐт наименьший сдвиг по време-

ни (запаздывание или опережение) и в целом в 

рассмотренных условиях незначительно усту-

пает схеме с переменным шагом, основанной на 

методе Эйлера; схема Лобатто даѐт худшие ре-

зультаты. На малом числе узлов подход на ос-

нове методов семейства Рунге–Кутты отстаѐт в 

точности аппроксимации от подхода с перемен-

ным шагом, однако схема Радо лучшим образом 

передаѐт качественный характер решения. С 

дальнейшим измельчением сеток схемы на ос-

нове методов Рунге–Кутты предоставляют не-

много лучшие результаты, но первыми теряют 

устойчивость при кратном увеличении N и Ł. 
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