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На основе выдвинутой В.В. Налимовым концепции «пангеометризма» рассмот-
рены теоретические основы применения теорий симметрии, фракталов и перколя-
ции в популяционной биологии. Показано, что «геометрические образы», получае-
мые посредством соответствующих алгоритмов, адекватны таким фундаменталь-
ным категориям экологии, как видовая структура сообщества, экотон и др. 

 
 
Термин «пангеометризм» ввел В.В. Налимов, под которым он понимал 

«…представление о том, что при достаточно высоком уровне абстрактности об-
щим для всех научных дисциплин окажется обращение к геометрическим образам 
как некой первооснове» (Налимов, 2001. С. 443). 

Мы попытались на основе междисциплинарного подхода использовать гео-
метрические представления в описании живого мира, в частности, в популяцион-
ной биологии. С учетом сложившихся научных интересов и полученных в по-
следнее время результатов совместных исследований рассмотрим некоторые ито-
ги «геометризации биологии» в контексте таких фундаментальных естественно-
научных понятий, как симметрия, фракталы и перколяция. 

1. Симметрия. В общем смысле симметрия может быть определена как инва-
риантность физической, геометрической, биологической и др. системы по отно-
шению к различного рода преобразованиям (Гиляров, 1944; Вейль, 1968; Шубни-
ков, Копцик, 1972; Урманцев, 1974; Захаров, 1987; Лима-де-Фариа, 1990; Авети-
сов, Гольданский, 1996; Марченко, 1999; Чупрунов и др., 2000). Среди последних 
хорошо известны, например, изометрические преобразования пространства, та-
кие, как зеркальная, поворотная и переносная симметрии, а также инверсия. Каж-
дой операции симметрии ставится в соответствие некоторый геометрический 
образ, или элемент симметрии: для операции поворота это ось симметрии; для 
отражения — плоскость (зеркальная) и т.д. 

Будем называть симметричным объект, который состоит из частей, равных от-
носительно какого-либо признака. Проверить равенство объектов или частей сис-
темы можно с помощью некоторого преобразования, которое совмещает равные 
объекты или части одного и того же объекта. В природе чаще всего встречаются 
лишь приблизительно симметричные (псевдосимметричные) системы, об инвари-
антности которых относительно операции симметрии также можно говорить 
лишь приблизительно. 

Применим эти дефиниции, заимствованные из кристаллографии (Чупрунов и 
др., 2000), для количественной оценки сходства или различия между различными 
биосистемами или их частями. Подобная задача является традиционной для гене-
тики популяций, фенетики, популяционной экологии и сводится к обоснованию 
тех или иных метрик сходства. Пусть сходство между биосистемами (популяция-



 
 
 
 

 40 

∑

∑

=

=

+

⋅
=

i

i

n

j
ijij

n

j
ijij

i

RL

RL

1

22

1

)(

2

η

ми, организмами или их частями) можно оценить по равенству этих систем отно-
сительно какого-либо признака. Для проверки этого равенства необходимо с по-
мощью некоторого преобразования «совместить» равные по данному признаку 
объекты. Очевидно, что мы приходим к определению симметрии, а с учетом из-
менчивости и разнообразия биообъектов — к псевдосимметрии. Таким образом, 
псевдосимметрия может рассматриваться как универсальная имманентная 
геометрическая характеристика биосистем различного масштаба и сложно-
сти.  

Количественной мерой псевдосимметрии служит свертка функций, которая 
может быть интерпретирована как скалярное произведение функций, образующих 
бесконечномерное пространство векторов, и записана в виде функционала (Чуп-
рунов и др., 1988) 
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где интегрирование ведется по всей области Ω  определения функции f(x1,x2,x3). 
Величина η [f(x1,x2,x3)] позволяет оценивать степень симметричности любых био-

объектов при любых типах изометрических преобразований. Так, например, с 
помощью функционала можно оценивать псевдосимметрию билатерально сим-
метричных животных и растений, поворотную симметрию цветка и раковины 
моллюсков, использовать в качестве меры межпопуляционного сходства по по-
лиморфным признакам и т.д. (Гелашвили и др., 2004). 

Для двумерного случая выражение (1) можно записать в виде  
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где ijL  и ijR  — величина j-го признака у i-го объекта, соответственно, слева и 

справа относительно плоскости симметрии М.  
Рассмотрим применимость свертки как меры межпопуляционного и биоцено-

тического сходства. Так, Hedrick (1971; цит. по Животовскому, 1979) предложил 
метрику для оценки межпопуляционного сходства по полиморфным признакам 
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Позже Хохуткин и Елькин (1982) применили аналогичный алгоритм для оцен-
ки видового сходства биотических сообществ наземных моллюсков 
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Очевидно, что все рассматриваемые меры алгоритмически являются сверткой  

 )( 21 ffk ⋅ . 

Заметим, что показатель сходства популяций по полиморфным признакам, 
предложенный Животовским (1979)  
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с точностью до преобразования также соответствует формуле (2). Действительно, 
запишем выражение (2) и показатель r  в виде:  

 ( )nRLk
RL

RL ⋅=
+
⋅

22

)(2
, 1=n , 

 ( )n
iiii qpkqpr =≈ , 21=n , 1=k , 

или в общем случае  

 
nffk )( 21 ⋅ . 

При этом утверждение Животовского (1979) об исключительных статистиче-
ских преимуществах показателя r несколько преувеличено и не согласуется с дан-
ными приведенного в статье тестового примера относительно редких морф. 

В настоящее время известно большое число индексов общности (сходства, со-
ответствия) по качественным и количественным признакам, применяемых для 
измерения бета-разнообразия. Так, в одном из последних обзоров (Хэйек, 2003) 
приведен список 46 самых распространенных индексов. Наиболее полный и глу-
бокий анализ проблемы провел Песенко (1982). В частности, он подчеркивает, что 
индекс Чекановского–Съеренсена «…оценивается как наиболее адекватный при 
измерении сходства между фаунистическими или флористическими списками 
видов, а также между видовым составом экологических выборок…» (Песенко, 
1982. С. 142). Обычно объектом анализа служат видовые списки, представленные 
в виде конечных множеств (или полей), элементами которых являются состав-
ляющие их виды. Очевидно, что процедуру оценки общности (сходства, соответ-
ствия) таких списков можно рассматривать с позиций и в терминах теории сим-
метрии. 

Пусть имеем объекты сравнения в виде сообществ А и В, характеризуемых на-
бором признаков, т.е. видами, входящими в состав этих сообществ или видовыми 
списками SA и SB  соответственно. Величина признака соответствует численности 
каждого вида N(Ai) и N(Bj). При этом imax=SA, jmax=SB. Рассмотрим модельный 
пример применения свертки (2) и индекса видового сходства (I) для сообществ A 
и В, различающихся числом видов (табл. 1). 
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 Таблица 1 
Показатели видового сходства, вычисленные по Чекановскому–Съеренсену (I)  

и с помощью свертки ( ηI ), для модельных сообществ А и В 

Число видов 

Сообщество А Сообщество В 

Число об-
щих видов, 

С 

Индекс 
Чекановского–
Съеренсена, 

(I) 

Свертка, 

ηI  

100 25 1 0,016 0,014 
100 25 2 0,032 0,027 
100 25 3 0,048 0,041 
100 25 4 0,064 0,055 
100 25 5 0,080 0,069 
100 25 6 0,096 0,082 
100 25 7 0,112 0,096 
100 25 8 0,128 0,110 
100 25 9 0,144 0,123 
100 25 10 0,160 0,137 

 
 
 
 В общем виде индекс сходства Чекановского–Съеренсена для качественных 

признаков может быть записан (Одум, 1975) как 
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, 

где С — число совпадающих видов в обоих сообществах. 
Выражение (2) для этого случая целесообразно записать в следующем виде  
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или с учетом введенных обозначений 
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где ABS = С. 
Известно, что многие меры общности (сходства) эквивалентны друг другу, по-

скольку функционально связаны монотонно возрастающей зависимостью, что 
делает их, по мнению Песенко, «…законными и состоятельными» (Песенко, 1982. 
С. 138). Эта закономерность в полной мере относится к рассматриваемому случаю 
(рис. 1).  
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Рис. 1. Зависимость между индексом Чекановского–Съеренсена (I)  
и сверткой ( ηI ) для модельных сообществ,  

различающихся числом общих видов (табл. 1) 
 

Очевидно, что дисперсия индекса общности, рассчитанного по свертке ηI , 

практически полностью (R2 = 0,9999) определяется дисперсией индекса Чеканов-
ского–Съеренсена (I) (рис. 1). Кроме того, эти индексы симметричны, т.к. не из-
меняют оценку сходства между списками в зависимости от порядка их сравнения. 
Таким образом, применение свертки, основанное на положениях теории симмет-
рии, вполне приемлемо для оценки общности (сходства) фаунистических (флори-
стических) коллекций или списков видов. 

Основные индексы общности, как известно, легко расширяются на случай ис-
пользования количественных данных. Покажем применимость свертки и в этом 
случае. 

Введем индекс сходства по количественным признакам с позиции основных 

положений теории симметрии. Пусть для определенности SA ≥ SB. Тогда индекс 
сходства с учетом количественных данных может быть записан в виде 
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При этом отсутствующие величины )( kBN  полагаются равными нулю. 
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Следует подчеркнуть, что обсуждение индексов общности в терминах скаляр-
ных произведений двух векторов проводилось и ранее (см. Песенко, 1982). Одна-
ко рассмотрение этой проблемы с единых методологических позиций теории 
симметрии до настоящего времени в биологической литературе отсутствовало.  

Таким образом, мера сходства, основанная на свертке функций, может счи-
таться достаточно универсальной. Акцент на геометрическом подходе отнюдь не 
направлен на выхолащивание биологической специфики. Напротив, предложен-
ные геометрические подходы, например, псевдосимметрия определяют лишь не-
обходимые условия проявления биологических особенностей изучаемых систем. 

2. Фракталы. Самоподобие является общим свойством природных систем: 
бассейны крупных рек, ветвящиеся каналы молниевого разряда, пространственная 
структура колоний микроорганизмов, бронхиальное дерево — все эти и многие 
другие, сильно неравновесные системы, связанные, так или иначе, с переносом 
интенсивных потоков вещества, заряда, энергии, — обладают удивительной 
структурной универсальностью, характеризуемой степенной зависимостью и 
дробной размерностью. Часто в этой связи говорят о фрактальной геометрии при-
родных объектов (Федер, 1990; Маргалеф, 1992; Азовский, Чертопруд, 1997, 1998; 
Чертопруд, Азовский, 2000; Шредер, 2001; Иудин, Гелашвили, 2002; Иудин и др., 
2003; Гелашвили и др., 2003; Шурганова и др., 2005; Mandelbrot, 1982; Kunin, 
1998; He, Gaston, 2000; Kunin et al., 2000; Azovsky et al., 2000; Azovsky, 2002; 
Iudin, Gelashvily, 2003; Witte, Torfs, 2003).  

В настоящем исследовании мы обратимся к анализу самоподобия видовой 
структуры биотических сообществ. На фоне физических проявлений фрактально-
сти биоценозов проблема самоподобия видовой структуры весьма специфична. 
Дело в том, что если физические проявления самоподобия очевидным образом 
соотносятся с самоподобием соответствующих геометрических носителей — ру-
чейков, каналов, пространственно-временных распределений и т.д., то структур-
ные особенности внутренних энергетических каналов и иерархия связей биотиче-
ских сообществ остаются скрытыми от глаз: они не имеют непосредственных 
геометрических образов, инвариантных относительно преобразований масштаба. 
Тем не менее они демонстрируют самоподобие при изменении численности со-
общества.  

Одним из первых этот фундаментальный факт отметил Маргалеф (Маргалеф, 
1992). Именно он указал на степенную зависимость числа видов S от численности 
сообщества  

 kNS = , 

где 10 ≤≤ k  было предложено рассматривать как индекс разнообразия. Форму-
ла Маргалефа показывает, что видовая структура сообщества инвариантна отно-
сительно преобразования его численности. Величину k можно трактовать как со-
ответствующую фрактальную размерность: число элементов видовой структуры 
— число видов сообщества — меняется по степенному закону с показателем k при 
увеличении размеров системы, т.е. с ростом численности сообщества. 

Однако, как и любая фрактальная размерность, индекс k не дает исчерпываю-
щего количественного представления о видовой структуре биотического сообще-
ства: формула Маргалефа констатирует лишь сам факт наличия вида в выборке, 
но не содержит, например, сведений о распределении видов по численности или о 
степени их доминирования. Наиболее общее описание внутреннего устройства 
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самоподобных объектов позволяет дать теория мультифракталов, характеризуе-
мых бесконечной иерархией размерностей, и позволяющая отличить однородные 
объекты от неоднородных (Федер, 1990). Инструментом в этом случае служит 
функция мультифрактального спектра, значения которой представляют собой 
размерности неких однородных фрактальных подмножеств из исходного множе-
ства, которые дают доминирующий вклад в моменты распределения при задан-
ных значениях порядка моментов. Основные понятия, лежащие в основе того, что 
теперь принято называть мультифракталами, были введены Бенуа Мандельбротом 
(Mandelbrot, 1972) в начале семидесятых годов прошлого века. 

Пусть набор ip  характеризует относительные частоты распределения особей 

по видам NNp ii = , где iN — число особей i-го вида, N — размер пробной 

выборки, а i пробегает значения от единицы до полного числа видов S(N), обна-

руженных в пробе. Очевидно, что 1
1

=∑ =
S

i ip . 

Введем моменты распределения особей по видам и выясним характер их 
асимптотического поведения при увеличении численности N:   
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==∑   (3)  

где ∞≤≤∞− q  — называется порядком момента, а показатель )(qτ характери-

зует скорость изменения соответствующего момента при увеличении размера вы-
борки. Второе равенство в выражении (3) является обобщением формулы Марга-
лефа и, очевидно, совпадает с последней при 0=q . Обобщенной размерностью 

qD (обобщенной размерностью Реньи) распределения является убывающая функ-

ция q, вводимая определением (Федер, 1990): 
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На практике величины (4) можно оценить, используя несколько различающих-
ся значений N, по более простой формуле: 
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Для 0=q  результат очевиден 
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Можно показать, что для 1=q  
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где H есть ни что иное, как информационный индекс видового разнообразия 
Шеннона. 

Для q=2 
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где C — индекс доминирования, а ∑ =
= S

i ipC
1

211  — индекс видового разно-

образия Симпсона. 

Для 21=q   
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или  

  21D
N=µ ,  

где µ — известный в экологической литературе индекс Животовского (1980)  
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Заметим, что для доли редких видов Sh µ−=1  (Животовский, 1980) легко 

можно получить 

  0211
DD

Nh
−−= .  

Неожиданным может показаться отсутствие классических аналогов индексов 
разнообразия для размерностей Реньи с отрицательными q. Вместе с тем, значе-
ние таких индексов представляется чрезвычайно важным при выявлении роли 
редких видов. Рассмотрим, например, обобщенную размерность Реньи для 

1−=q   
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где наибольший вклад в значение величины момента 1−M , представляющего со-

бой сумму обратных частот, дают именно редкие виды 

  ∑
=

− =
n

i ip
M

1
1

1
. 

Наши исследования 12 городских озер Нижнего Новгорода (Иудин и др., 2003) 
позволили рассмотреть асимптотическое поведение моментов распределения осо-
бей по видам. Было показано, что условие самоподобия, т.е. отсутствие зависимо-
сти размерностей Реньи от размера выборки, хорошо выполняется для анализи-
руемого сообщества. Кроме того, точность определения обобщенных размерно-

стей qD  быстро увеличивается с ростом размера выборки (численности особей в 

пробе) — разброс значений qD  падает с ростом N. Используя соотношение (5), 

можно получить весь спектр обобщенных размерностей qD  для любых q в ин-

тервале от –∞ до ∞. При этом функция ( )qDq  является не возрастающей: 

… 2101 DDDD ≥≥≥≥ − …, а равенство достигается лишь в случае равнопред-

ставленности видов. 
Таким образом, обобщенные размерности практически не зависят от числен-

ности сообщества и являются своеобразными структурными инвариантами одно-
типных систем, отличающихся друг от друга размерами. 

В отличие от них часто используемые индексы Симпсона ( )CC 1,  и Шеннона 

(H) зависят и от численности, и от числа видов: 0221 DDD SNC ==  и 

011 lnln DSDNDH == . Следовательно, сами по себе они не могут охаракте-

ризовать разнообразия всего сообщества в целом и требуют дополнительного 
нормирования. Так, например, нормировав индекс Шеннона на его максимальное 
значение для данного числа видов, получим индекс выравненности Пиелу (Pielou, 
1966), который уже не зависит от числа видов и инвариантен относительно роста 
размеров системы 

  .
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В случае с индексом видового разнообразия Симпсона C1  нормирование его 

логарифма на логарифм числа видов дает новый индекс разнообразия σ, который 
также является инвариантом 
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Обобщенную размерность 2D  называют в теории фракталов корреляционной 

размерностью (Goltz, 1998), поэтому индекс разнообразия σ можно назвать корре-
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ляционным инвариантом. Заметим, что каноническая форма индекса выровненно-

сти Симпсона 
SC ⋅

1
 инвариантом не является 

  .
1

2
2

kD
D

N
S

N

SC
−==

⋅
 

Непосредственной проверкой легко убедиться в том, что каждый из всего бес-

конечного множества инвариантов вида 0DDq  представляет собой индекс вы-

равненности и меняется в пределах от нуля (для хемостата) до единицы (в случае 
равнопредставленности видов). Заметим, что индекс Маргалефа k (впрочем, как и 

все обобщенные размерности qD ) достигает единицы только при S = N. 

Для получения мультифрактального спектра перейдем от переменных q и 

( )qτ  к новым переменным с помощью преобразования Лежандра: 

 
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
.







τ+=

τ=

qqqaqaf

q
dq

d
qa

 (6) 

Переменная a («индекс сингулярности») и неотрицательная функция ( )af  

(«спектр сингулярностей») дают представление о мультифрактальности структу-

ры сообщества, полностью эквивалентное представлению через q и ( )qτ . На ри-

сунке 2 показана эволюция мультифрактальных спектров видового распределения 
макрозообентоса городских озер в период с мая по август 2000 г. Экстремум 
спектра  

  ( )( ) kqaff === 0max  

совпадает с индексом разнообразия Маргалефа и соответствует монофрактальной 
размерности распределения. Правые ветви кривых на рисунке 2 соответствуют 
отрицательным q. Они систематически короче левых. Такой вид спектров объяс-
няется вкладом в сумму в выражении (3) видов с минимальной численностью: при 
больших отрицательных величинах порядка момента их вклад становится опреде-
ляющим, подавляя влияние других элементов структуры. В случае равнопред-

ставленности видов спектральная функция ( )af  стягивается в точку, лежащую 

на прямой ( ) aaf = . Существует еще одна характерная точка ( )1== qaaH  

кривой ( )af  

  ( ) ,1=
= Haa

af
da

d
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 в которой прямая, проведенная через начало координат под углом 45° к положи-

тельному направлению оси a, касается кривой ( )af . В этой точке значения ин-

декса сингулярности и спектральной функции равны друг другу и совпадают с 

индексом NHD ln1 =   

  ( ) .
ln N

H
aaf HH ==   

Индекс сингулярности a характеризует асимптотическое поведение подмно-

жества видов с фрактальной размерностью ( )af  при увеличении численности. 

Он показывает, насколько быстро убывает удельное число представителей данно-

го вида при увеличении суммарной численности N: ( ) .ia
i NNp ∝  Чем меньше 

ia , тем медленнее это убывание и тем более представительный вид мы имеем. 

Размерность ( )af показывает, как много видов с данной сингулярностью ai со-

держится внутри всего сообщества. Иными словами, ( )af есть размерность под-

множества видов с сингулярностью a. 
 

  
 
 

Рис. 2. Мультифрактальные спектры видовой структуры макрозообентоса  
городских озер Нижнего Новгорода (сезонная динамика). Обобщенные размерности:  

◊ — соответствуют моментам порядка q = –1;  — моментам порядка q = 0,  
D0 — (Маргалеф);  — моментам порядка q = 1, D1 — (Шеннон);  

 — моментам порядка q = 2, D2 — (Симпсон).  
Номера графиков отвечают взятию проб в мае, июне, июле и августе 2000 года  

(Иудин и др., 2003) 
 



 
 
 
 

 50 

Таким образом, видовая структура биотических сообществ может быть коли-
чественно описана с помощью мультифрактального формализма. При таком под-
ходе сообщество рассматривается как множество, состоящее из отдельных фрак-
тальных подмножеств, которые можно интерпретировать как совокупности осо-
бей, относящихся к видам, имеющим сходную представленность (доминантов, 
субдоминантов). Для таких подмножеств можно вычислить фрактальную размер-
ность, которая и будет характеризовать видовое разнообразие. Именно такой 
смысл имеет ордината точек на графике мультифрактального спектра. Абсцисса 
же точек характеризует представленность (долю) видов того или иного подмно-
жества. Ее также можно интерпретировать как скорость убывания доли вида (ти-
пичного представителя данного подмножества) при росте объема выборки. Нали-
чие на графике спектра точек, лежащих по оси абсцисс близко к нулю, означает 
присутствие в сообществе сильных доминантов (причем, чем меньше абсцисса 
точек, тем сильнее доминирование); наличие же точек, лежащих близко к едини-
це, означает присутствие в сообществе редких видов. Таким образом, площадь 
спектра можно интерпретировать как показатель выравненности видов в сообще-
стве: чем шире спектр, тем меньше выравненность, и наоборот. Крайним вариан-
том выравненности является равнопредставленность видов; при этом весь спектр 
схлопывается в единственную точку, ордината которой соответствует монофрак-
тальной размерности сообщества. Из сказанного следует, что точки кривой муль-
тифрактального спектра описывают разнообразие в отдельных группах видов. В 
то же время, на этой кривой находятся точки, которым можно поставить в соот-
ветствие известные индексы разнообразия, характеризующие сообщество в це-
лом. Для получения же полной информации о структуре сообщества необходимо 
рассмотрение всего спектра индексов, предоставляемое мультифрактальным ана-
лизом. 

Таким образом, мультифрактальный формализм дал возможность полу-
чить геометрический образ видовой структуры сообщества, ранее не дости-
жимый методами и средствами классической экологии. 

3. Перколяция. Теория перколяции (протекания или просачивания) способна 
объяснить множество ситуаций, на первый взгляд, совершенно различных: от 
приготовления кофе и вареных яиц до процесса образования отдельных галактик 
или их скоплений, а также эпидемий, лесных пожаров и т.д. (Шредер, 2001). По-
скольку протекание по сути своей геометрично, оно упрощает анализ сложней-
ших конфигураций, позволяя обойтись без излишних физических усложнений. 
Рассмотрим дискретную модель формирования пространственной структуры со-
общества. Пусть в начальный момент времени особи данного вида занимают не-
которую фиксированную ячейку квадратной решетки. Предположим, что на сле-
дующем шаге модельного времени представители этого вида с некоторой вероят-
ностью p могут проникнуть в ближайшие соседние ячейки решетки. В случае по-
ложительного исхода будем говорить об активации исходной ячейкой своих бли-
жайших соседей. В свою очередь, вновь занятые ячейки могут активировать со-
седние, и т.д. Таким образом, разыгрывается случайный процесс, напоминающий 
цепную реакцию. Судьба этого процесса определяется вероятностью активации p. 
Если вероятность активации мала, то процесс захвата новых ячеек (территорий) 
очень быстро остановится. В противном случае экспансия будет охватывать прак-
тически все ячейки, находящиеся от исходной в пределах радиуса, равного числу 
шагов модельного времени. Природа устроена таким образом, что существует 
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некоторое критическое значение вероятности активации cpp = , при значениях p 

которого процесс активации может уйти на любое сколь угодно большое расстоя-

ние от исходной ячейки. Критическое значение cpp = называется порогом пер-

коляции. Описанный процесс является перколяционным переходом и в отличие от 
обычных фазовых превращений является геометрическим фазовым превращени-
ем. Перколяционный переход характеризуется геометрическими свойствами воз-

никающих вблизи cpp =  кластеров и образованием кластера, связывающего 

противоположные стороны решетки — бесконечного кластера (БК). Параметром 

порядка перколяционного фазового перехода является вероятность ∞P  того, что 

отдельная ячейка принадлежит БК. Когда cpp p , возникают только конечные 

кластеры и 0=∞P . Перколяционные кластеры представляют собой разветвлен-
ные фрактальные структуры, поскольку вблизи порога перколяции длина пери-
метра растет быстрее, чем характерный пространственный размер кластера. Фрак-
тальная структура перколяционных кластеров послужила основой для моделиро-
вания пространственного распределения доминантных видов, удовлетворительно 
воспроизводящего эффекты внутри- и межвидовой конкуренции для популяций с 
неперекрывающимися поколениями и пуассоновским распределением числа по-
томков на родителя. 

Рассмотрим некоторые приложения теории перколяции к биоэкологическим 
системам. 

Экологические границы. Известно, что экологические границы в силу 
«…повторения определенного типа складчатости или неравномерностей в раз-
личных масштабах…» (Маргалеф, 1992. С. 95) могут иметь фрактальную струк-
туру. С другой стороны, такие границы, или экотоны, если они разделяют хорошо 
отличающиеся местообитания или сообщества, часто характеризуются тенденци-
ей к увеличению разнообразия и плотности организмов — т.н. краевым эффектом 
(Одум, 1975).  

Количественную оценку краевого эффекта можно дать с помощью такой меры 
разнообразия, как краевой индекс, в частности, предложенного Patton (1975) 

 
π

=
A

TR
EI

2
, 

где TP — полный периметр фигуры, включая внутренние границы, если таковые 
имеются, а A — площадь. Для регулярных фигур значение краевого индекса явля-
ется характеристикой формы и не зависит от масштаба. Например, для круга EI 
принимает минимально возможное значение, равное единице. Для квадратной 
площадки с одним типом растительности EI = 1,13. Дополнительные внутренние 
границы, делящие квадрат на четыре одинаковые площадки, увеличивают потен-
циальное разнообразие до EI = 1,69 и т.д. 

Совершенно иная ситуация возникает при рассмотрении нерегулярных, в ча-
стности, фрактальных конфигураций. Так, вблизи порога перколяции структура 
пространственного распределения сообщества фрактальна, поскольку длина пе-
риметра занимаемой сообществом площади растет быстрее, чем характерный 
пространственный размер кластера, 
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  hd
f RP ≈ . 

Для двумерного случая 147 ≥=hd . Заметим, что dh характеризует лишь 

внешний периметр кластера, тогда как скорость роста полного периметра, учиты-
вающего внутренние границы (размеры «дыр»), описывается индексом (df), рав-
ным фрактальной размерности перколяционного кластера 

 
fd

a

R
aPtotal 






= 4 , 

где a — размер элементарной ячейки. При этом площадь, занимаемая кластером, 
описывается выражением 
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Тогда для перколяционного кластера значение краевого индекса может быть 
записано в виде  
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 Следовательно, краевой индекс как мера разнообразия растет с увеличением 
масштаба по степенному закону, т.е. жизнеспособность коллектива тем выше, чем 
более развит периметр структуры его пространственного распределения. Этот 
вывод не противоречит известному положению равновесной теории островной 
биогеографии (McArthur, Wilson, 1967), согласно которому зависимость видового 
богатства (разнообразия) (S) от площади резервата (A) также изменяется по сте-

пенному закону zcAS = . 
Биологические аналогии перколяционного перехода. В противоположность 

обычным фазовым превращениям, где смена фаз происходит при некоторой кри-
тической температуре, рассматриваемый перколяционный переход является гео-
метрическим фазовым превращением, что дает возможность проследить довольно 
глубокие аналогии с биологическими системами. Перколяционный переход ха-
рактеризуется геометрическими свойствами возникающих вблизи p = pc класте-
ров. При малых p все кластеры невелики и изолированы. По мере роста вероятно-
сти средний размер возникающих кластеров увеличивается. Наконец, при концен-
трации, близкой к критической, появляется перколяционный кластер, связываю-
щий противоположные стороны решетки. Заметим, что в «дырах» перколяцион-
ного кластера размещаются конечные изолированные кластеры. Возрастание 
плотности перколяционного кластера с ростом p означает, что он, постепенно 
присоединяя конечные кластеры, из очень редкого становится все более плотным. 
При этом средний размер его «дыр» убывает, что ведет к уменьшению среднего 
размера изолированных конечных кластеров. 

Рассмотрим некоторые приложения теории перколяции для характеристики 
разномасштабных биосистем. Известно, что флуктуации окружающей среды для 
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каждого момента времени благоприятствуют определенным видам (или геноти-
пам), тогда как другие вынуждены довольствоваться низкой численностью, но 
сохраняют потенциальную возможность ее увеличения в благоприятных услови-
ях. При этом ареалы даже наиболее успешных видов в силу физических и биоти-
ческих ограничений имеют прерывистый, или дизъюнктивный характер. В первом 
приближении эта ситуация соответствует геометрическому образу конечных пер-
коляционных кластеров вдали от перколяционного перехода. В экологических 
дефинициях рассматриваемая ситуация определяется правилом топографическо-
го, или популяционного кружева ареала (Розенберг и др., 1999), согласно которо-
му популяция заселяет пространство неравномерно, оставляя пустые места (ср. — 
«дыры»), которые непригодны для ее жизни, тем самым распадаясь на экологиче-
ски разнородные микропопуляции, приуроченные к конкретным местообитаниям 
(т.е. кластерам. — авт.). 

Близким аналогом перколяционного перехода можно считать феномен интро-
дукции, под которым понимают преднамеренный или случайный перенос какого-
либо вида живого за пределы ареала. При наличии соответствующих ресурсов и 
отсутствии биотических ограничений (хищников и/или конкурентов) интродук-
ция может сопровождаться популяционным взрывом (размножение и расселение 
кроликов в Австралии или ондатры в Западной Европе), нарушающем экологиче-
ское равновесие и наносящем существенный экономический ущерб. 

В рассматриваемой модели образование перколяционного кластера можно ин-
терпретировать как появление доминантного вида, влекущее за собой перестрой-
ку видовой структуры сообщества. Известно, что состояние экологического до-
минирования, количественно описываемое индексом Симпсона 

 ∑ =
= S

i ipC
1

2 , 

сопровождается снижением видового разнообразия и выравненности, оценивае-
мых, соответственно, индексами Шеннона  

  ∑ =
= S

i ii ppH
1 2log , 

и Пиелу 

  SHHHe ln// max ==  ,  

где pi — относительная численность i-го из S видов. 
В свою очередь, образование перколяционного кластера характеризуется воз-

растанием упорядоченности (т.е. снижением энтропии, H) и нарушением степени 
симметричности, которая может быть охарактеризована сверткой функций (η ). 

Заметим, что в рассматриваемом аспекте свертка функций может интерпретиро-
ваться как количественная мера параметра порядка исследуемой системы, вне 
зависимости от того, скалярной, векторной или тензорной величиной он является.  

Можно показать, что приведенные синэкологические дефиниции являются 
экологическими эквивалентами терминов, применяемых в теории перколяции 
(табл. 2).  
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Таблица 2  
Эквивалентность дефиниций теории перколяции и синэкологии,  

используемых для характеристики перколяционного  
перехода и интродукции (доминирования) 

 
Таким образом, приложение теории перколяций к анализу пространст-

венного распределения видов и/или сообществ и их границ позволяет полу-
чить нетривиальный, с точки зрения классической экологии, результат. 

Триада «симметрия — фракталы — перколяция» основана на понятийных со-
отношениях, играющих фундаментальную роль в современной физической пара-
дигме. Так, например, рассматривая симметрию относительно преобразований 
подобия, мы сталкиваемся с фрактальными свойствами объектов. С другой сторо-
ны, при перколяционных переходах, являющихся геометрическими фазовыми 
переходами второго рода, наблюдается нарушение симметрии. Наконец, возни-
кающие в явлениях перколяции кластеры являются фрактальными объектами. 
Таким образом, рассмотренные фундаментальные понятия современной физики и 
связанные с ними геометрические образы могут играть конструктивную роль и 
при анализе таких сложных биологических объектов, как популяции и сообщест-
ва. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 03-05-65064). 
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