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В данной работе рассматриваются псевдосимметрические особенности неко-
торых флюоритоподобных структур. При помощи количественной оценки сте-
пени инвариантности функции электронной плотности кристаллической струк-
туры относительно дополнительных трансляций проведена классификация 
структур внутри данного структурного типа. 

 
Самой общей и универсальной системой классификации кристаллов как макро-

скопических объектов и как атомных структур является разбиение всего их мно-
жества на 32 точечные и 230 пространственных групп симметрии. Симметрия оп-
ределяет не только внешнюю огранку и законы расположения атомов в 
кристаллическом пространстве, но возможный спектр физических свойств кри-
сталлических структур. Однако, довольно часто оказывается, что атомная структу-
ра кристалла инвариантна относительно некоторой пространственной группы 
симметрии лишь приближенно. Такая ситуация возникает, например, в случае, 
когда некоторый фрагмент атомной структуры имеет симметрию более высокую, 
чем вся структура в целом [1].  

Атомные структуры многих кристаллов можно представить как усложнение 
некоторых более простых (базисных) кристаллических структур. Усложнение, в 
основном, происходит или за счет смещения атомов из частных позиций, или за 
счет замены части атомов одной правильной системы на атомы с другим порядко-
вым номером. В этих случаях происходит понижение симметрии кристаллической 
структуры до некоторой подгруппы пространственной группы симметрии базис-
ной структуры.  

Искажение базисной структуры обычно происходит за счет небольших измене-
ний ее параметров, и вследствие этого производную структуру можно считать 
«почти симметричной» по отношению к пространственной группе симметрии ба-
зисной структуры.  

Кристаллическими структурами, которые могут быть представлены как услож-
нение некоторых более простых и симметричных, являются многие кристаллы, 
которые строятся на базе плотнейших упаковок анионов. При этом атомы, обра-
зующие плотнейшую упаковку, инвариантны относительно пространственной 
группы «пустой» упаковки, а симметрия всей структуры в целом, которая опреде-
ляется законом заполнения пустот и искажениями координационных полиэдров, 
может иметь симметрию более низкую и описываться некоторой подгруппой про-
странственной группы симметрии кристалла в целом. Такие «почти симметрич-
ные» структуры обычно называются псевдосимметричными. 

Формально атомную структуру псевдосимметричного кристалла можно опи-
сать федоровской группой симметрии G, относительно которой инвариантна вся 
атомная структура (вся функция электронной плотности и ядра атомов) и группой 
Т, относительно которой инвариантен фрагмент структуры.  
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Для описания трансляционной псевдосимметрии в кристаллах разложим груп-
пу Т по ее подгруппе G на левые смежные классы: 

...21 UUU GtGtGT = ,    (1) 

где t1,t2 – некоторые операции симметрии, принадлежащие Т, но не входящие в G. 
Каждая операция ti из (1) задает тот или иной тип псевдосимметрии. Так, если од-
на из операций ti представляет собой трансляцию (т.е. когда большая часть элек-
тронной плотности структуры инвариантна относительно некоторых трансляций, 
не входящих в группу, описывающую симметрию структуры целиком), то говорят 
о трансляционной псевдосимметрии кристаллической структуры [2]. Если в кри-
сталлической структуре большая часть электронной плотности инвариантна отно-
сительно некоторой трансляционной надгруппы, то такая структура иногда назы-
вается трансляционной сверхрешёткой. В отличие от полупроводниковых 
сверхрешёток, искусственно получаемых путём эпитаксиального выращивания 
плёнок, представляющих собой чередующиеся слои разного состава с периодом 
повторяемости более 100Å, трансляционные (кристаллические) сверхрешетки яв-
ляются единым монокристаллом, причем периоды повторяемости для всей струк-
туры и высокосимметричной ее части имеют периоды повторяемости порядка де-
сятков ангстрем. Отношение периодов невелико и чаще всего равно 2.  

Кристаллических структуры с сильной трансляционной псевдосимметрией об-
ладают рядом интересных физических свойств, в частности, минизонной структу-
рой электронного спектра и характерной картиной дифракции рентгеновских лу-
чей с закономерным ослаблением интенсивности дифракционных максимумов 
определенных классов. 

Для количественной оценки степени инвариантности структуры относительно 
представителей смежных классов ti используем функционал [3]: 
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ρ  — функция электронной плотности кристалла, и интегрирование 

ведется по объему элементарной ячейки V. Величина ηg[ρ( r
r

)] приблизительно 
равна доле электронной плотности кристалла, которая инвариантна относительно 
операции t. 

В данной работе рассматриваются симметрические особенности атомных 
структур неорганических кристаллов, которые можно описать как усложнение 
базисной структуры флюорита CaF2. В структуре флюорита атомы кальция и фто-
ра описываются правильными системами точек:  
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В терминах плотнейших упаковок правильная система точек а описывает по-

ложения шаров, а правильная система с – тетраэдрических пустот. 
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Нетрудно заметить, что базисная структура флюорита псевдосимметрична. 
Действительно, непосредственно из вида восьмикратной правильной системы то-
чек, описывающей положения атомов фтора, видно, что для нее характерны до-
полнительные (по сравнению с пространственной группой флюорита в целом) 

трансляции (
2
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1 ), естественно, (
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1 ). При этом простран-

ственная группа симметрии этой части структуры Pm3m с укороченными вдвое 
базисными трансляциями по сравнению со структурой флюорита в целом. Из со-
ображений симметрии следует, что степень инвариантности структуры относи-
тельно всех этих трансляций будет одинакова.  

Поскольку в структурах флюорита, тетраэдрические пустоты заполняются в 
основном атомами более “лёгкими”, то величина степени инвариантности относи-

тельно дополнительных трансляций (
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шинства структур будет незначительной. Совершенно противоположная ситуация 
получается для структур так называемых антифлюоритов, где плотнейшую упа-
ковку образуют лёгкие анионы, а тетраэдрические дырки заполняются тяжёлыми 
катионами. Для таких структур можно ожидать значительной величины степени 
псевдосимметричности.  

При анализе псевдосимметрических особенностей кристаллических структур, 
принадлежащих какому либо структурному типу, удобно пользоваться диаграм-
мами, которые показывают взаимное расположение кристаллических структур в 
порядке возрастания соответствующих величин ηg[ρ( r

r
)]. Такие диаграммы назы-

ваются η-диаграммами. Рассмотрим некоторое множество кристаллических струк-
тур, принадлежащих к одному структурному типу и, следовательно, описываю-
щихся пространственной группой G. Пусть все структуры, принадлежащие 
данному структурному типу, частично инвариантны относительно пространствен-
ной надгруппы T⊃ G. Количественно степень инвариантности каждой структуры 
относительно группы T можно определить, вычисляя значения функционала (2) 

для одной или нескольких операций t
)

. Все кристаллические структуры данного 
структурного типа удобно изобразить на диаграмме в соответствии с характерны-

ми для них значениями степени инвариантности относительно операций t
)

. Если 
G представляет собой подгруппу Т индекса 2, то все кристаллические структуры 
данного структурного типа располагаются на одной прямой. 

Нами был произведён расчёт степени трансляционной инвариантности (2) 

( )[ ]xа
rρη 2/  ряда кристаллических структур, принадлежащих структурному типу 

флюорита и антифлюорита относительно дополнительных трансляций (
2

1 ,
2

1 ,
2

1 ). 

Соответствующие η-диаграммы приведены на рис. 1, 2.  
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Рис. 1. η(0.5, 0,5, 0,5)-диаграмма для структур, принадлежащих структурному типу 
флюорита 
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Рис. 2. η(0.5,0.5,0.5)-диаграмма для структур, принадлежащих структурному типу 
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Рис. 3. η-диаграмма флюоритоподобных структур, описывающихся пространственной  
группой Pm3m. Cтепень трансляционной псевдосимметрии рассчитана относительно  
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Для флюоритоподобных структур, характеризующихся пространственной 
группой G, отличной от Fm3m, степень инвариантности относительно операций, 
которые присутствуют в группе Fm3m, но отсутствуют в G, может служить харак-
теристикой отклонения данной структуры от структуры идеального флюорита. Как 
уже было показано выше, такой операцией может быть одна из центрирующих 

трансляций кубической гранецентрированной решетки )0,
2
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,

2

1
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2

1
,0,

2

1
(  или 

)
2

1
,

2

1
,0( . Из кубической симметрии структуры следует, что степени инвариантно-

сти относительно всех этих трансляций будут одинаковы.  
На рис. 3 приведена η-диаграмма для некоторых флюоритоподобных структур, 

описывающихся пространственной группой Pm3m. На этой диаграмме степень 
инвариантности кристалла CaF2, который описывается пространственной группой 
Fm3m, будет равна 1. Наиболее близким к структуре классического флюорита из 
числа кристаллов приведенных соединений является KMnF3, который характери-
зуется величиной степени трансляционной псевдосиммерии 0.606. Наименьшей 
величиной )]([)0,2/1,2/1( x

rρη , равной 0.047, из всех приведенных кристаллов харак-

теризуется атомная структура кристалла RbPbF3. В этом смысле она может счи-
таться наиболее искаженной структурой относительно структуры флюорита CaF2. 

Приведенные диаграммы могут служить основой для классификации флюори-
топодобных структур на основе анализа степени отклонения симметрии их функ-
ции электронной плотности от симметрии классического флюорита.  

Данная работа выполнена в рамках и при поддержке гранта INTAS N32045. 
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