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Показано, что адекватное отображение симметрии кристаллических и некри-
сталлических алмазоподобных структур требует замены евклидового базиса 
структурной кристаллографии более общим базисом проективной (алгебраиче-
ской) геометрии. Установлено, что графы инцидентности особых подконфигура-
ций конечной проективной плоскости PG(2,q), q = 2,3 комбинаторно-
топологически эквивалентны графам особых (высокосимметричных) кластеров 
алмазоподобных структур. На примере построения PG(2,3) по таблицам сложе-
ния и умножения поля Галуа GF(3) показано, что расширение возможностей 
обобщенной кристаллографии алмазоподобных структур по сравнению с клас-
сической кристаллографией определяется переходом от группы к множеству 
(кольцу, полю, алгебре и т.п.), в котором определены минимум две операции. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Значение детерминированных алмазоподобных структур (АС) для фундамен-
тальной кристаллографии и прикладного использования трудно переоценить. АС 
реализуются в кристаллических фазах высокого давления, кристаллах с линейны-
ми дефектами, тонких пленках, наноматериалах и т.п., структурные типы которых 
определяются тетракоординированными графами, состоящими из множества вер-
шин и ребер. Только в 1999 году удалось определить все кристаллические тетра-
координированные комбинаторно-топологически различные графы разбиений 
трехмерного евклидового пространства Е3 на выпуклые полиэдры, содержащие 
вершины одного, двух или трех различных типов [1]. Применяемый в [1] аппарат 
фактически использует более общие, чем дискретные группы движений в Е3, ал-
гебраические конструкции, наглядно иллюстрируя, что для адекватного отображе-
ния симметрии даже кристаллической структуры (не говоря уже о детерминиро-
ванных некристаллических структурах) недостаточно «классической» 
кристаллографии, ограниченной определенными в Е3 федоровскими группами. 

Снятие основных ограничений классической кристаллографии требует перехо-
да к Еn, n > 3, и неевклидовым геометриям. Наиболее «структурными» примерами 
можно считать работы по квазикристаллам (например [2, 3]), регулярным разбие-
ниям трехмерных пространств Римана и Лобачевского S3 и H3 [4, 5], эллиптиче-
ской геометрии [6], теории расслоенных пространств [7], решеток корней [8] и т.п. 
Однако до сих пор в рамках всех этих расширений классической кристаллографии 
аппарат для адекватного отображения симметрии детерминированных (не только 
кристаллических) АС создан не был. Либо математическая основа была недоста-
точно широка, либо наоборот – оторванный от АС сложнейший математический 
аппарат был подкреплен лишь несколькими (довольно абстрактными) двумерными 
примерами.  
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По нашему мнению, необходимый аппарат должен быть подобен федоровским 
группам и представлять собой предельно наглядный алгоритм адекватного ото-
бражения симметрии АС, определяемый строгой математической базой. Результа-
ты наших многолетних исследований [2, 9, 10, 11] показали, что всем этим требо-
ваниям отвечает проективная (а в более широком смысле – алгебраическая) 
геометрия, включающая в единую схему геометрии Евклида, Лобачевского и Ри-
мана [12, с. 242] и обладающая объектами, рассмотрение которых в Е3 [12, с. 439] 
однозначно определяет (под)структуры АС.  

Целью настоящей работы является краткое изложение основ обобщенной кри-
сталлографии алмазоподобных структур (ОКАС) как особого структурного при-
ложения алгебраической геометрии, которое включает соответствующие разделы 
классической кристаллографии в качестве предельного случая. 

Данная работа в основном посвящена изложению проективно-геометрических 
основ ОКАС. Приведенные примеры наглядно показывают, что, по крайней мере 
для АС, евклидовый базис структурной кристаллографии должен быть заменен 
более общим базисом проективной (алгебраической) геометрии. Для наглядности 
изложения математической строгостью во многих местах пришлось пожертвовать 
и использовать многочисленные иллюстрации, обеспечивающие прямое сопостав-
ление конструкций проективной геометрии с однозначно определяемыми ими кла-
стерами АС. Более подробно ОКАС изложена в [10, 11], ее основные математиче-
ские конструкции определены в [8, 13–18].  

В рамках ОКАС определяются различные типы порождающих кластеров (ПК) 
алмазоподобных структур, из определенного набора которых собирается детерми-
нированная АС, подобно тому как, например, 3-мерное разбиение Пенроуза соби-
рается из 4 тетраэдров Данцера [2]. Множество всех ПК образуют систему ПК, 
которая позволяет априори выводить детерминированные АС, определять симмет-
рийно-возможные в них структурные фазовые переходы и, следовательно, способ-
на избавить исследователей от трудоемких и неэффективных эмпирико-
интуитивных структурных построений. В силу тетракоординированности (тетра-
эдричности) цеолитов, силикатов, алюмофосфатов, фуллеритов, сплавов и т.п. оп-
ределенные разделы ОКАС могут успешно применяться и для этих структур [19]. 

 
1. Граф кластера алмаза как граф инцидентности подконфигурации конеч-

ной проективной плоскости PG(2,q) 

Структура, содержащая n точек P1, P2, … Pn и n прямых l1, l2, … ln, n = q2+q+1, в 
которой через каждую точку проходит q+1 "прямая", состоящая из q+1 точки, на-
зывается конечной проективной плоскостью PG(2,q) порядка q. Она однозначно 
определяется своей таблицей инцидентности (принадлежности), представляющей 
собой квадратную таблицу n × n, в которой столбцы P1, P2, … Pn называются "точ-
ками", а строки l1, l2, … ln – "прямыми". Инцидентность точки Рj и прямой li в этой 
таблице определяется заполнением клетки ij (зачерненным кружком), пустая клет-
ка означает отсутствие инцидентности (рис. 1а, б).  

Множество из m точек и n прямых (плоскостей), в котором через каждую точку 
проходит f прямых (плоскостей), а на каждой прямой (плоскости) лежат d точек, 
называется конфигурацией. Конфигурация обозначается (mf,nd), если m = n, то 
конфигурация  является самодуальной и обозначается nd  (рис. 1а, 2а, 3).   Конфи-
гурация определяется своей таблицей инцидентности ТИ(mf,nd) из m строк и n 
столбцов, содержащей  m⋅f = n⋅d  знаков инцидентности. Для реализации на  какой-
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либо проективной плоскости конфигурация должна быть геометрической, т.е. 
ТИ(mf,nd) во всякой своей подтаблице 2х2 должна иметь хотя бы одну пустую 
клетку (рис. 1б, 2б, 3). Если при добавлении нескольких знаков инцидентности в 
ТИ(mf,nd) получаемая конфигурация остается геометрической, то она представляет 
собой расширенную конфигурацию [13, 14]. 

 
 
Рис. 1. Конечная проективная плоскость PG(2,2) или самодуальная конфигурация Фано 

73 [13–15], стереографическая проекция нерегулярной карты 3
1,2}3,6{ . 

а — Графическая модель конечной проективной плоскости PG(2,2). Параллельные пря-
мые l2, l5; l3, l6; l7, l4 пересекаются в идеальных точках 0, 1, ∞, образующих бесконечно уда-
ленную прямую l1. Диагональные «прямые» l3 и l6 показаны жирными линиями.  

б — Таблица инцидентности PG(2,2), которая без показанных пустыми кружками зна-
ков инцидентности является ТИ подконфигурации {73}

3. 
в — Граф инцидентности подконфигурации 73, который без показанных пунктиром ре-

бер, соответствующих отрезкам P1P2, P1P3, P1P4 прямых l2, l3, l4 в (а) и пустым кружкам в (б), 
представляет собой граф инцидентности подконфигурации {73}

3 конфигурации 73.  
г — Граф инцидентности PG(2,2) как регулярная, бихроматическая карта {6,3}2,1 на то-

ре, имеющая 14 вершин, 21 ребро, 7 гексациклов; и его представление сферой с ручкой, 
которая имеет форму изогнутой треугольной призмы.  

д — Стереографическая проекция 14-вершинного разбиения сферы на гексациклы, к ко-
торому приводит отбрасывание ручки в торе (г). Разбиение (д) определяется нерегулярной 

картой 3
1,2}3,6{ , имеющей на 3 ребра и 1 гексацикл меньше по сравнению с картой {6,3}2,1 

(г). Триангуляция сферы показана тонкими линиями, состоящие из 4-х треугольников гек-
сациклы — жирными 

 

а б в 

г д 

l6 
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Автоморфизмом или взаимно-однозначным отображением PG(2,q) на себя яв-
ляется такое преобразование, при котором образы трех точек тогда и только тогда 
принадлежат одной прямой, когда сами эти точки принадлежат одной прямой. Та-
кие автоморфизмы называются коллинеациями и в общем случае определяются 
обратимыми 3х3 матрицами дробно-линейных преобразований. Все подстановки 
n-элементного множества образуют полную группу подстановок Sn порядка n!. 
Множество всех коллинеаций PG(2,q) составляет подгруппу Pкол(2,q) группы Sn, 
порядок Pкол(2,q) = m(q2+q+1)(q+1)q3(q+1)2, где q = pm, р – простое число [8, 13, 16]. 

Осуществляемое PG(2,q) выделение подгрупп симметрической группы Sn, 
n = q2+q+1 возможно и в рамках теории графов. Каждое ребро графа соединяет 
ровно две различные точки, две точки соединяются не более чем одним ребром; 
если в вершине сходится k ребер, то эта вершина имеет степень k. Если все вер-
шины графа имеют одну и ту же степень k, то граф – регулярный, степени k. Дли-
на кратчайшего цикла графа называется его обхватом, а цикл, проходящий через 
каждую точку графа, – гамильтоновой цепью. Граф с гамильтоновой цепью – граф 
Гамильтона (рис. 1в). Если множество вершин графа можно разбить на два непе-
ресекающихся подмножества (черных и белых точек) таким образом, что любое 
ребро соединяет точки разных подмножеств (черную и белую), то граф называется 
бихроматическим. Регулярный граф степени k и обхвата l, имеющий наименьшее 
число точек, обозначается через Г(n,k,l) [13]. 

Если точки P1,P2, … Pn и прямые l1, l2, … ln, конечной проективной плоскости 
PG(2,q) сопоставить белым и черным вершинам графа, а ребрами соединять те и 
только те пары из одной светлой и одной темной точки, для которых в пересече-
нии соответствующей строки li и столбца Pj содержится знак инцидентности, то 
возникает граф инцидентности PG(2,q), состоящий из 2(q2+q+1) вершин и 
(q+1)(q2+q+1) ребер. Граф инцидентности PG(2,q) является регулярным бихрома-
тическим гамильтоновым графом степени q+1 и обхвата 6, имеющим наименьший 
возможный порядок [13]. Граф инцидентности PG(2,2) или граф Леви самодуаль-
ной конфигурации 73 приведен на рис. 1в. 

Пусть Г(N0,k,6), N0≤2(q2+q+1), k≤q+1 — максимальный симметричный подграф 
графа инцидентности Г(2(q2+q+1), q+1, 6) конечной проективной плоскости 
PG(2,q), который может быть представлен в форме правильной карты на поверх-
ности S, являющейся ориентируемой (сфера с ручками) или неориентируемой 
(сфера со скрещенными колпаками). Во всякой ориентированной карте могут быть 
выделены ручки [14-16]. Так, например, в регулярной карте на торе может быть 
выделена ручка, представимая в виде изогнутой k-угольной призмы (рис. 1г), до-
полняющей сферу до тора [14]. Удаление этой ручки (т.е. k ребер в регулярной 
карте на торе) приводит к образованию на оставшейся сфере нерегулярной карты. 
Среди подконфигураций плоскости PG(2,q) возможны и такие, граф инцидентно-
сти которых представим лишь нерегулярной картой, осуществляющей разбиение 
сферы с различным числом гексагонов у каждой вершины. Такой нерегулярной 
картой является, в частности, карта{6,3}3

b,c, получаемая из регулярной карты 
{6,3}b,c на торе (содержащей N2 = b2+bc+c2 гексациклов, N1 = 3N2 ребер и N0 = 2N2 
вершин) при удалении k = 3 ребер (рис. 1г, д). Нерегулярная карта {6,3}3

b,c имеет 
свойственную сфере эйлерову характеристику [14-16]: 

χ({6,3}3
b,c) = 2N2 – 3(N2 – 1) + (N2 – 1) = 2,    (1) 

где 2N2, 3(N2 – 1) и (N2 – 1) — число вершин, ребер и гексациклов карты {6,3}3
b,c 

(рис. 1д), число ребер, удаляемых из регулярной карты (здесь и в дальнейшем), 
обозначается добавочным верхним индексом в символе этой карты. 
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 ГЦК-решетка совпадает с решеткой корней D3, поэтому как объединение двух 
ГЦК-решеток структура алмаза обозначается D3

+ [8] и представляет собой регу-
лярный бихроматический граф Г(D3

+) степени 4 и обхвата 6. Ребра этого графа не 
пересекаются, поэтому общий (в комбинаторно-топологическом смысле, т.е. без 
учета метрических соотношений) подграф Г(D3

+) и Г(2(q2+q+1), q+1, 6) должен 
совпасть с определяемой (1) нерегулярной картой 3

1,}3,6{ q . Алмаз — это объект 

евклидовой геометрии, PG(2,q) — конечной проективной геометрии, следователь-
но, кластер алмаза с графом  

(Г(2(q2+q+1), q+1, 6) ∩ Г(D3
+)) = 3

1,}3,6{ q     (2) 

является объектом конечной проективной геометрии, рассматриваемом в евклидо-
вой геометрии [12, c. 439]. Наличие не более 4 связей в вершине кластера заведомо 
реализуется при q = 2,3; поэтому, в силу (2), можно утверждать что кластеры алма-
за с графами 3

1,}3,6{ q
, q = 2,3 обладают в Е3 «оставшейся» от PG(2,q) дополнитель-

ной «сверхевклидовой» симметрией, адекватное отображение которой возможно 
лишь на уровне групп коллинеаций и корреляций [13, 14]. 

Конфигурация Дезарга 103 соответствует «собственно теореме Дезарга» (пара 
треугольников, перспективных относительно центра перспективы и относительно 
оси перспективы (рис. 2а)) и представляет собой подконфигурацию PG(2,3) =134. 
Конечная проективная плоскость PG(2,3) не содержит PG(2,2), но может содержать 
ее подконфигурации, в частности самодуальную подконфигурацию {73}

3, которой 
соответствует удаление трех ребер в графе инцидентности PG(2,2) (рис. 1в). 

 
 
Рис. 2. Самодуальная конфигурация Дезарга 103, ее таблица инцидентности [13] и опре-

деляемый ею кластер алмаза.  
а — Конфигурация Дезарга 103. Треугольники P5, P6, P7 и P8, P9, P10 обладают центром 

перспективы P1 и осью перспективы l1 = {P2,P3,P4}. б — Таблица инцидентности 103. Выде-
ленная жирными линиями подтаблица 7х7 определяет подконфигурацию {73}

3 – пересечение 
конфигураций 103 и 73 (рис. 1б). ТИ 103 без пустых кружков определяет подконфигурацию 
{103}

6. в — 20-вершинный кластер алмаза, определяемый подконфигурацией {103}
6. «Неал-

мазные» связи в кластере показаны пунктиром, им соответствуют показанные пустыми круж-
ками знаки инцидентности в ТИ 103. Подтаблица 7х7 ТИ 103 однозначно задает граф (рис. 1 в, 
д), который при требовании равенства ребер (без их пересечения) и углов между ними опре-
деляет 14-вершинный параллелоэдр алмаза, показанный жирными линиями 

а б в 
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Таблица инцидентности 103 (ТИ 103) определяет 20-вершинный кластер алмаза 
(рис. 2в). Она разбивается на два диагональных блока (1–7)×(1–7), (8–10)×(8–10) и 
на два симметричных относительно диагонали недиагональных блока: (8–10)x(1–7) 
и (1–7)×(8–10) (рис. 2б). Диагональный блок представляет собой ТИ подконфигу-
рации конфигурации 73 (рис. 1б) и определяет 14-вершинный ПК алмаза с графом 

3
1,2}3,6{  (рис. 1в, д), который выделен на рис. 2в жирными линиями. (Впервые этот 

кластер из структуры алмаза был выделен в [20].) Он представляет собой подробно 
описанный в [10, 11] параллелоэдр алмаза и определяется конкретизирующими (2) 
соотношениями: 

 
3

1,2}3,6{ = Г(73)∩Г(D3
+) = Г(73)∩Г(103) = Г(73∩103) = Г({73}

3),   (3) 

 
которые обеспечивают его реализацию в Е3 при условии равенства ребер (без их 
пересечения) и углов между ними.  

Блоки (8–10)×(1–7) и (1–7)×(8–10) соответствуют 6 однокоординированным вер-
шинам, дополняющим каждую двухкоординированную вершину в 3

1,2}3,6{  до трех-

координированной. Объединению этих 6 вершин в гексацикл соответствует блок  
(8–10)×(8–10) (рис. 2б), но ребра этого гексацикла (пунктир на рис. 2в) не могут со-
ответствовать связям в структуре алмаза; поэтому 20-вершинный кластер алмаза с 
24 связями определяется ТИ {103}

6, т.е. ТИ 103 без шести пустых кружков. 
 
2. Классификация порождающих кластеров алмазоподобных структур по 

типам конфигураций 

Если бихроматический граф ПК осуществляет нерегулярное разбиение на гек-
сациклы, то разбив каждый гексацикл на 4 треугольника и применив теорему Эй-
лера для триангулированных полиэдров, получаем соотношения: 

F = ½ (m1+n1) – 1,  E = 3F,    (4)  

где m1 и n1 — число белых и черных вершин графа; F — число гексациклов, Е — 
число ребер [10]. Самодуальная конфигурация n3 может быть представлена и в 
форме ((m1+m2)3,(n1+n2)3), позволяющей выделить в ТИ n3 подтаблицу m1 × n1. Ес-
ли эта подтаблица содержит не менее 3(½(m1+n1) – 1) знаков инцидентности и в 
каждой строке и столбце их не менее 2, то (в силу (4)) такая подтаблица ТИ долж-
на определять ПК либо непосредственно, либо при последующем отбрасывании в 
ней отмеченных пустыми кружками знаков инцидентности.  

Вариант m2 = n2 = 2 реализуется, например, для конфигурации трех вписанных 
друг в друга треугольников (93)2 = ((7+2)3,(7+2)3)2 = ((7+2)3)2, подтаблица 7×7 ТИ 
которой однозначно определяет 14-вершинный ПК лонсдейлита с 6 гексациклами: 2 
«креслами» и 4 «ваннами» (рис. 3а). Подконфигурацию (93)2 с такой ТИ 7×7 будем 
обозначать ((7∪ 2)3)2. Аналогично, подконфигурация ((7∪ 2)3)3 неправильной конфи-
гурации (93)3 однозначно определяет 14-вершинный ПК ядра винтовой дислокации в 
алмазе [20–22] c 6 гексациклами: 2 «твист-ваннами» и 4 «твист-креслами» (рис. 3б). 
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Рис. 3. Конфигурации 93, их таблицы инцидентности [13] и определяемые их подконфи-

гурациями кластеры алмазоподобных структур. 
а — Конфигурация (93)2 трех вписанных друг в друга треугольников: {7,2,3}, {1,8,9}, 

{4,5,6}. Выделенная жирными линиями подтаблица 7×7 ее ТИ определяет ПК лонсдейлита.  
б — Неправильная конфигурация (93)3. Выделенная жирными линиями подтаблица 7×7 

ее ТИ определяет ПК ядра винтовой дислокации в алмазе. Цифры со штрихами нумеруют 
прямые, которым соответствуют черные вершины кластеров АС  

 
 
При m2 = 3, n2 = 1 в самодуальной конфигурации (93)3 может быть выделена не-

самодуальная подконфигурация ((6∪ 3)3,(8∪ 1)3)3 с ТИ 8×6, которая представляет 
собой пересечение (93)3 с несамодуальной конфигурацией (64,83) и определяет 14-
вершинный ПК с 6 гексациклами. Этот кластер представляет собой ПК ВС-8 – 
объемноцентрированной фазы высокого давления Si [3, 22]. Эта структура являет-
ся АС с весьма искаженными (≈ до 100°) тетраэдрическими углами, которую мож-
но считать «пограничной», находящейся между АС и тетраэдрическими (металли-
ческими) структурами. В [3] структура ВС-8 была получена как аппроксимант 
икосаэдрического квазикристалла.  

Все рассмотренные ранее ПК определялись дезарговыми подконфигурациями 
плоскостей PG(2,q), q = 2,3; но у этих плоскостей могут быть и недезарговы под-
конфигурации. Например, ступени Холла Т2 и Т3 (рис. 4б, в), вкладывающиеся, 
соответственно, в PG(2,2) (рис. 1б) и PG(2,3) (рис. 5). В силу недезарговости Т2 
(Т3), выражаемой непересечением между собой части столбцов (строк) в ТИ Т2 
(Т3), в бихроматическом графе инцидентности Т2 (Т3) возникнут отсутствующие в 
графе PG(2,q) циклы, которые могут быть разделены на меньшие при соединении 
ребрами вершин одного цвета. Т.о., в расширенной «инцидентностями» между 
точками (или прямыми) дезарговой плоскости Т2 (Т3), можно выделить подконфи-
гурацию, определяющую разбиение сферы на пента-, гекса- и гептациклы. 

а 

б 
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Помимо Т2 плоскость PG(2,2) содержит и подробно рассмотренную ранее под-
конфигурацию 73∩103, определяющую параллелоэдр алмаза (рис. 2в). Пересече-
нию (73∩103) с Т2 будет соответствовать отбрасывание двух знаков в ТИ Т2. Если в 
этой ТИ отбросить еще один знак, а затем посредством стрелок установить «инци-
дентность» между точками 2–4 и 6–7, то полученная ТИ подконфигурации {73∩103 
∩T2}

1-2 определяет граф 13-вершинного ПК с двумя «поперечными» пентациклами 
и 4 «боковыми» гексациклами (рис. 4б). В символе этой подконфигурации верхний 
индекс 1 означает 1 отбрасываемое «неалмазоподобное» ребро, а 2 — введение 
двух добавочных ребер, не принадлежащих графу инцидентности подконфигура-
ции 73∩103 ∩T2 и соединяющих вершины одного цвета. PG(2,3) содержит ступень 
Холла Т3 и подконфигурацию 83∩(93)2, поэтому, аналогично вышеизложенному, 
граф инцидентности подконфигурации {83∩(93)2∩Т3}

–2 определяет граф 15-
вершинного ПК с 2 «поперечными» гептациклами и 4 «боковыми» гексациклами 
(рис. 4в). 

 

 
Рис. 4. Конечные недезарговы плоскости [13] и определяемые подтаблицами их таблиц 

инцидентности порождающие кластеры с пента-, гекса- и гептациклами. 
а — ТИ конфигурации (43,62) — собственного четырехугольника и определяемый ею 

ПК адамантана [11]. б, в — Расширенные (посредством стрелок) ТИ конечных недезарго-
вых плоскостей и определяемые их подтаблицами 6×7 и 8×7 кластеры с пента-, гекса- и 
гептациклами. Приведенная на (а — в) последовательность ТИ (без стрелок) — это после-
довательность ступеней Т1, Т2, Т3 модели Холла, возникающая при попеременном добавле-
нии столбцов и строк к предыдущей ступени. Подтаблица предыдущей ступени выделена 
жирной линией в последующей. Пента- и гептациклы выделены жирными линиями 

 
Все типы ПК, которые содержат лишь пента-, гекса- и гептациклы, были рас-

смотрены в [11]. Установлено, что их симметрийная классификация возможна 
лишь по следующим типам конфигураций: дезарговым или недезарговым, самоду-
альным или несамодуальным и обычным или расширенным.  

а б 

в 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье на многочисленных примерах показано, что графы порож-
дающих кластеров алмазоподобных структур однозначно определяются подтабли-
цами таблиц инцидентности конечных проективных плоскостей PG(2,q), q = 2,3. В 
рамках классической кристаллографии, алгебраической основой которой является 
теория групп, адекватное отображение симметрии этих графов невозможно. Это 
означает, что ТИ PG(2,q) должны отображать симметрию более общих, чем груп-
па, алгебраических объектов: колец, полей, алгебр и т.п., в которых, в отличие от 
группы, определены минимум две операции [8,18].  

Действительно, ТИ PG(2,q) однозначно строятся по таблицам сложения и ум-
ножения полей вычетов по модулю q-полей Галуа GF(q) [13, 18]. Рассмотрим при-
мер такого построения ТИ PG(2,q), при q = 3 (рис. 5). Известно, что распределение 
чисел в таблице сложения GF(q) является диагональным, т.е. в каждом столбце и 
каждой строке таблицы q x q находится лишь одно число t, которое является и 
произведением чисел m и x из таблицы умножения GF(q); t, m, x = 0, 1, 2…q-1. Ка-
ждому произведению mx из таблицы умножения можно сопоставить q x q таблицу 
Сmx , содержащую лишь диагональное распределение числа t = mx из таблицы сло-
жения. Все таблицы Сmx, m, x = 0, 1…q – 1, в свою очередь, образуют таблицу q × 
q, которая (при замене в ней всех чисел t зачерненными кружками) представляет 
собой Q-внутренность ТИ PG(2, q). При добавлении ступенчатого распределения 
знаков инцидентности в дополнительном Г-образном крюке (из q + 1 строки и 
столбца) возникает ТИ PG(2, q) в форме Г-таблицы [13].  

 

Рис. 5. Построение таблицы инцидентности конечной проективной плоскости PG(2,3) 
по таблицам сложения и умножения поля Галуа GF(3). Индексы 2 и 1 квадрата C21  
совпадают с элементами 2 и 1 строки и столбца таблицы умножения (х) поля Галуа  
GF(3) = {0,1,2}. Произведение этих элементов определяет элемент 2, распределение которо-
го в таблице сложения (+) GF(3) и является распределением знаков инцидентности в квад-
рате C21. Квадраты Cmx с m или x, равными 0, одинаковы и представляют собой распределе-
ние 0 в таблице сложения GF(3). Квадрат из 32 квадратов Сmx, m, x = 0, 1, 2 представляет 
собой Q-внутренность таблицы. Первые 4 строки и столбца образуют Г-крюк [13] 
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Основополагающей конструкцией обобщенной кристаллографии алмазоподоб-
ных структур наряду с PG(2,q) является и структура «энантиоморфного алмаза» в 
S3 – нерегулярного политопа {240} [23,4,5], который, в конечном счете, определя-
ется 120 икосианами [8]. Икосиан имеет вид qt = α + βi + γj + δk, где α, β, γ, δ при-
надлежат кольцу золотого сечения Q(τ) = {a + b 5 }, a, b∈Z, Z – множество целых 
чисел. Множество всех конечных сумм q1 +…+ qt +…qn, образует кольцо икосиа-
нов, которое совпадает (в евклидовой норме) с решеткой корней Е8 – 8-мерной 
«алмазной» структурой [8]. 

Итак, на геометрическом уровне ОКАС осуществляет замену евклидова базиса 
структурной кристаллографии на более общий базис алгебраической (проектив-
ной) геометрии, что приводит к расширению базисных для классической кристал-
лографии понятий; например, понятие регулярного полиэдра в ОКАС расширяется 
до политопа, регулярной карты на поверхности, (графа инцидентности) конечной 
проективной плоскости. На алгебраическом уровне ОКАС осуществляет переход 
от группы, в которой определена лишь одна операция, к множествам (полям, ал-
гебрам и т.п.), в которых определены минимум две операции. По крайней мере для 
АС, это расширение кристаллографии принципиально и структурно обусловлено.  

В данной работе мы заменяли алгебраические конструкции их кристаллогра-
фическими эквивалентами, подобно тому, как вместо теоретико-группового опре-
деления федоровской группы [24 с. 315-328] кристаллографы используют соответ-
ствующий график интернациональных таблиц [25]. В этом смысле однозначно 
определяющим ПК различным подконфигурациям соответствуют подалгебры  
разных типов [8, 18], а система ПК отображает строение группы Матье  
М24-подгруппы автоморфизмов 24-мерной слоистой решетки Лича, определяемой 
8-мерной алмазной структурой Е8 [8, 16,].  

Математические конструкции, составляющие основу ОКАС, созданы 20-70 лет 
тому назад, но (насколько нам известно) их систематический «перевод» на необ-
ходимый для обобщенной кристаллографии структурный уровень до сих пор не 
осуществлялся, из-за отсутствия «математико-структурного» словаря. Автор наде-
ется, что ОКАС представляет собой и такой (естественно, далекий от совершенст-
ва) словарь. 

 
Автор выражает глубокую признательность В.А. Копцику, H.А. Бульенкову, 

Л.И. Цинобеpу, М.И. Самойловичу, В.С. Крапошину, Е.В. Чупрунову и М.И. Ми-
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мулирующие обсуждения и помощь в работе.  
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