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Проведен детальный анализ алгоритма расчета одномерных квазикристаллов 
методом проецирования. Вычислены аппроксиманты для последовательных чи-
сел Фибоначчи. Показано свойство самоподобия одномерной квазикристалличе-
ской структуры.  

 
Метод проецирования как один из способов построения одномерных квазикри-

сталлов упоминается в ряде работ (например, [1 - 3]). Однако, принцип метода 
допускает различные варианты построения алгоритма, что приводит к неодно-
значностям при использовании этого метода. Основной целью данной работы яв-
ляется изложение конкретного алгоритма, позволяющего получить однозначную 
связь аппроксимантов одномерного квазикристалла с последовательностью чисел 
Фибоначчи. 

Рассмотрим двумерную плоскую кристаллическую решетку, элементарная 
ячейка которой представляет собой квадрат со стороной а. Совместим начало пря-
моугольных координат с одним из узлов и проведем прямую линию через начало 
координат под углом ϕ 
относительно оси абс-
цисс. Достаточно по-
ложить, что угол ϕ 
принадлежит диапазо-
ну 0 < ϕ < π/2. Парал-
лельно построенной 
линии проведем еще 
две прямые таким об-
разом, чтобы они про-
ходили через узлы 
первой элементарной 
ячейки, лежащие на 
осях координат, т.е. 
через узлы с индекса-
ми [[а,0]] и [[0,а]]. 

Две последние ли-
нии ограничивают на 
плоскости некоторую 
полосу, которая со-
держит внутри себя 
ближайшую к началу 
координат элементар-
ную ячейку квадратной 
решетки (см. рис.).  
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Рис. Построение одномерной упорядоченной структуры 



 45 

Узлы решетки, находящиеся внутри построенной полосы, проецируются на пер-
вую (правую) прямую. Точки проекций, вообще говоря, неравноотстоящие друг от 
друга, определяют некоторую одномерную структуру. Можно полагать, что точки 
проекций определяют координаты центров атомов, расположенных вдоль прямой 
линии. 

Построенная структура является упорядоченной, т.к. была получена по опреде-
ленному алгоритму. Положение каждого атома характеризуется единственной коор-
динатой x’, которая отсчитывается вдоль прямой линии, на которой они расположе-
ны. Координаты x’ атомов одномерной структуры легко вычислить, подвергнув 
координаты (x, y) узлов исходной квадратной трансляционной решетки преобразо-
ванию поворота на угол ϕ вокруг начала выбранной системы координат:  

 
x’ = x ⋅ cos ϕ + y ⋅ sin ϕ,     (1) 

y’ = − x ⋅ sin ϕ + y ⋅ cos ϕ.     (2) 
 
Искомые координаты задаются формулой (1). Принадлежность проецируемого 

узла выделенной полосе зададим двумя неравенствами: 
 

− a ⋅ sin ϕ < y’ ≤ a ⋅ cos ϕ.     (3) 
 
Второе нестрогое неравенство означает, что проецируются узлы исходной ре-

шетки, если они точно попадают на «верхнюю» (левую) прямую, ограничиваю-
щую полосу. Напротив, исходные узлы, находящиеся на «нижней» (правой) огра-
ничивающей прямой, исключаются из процесса построения одномерной 
структуры.  

Получив координаты атомов одномерной структуры с помощью алгоритма, за-
данного выражениями (1) – (3), рассчитаем расстояния между соседними атомами. 
При этом оказывается, что межатомные расстояния представляют собой последо-
вательность только двух различных чисел, что значительно облегчает анализ гео-
метрических свойств сконструированных структур.  

Рассмотрим одномерные структуры, получаемые при различных значениях уг-
ла проецирования ϕ. В качестве углов ϕ будем брать арктангенсы отношений по-
следовательных чисел Фибоначчи:  

 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … Fn = Fn-1 + Fn-2 …  (4) 

 
Для упрощения вычислений положим a = 1.  
При tg ϕ = 1/1 = 1 все межатомные расстояния идентичны и равны 1/ 2  ≈ 

0,707. В этом случае мы получаем одномерный кристалл – периодическую струк-
туру. 

При tg ϕ = 2/1 = 2 межатомные расстояния представляют собой последователь-
ность длинных и коротких отрезков. Обозначив длинный отрезок буквой L, а ко-
роткий – S, образовавшуюся последовательность запишем в виде: 

 
LSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSLLSL…, (5) 

где L ≈ 0,894, S ≈ 0,447. 
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Следовательно, структура (5) также является одномерным кристаллом. Фраг-
мент LSL можно рассматривать как одномерную элементарную ячейку, содержа-
щую 3 атома. Период кристалла равен L + S + L ≈ 2,236. 

При tg ϕ = 3/2 = 1,5 последовательность межатомных расстояний представляет-
ся в символическом виде как  

 
LSLSLLSLSLLSLSLLSLSLLSLSLLSLSLLSLSLLSLSLLSLSL…, (6) 

где L ≈ 0,832, S ≈ 0,555. 
Вновь получается периодическая структура с элементарной ячейкой, содержа-

щей 5 атомов, и с периодом, равным 3⋅L + 2⋅S ≈ 3,606. 
Приведем результаты расчета одномерных структур еще для нескольких углов 

проецирования: 
 
tg ϕ = 5/3 L ≈ 0,857, S ≈ 0,514. 
Ячейка: SLSLLSLL, период = 5⋅L + 3⋅S ≈ 5,831. (7) 
tg ϕ = 8/5 L ≈ 0,848, S ≈ 0,53. 
Ячейка: SLSLLSLSLLSLL, период = 8⋅L + 5⋅S ≈ 9,434.  (8) 
tg ϕ = 13/8 L ≈ 0,852, S ≈ 0,524. 
Ячейка: SLSLLSLSLLSLLSLSLLSLL, период = 13⋅L + 8⋅S ≈ 15,264.  (9) 
tg ϕ = 21/13 L ≈ 0,85, S ≈ 0,526. 
Ячейка: SLSLLSLSLLSLLSLSLLSLSLLSLLSLSLLSLL,  
период = 21⋅L + 13⋅S ≈ 24,698.  (10) 
 
Приведенных примеров достаточно для описания закономерностей получае-

мых одномерных структур. Все они являются трансляционно упорядоченными, но 
их период монотонно возрастает с увеличением номеров чисел Фибоначчи, ис-
пользуемых для вычисления тангенса угла проецирования. Длина элементарной 
ячейки равняется  

P = a 2
2

2
1 nn + ,    (11) 

где n1 и n2 — числитель и знаменатель выражения тангенса угла проецирования, 
т.е. два последовательных числа Фибоначчи. Доказательство следует из построе-
ния полосы проецирования (см. рис. 1). «Верхняя» ограничивающая прямая про-
ходит через узел [[0, a]] и через узлы [[a ⋅n2 , a ⋅(n1 + 1)]], [[a ⋅2n2, a ⋅(2n1 + 1)]],  
[[a ⋅3n2, a ⋅(3n1 + 1)]], и т.д. 

С увеличением периода структуры количество атомов в одномерной элемен-
тарной ячейке также растет и всегда равняется следующему числу Фибоначчи: 

 
nА = n1 + n2     (12) 

 
При неограниченном возрастании чисел Фибоначчи, которыми задается тан-

генс угла проецирования ϕ, одномерная структура превращается в одномерный 
квазикристалл.  

С одной стороны, период структуры стремится к бесконечности, следователь-
но, никакая конечная часть не является трансляционным инвариантом (элементар-
ной ячейкой). Иначе говоря, данная структура – не кристалл. С другой стороны, 
полученная структура обладает дальним порядком, т.к. построена по однозначно-
му алгоритму. 
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Известно, что пределом отношения последовательных чисел ряда Фибоначчи 
является золотое сечение τ = ( 5 +1) / 2. Таким образом, если тангенс угла про-

ецирования ϕ стремится к золотому сечению τ, то вышеизложенная процедура 
дает нам одномерный квазикристалл. Приведем часть одномерного квазикристалла 
в виде последовательности коротких и длинных межатомных расстояний: 

 
LSLSLLSLSLLSLLSLSLLSLSLLSLLSLSLLSLLSLSLLSLSLLSLL… (13) 

 
Структуры, изображенные последовательностями (5) – (10), называются аппрок-

симантами одномерного квазикристалла. Можно проследить, что отношение длин 
отрезков L и S постепенно стремится к золотому сечению τ. Для последовательности 
(13) отношение длин отрезков L и S точно совпадает с золотым сечением. 

Количество длинных межатомных расстояний в последовательности (5) равно 
количеству коротких. Для следующих аппроксимантов относительное число длин-
ных отрезков монотонно возрастает. Выше было показано, что количество корот-
ких и длинных межатомных расстояний в элементарной ячейке аппроксиманта 
совпадает с двумя соседними числами последовательности Фибоначчи, а точнее, с 
числами n1 и n2, которые задают тангенс угла проецирования. Следовательно, в 
одномерном квазикристалле отношение количества длинных межатомных рас-
стояний к количеству коротких равно золотому сечению τ. 

Последовательности (5) – (10) и (13) обладают характерной закономерностью. 
Короткие межатомные расстояния нигде не располагаются подряд, а длинные – 
встречаются только по одному или парами. Ни один аппроксимант и предельный 
квазикристалл не содержат участков вида SS или LLL. Следовательно, все одно-
мерные структуры, построенные данным способом, могут быть описаны последо-
вательностями двух элементов: 

 
А = SL  и  В = SLL .   (14) 

 
Первый аппроксимант для tg ϕ = 1/1 выпадает из общей схемы, так как содер-

жит лишь одинаковые межатомные расстояния. Все остальные аппроксиманты (5) 
– (10) и подобные им можно записать в виде цепочек символов А и В.  

 
tg ϕ = 2/1 ВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВВ… 
tg ϕ = 3/2 АВАВАВАВАВАВАВАВАВАВАВАВАВАВАВ… 
tg ϕ = 5/3 АВВАВВАВВАВВАВВАВВАВВАВВАВВАВВ… 
tg ϕ = 8/5 АВАВВАВАВВАВАВВАВАВВАВАВВАВАВВ… 
tg ϕ = 13/8 АВАВВАВВАВАВВАВВАВАВВАВВАВАВВАВВ… 
tg ϕ = 21/13 АВАВВАВАВВАВВАВАВВАВАВВАВВАВАВВАВАВВАВВ… 
 
Новая символика позволяет изобразить одномерные аппроксиманты в более 

компактном виде. Характерно, что все структуры, кроме первой, опять состоят из 
отрезков двух видов — более длинного В и более короткого А. Как и в предыду-
щей символике (с помощью межатомных расстояний L и S), мы получаем после-
довательности, в которых короткие отрезки всегда разделяются длинными или 
парами длинных. Отношение количества отрезков В к количеству отрезков А по-
степенно растет и стремится к золотому сечению.  
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Можно опять ввести новые обозначения для повторяющихся фрагментов АВ и 
АВВ и записать одномерные аппроксиманты еще в более кратком виде. Новая за-
пись будет обладать теми же вышеперечисленными особенностями.  

Данное свойство самоподобия при сжатии является характерным свойством 
последовательностей, получаемых с помощью чисел Фибоначчи. Свойство само-
подобия позволяет выявлять структуры, внешне похожие на одномерные квазик-
ристаллы или аппроксиманты высокого порядка. Если после нескольких операций 
сжатия в последовательности обнаруживаются 2 коротких или 3 длинных фраг-
мента подряд, то эта структура – не квазикристалл ! 
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