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Данная работа посвящена исследованию псевдосимметрических особеннос-
тей органических структур триклинной, моноклинной и ромбической сингоний, 
взятых из Кембриджского банка структурных данных.  

 
Основной геометрической особенностью, характерной для всех кристаллов, 

является симметрия, т.е. инвариантность атомной структуры относительно 
некоторой группы изометрических преобразований. Однако для многих 
кристаллов наблюдается также приблизительная симметрия атомной структуры, 
когда достаточно большой атомный фрагмент инвариантен относительно 
некоторой надгруппы пространственной группы симметрии кристалла. Такие 
кристаллы обычно называются псевдосимметричными. Формально атомную 
структуру псевдосимметричного кристалла можно описать федоровской группой 
симметрии G, относительно которой инвариантна вся атомная структура (вся 
функция электронной плотности и ядра атомов) и некоторой надгруппой Т, 
относительно которой инвариантен фрагмент структуры. Мы рассматриваем 
случай, когда группа Т является федоровской надгруппой группы G. В этом случае 
мы говорим о федоровской псевдосимметрии кристаллической структуры. 

Группа Т может быть представлена как объединение смежных классов по ее 
подгруппе G. Раскладывая группу Т на левые смежные классы, получим: 

...21 UUU GtGtGT =     (1) 

Здесь элементы  t1, t2, … принадлежат группе Т, но не принадлежат группе G, и 
представляют собой изометрические операции, относительно которых 
инвариантен высокосимметричный фрагмент атомной структуры кристалла. В 
зависимости от вида операций t1, t2…, с помощью которых образуются смежные 
классы (1), говорят о трансляционной, поворотной псевдосимметрии, 
псевдоинверсии и т.д.  

Для количественной оценки степени инвариантности структуры относительно 
представителей смежных классов (1), например, t1, t2…, удобно использовать 
функционал [1]: 
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Под функцией ( )x
r

ρ  можно понимать, например, функцию электронной 

плотности кристалла, интегрирование ведется по объему элементарной ячейки V. 
Функционал ηt[ρ( x

r
)] показывает, в какой степени вся функция электронной 

плотности кристалла инвариантна относительно изометрической операции t. Если 
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функция электронной плотности кристалла полностью инвариантна относительно 
операции t, т.е. если операция t является просто операцией симметрии 
кристаллической структуры, то ηt[ρ( x

r
)]=1. Если ηt[ρ( x

r
)]=0, то можно считать, 

что кристаллическая структура полностью асимметрична относительно данной 
операции.  

С помощью функционала (2) можно определить условие того, что 
кристаллическая структура является псевдосимметричной. Будем считать 
структуру псевдосимметричной, если  

ηt[ρ( x
r

)] >
2

1 .     (3) 

Повышение симметрии атомных фрагментов кристаллических структур по 
сравнению с группой симметрии кристалла в целом может происходить за счет 
повышения симметрии правильной системы точек, по которой располагаются 
наиболее тяжелые атомы структуры, и за счет повышения симметрии 
совокупности таких правильных систем. Кроме того, к псевдосимметрии могут 
приводить специальные для данной сингонии значения параметров элементарной 
ячейки. 

Если псевдосимметрия возникает за счет повышения симметрии одной 
специальной правильной системы точек, то по этой правильной системе должны 
располагаться атомы с наибольшей рассеивающей способностью, т.е. наиболее 
«тяжелые» атомы структуры. Степень тяжести может быть охарактеризована 
величиной r*, которая рассчитывается по формуле 
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где ZT – атомный номер наиболее «тяжёлого» атома в структуре (т.е. атома с 
наибольшим атомным номером), N – число атомов в формульной единице. Для 
разных кристаллических структур степень «тяжести» может изменяться в 
пределах от 0 до 1. Величина r* стремится к нулю для структур с большим числом 
атомов с приблизительно одинаковой рассеивающей способностью в 
элементарной ячейке. Степень «тяжести» равна 1 для структур, которые состоят из 
атомов, расположенных по одной правильной системе точек пространственной 
группы.  

Для каждой пространственной группы можно определить множество 
изометрических операций, относительно которых может быть инвариантен 
фрагмент кристаллической структуры. Для анализа причин псевдосимметричности 
кристаллических структур относительно этих операций, в частности, роли одной 
или нескольких правильных систем точек, удобно анализировать расположение 
кристаллов на специальной диаграмме. По одной оси диаграммы отложена степень 
инвариантности относительно рассматриваемой изометрической операции, а по 
другой – степень «тяжести» правильной системы точек, по которой располагаются 
атомы с наибольшим порядковым номером в таблице Менделеева. Каждый 
кристалл на такой диаграмме представляется точкой.  

В данной работе исследуется трансляционная псевдосимметрия, 
характеризуемая набором дополнительных трансляций вдоль рациональных 
направлений. В качестве объектов были взяты 94967 органических и 
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элементоорганических структур (из них 27772 триклинных и 44915 моноклинных, 
22280 ромбических), взятых из Кембриджского банка структурных данных. 

Метод анализа псевдосимметрических особенностей кристаллов поясним на 

примере кристаллов, относящихся к пространственной группе симметрии 
b

Р 12 . На 

рис. 1  показана диаграмма, рассчитанная для всех кристаллов с симметрией 
b

Р 12 , 

структурные данные о которых приводятся в Кембриджском банке структурных 
данных. Выбор данной группы связан с тем, что в ней кристаллизуется 
наибольшее число органических и элементоорганических кристаллов.  

Кристаллы с такой симметрией могут иметь трансляционную 
псевдосимметрию относительно переносов, равных половине любой из 
элементарных трансляций, половине диагоналей граней и половине телесной 
диагонали элементарной ячейки. Для каждой структуры из банка данных 
рассчитывался функционал (2) для указанных параллельных переносов. 
Параллельно для всех кристаллов рассчитывалась «степень тяжести» r* 

правильной системы точек, отвечающей атому с наибольшей рассеивающей 
способностью.  

Всего в Кембриджском банке структурных данных приведена информация о 

26152 кристаллах, принадлежащих пространственной группе 
b

Р 12 . На диаграмме, 

приведенной на рис. 1, показаны 6956 кристаллов, для которых степень 
трансляционной инвариантности относительно хотя бы одного из указанных выше 
параллельных переносов составляет величину, большую 0.1. Линиями η = 0.5 и 
r* = 0.5 диаграмма разделена на четыре области. В области С и D располагаются 
структуры, степень трансляционной инвариантности которых относительно хотя 
бы одной кратчайшей рациональной трансляции составляет величину, большую 
0.5, т.е. кристаллы, которые мы определили как псевдосимметричные. Всего таких 
структур оказалось 720 т.е. 2.8% от числа кристаллов, принадлежащих данной 
пространственной группе. В область С попадают кристаллы (111 структур), 
псевдосимметрия которых вызывается  повышением симметрии совокупностей 
правильных систем точек, по которым располагаются атомы в структуре. В 
области D располагаются 602 структуры, псевдосимметрия которых определяется 
специальным расположением наиболее тяжелого атома в элементарной ячейке. В 
области А располагаются кристаллы (13513 структур), которые состоят из атомов 
с приблизительно одинаковой рассеивающей способностью и слабо 
псевдосимметричные. Наконец, в области В находятся слабо псевдосимметричные 
кристаллы с тяжелыми атомами (11936 структуры). Нетрудно заметить, что 
основное число кристаллических структур с трансляционной псевдосимметрией 
составляют кристаллы с тяжелым атомом. Его специальное расположение 
относительно элементов симметрии пространственной группы и определяет 
псевдосимметрию структуры в целом.  
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Рис. 1. Диаграмма зависимости степени трансляционной инвариантности функции 

электронной плотности от степени тяжести для атомных структур органических кристаллов 

с пространственной группой 
b

Р 12  относительно половины хотя бы одной кратчайшей 

трансляции. На рисунке представлено 6956 структур. Структуры с ηt[ρ( x
r

)] < 0,1  
не показаны 

 
 
Для сравнения псевдосимметрических особенностей кристаллов с разной 

симметрией рассмотрим две пространственные группы симметрии — 1Р  и Pbcn. 
В этих группах кристаллизуется достаточно большое число органических и 
элементоорганических соединений. Так, по данным Кембриджского банка 
структурных данных, пространственной группе 1Р  принадлежат 26591 
структуры, а группе Pbcn – 1036.  

Общее количество псевдосимметричных структур, для которых имеется хотя 
бы один вектор переноса в рациональном направлении, не являющийся 
трансляцией решетки с ηt[ρ( x

r
)] > 0,5 для кристаллов, принадлежащих группе 1Р , 

составляет 285 структур (около 1% от общего количества кристаллов с данной 
симметрией), а для кристаллов, принадлежащих группе Pbcn –234 (23%). При этом 
число псевдосимметричных структур в областях С и D для группы 1Р  примерно 
одинаково (154 и 121), а для кристаллов с пространственной группой Pbcn число 
кристаллов в области С почти в пять раз меньше числа кристаллов в области D (22 
и 112 соответственно). Это означает, что для пространственной группы 

1Р вероятность появления трансляционной псевдосимметрии за счет 
расположения наиболее тяжелых атомов по одной правильной системе точек и за 

 В 
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счет суперпозиции правильных систем точек примерно одинакова. Для более 
высокосимметричной группы Pbcn все большую роль играют отдельные 
правильные системы точек, занимаемые более тяжелыми атомами.  

Повышение симметрии правильной системы точек по сравнению с 
пространственной группой кристалла в целом связано с особым расположением ее 
точек относительно элементов симметрии пространственной группы. Так, 
например, если атом располагается на плоскости скользящего отражения b, то вся 
правильная система, полученная из этого атома, будет инвариантна относительно 

переноса на половину трансляции решетки 
2

b
r

. Псевдосимметрия сохранится, Если 

атомы будут смещены от плоскости скользящего отражения на величину rp, 
меньшую диаметра атома, то некоторая степень инвариантности относительно 

переноса 
2

b
r

 также будет иметь место. Это означает, что для каждой 

пространственной группы (кроме Р1) можно записать некоторое выражение для 
объема кристаллического пространства (псевдосимметричного объема), находясь в 
котором атом будет создавать псевдосимметрию. Для более точного 
представления данной вероятности мы должны учесть объем кристаллического 
пространства,  который атом не может занимать ни при каких обстоятельствах. 
Этот объем образуют точки, расположенные вблизи частных позиций на 
расстояниях rk, которые не могут соответствовать никаким межатомным 
расстояниям. Так, например, атом может располагаться от центра инверсии на 
расстоянии, не меньшем половины длины химической связи между 
соответствующими атомами. Подчеркнем, что речь идет об атомах, с которыми 
связана некоторая функция, например, функция атомного рассеяния. Если атом 
представить в виде точки, то псевдосимметрия будет характерна лишь в случае, 
если атом точно находится в соответствующей позиции. Получим выражения 
таких объемов для групп 1P  и Pbcn. 

В группе 1P  имеются однократные частные позиции:  
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которым соответствуют однократные правильные системы точек. 
Правильные системы точек, которые характеризуются дополнительными 

трансляциями (нехарактеристические или псевдосимметричные правильные 
системы точек), являются двухкратными, и им соответствуют положения в 
элементарной ячейке с координатами [2, 3]: 
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Объем псевдосимметричного пространства равен  
33

3

4
8

3

4
26 kpp rrV ⋅⋅−⋅⋅= ππ .    (5) 
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Вероятность псевдосимметричного положения тяжелого атома  может быть 
найдена по формуле 

..
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V

rr

V

V −
⋅= π     (6) 

Из формулы видно, что вероятность псевдосимметрии уменьшается при 
увеличении объема элементарной ячейки кристалла с такой пространственной 
группой.  

Для группы Pbcn имеются три типа частных позиций в элементарной ячейке:  
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Им всем соответствуют четырехкратные правильные системы точек. 
Нехарактеристические позиции (кратность позиций равна 8): 
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В результате получаем: 

 
где a, b, c – параметры решетки. 

Сравнение показывает, что псевдосимметричный объем для кристаллов с 
группой симметрии 1P  значительно меньше, чем для Pbcn, с чем и может быть 
связано значительно меньшее относительное число псевдосимметричных структур 
с симметрией 1P .  

На рис. 2 приведены диаграммы распределения числа псевдосимметричных 
структур в зависимости от объема элементарной ячейки для кристаллов с 
пространственными группами 1P  и Pbcn. Из диаграмм видно, что 
псевдосимметрия наиболее часто возникает в кристаллах с объемом элементарной 
ячейки, лежащим в интервале от 700-1500 Å3.  
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Рис. 2. Диаграммы распределения относительного числа псевдосимметричных структур  
по отношению к общему числу кристаллов с данной пространственной группой, в зависимости 
от объема элементарной ячейки для кристаллов с пространственной группой 1P  (а) и Pbcn (б) 
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В заключение приведем диаграмму для всех кристаллов триклинной, 
моноклинной и ромбической сингоний (рис. 3). На диаграмме показаны 
кристаллы, имеющие степень трансляционной симметрии относительно хотя бы 
одной дополнительной трансляции, большей 0.1.  

Общее разделение кристаллов по областям диаграммы следующее. Из общего 
числа 94967 кристаллов триклинной, моноклинной и ромбической сингоний, 
приведенных в банке, в областях A, B, C, D располагаются 56934, 35993, 560, 1540 
структур соответственно. При этом общее число кристаллов с трансляционной 
псевдосимметрией, большей 0,5, равно 2100, что составляет приблизительно 2% от 
общего числа. 

 
 

Рис. 3. График зависимости степени трансляционной инвариантности функции электронной 
плотности относительно половины хотя бы одной кратчайшей трансляции от степени 

тяжести для органических структур триклинной, моноклинной и ромбической сингоний.  

На рисунке представлено 15833 структуры. Структуры с ηt[ρ( x
r

)] <0,1 не показаны 
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