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В теории специальных функций хорошо из-
вестна функция Эйри, являющаяся частным 
решением линейного однородного дифферен-
циального уравнения второго порядка очень 
простого вида 

y" – xy = 0. 
Впервые она появилась в работе Дж. Эйри 

по оптике, в дальнейшем использовалась 
в механике. Функция Эйри тесно связана с 
функциями Эйри–Фока и функциями Бесселя. 
Известна асимптотика и расположение нулей 
этой целой вещественной функции на вещест-
венной оси. При комплексных z для нее справед-
ливо следующее интегральное представление: 
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где ),0[]0,( 3/2   ie  – контур в комплекс-
ной плоскости. Используется также вторая 
функция Эйри Bi(z), выражающаяся через Ai(z), 
но линейно не зависящая от нее. Обратим вни-

мание, что у функции 
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 и положи-

тельное направление вещественной оси 
( r ) , а контур  проходит через два со-
седних.
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естественно назвать обобщенной функцией Эй-

ри, ),0[]0,( 1
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e . Простым интегриро-
ванием по частям легко показать, что она удов-
летворяет обобщенному уравнению Эйри 
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Заменяя контур  на аналогичный ему, со-
единяющий два следующих соседних луча мак-
симального убывания,  получим, очевидно, еще 
n + 1 решение дифференциального уравнения, 
естественно, линейно зависимые. 

Однако любая комбинация этих функций, 
содержащая меньше, чем n + 1 элементов, будет 
линейно независимой, поскольку у всех функ-
ций разные направления максимального роста. 

Данная работа посвящена изучению асим-
птотики обобщенных функций Эйри. Посколь-
ку в зависимости от четности n свойства функ-
ций несколько различаются, а асимптотические 
свойства функции Эйри (n = 2) известны, осо-
бенно подробно изучается случай n = 3. 

Рассмотрим интеграл 
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Отметим, что комплексная плоскость распа-
дается на 8 открытых секторов (плюс граница), 

в четырех из которых, 
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 24 ). На границе секторов 
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 осциллирует. Соответственно, 
контур интегрирования  лежит в двух соседних 
секторах убывания, при этом стандартно дока-
зывается, что с учетом скорости убывания по-
дынтегральной функции при «вращении» лучей 

0l  и 

1l  соответственно в секторах 
0S  и 

1S  ве-
личина интеграла (1) не меняется. 

Асимптотику вычисляем по методу перевала 
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которые оказываются подвижными и которые 
останавливаем заменой tzt 3~ , 113   (главное 
значение корня) [2, с. 318]. В результате нахо-
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где контур ~  получается из  поворотом на 

угол targ
3
1  по часовой стрелке. Он остается в 

прежних секторах 
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 z , следовательно, в соответст-

вии со сказанным выше, может быть возвращен 
в прежнее положение .

У интеграла (2) три точки перевала: 3
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1;0 k , на контуре лежит одна – t = 1. 
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в секторе 
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методу Лапласа; точка максимального вклада – 
t = 1. Используя известную асимптотическую 
формулу для случая максимума внутри отрезка, 
получаем асимптотический ряд 
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Один из «хвостов» интеграла (3) оценивает-

ся очевидным образом: )1(
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Поэтому изучим более детально лишь линии 
уровня гармонической функции S2(z), проходя-

щие через точки  t1 = 1 и 
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. Тогда контур интегри-
рования  деформируем следующим образом. 
Из +i спускаемся по линии уровня S2 d2 до 
точки А (изображено пунктиром), переходим 
вертикально в точку В и по линии уровня S2 = 0 
(оси ) уходим в +. Устремляем вертикальный 
отрезок АВ влево в –, при этом 
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падается на два: ось  и одну из линий уровня 
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d2, везде S2 = const. Вычисляя вклад в асимпто-

тику от точки 
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сравнивая с вкладом от точки t = 1 (4), видим, 
что он экспоненциально мал. Окончательно 
асимптотика функции Эйри в K1 задается фор-
мулой (4). 

Замечание. Поскольку в направлении 0ire  
интеграл Эйри возрастает максимально, то по-
рядок и тип целой функции F(z) соответственно 
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С учетом структуры гармонической функции 
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анализ графика этой неявной функции показы-
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Деформируем контур  в l1 – это и будет пе-
ревальный контур с единственной точкой стро-

гого максимума для S1(t): 3
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замены в интеграле (5) получаем возможность 
применять метод Лапласа. Окончательно
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Рис. 1 
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Несложно проверить, что в этом случае су-
ществует перевальный контур (), проходя-

щий через единственную точку перевала 6
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Замечание. Луч 8
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Имеются три перевальные точки t1,2,3: 6
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Рис. 2 
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ASYMPTOTICS OF GENERALIZED INTEGRALS AI(Z) IN C 
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Asymptotics of a generalized function Ai(z) is found in the complex plane. 
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