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Введение 
 
В данной работе рассматривается проблема 

построения оценки функции распределений в 
модели доза-эффект, которая описывается сле-
дующим образом. Пусть последовательность 

}1,),{()( niUX ii
n X  независимых и оди-

наково распределенных с (X, U) пар случайных 
величин (с.в.) имеет совместную плотность рас-
пределения 0)()( ugxf  и функцию распреде-
ления )()( xGxF , где 

,)()(),()( uUuGxXxF  PP  
)()(),()( xgxGxfxF  , 

)( UXIW   есть индикатор события (X < U). 
В зависимости доза–эффект вместо выборки X(n) 
наблюдается выборка (см. [1]) 

}1,),{()( niUW ii
n U , 

где величина X интерпретируется как пороговая 
доза (латентная случайная величина), являю-
щаяся самой большой дозой, при которой не 
наблюдается эффекта в эксперименте, а U есть 
введенная доза. Биологическая суть вышеизло-
женного становится понятной из следующих 
пояснений. Предположим, что речь идет о яде, 
который попадает в биообъект. Например, при 
биотестировании воды речь обычно идет о це-
риодафниях, которые чувствительны к загряз-
нению воды вредными веществами и для кото-
рых это загрязнение является ядом. Для каждо-
го яда теоретически существует минимальная 
доза, вызывающая у тест-объекта его гибель. 
Оценить эту дозу для каждого биообъекта до-
вольно трудно. Если биообъект в эксперименте 
выжил, то он получил дозу, заведомо меньшую 
минимальной летальной дозы. Для каждого 
биообъекта эта доза будет различной, что опре-
деляется индивидуальной чувствительностью 

особей биологического вида к тестируемому 
препарату. Однако будем считать, что в одно-
родной массе величина X является случайной 
величиной с неизвестной функцией распреде-
ления F(x), плотность распределения g(U) слу-
чайной величины U также предполагается неиз-
вестной. Требуется по выборке U(n) оценить не-
известную функцию распределения F(x) и её 
квантили (называемые в токсикологии катего-
риями эффективных доз) на всем интервале из-
менения переменной x. Медианная доза обозна-
чается как ЕД50 и называется среднеэффектив-
ной дозой. Проблема осложняется тем, что сама 
величина X ненаблюдаема, а наблюдаются ин-
дикаторы wi и уровни введенных доз ui. Если 
вводимые дозы ut неслучайны, то мы называем 
такую модель моделью с фиксированным пла-
ном эксперимента, если же величины ut слу-
чайны, то такая модель называется моделью 
зависимости доза–эффект со случайным планом 
эксперимента. 

В [1] в качестве оценки неизвестной функ-
ции распределения использовались оценки На-
дарая [2] и Ватсона [3] (NW-оценки) вида 
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где )/()/1()( hxKhxKh   – ядерная функция 
(ядро), h = h(n) есть ширина окна просмотра 
данных – неслучайная последовательность, 
сходящаяся к нулю при n →∞, но при этом      
nh →∞. 

Обычно NW-оценки вида (1) используются в 
следующей схеме наблюдений: 

...,2,1,)(  tumy ttt           (2) 
где ε1, ε2,… – последовательность независимых 
и одинаково распределенных с.в., а ut – случай-
ные или фиксированные величины, m(x) – неиз-
вестная функция. 
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Для неслучайных ut в схеме наблюдений (2) 
Priestley и Chao (см. [4]) предложили оценки 
для функции m(x) по выборке ntyu tt 1,),( , 
объема n следующего вида: 

.)()()(ˆ
1

1
1




 

n

t
thtttPC xuKyuuxF      (3) 

Мы будем называть их РС-оценками. 
Если ntut / , nt ,...,1,0 , то РС-оценка 

принимает вид: 
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1 )/()(ˆ n

t htPC xntKynxF .         (4) 
Известно (см. [4, 5]), что как в схеме наблю-

дений (2), так и в зависимости доза–эффект для 
фиксированных планов наблюдений оценки (3) 
или (4) при некоторых условиях регулярности 
являются асимптотически нормальными. Одна-
ко в зависимости доза–эффект довольно часто 
планы эксперимента являются случайными, по-
этому в данной работе мы изучим оценки вида 
(3) для случайных планов эксперимента, т.е. мы 
будем предполагать, что величины ut являются 
случайными величинами, и докажем состоя-
тельность и асимптотическую нормальность 
PC-оценок в этом случае, используя методы 
работы [6].  

 
1. Основные результаты 

 
Для дальнейшего изложения нам понадобит-

ся понятие порядковых и индуцированных по-
рядковых статистик. 

Пусть  )()2()1( ... nUUU  вариацион-
ный ряд, построенный по совокупности 

),...,,( 21 nUUU . Тогда )(iU  называется i-й по-
рядковой статистикой. Индуцированная поряд-
ковая статистика ][iW  определяется следующим 
образом: если j

i UU )( , j
i WW ][ . 

Будем рассматривать статистики 
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Целью нашего исследования является дока-
зательство асимптотической (при n → ∞) нор-
мальности оценок )(ˆ xn  и Fn(x). Свойство 

асимптотической нормальности оценок )(ˆ xn  и 

Fn(x) позволяет при достаточно больших n 
строить доверительные интервалы на функцию 
распределения F(x), используя квантили нор-
мального распределения. 

Именно, мы покажем, что 

,))(2,0())(*)(ˆ( 2 xNxFKxnh
d

nh 


 

,))(2,0())(*)(( 2 xNxFKxFnh
d

nhn 


 

где ))(*( xFK h  есть свертка функций )(xK h  и 
F(x) на интервале (0,1), т.е.  

   
1

0

10,)()()(* xduuxKuFxKF hh , 
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2

xg
KxFxF
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 . 

 
2. Условия 

 
Условия (К) 
(K1) K(x) ≥ 0 для любого Rx . 

(K2) 




 1)( dxxK . 

(K3) K(–x) = K(x) для любого Rx . 
(K4) K(x) – финитная функция, т.е. K(x) = 0 

для  1,1x . 
(K5) K(x) – ограниченная функция, т.е. 




CxK
x

)(sup
]1,1[

. 

Для ядерной функции K(x) определим сле-
дующие характеристики: 






 dxxKx )(22 , 




 dxxKK )(22 , 

которые нам понадобятся в дальнейшем. 
В силу условий (K1) – (K5) они существуют. 
Примерами ядерных функций, удовлетво-

ряющих условиям (K1) – (K5), являются:  
  ядро Епанечникова  

 1||)1(
4
3)( 2

0  xIxxK ; 

  квартическое ядро  

 1||)1(
16
15)( 22

0  xIxxK ; 

где I(A) есть индикатор множества A. 

Для ядра Епанечникова ,
5
12   

5
32

K , 

для квартического ядра ,
7
12   

7
52

K . 

Условия (S) 
(S1) Плотность g(x) > 0 есть непрерывная и 

ограниченная функция, которая имеет ограни-
ченные производные до третьего порядка вклю-
чительно. 
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(S2) Функция F(x) имеет ограниченные не-
прерывные производные до третьего порядка 
включительно. 

Примерами функций, удовлетворяющих ус-
ловиям (S1), (S2), являются функции распреде-
ления и плотности нормального, логистическо-
го и логнормального распределений.  

 
3. Результаты 

 
Следующая теорема 1 устанавливает асим-

птотическую нормальность оценок )(ˆ xn  и 
Fn(x). 

Пусть M – заданная константа. 
Теорема 1. Пусть 5/1 Mnh  и выполнены 

условия (K), (S). 
Тогда  
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Заметим, что дисперсия предельного распре-
деления )(2)( 22

1 xx   зависит от неизвестной 
функции распределения F(x), и, следовательно, 
σ2(x) также неизвестна, поэтому в качестве оцен-
ки σ2(x) мы предлагаем использовать статистику 
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 (4) 

В следующей теореме утверждается, что 
оценка )(ˆ 2

1 x  является состоятельной оценкой 
дисперсии )(2

1 x . 
Теорема 2. Пусть выполнены условия 

(K), (S) . Тогда при n  )()(ˆ 2
1

2
1 xx

p

 . 
 

4. Доказательства 
 
Доказательство теоремы 1.  
Пусть  
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Представим разность   )(*)(ˆ xKFx hn   в 
следующем виде: 

  321)(*)(ˆ NNNxKFx hn  , 
где  
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Покажем, что при n  
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2
 nhoN p   21

3 )(  nhoN p . 
Рассмотрим слагаемое 2N .  

Из представления свертки 
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следует, что 
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где ],[ )1()(  ii
i UU . 

Отсюда 
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Для слагаемого 3N  имеем оценки: 
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Значит, при n  
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В работе [7] показано, что 
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асимптотически независимы от  )(( )1(iUG  
))( )(iUG . Кроме того, известно, что )( jUG  

имеет равномерное распределение на [0,1], по-
этому )( )(iUG  есть i-я порядковая статистика из 
равномерного на [0,1] распределения.  

Известно также (см., например, [8]), что если 
n ,...,, 21  есть независимые случайные ве-

личины из равномерного на [0,1] распределения 
и  },...,2,1,{ )( nii

n  вариационный ряд, по-
строенный по n ,...,, 21 , ,)()1( ii
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симы и одинаково распределены с плотностью 
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В таком случае при n  
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и асимптотическая нормальность N1 получается 
теперь из центральной предельной теоремы 
Линдеберга-Леви (см. [9]).  

Найдем дисперсию суммы N1, считая, что 
величины njjjj UX  1),,(  независимы как 
тройками, так и между собой. Для этого вос-
пользуемся формулой для дисперсии произве-
дения независимых величин Z1, Z2: 
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принимая во внимание, что  










 

)(
))()((

2

2

j

jjj

Ug
UFUXI

E  

)),1(1()()(
)(

))(1)(( 22 oxduxuK
ug

uFuF
h 


   

,0
)(

)()(










 

j

jjj

Ug
UFUXI

E 2)(  jE , 

и учитывая возможность предельного перехода 
под знак математического ожидания, получим 
результат первой части теоремы 1. С неболь-
шими изменениями показывается, что  
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поэтому  
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Оптимальное значение константы М, входя-
щей в определение ширины окна h просмотра 
данных (см. формулировку теоремы 1), определя-
ется из условия минимума среднеквадратичного 
отклонения, зависящего от интеграла (см. [10]) 

 dxxFxFb )(1)(2   , который необходимо 

оценивать по выборке U(n). Для оценки величи-
ны b2 можно воспользоваться следующей ста-
тистикой 
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Статистика 2b̂  асимптотически эквивалент-
на статистике 
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поскольку )(
~ˆ 122  nObb . 

Покажем, что как 2~b , так и 2b̂  являются со-
стоятельными оценками b2. 

Лемма 1. Для фиксированных планов экспе-

римента при n → ∞ 22ˆ bb
p

 , 22~
bb

p

 . 
Доказательство. В силу независимости ве-

личин Wj и Wj -1 получаем: 
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Кроме того, имеем: 
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Вычислим сначала     


 
ji

jjii WWWW 11 1,1Cov . 

Не нарушая общности, рассмотрим случай i < j. 
Множество индексов разобьем на две части: 1) i= 
= j – 1 < j и 2) i < j – 1. В первом случае  

     11 11 jjii WWWW  
   011 211   jjjj WWWW , 

поэтому здесь 
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    )1(,1 121 jjjj WWWWCov  
))(1)(())(1)(( 121   jjjj uFuFuFuF . 

Во втором случае, т.е. когда i < j – 1, величи-
ны ),1( 1 ii WW  )1( 1 jj WW  независимы, откуда 

   0)1(,1 11   jjii WWWWCov . 
Так как  

       )1()1()1( 111 jjjjjj WWWWWW 2EED  

))()(1))((1)(( 2
jjjj uFuFuFuF  ,  

то получаем, что при n  
     )(1)(~ 12 xFxFnbD  

  0)(2)(21 2




n
dxxFxF . 

Из неравенства Чебышева теперь следует со-
стоятельность оценок 2~b  и 2b̂ . 

Поскольку величины, входящие в сумму (1) 
и (2), ограничены, то из [9, с. 291] следует также 
асимптотическая нормальность статистик 2b̂  и 

2~b  с ожиданием b2 и дисперсией  1)(1 xF
n
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Аналогично предыдущему можно показать, 
что  
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Доказательство завершено. 
Рассмотрим теперь случайные планы экспе-

римента, где будем считать, что  iU0(P  
,1)1   и пусть 
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Лемма 2. Если выполнены условия (K), (S), то 
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Доказательство. Представим статистику 2ŝ  
в следующем виде: 
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поскольку F(x) удовлетворяет условию Липши-
ца (так как плотность f(x) ограничена), то 
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Действительно, 
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Рассмотрим теперь слагаемое 1S . Имеем: 
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Очевидно,  
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В силу условной независимости индуциро-
ванных порядковых статистик (см. [13]) 
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Поскольку слагаемые Δw[i+1], Δw[i] ограниче-
ны, то дисперсии сумм S11, S12 сходятся к нулю. 

Из неравенства Чебышева следует ,
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лось доказать. 
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим 

оценку (4) или эквивалентную ей оценку 
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Поскольку  
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то отсюда следует, что дисперсия статистики 
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Если мы покажем, что 
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то результат теоремы 2 будет следовать из не-
равенства Чебышева. 

Заметим, что 
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для центральных членов вариационного ряда. 
Известно (см. [13]), что индуцированные по-
рядковые статистики условно независимы, и 
поскольку величины W1, W2,…, Wn одинаково 
распределены, то из предыдущих рассуждений 
следует, что каждое слагаемое последней сум-
мы сходится по вероятности к 
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. Тогда из теоремы Коши 

(см. [14, с.79]), примененной к последователь-
ности рассматриваемых случайных величин, 
будет следовать, что  
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Результат теоремы 2 следует теперь из нера-
венства Чебышева. 
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PC-ESTIMATORS OF DISTRIBUTION FUNCTION OVER RANDOM EXPERIMENT PLANS  
IN A DOSE-EFFECT MODEL 

 
M.S. Tikhov 

 
Nonparametric PC-estimators of a distribution function over random experiment plans in a dose-effect model are 

considered. PC-estimators have been shown to be consistent and asymptotically normal. We propose and investigate 
an estimator of limiting variance. 
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